Kapitel 8
Integralrechnung

Neben der Differentiation ist die Integration die zentrale Anwendung des Grenz-
wertbegriffs in der Analysis. Wir werden zuerst einen intuitiven und geometrischen
Zugang zur Integralrechnung wihlen, bevor wir Differenzieren und Integrieren
in Beziehung setzen. Der historische Zugang zur Integralrechnung fufit auf der
praktischen Notwendigkeit, bei der Landvermessung Inhalte von Flachen berech-
nen zu kénnen (Babylonier). Inhalte geradlinig begrenzter Flachen wie Dreiecke,
Rechtecke oder Trapeze waren bekannt. Also versuchte man krummlinig begrenzte
Flachen durch Unterteilung der Flache in geradlinig begrenzte Flachen zu appro-
ximieren. Ein Beispiel findet man in Abbildung Auch hier taucht wieder der
Begriff der Approximation auf, der durch eine immer weitergehende Verfeinerung
(Grenzwertbetrachtung) schlieBlich zum ezakten Ergebnis fiihrt.

Abbildung 8.1: Fléache eines Ackers

Der griechische Mathematiker Archimedes (gest. 212 vor Chr.) fithrte den Ansatz
ein, dem auch wir hier prinzipiell folgen werden:

Gegeben sei zum Beispiel eine Funktion f mit f(x) > 0 fiir « € [a, b]. Gesucht ist
die Fléche zwischen Abzisse (z-Achse) und dem Graph der Funktion.

Ansatz: Approximiere mit Rechtecken unterhalb des Graphen und den Graphen
einschliefenden Rechtecken!
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Abbildung 8.2: Approximation der Fliche unterhalb einer Funktion unter der z-
Achse durch Rechtecke
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Abbildung 8.3: Eine feinere Unterteilung der Funktion aus Abb.

1. Beobachtung: Die Summe der unteren Rechteckfliachen ist kleiner als der gesamte
Flacheninhalt, wihrend die Summe der ,,oberen“ Rechteckflichen zu grof} ist.
Wie kann man die Ndherung genauer machen?

Idee: Feinere Unterteilung!

2. Beobachtung: Durch hinzufiigen neuer Punkte wird die Summe unterer Rechte-
cke grofler und die der oberen kleiner!

Spekulation/Idee: Mache die Abstdnde immer kleiner, dann wird die Approxi-
mation durch untere und obere Rechtecksummen immer besser — und durch
infinitesimal kleine Abstéinde (Grenziibergang) konnen die Approximationen
exakt werden.

Diese Idee wollen wir nun prézisieren und formalisieren.
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8.1 Das bestimmte Riemann-Integral

Definition 8.1. Gegeben seien ein Intervall [a,b] € R und eine endliche Anzahl

von Punkten xg,z1,...,T, mita = xg < 1 < -+ < xp, = b. Dann heifit Z =
(zo,...,xyn) eine Zerlegung von [a,b] und |Z] :== max{z; —x;—1:i=1,...,n} das
FeinheitsmaB der Zerlegung Z. Eine Zerlegung heif$t aquidistant, wenn die Intervalle
[xi—1, 2] firi=1,...,n alle gleich grof§ sind.

I ] ] ] ] ] I ] ] ] ] ]
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(a) nicht aquidistante Zerlegung (b) aquidistante Zerlegung

Abbildung 8.4: Zerlegungen

In der folgenden Definition definieren wir die Flacheninhalte der Rechtecke unter-
und oberhalb einer Funktion, wie in Abbildung [8.2] gezeigt.

Definition 8.2. Sei f : [a,b] — R beschrinkt (Vz € [a,b].|f(x)] < K < 00) und Z

eine Zerlegung auf [a,b]. Wir nennen

s(Z) = X (z;— 1) -inf{f(2) : @ € [z;-1, 2]} die Untersumme und

S(Z) = Zn:(xl —x;—1) -sup{f(z) : ¢ € [x;-1,;]} die Obersumme

von f beziglich der Zerlegung Z .

Im Folgenden werden wir einige Eigenschaften von Zerlegungen kennen lernen, die
uns schliefflich zur Definition des so geannten Riemann-Integrals fiithren.

Definition 8.3. Eine Zerlegung Z wird eine Verfeinerung von Zerlequng Z genannt
(in Zeichen: Z < Z) wenn Z alle Punkte von Z enthilt. Eine Zerlegung Z, die
genau die Punkte von Z und Z enthdlt, soll Uberlagerung von Z und Z heifien und
mit 7 = Z + Z bezeichnet werden.

Folgendes Lemma bendtigen wir fiir den Beweis des darauf folgenden zentralen Satz.

Lemma 8.4. Sei f(x) auf [a,b] beschrinkt mit |f(z)| < K und Z eine Zerlegung
von |a,b]. Die Zerlegung Z entstehe aus Z durch Hinzunahme eines zusdtzlichen
Punktes. Dann gilt:

a) 5(Z) < s(Z) < s(Z) +2K|Z|
b) S(Z) > S(Z) > S(Z) - 2K|Z|

Beweis: Sei Z = (xq,...,2,) und & € (xg_1,x)) fur ein beliebiges k = 1,...,n.
Also: Z = (20, ... T 1, &y T - - -, Tp).

ad a) mg = inf{f(x) : x € [zr_1, 7]}

my = inf{f(z) : v € [xx_1,Z]} > my
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me = inf{f(z) : € [Z,xx]} > my

s(Z) = s(Z)— (xg — xp—1)mp + (T — xp—1)M1 + (T — T) Mo
& s(Z) —s(2) (T — xp—1)m1 + (x — &)Mo — (T — Tp—1)Mk
= IM1 — Tk—1M1 + TxMo — TN — TpMg
+ xp_1mp + ITmp — Tmy
—_———

Trick!
<9K <K
B —_— L
= (T —wp-1) (1 —my) + (21 — ) (M2 — my)
>0 >0 >0 >0
> 0
< (F—mp_1) 2K+ (2 — ) - 2K

= (’I‘k — xk_l) 2K § 2K - |Z|
—_————
<2
ad b) analog. O

Der folgende Satz zeigt, dass unabhéngig von der gewahlten Zerlegung, eine Unter-
summe immer kleiner als eine Obersumme ist. Fiir eine feste Zerlegung gilt dies
natiirlich, wie man direkt aus der Definition ableiten kann.

Satz 8.5. Jede Untersumme ist kleiner oder gleich jeder Obersumme.

Beweis: Seien Z und Z zwei beliebige Zerlegungen. Dann gilt

Lem. ~_ Def. . Lem. ~
s(Z) < s(Z+2) < S(Z+Z) < S(2) 0
Ea B

Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir nun formal das so genannte Riemann-
Integral definieren.
Definition 8.6. Die Funktion f(x) sei auf [a,b] beschrinkt. Man nennt
b
/f(ac) dz :=sup {s(Z) : Z ist eine Zerlegung von [a,b]}

a

das untere (Riemann-)Integral und

b
/f(x) dz :=inf{S(Z) : Z ist eine Zerlegung von [a,b]}

das obere (Riemann-)Integral.
Sind unteres und oberes Riemann-Integral gleich, dann heifit f(x) dber [a,b] (Riemann-
)integrierbar und

b
/f(x) dx = sup s(Z2) = inf S(2)

= i
z st Zerlegung von [a,b] z ist Zerlegung von [a,b]

heifit das (Riemann-)Integral von f dber [a,b].
Man nennt a (bzw. b) die untere (bzw. obere) Integrationsgrenze und x die Integrati-
onsvariable.
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Anmerkung: Um auszudriicken, dass f Riemann-integrierbar iiber [a, b] ist, schreiben
wir auch f € Rla,b] .

b _b
Satz 8.7. Es gilt [ f(z)dx < [ f(z)dz bzw. sups(Z) < irzlfS’(Z).
a a Z

Beweis: Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z und Z gilt nach Satz stets s(Z2) <
S(Z). Also gilt fir ein beliebig fixiertes Z auch sup s(Z) < S(Z). Da Z beliebig,
z

kann es derart gewiihlt werden, dass S(Z) = iIzlf S(Z). Folglich sup s(Z) < iréf S(2).
z
O

Aus der bisherigen Herletung ergibt sich, dass jede Untersumme eine untere Schranke
fiir das Integral ist und jede Obersumme eine obere Schranke. Damit haben wir im
Prinzip ein numerisches Berechnungsverfahren hergeleitet. Das folgende Resultat
wird uns die Bestimmung von unterem und oberem Riemann-Integral spiirbar
erleichtern, da nicht mehr zwingend Supremum und Infimum der Summen iiber
alle méglichen Zerlegungen gefunden werden miissen. Vielmehr reicht es dann, den
Grenzwert irgendeiner Zerlegungsnullfolge fiir Unter- und Obersumme zu berechnen.

Satz 8.8. Sei f auf [a,b] beschrankt und Z, eine Folge von Zerlegungen mit
|Zy| — 0 fiir n — co. Dann gilt
a) lim s(Z,) =sups(Z) und

z

n— oo

b) nlgrréo S(Z,) = lI%fS(Z)

Beweis:

ad a) Sei Z eine beliebige Zerlegung mit p inneren Teilpunkten. Wegen Lemma

gilt dann s(Z,,) < 8(Z, + Z) < s(Z,,) + 2pK|Z,|.

Wenn lim s(Z,) = « existiert, dann s(Z,) + 2pK|Z,| — o und schlielich s(Z,, +
e —a —0

Z) — a fir n — oo. Da aber auch s5(Z) < s(Z,+ Z) < sups(Z) gilt, folgt
N—— V4

—Q

s(Z2) < a<sups(2).
z

Weil Z beliebig, kann Z auch so gewshlt werden, dass s(Z) = sup s(Z). Also muss
z
a = sup s(Z) gelten.
z

ad b) Analog. O

Beispiel 8.1. Notation: M; = sup{f(x): x € [z;—1,21]} und
m; = inf{f(z) : z € [x;—1, 2]} miti=(1,2,..n).

1. f(z) = c = const. fir alle x € [a,b]. Offensichtlich ist m; = M; = ¢ fir alle
i=1,2,...,n und deshalb s(Z) = S(Z) = > (x; — xi—1) - =

i=1 Teleskopsumme

¢ (xn — x0) = ¢(b—a) fir jede beliebige Zerleqgung Z von [a,b].

2. f(x) = x auf [0,a]. Wihle dquidistante Zerlegung Z,, : x; = i - % fir alle
i=1,2,..n.
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m; = inf{f(z):z€lri,z]} =2 1=>G—1)%
= .
M; = sup{z:z€ vy, 2]} =a;=10-%
n n i 2 n i
= s(Z,) = (@ m)mi= 3 8- 1) 8 =5 3 -]
i= *—/—"a/n i= i=
s n=l 2 1 2
= mXish tEt=50-9)
i=
S Na s a a® <~ a® n(n+l)
S(Zp) = Y(wi—wia) My=) p-i-p=1)i=15 "5
i:lh//—/ i=1 i=1
a/n
2
= 5+
a? 1 a?
sups(Z,) = supG(l—:)=%
n _naz 1 a? ifG-R[Ova}
1%fS(Zn) = IITILf?(l +2)=%
a 2
— [zde =%
0
3. f(z) = e” in [0,a]. Wihle wieder dquidistante Zerlegung Z,, : x; = i fiir
1=1,2,..n. Wegen Monotonie:
m; = e%1 = el-bi = (en)=t = ¢! mitq:=en
M’i = emi = ei'% e (e%)l e qZ
n n 1 n 1 n—1
s(Zn) = Zl(xz —Ti1)m; = Z)l% ¢ == Zlq" =0 ) q'
1= 1= = i=
_ a  1-¢" a  1=(em)™ _ a b
~ n 1l—-q¢ — n 1—en (6 l)e%—l
n n n
S(Zn) = (i —wi—1) - M=) heq'=1q > gt
= i=1 i=1
n=1 _on 0 1—(eZ)n
= fqY g =8-q L =gt 5D
i=1 . n
_ a _ - n
= (e"—1)-e =
a
sup s(Z,) = (e* — 1) - sup —=
n n en —1
a
SE3 (g0 1) lim —p» (h="2)
n—oo en — 1 n
=(e"—-1) }lllir%) o (Hospital)
= (" — 1) li =e*—1
(e )hli% eh ~ ©
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inf $(Z,) = (e* — 1) lim e - —2 0.
inf §(Zn) = (e* —1) lim en - —2— (s.0.)
:(ea—l){lim e%}~lim 0 et ]

n—00 n—oo en — |
—_—————

=1 =1 (s.0.)

a
Also ist €* auf [0,a] Riemann-integrierbar und es ist [e* dz = e®* — 1.
0

ir rational 1
4. f(x) = {0 fiir rationale @ € [0, 1] (Dirichlet — Funktion)

1 fir irrationale x € [0, 1]

Offensichtlich ist m; = 0 und M; =1 firi=1,...,n und deshalb
$(Zp) = > (x; —xi—1) - m;y =0 fir jede Zerlegung Z,

i=1
=0
n
s(Zn) = (x; —xi—1) - My = x, — 29 =1 fiir jede Zerlegung Z,
=t =1 =1 =0
= f ¢ R|[0,1]

Beobachtung: Anscheinend sind nicht alle Funktionen Riemann-integrierbar!
Koénnen wir die Riemann-integrierbaren Funktionen charakterisieren?

Satz 8.9 (Riemannsches Integrabilitdtskriterium). Sei f(z) auf [a,b] beschrankt.

f € Rla,b] & Ve >0.3Z(¢).5(2) —s(Z) < e

Beweis:

“=” Sei f € R[a,b]. Dann gilt sups(Z) = iIZIf S(Z). Wéhle € > 0 beliebig. Man

z
kann eine Zerlegung Z wihlen, so dass 0 < sup s(Z) — s(Z) < £. Ebenso kann man
z
eine Zerlegung Z wihlen, so dass 0 < S(Z) — inf S(Z) < £ Seinun Z = Z + Z.
z
Dann gilt:
b
0< [flz)de —s(Z) < §

b +
0<8(2)— [flz)dz < §

= 0<5(2)—s(Z) < e fir Zerlegung Z = Z + Z

Y= Ve >032..5(Z:) — s(Z.) <ebaw. S(Z.) <s(Z.)+¢.

Also s(Z.) <sups(Z) < infS(Z2)<S8(Z.) < s(Z:)+e |—sups(Z)
Z Satz[R1Q Z n. V

~ z
so dass 0 < iI%fS(Z) —sup s(Z) < s(Z.) —sups(Z) +e < ¢ fir alle € > 0.
z z
[ —
<0
Mit € — 0 folgt also ir}f S(Z) =sups(Z) und f € Rla,b]. O
z

Damit bleibt natiirlich die Frage nach einer einfachen Charakterisierung Riemann-
integrierbarer Funktionen. Der folgende Satz gibt darauf eine Antwort.
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Satz 8.10.

a) f stetig auf [a,b] = f € Rla,b].
b) f auf [a,b] monoton = f € RJa,b].
Beweis:

a) Nach Satz ist f(z) sogar gleichmiBig stetig auf [a, b].

Also gibt es zu jedem & > 0 ein 6 > 0 mit |f(z) — f(T)] < 355 [a, 0]
mit |z — &| < 4.
Fiir ein beliebiges Z = (o, . ..,7,) mit |Z] < ¢ ist M; —m; < 3= und
S(Z) = s(2) = (i — 1) (M; — m;)
i=1
€ n
z:(xZ —Ti—1) =¢€
b—a pt
=xz,—To=b—a

Laut Satz[8.9|ist damit f € R]a,b].
b) Wihle eine dquidistante Zerlegung Z, mit z; = a + =% - fir i = 0,1,...,n.

Falls f(x) monoton wachsend, dann m; = f(z;—1) und M; = f(=x;), sonst M; =
f(x;—1) und m; = f(x;). Folglich ist

S(Z, ;M m;)( zzji—l)
b—a —
— Z|f($i)—f($i—1)|
=1
b—a

- — |f(b) — f(a)] — 0O flir n — oo

Also inf S(Z,,) = sup s(Z,,) und f € RJa,b]. O

Dieser Satz sichert uns Riemann-Integrierbarkeit fiir eine grofie Klasse von Funktio-
nen zu. Wenn also die Integrierbarkeit von f auf [a, b] gesichert ist, dann reicht es nur
den Grenzwert der Unter- oder Obersumme zu bestimmen. Nachteilig bei dem Vor-
gehen bleibt jedoch der Umstand, dass Minima oder Maxima in den Teilintervallen
berechnet werden miissen. Dieser Miihe wollen wir uns nun entledigen.

Definition 8.11. Sei f auf [a,b] beschrinkt, Z = (xo,x1,...,%,) eine Zerlegung

von [a,b] und &; € [xi—1,x;] firi=1,...,n. Man nennt
Z —zi—1) - f(&)
i=1
die (Riemannsche) Zwischensumme von f auf [a,b] und &1, Z1,. .., &, (Riemannsche)

Zwischenpunkte.
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Wegen my, < f(Zx) < My, folgt aus der Definition sofort fiir alle Z
S(2) < o(Z,7) < 5(7) .

Tatséchlich kann man durch geschickte Wahl von Zwischenpunkten & = (21, Zo, ..., Z,)
den Unter- und Obersummen beliebig nahe kommen:

Lemma 8.12. Sei f(x) auf [a,b] beschrankt. Fir jede Zerlegung Z von [a,b] und
beliebiges € > 0 gibt es Zwischenpunkte & und & mait

a) s(Z)<o(Z,%) < s(Z)+¢e und
b) S(Z)—e<o(Z,2) <S5(2)
Beweis: Sei Z Zerlegung (z,...,z,) von [a,b] und € > 0 gegeben.

a) Fiir jedes k = 1,...,n kann man & € [rg_1, x| derart wahlen, dass my <
f(Zx) < my + 5= gilt. (je kleiner €, desto ndher schiebe Z; an Minimalstelle im
Intervall). Mit diesem Satz von Zwischenpunkten ist dann

s(Z) perSDef o(Z,%) =3, (wi—wi1) - [(32)
<30 (s — @) - (mk + ﬁ)

=s(2) + 3= - Z (x; —xi-1)

=1

=x,—ro=b—a

b) Analog fiir Obersummen.

O

Wenn also die Zerlegungen immer feiner werden, so dass |Z,| — 0 fir n — oo, dann
riicken auch die Positionen von Z; und Z; immer ndher zusammen.

Satz 8.13. Sei f auf [a,b] beschrinkt, Z, eine Folge von Zerlegungen mit |Z,| — 0
fiir n — oo mit passenden Zwischenpunkten ™. Es gilt

f € Rla,b] & Jede Riemannsche Zwischensumme konvergiert.
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In diesem Fall sind alle Grenzwerte gleich und sie haben den Wert

Beweis:

= Sei 0(Z,,%™) eine beliebige Folge von Zwischensummen mit |Z,| — 0. Ist

integrierbar, so konvergieren sowohl s(Z,) als auch S(Z,,) gegen I (Definition

). Wegen s(Z,) < 0(Z,,#™) < S(Z,) folgt sofort o(Z,,#™) — I fiir n — oo
—— ——

—I —1

(Sandwich-Theorem).

< Sei Z,, eine Folge von Zerlegungen mit |Z,| — 0 fiir n — oo und jede zugehorige
Folge von Summen ¢(Z,,, (™) konvergent. Gemifl Lemma gibt es zu jedem
Z,, Zwischenpunkte (™ und (") mit

1

$(Zy) <0(Zn, ™)< s(Z,) + —

—— ~—— n

—supy s(2) —supy s(Z) =0

und
1

S(Z,) — = <0(Zn,2™)< 8(2Z,)

N—— n N——

*}iﬂfzS(Z) -0 —)ianS(Z)

damit o(Z,,z™) — sups(Z) und o(Z,,2™) — iIZlf S(Z)
z

Wire £(") = £(") dann wéren wir jetzt fertig, da Grenzwerte eindeutig sind und
somit sup, $(Z) = infz S(Z) sein miisste. Mische nun beide Summenfolgen zu neuer
Summenfolge o(Z;,2M), 0(Zy, 2, 0(Z3,53)),0(Z4,2®), ... Nach Konstruktion
besitzt sie zwei konvergente Teilfolgen, die gegen das untere bzw. obere Riemann-
Integral konvergieren. Die Mischfolge konvergiert aber nach Voraussetzung auch.
Deshalb missen die Grenzwerte der Teilfolgen, also unteres und oberes Riemann-
Integral, gleich sein. Damit ist f € R|a, b]. O

Praktischer Nutzen dieses Resultats: Steht Integrierbarkeit von f bereits fest (z. B.
weil die Funktion stetig oder monoton ist), dann kann man sich eine spezielle Wahl
von Zerlegung und Zwischenpunkten aussuchen, um das Integral zu berechnen. Zwei
typische und oft verwendete Zerlegungen sind:

e Aquidistante Zerlegung: Fiir f € Rla,b] gilt
b n—1
[ f(x)dz = lim 3 hf(a+ih) mit h = =2
a n—oo i=0

n
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Beispiel: f(z) = e** fiir a # 0 (monoton, stetig =€ R[a, b])

n—1 n—1 n—1 .
Z hf(a—l— ’Lh) _ hz ecx(a+zh) — het® Z (eah)z
=0 =0 =0
n b—a
:heaa(eah) —1 :heaaea w1
eah _ 1 eah _ 1
eab—aa -1 b h a
= het exh —1 = (7= eaa)eah —la
(eab _ eaa) ah eab _ eaa
@ exh — 1 a

—1 fir h—0

weil lim = &b = im 2. =1.
exh—1 : a-e
h—0 I’Hospital h—0

e Geometrische Progression (fiir [a,b] mit 0 < a <b ).
Zp:ixi=a-q firi=1,2...n mit ¢ = '\‘/gz(b)% > 1.

Fiir k = 1,2, ..n gilt 2p — 251 = a(¢®* —¢* ) =a-¢" (g —1).

<a-q"(¢—1) =b({/5-1) =0
S~ ——
=b —1

b n
Also: [f(z)dz = lim > a-¢* Yqg—1)- f(a-¢*") mit ¢ = Vg

Beispiel 8.2. f(x) =z fir a # —1

alg—=1)> " fla-d*)=alg=1)> ¢*-a” - ¢**
k=0 k=0
n—1 a+1\n
_ atl +1\E a4l (¢ )" =1
=a""(¢—-1) k_o(q“ )" =a"" (¢ 1) 1
bya+1 _ 1 +1
(;) aa+1(q_1)(a)a 1 :(ba-ﬁ-l_aa—i-l). q—1 _ bt —a®
qetl —1 qotl —1 a+1
——
— o
. -1 _ 1 _ 1
(%Ln% =1 pHospital 31311 (a+1)-q¢™ 7 atl

(*) . (qa+l)n _ (2)%(a+1)n _ (g)a—o—l

117

Fiir die Differenzierbarkeit zusammengesetzter Funktionen haben wir einige Regeln
kennen gelernt, dhnliche Regeln sollen nun fiir die Integrierbarkeit von Funktionen

hergeleitet werden.
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Satz 8.14. Sind die Funktionen f und g auf [a,b] integrierbar, so ist auch die
Funktion af + Bg fir beliebige o, 8 € R auf [a,b] integrierbar und es gilt

b b b
Jat@ +sg@)dz=a- [fa)des 5 [o)do.
Beweis: Gegeben sei (Z,,,#™) mit |Z,| — 0. Dann ist

n

0(Zn, 8™ 0f + Bg) =D (a1 — wx-1)(of (1) + By(ix))

k=1

=Y (o —zi1)f (@) + B+ Y (wr — x1)9(Tx)
k=1 k=1

= Q- O'(ij(n);f) + 8- U(Znai'(n)§g)

——— ——

Grenzwert exis- Grenzwert exis-
tiert nach Vor. tiert nach Vor.
nédmlich [ fdz niamlich [gdz

= lim o(Z,,#"™;af + Bg) existiert und ist nach Satz gerade [(af + Bg)dx.

n—oo
(]

Satz 8.15. Seien f und g integrierbar auf [a,b]. Dann gilt:
a) max{f(z),g(x)}, min{f(z),g9(x)}, |f(z)| sind integrierbar auf [a,b].

b) Falls f(x) < g(x) fir alle x € [a,b], dann fbf(x) dz < fbg(x) dz.

b

Jf(z)dx

a

b
c) < JIf(@)]dz

Beweis:

a) Sei h(z) = max{f(x),g(x)} mit My = sup{h(z) | = € [a,b]} sowie
my, = inf{h(z) | x € [a,b]} und My, My, ms, m, entsprechend. Es ist stets my, > my
und myp, > my. Falls My > Mg, dann M}, = My und
My —mp =My —mp <My —my < My —my+ My —my
—_———

>0

Falls My > My, dann M), = M, und
thmh:MgfmthgfmgSMgfngerfmf

>0
Also ist fiir eine beliebige Zerlegung Z

Sn(Z) = sn(2) < 57(Z) = 51(Z) + 54(Z) — 54(2) < €

<5da feR]a,b] <tda g€RJa,b]

und damit h € R[a,b] nach Satz Mit den Identitdten min{f(z),g(z)} =
—max{—f(x),—g(z)} und |f(z)| = max{0, f(x)} + max{0, — f(x)} erhélt man die
iibrigen Behauptungen in Teil a).
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b) Sei Z,, eine Folge von Zerlegungen mit |Z,| — 0 fiir n — oo und #(™ eine Folge
von passenden Zwischenwerten. Es ist

n

(Zny @ ) = 32 (w5 — @im1) F(3) € 0 (31— 201) 9(Fs) = 0(Zn, 35 g)
z:lT 1:1T
|noc | Jnso0
b b
Jf(w)da < [g(z)d=

unter Verwendung von Satz [8.13]
¢) Wegen f(x) <|f(z)| und —f(z) < |f(x)| ergibt sich aus b) sofort
b b

b b
Jf(z)dz < [|f(z)|dz sowie — [f(z)dz < [|f(z)|dx

und damit die Behauptung.
O

In der Differentialrechnung haben wir bereits Mittelwertséitze kennen gelernt, dhnli-
che Sétze existieren auch fiir die Integralrechnung.

Satz 8.16 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f € Rla,b] und m < f(z) <
M fir x € [a,b]. Dann ist

b
a) mlb—a) < [f(z)dz < M((b—a).

b) Ist f(z) auf [a,b] zudem stetig, dann existiert ein & € (a,b) mit

b

/ f(@)de = (b— a) f().

a

Beweis:
a) Integration der Ungleichungen m < f(x) < M gibt mit Satz[8.15p)
b b b
m(b—a)=[mdz < [f(z)dz < [Mdx =M - a)

b) Sei m = min{f(z) | =z € [a,b]} und M = max{f(z) | € [a,b]}. Wegen
b
a) ist [f(z)dz = (b—a) - v fir ein v € [m, M]. Nach Zwischenwertsatz

(Korollar [4.19) nimmt f(x) jeden Wert zwischen m und M an. Also existiert
ein Z € [a,b] mit f(Z) =v.

O

Satz 8.17 (Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei p(x) > 0 fir
x € [a,b] und p(z) sowie f(x) - p(x) integrierbar auf [a,b].
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Wenn m < f(z) < M auf [a,b] ist, dann gilt

m/bp(w) dz < /bp(x)f(x) dz < M/bp(x) da

Beweis: Analog zu[8.16p). O

Im folgenden Satz zeigen wir, dass die Intgerierbarkeit iiber einzelne Intervalle sich
auf die Vereinigung der Intervalle tibertragt.

Satz 8.18. Sei f auf [a,b] beschrinkt und a < ¢ < b. Es gilt:
f € Rla,b] & f € Rla,c] und f € R[c,b] .

/bf(x)dx:jf(x)dx+/bf(x)dx.

a

In diesem Fall ist

Beweis: Sei Z, eine Folge von Zerlegungen von [a,¢] und Z, eine Folge von
Zerlegungen von [¢, b] mit | Z,| — 0 und | Z,| — 0 fiir n — oo. Dann ist Z,, = Z,+ 2,
fiir jedes n eine Zerlegung von [a,b] und es gilt |Z,| < max{|Z,|,|Z.|} — 0 fiir
n — o0o. Fir alle n > 0 ist

GeméB Satz Rl ist

f € Rla,b] <— 06,—0
e 46,—0 und 4, —0

s f € Rla,c] und f € R|e,b).
Aus (x) und Grenziibergang folgt Teil 2 der Behauptung. O

Der Wert eines Integrals wurde bisher nur fiir die Grenzen a < b ermittelt. Die
folgende Definition erweitert dies auf beliebige Grenzen.

Definition 8.19. Fir a <b und f € Rla,b] wird

c

/bf(x)dw = —/af(a:)dx sowie /f(a;)d:c =0
a b

fiir ¢ € [a,b] festgelegt.
Wegen Satz und Definition ist fiir beliebiges = € [a,b] das Integral

F(x) = / ) dy

fiir f € Rla,b] definiert. Mit dieser Festlegung ldsst sich das bestimmte Integral als
Differenz zweier Funktionswerte ausdriicken.
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Satz 8.20. Sei f € R[a,b] und [c,d] C [a,b]. Dann gilt

Beweis: Mit Satz gilt

c

/f(a:) dx+/df(x) dz = /df(a:) dz

d d

<:>/f(x)dx:/f(x)dx—/cf(x)dx:F(d)—F(c)

C a

8.2 Der Zusammenhang zwischen Differential- und
Integralrechnung

Bisher haben wir das Integral rein initutiv iiber den Flacheninhalt definiert. Die
Erkenntnis, dass Integration auch als Umkehrung der Differentiation gesehen werden
kann, entstand aber schon in der 2. Hélfte des 17. Jahrhunderts. Durch diesen
Zusammenhang, konnen wir in vielen Fillen das Integral direkt, d.h. ohne den
Umweg iiber den Grenzwert von Summen, berechnen.

Satz 8.21. Sei f € Rla,b] eine stetige Funktion und ¢ € [a,b]. Fir x € [a,b] sei
dann

F(z) = / f(y) dy.

Die Funktion F : [a,b] — R ist stetig differenzierbar und es gilt F'(x) = f(x) fir
alle x € [a, b].

Beweis: Nach Satz[8.20|ist F(z + h) — F(z) = [ f(y)dy und

x+h x+h

R

x =const. x

|
\
~
—
&
(=W
<
Il
\
~
—~
8
~—
—~
8
_|_
>
I
8
~—
Il
~
—
8
~—
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Also ist

xz+h xz+h

= | [rwa-g [

x+h

- |5 [uw-sena

T

z+h

/ F) — F()] dy
—_————

T <)

x+h

I

7 / dy

= %(x+hfx) =c

F(z+h) — F(x)
)0 gy

<
Satz

S| =

IN

¢ kann beliebig klein gemacht werden, indem |h| — 0 (dann |h| < §).
(x) da f in Z stetig! Ve > 0.30 > 0.|f(x) — f(&)] < e fur |x — &| < 4. O

Definition 8.22. Sei f : [a,b] — R. FEine Funktion F(x) mit der Eigenschaft
F'(x) = f(z) auf [a,b] soll Stammfunktion oder unbestimmtes Integral von f(z)
heifen. Wir schreiben dafir F(z) = [ f(z)dz.

Offensichtlich ist mit F'(x) auch F(x) + c fiir beliebiges ¢ € R eine Stammfunktion
von f(x), da die Ableitung einer Konstanten stets Null ergibt. Damit ist die Schreib-
weise F(z) = [ f(z)dz, die oft verwendet wird, streng genommen ohne Angabe der
Integrationsgrenzen nicht korrekt, da die Stammfunktion nur bis auf eine additive
Konstante eindeutig ist. Uber die Stammfunktion haben wir das unbestimmte
Integral (d.h. das Integral ohne Festlegung der Integrationsgrenzen) definiert, wih-
rend das Riemann-Integral als bestimmtes Integral fiir Integrationsgrenzen a und b
definiert wurde. Die Kenntnis der Stammfunktion von f erleichtert die Berechnung
des bestimmten Integrals ungemein, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 8.23 (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung). Ist F'(z) auf
[a,b] stetig differenzierbar, so gilt

Beweis: Sei G(z) := [F'(t)dt und F’ auf [a,b] stetig. Dann ist G nach Satz|8.21

a
stetig differenzierbar und es gilt G'(x) = F'(x) fir = € [a,b]. Fir die Funktion
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H(z) := F(z) — G(x) ist also die Ableitung H'(x) = F'(x) — G'(x) = 0 fur x € [a, b].
Folglich muss H (z) konstant sein auf [a, b]. Da aber
H(a) = F(a) = G(a) = Fla),
——
=0, Def. 819
folgt somit H(z) = F(a) fir z € [a,b]. Also gilt fiir x = b

sowohl H(b) = F(b) — G(b) alsauch H(b) = F(a) .
—_————

n. Def. von H(+) wg. H(z)=F(a)

Deshalb gilt

F(b) — G(b) = F(a) < G(b) = F(b) — F(a) = / F/(t)dt.

Ist also f € R[a,b] und kennen wir die zugehorige Stammfunktion, so lasst sich das
Integral ohne den langwierigen Riemannschen Grenzprozess bestimmen!

Beispiel 8.3. Wir haben bei den Beispielen in Kapitel[5.9 bereits gesehen, dass fiir
F(z) =In(z) mit x > 0 gilt F'(z) = f(x) = . Fira,b>0 folgt damit

b

/ %dx — F(b) - Fa) = In(b) — In(a).

a

8.3 Die Technik des Integrierens

Wenn wir die Stammfunktion einer Funktion kennen, so konnen wir das bestimmte
Integral durch Auswertung der Stammfunktion einfach bestimmen. Im Gegensatz
zum Differenzieren, das in vielen Féllen durch einfache Regelanwendungen quasi
algorithmisch durchgefiihrt werden kann, basiert die Technik des Integrierens auf

e ciner Liste von Stammfunktionen,

e der Methode der partiellen Integration,

e der Substitutionsregel und

e cinem Fundus von Umformungen, so dass die vorgenannten Ansétze greifen.

Insgesamt ist das Integrieren oft schwieriger als das Differenzieren einer Funktion.
Neben den hier vorgestellten symbolischen Methoden gibt es noch numerische
Methoden, die in vielen Computersystemen zur Berechnung bestimmter Integrale
genutzt werden. Wir beschéftigen uns nur mit der symbolischen Berechnung mit
Hilfe der Stammfunktion.

Wir nutzen die folgende Notation
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| flx)=F'(x) [ F(z)=[F'(x)dz | Definitionsbereich von f |

c(e R) cx R
R fiir « € N
z° gaot! R\ {0} fiir « € Z\ {1},
r>0fira#1
I In R\ {0}
e’ e’ R
a®(a>0,a #1) 1?12 R
In |z| z-lnl|z|—z R\ {0}
1+1$2 arctan x R
e s R\ {-1,1}
T K
T Arsinh x R
\/11_7 arcsin x (-1,1)
sin x —coszw R
COS T sin R
tan x —1In|cosz| R\{z=5+k-7|kecZ}

Tabelle 8.1: Funktionen und ihre Stammfunktionen (Auswahl)

Satz 8.24 (Partielle Integration). Seien f : [a,b] — R und g : [a,b] — R zwei auf
[a,b] stetig differenzierbare Funktionen.. Dann gilt

b b b
[1@-g@ = @) 9@ - [ 1@ ga)o.

Beweis: Die Produktregel der Differenziation lautet

(f(2) - g(@)" = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(2) -

Integration auf beiden Seiten ergibt

b b b
/ (f(z) - g(z)) dz = / F(@) - glx) da + / f(@) - ¢'(2)de
b (%)
=f(z)-g(x)
Substraktion von (x) auf beiden Seiten liefert die Behauptung. d

Anmerkung: Die Formel fiir partielle Integration gilt auch fiir unbestimmte Integrale

/ f(@) - g/ (2)dz = f(z) - g(z) - / F(@) - g(z)dz |

wie man leicht durch Differentiation auf beiden Seiten verfiziert.

Entscheidend fiir eine erfolgreiche Anwendung der partiellen Integration ist die
geeignete Wahl von f und ¢/, so dass sowohl g als auch [ f’gdz auf der rechten
Seite leicht gefunden werden kdnnen.
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Beispiel 8.4.

a) [lx e de=_x € —[ 1 e dr=uwxe®—e"=(z—1)"

U foog g
b) [2? e dz= a® " — [ 2z e dr=ux%"—2(x—1)e"
N~ N~ N~
g o9 g
= (2% — 22+ 2)e®
1
¢) [made= [lnz 1 de=mz z —[ - 2z dr=zhz—z 2>0
N~ S T S~
o9 o9 \f/f’ g

d) [sin?zdx = [(sinz) (sinz) dz = (sinz) (—cosx) — [(cosz) (—cosz) dz
—— —— —— —— —_—— ——

f g’ f g f! g
= —sinzcosz + [cos’z dr = —sinzcosz + [1dr — [sin®zdx
1—sin? x

= [sin?zdz = 1(z —sinz cosz) -

In der Regel setzt man f(x) gleich dem Potenzfaktor, damit er durch mehrfache
partielle Integration schliefllich verschwindet. Manchmal fihrt aber auch ¢'(x) =
1= g(x) =z zum Ziel (wie in (c)).

Satz 8.25 (Substitutionsregel). Sei f stetig auf (a,b) und g : stetig differenzierbar
auf (@, B), wobei < a,b >:= [min{a, b}, max{a,b}| und

e g({a, B)) C (a,b) sowie

* g(a) =a,g(B) =0
b B
Dann ist [ f(z)dz = [f(g(t))g'(¢) dt.
Beweis: Die Integrale existieren, weil f und ¢’ sowief(g(t)) stetig sind. Sei F’(x) =
f(z). Nach der Kettenregel der Differenzialrechnung gilt

d

g la(®) = F'(g()g'(t) = f(g(t))g'(2) -

Integration auf beiden Seiten beziiglich ¢ ergibt
B
Flglt) li= [ flo)g'®)at

Da F(g(t)) |3= F(g(B)) — F(g(a)) = F(b) — F(a) = [ F'(x)dz = [ f(z)dz
folgt damit die Behauptung. O

Anmerkung: Sei f stetig und g stetig differenzierbar. Dann gilt [ f(g(z))¢'(z)dz =
F(g(z)) wenn F'(z) = f(z), also F Stammfunktion von f ist. Beweis durch Diffe-
renzieren auf beiden Seiten.

Entscheidend fiir eine erfolgreiche Anwendung der Substitutionsregel ist die geeignete
Wahl der Substitution. Die eine fiihrt schnell zum Ziel, eine andere nur weiter ins
Dickicht. Hier ist Ubung, Erfahrung, Intuition und auch Gliick erforderlich, um den
zielfithrenden Ansatz zu wihlen. Ubung hilft ungemein beim Finden der richtigen
Substitution!
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Beispiel 8.5.

e Berechne f12(2t —2)%dt.
fl@)=ag(t)=2t—2; ¢ (t)dt =2dt =dz; a =1; f =2
g(a) = ()—O—G 9(B)=g(2)=2=0

= F(r) = 10
Also:
2 2
1 1 b=2
/2t—2 :/ = */f(m)dx: —F(x)
2 2 a=0
1 0
11y 512
0(2 -0 = 10
e Berechne folﬁ dt
flx) = %; gt)=1+4t; ¢ (t)dt =4dt =dz; a=0; =1
gla)=9g(0)=1=a; g(B) =g(1) =5=1b
= F(z) =In|z|.
Also:

; ! b=5 1
/1+4t /f(g(t))g () dt = 2 F(x) = 75— lnl)— —In5
0 0 a= =0

Fiir das unbestimmte Integral ergibt sich
Jrrm =1 [ Fle®) (0t = 1F(g(e) = {inj1+ 4t
114 g\ =g :

Wir betrachten noch einmal | 12(2t —2)%dt:
Man kénnte auch sagen, dass wir den Ausdruck 2¢ — 2 durch eine neue Variable x
ersetzen (substituieren!); also

rT=2t—-2.

Das Differential dz erhielten wir aus dem Produkt der Ableitung des substituierten
Ausdrucks (2t — 2)’ und dem Differential d¢; also

1
de = (2t — 2)dt = 2dt & dt = 5olx

Die neuen Intervallgrenzen ergeben sich durch Einsetzen der urspriinglichen Inter-
vallgrenzen in den substituierten Ausdruck; also 2t — 2 |;—1= 0 und 2t — 2 |;—2= 2.
Insgesamt ergibt sich also durch Substitution f12(2t —2)2dt = % f02 2% dx, was wir
sofort mit Hilfe der Stammfunktionstabelle 16sen kénnen. Fiir das unbestimmte
Integral machen wir den gleichen Ansatz, miissen aber schlielich riicksubstituieren
(z =2t —2), also

1 1 1
_9 9 _ - 10 _ 9% _9
/(t 10 dt = 2/ Qo = 5oa™* = 55 (21— 2)'°

Probe: (45 (2t — 2)1%) = 510(2t — 2)° -2 = (2t — 2)° v
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Satz 8.26. Niitzliche Substitutionsregeln:
1. [f(az +b)dx = LF(az +b) fir F'(z) = f(z).
2. [f@)f'(z)da = 3*(2).
3. [ dr =1n|f(x)].

Beweis: 1) bis 3) lassen sich leicht durch Ableiten verifizieren. Wir wollen aber
konstruktive Beweise geben:

_ 1 - 1 1

1. [f(az +b)dx T, @ Jf@)de = LF(t) = +F(az +b)

dt=adz

@dm:%dt
2. [f(x)f(z)dx = Jtdt = 1t? = 1 f%(x)

t=f(x

dt=f'(z)dx

3. [ do T [Lldt =nt| = n|f(z)]
dt=f'(z)dz

Beispiel 8.6 (zu Satz |8.26]).
1. [In(2z)dz = §[2z(In(2z) — 1)] = z(In(2z) — 1)  fir F'(z) =Inz.
2. [sinzcoszdr = $sin’z
=~
(@) f'(z)

Durch Substitution lassen sich auch kompliziert anmutende Ausdriicke manchmal in
Form von rationalen Funktionen darstellen, die sich relativ einfach integrieren lassen.
Dabei spielen elementare Funktionen eine entscheidende Rolle. Der Begriff der
elementaren Funktion ist nicht exakt definiert. Es handelt sich um Funktionen, die
sich mittels der vier Grundrechenarten und des Operators o aus trigonometrischen
Funktionen, Potenzen, Wurzeln und der Exponentialfunktion in endlicher Schrittzahl
zusammensetzen lassen. Die Klasse der Basisfunktionen ist nicht eindeutig festgelegt.
Eine Funktion ist elementar integrierbar, wenn die Stammfunktion eine elementare
Funktion ist. Fiir elementar integrierbare Funktionen lasst sich im Prinzip die
Stammfunktion auch algorithmisch bestimmen. Ohne Beweis bemerken wir:

lni dz =In(lnz)), z > 1

Satz 8.27. Jede rationale Funktion ist elementar integrierbar.

Beweis: Siehe z. B. [4, S. 278]. O
I 3713 _ 543
Beispiel 8.7. [¢F dx = i ﬁ dt

dt=e®*dax=tdzx

@%:dx rationale Fkt.!
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Polynomdivision: (1> +3): (1> +1) =t — 1+ (t + 3)/(¢t(t + 1))

— (3 +1%)
—t24+3
—(—t* —t)

t+3

% ist echt gebrochen rational (Polynomgrad im Zdhler < Polynomgrad im

Nenner).
Partialbruchzerlegung:

L1=B=—2 3
t+3 A B At+1)+Bt _ (A+B)t+ A
tt+1)  t  t+1  tt+1) tt+1)

t3+3 3 2
= -1 “dt - | =
/t(t—i—l)dt /(t )dt—l—/tdt /t—i—ldt
= %t27t+3ln|t|721n\t+1\

ticksubst. 1
Riicksubst §€2$—ez+3x—2hl(€z+1)

8.4 Uneigentliche Integrale

Voraussetzungen fiir das Riemann-Integral sind
e die Beschrianktheit der zu integrierenden Funktion und
e die Beschrianktheit des Integrationsintervalls.

Der Riemannsche Integralbegriff soll nun ausgedehnt werden auf solche Félle, bei
denen man auf diese Einschriankungen verzichten kann.

Definition 8.28 (unbeschrinkter Integrationsbereich). Sei f auf [a,00) erklirt
und tber jedes [a,c] fir a < ¢ < oo integrierbar.
Man legt fest:

c

/f<w> dz := lim [ f(z)dz .

cC— 00
a
Wenn der Grenzwert existiert, dann ezistiert das uneigentliche Integral und es wird
konvergent genannt (andernfalls divergent). Entsprechend definieren wir fir ein

Intervall (—o0, a]

/f(x) dz = CEI_I’IOO f(z)dx

c
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und fir ganz R = (—o00, 00)

7f(x)da: - /af(x)der]of(x)dx

fiir ein beliebiges a € R, wobei beide Integrale auf der rechten Seite existieren
mussen.

Beispiel 8.8.
1 JTe de = lim fre~ de = lim [~e~]g = lim (1 - e~) =1 (konvergent)

Cc— 00 c— 00

0o 1 T c1 _ 1, d—aje _ T c

2. [ xde= Clggofl —dz = Cli)rgo[mx “l$ = lim ¢

L fira>1 (konvergent)

o fira<1l  (divergent)
Funktion nicht definiert.

Fira=11ist1l—a=0 und damit die

00 1 . c 1 .
8 [ sdr= Jim Jitdx= Jim [ln z]§ = Jim Tne = oo (divergent).
0 g . c d T 0 . o
47 H";z = hm fc o2 —|—chﬁr£1o Jo 5z = CEEHOO arctan z |9 +chggo arctan x [§=
— lim arctanc —|— lim arctanc = —(—%) + § = 7 (konvergent).
c——00 c—00

5. [y sinzdr = 1i>m Jysinzdr = lim —cosz [§= lim (—cos(c) + 1) (Grenz-
wert existiert nicht = divergent).
Achtung: Im Allgemeinen gilt ffooof(x) dz # lim ffcf(x) dz, da in der Definition
cC— 00
gefordert wird, dass bei beide Grenzwerte ffoo f(x)dzx und faoo f(x)dx existieren

miissen. Ein Gegenbeispiel ist ffooox dx der Grenzwert lim ffcx dx = lim %xz |©.=
cC— 00 cC— 00
0, aber [* zdx = fi)ooo: dz+ [ dx existiert nicht, da jedes Teilintegral divergent.
Definition 8.29 (Integration unbeschréankter Funktionen).
1. Sei f € Rle,b] fir jedes ¢ mit a < ¢ < b und li}n |f(z)] = co. Man definiert
xr a

f:f(x) dz := li/r‘n fcbf(x) dz, falls der Grenzwert existiert.

2. Sei f € Rla,c] fir jedes ¢ mita < c<b und h{{r})|f(:c)| = 00. Man definiert

f;f(:c) dz := li}‘rll) [2f (@) dw, falls der Grenzwert existiert.

3. Sei f € Rle,d] fir alle ¢c,d mit a < ¢ < d < b und li}n |f(z)] = oo sowie
liir}7 |f(x)| = oco. Man definiert unter Rickfihrung auf die Fdlle 1.) und 2.)

f:f(z) dz = [ f(z)dz + fcbf(x) dz, (a < ¢ <b) falls beide uneigentlichen
Integrale auf der rechten Seite existieren.

Beispiel 8.9.

1. fol\/% - ll/*ni I \/7 hm [arcsm xl§ lm arcsinc = J
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2. follnxdx = lim ['Inzdz = lim[zInz — 2]} = =1 — limclne = —1
e\0 "€ e\0 e\0
da limclnc:limc\Ohl‘f = lim 712 =— lim ¢=0
e\0 ¢ l’Hos;mfal eN\O — Ot

3. wie 1.) mit [—1,1]

Anmerkung: Falls sowohl Integrationsbereich als auch zu integrierende Funktion
unbeschrankt sind, dann spaltet man in mehrere uneigentliche Integrale auf und
fordert, dass alle uneigentlichen Teilintegrale existieren miissen.

Beispiel 8.10. Sei f(x) = min{lnz, 11;%6
— { lnmv fur X S 2

mit x > 0 (stetig!)

12%6, fiir x > 2
fo dx—fo da:+f2 z)de = hm f Inxzdx + hm f2 11;%6 dx =
lim [I’IHCC*I’] + hm[ 1“16]2
a—07t
2In2 -2 — lim alnaJr(f lim 16 416y — 41n2 -2 daln16=In2* =4In2.
a—0t b—o0
=0 =0

8.5 Anwendungen

Prinzipiell ergeben sich die Anwendungen der Integralrechnung aus drei Sichtweisen:
1. Integrieren heifft Summieren (— Flichenberechnung)
2. Integrieren heifit Mitteln (Mittelwertsatz)

3. Integrieren heifit Rekonstruktion (von Funktionen aus ihrer Anderungsrate).

8.5.1 Summieren

Flachenberechnung als Grenzwert der Summe infinitesimal schmaler Rechtecke.
Aber im Allgemeinen ist der Wert des bestimmten Integrals ungleich der Flachen
zwischen z-Achse und Graph der Funktion.

Beispiel 8.11.
f(x)

Ay

Ay : Fliche zwischen f(z), x-Achse und Gerade x = a
Ag: Fliche zwischen f(z), x-Achse und Gerade © =b
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b
AL+ Ay = [If(z)|dz
b e | A1 — Ay
{f(x)dxz Ay — Ay v
| A1 — As|
%(z‘h + Az)

= Das Integral bilanziert Flichen!

131

Die analytische Bestimmung von génzlich nichtlinear berandeten Fléchen ist moglich:

Beispiel 8.12.

e Gesucht ist der Flicheninhalt zwischen /T und z* im Bereich [0, 1]

f(z)

1 2 3 4

3 v ffdxffxzdx*% %0

. Gesucht ist der Fldcheninhalt zwischen sinx und 1 — sinz im Bereich [a, b]

1 —sinx '
sinz=1—sinz < sinz=1%
! a=x1=Z undb=1x9 =327

! 6

sinx
b b
fsmxdx—f(l—sma:)dm—2fblnxda:—fdx— —2cosx|) —
= 2(cos w—coséw)—%wz—?( V3 _ f)

2

37

~1,3

Die Bestimmung eines Integrals in geschlossener Form (also Darstellung mit Hilfe

von elementaren Funktionen) ist nicht immer moglich.

Beispiel 8.13.

1. Integralsinus Si(z) := fsm(t) dt
0

T

2. Fehlerfunktion erf (z) f fe_tz dt

3. [Va? +1dx oder f(xQ—l—l)% dzx

In solchen Fillen kommt die numerische Integration zum FEinsatz.

Ansatz: Riemannsche Zwischensummen
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o8

(x; —xi-1) - f(&) fir @; € [x;-1, ;] ,passend®

1=1

2.B. &y =x;_1 + mi_;"’l = x'i’l;x'i (Intervallmitte)
— Tangententrapezformel
flx Flacheninhalt eines Trapezes
=m-h
L
‘ _ u+t
: | m="5"
i | , v
i ! wl m
| T 1 a’;
‘ b h

Satz[8.13 sichert Konvergenz zum Integralwert fiir n — oo. Je gréfier n, desto besser
die Approximation.

Auch implizite Wahl von &; méglich — Sehnentrapezregel.

Jf(@iv1) + f(z3)

e Falls f stetig ist, sichert der Zwischenwertsatz die Existenz eines
flzi—1) ‘ T; mit

liegt zwischen f(xiy1) und f(x;).

1

f(&) = B} (f(@it1) + f(z2)) -

Das beschriebene Vorgehen wird in vielen Computeralgebrapro-
grammen genutzt, um Integrale numerisch auszuwerten.

8.5.2 Mitteln

Mitteln mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung.

Beispiel 8.14. Zweiweggleichrichter erzeugt aus Sinuswechselstrom
I(t) = Ip - sin(wt), w = 2%

1

I+

=
Sl
~
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diesen Verlauf

1
Iy +
! ¢
0 z T
2
Wie grof$ ist der (lineare) Mittelwert des Stroms?
T/2 T/2
1 2
T I(t)dt = T Iy | sin(wt)dt
0 0
2.1y 1 T/2
=7 0. = [ - cos(wt)} .
2-Iy T 2 T
= TO 27r(—cos (% : 5) —I—COS(O)) =—-1
0
cosm=—1

8.5.3 Rekonstruieren

Rekonstruieren mit dem Fundamentalsatz der Differnetial- und Integralrechnung

(Sats [E.23)
F(z) = F(a) + /F’(t) dt fiir « € [a, b] fir stetiges F’

a
Man kann aus der Anderungsrate der Funktion die Funktion selbst rekonstruieren.

Beispiel 8.15. Fahrtenschreiber: Geschwindigkeit im Zeitverlauf v(t). Rekonstruk-
tion des zuriickgelegten Weges aus Geschwindigkeit als momentane Anderungsrate
des Weges: x(t) sei gefahrene Strecke zum Zeitpunkt t. Dann ist

x(t+ h) — x(t)
(t+h)—t

die mittlere Geschwindigkeit in h Zeiteinheiten. Grenzprozess h — 0 ergibt 2'(t) als
momentane Geschwindikeit v(t). Wir kennen v(t) = 2'(t) vom Fahrtenschreiber und
wollen daraus die Funktion x(t) rekonstruieren. Offensichtlich ist x(0) = 0. Also

x(t) = z(0) + jw’(s) ds .

Angenommen, der Fahrtenschreiber liefert die Daten fiir das Diagramm
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t
1
J,‘(t):O—F/%S(GO—S)dS (8.5.1)
0
1 t
2
_ 1 _ 5.2
30/(603 $2)ds (8.5.2)
0
1 2 1 3 ¢ 2 1 3
= — 28| =2 = 5.
30 {308 3° }0 90 (8:53)

Fiir t = 30 ergibt sich x(30) = 900 — g5 - 30 - 900 = 600 [m].

600+
sigmoider Verlauf

Weiteres Beispiel zur Rekonstruktion:

Ausbreitungsgeschwindigkest einer Epidemie = momentane Anderungsrate der Zahl
der Infizierten

Sei x(t) die Anzahl der Infizierten zum Zeitpunkt t > 0 und x(0) = 1. Die Ande-
rungsrate beschreibt den Zuwachs an Infizierten; er wird proportional zur Anzahl
der Infizierten angenommen

2/ (t) =c- x(t) , fiir ¢ > 0.
—_——

Welche Funktionen erfillen die Gleichung iberhaupt?

Wir raten: x(t) = et mit 2'(t) = c- e“*. Eigentlich sind wir schon fertig: x(t) = e
ist die Losung!
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»Probe* mit Satz[8.23

¢ ¢
1
x(t):x(O)—&—/x’(s)ds:l—i—c-/ecsds:1+c-7[ecs} =1+ (" —1)=¢
c
0 0

Stimmt!

Wie kommt man ohne , gutes Raten“ aus? Theorie der — Differentialgleichungen!

8.6 Exkurs: Differentialgleichungen

Viele Vorgénge in der Natur und auch in technischen Systemen sind dynamisch,
d.h. der Zustand dndert sich mit der Zeit. Um diese Abldufe zu verstehen und zu
analysieren, benotigt man ein mathematisches Modell, das die Zustandsénderungen
iiber die Zeit beschreibt. Die Zeit wird {iblicherweise mit ¢ bezeichnet und taucht
dann als Variable im Modell auf. Das Modell zur Beschreibung dynamischer Vorgén-
ge sind Differentialgleichungen, die in vielen Varianten genutzt werden. Mit Hilfe
von Differentialgleichungen wird das Wetter und Klima vorhergesagt, es werden
chemische oder biologische Reaktionen analysiert, oder Crashtests von Autos im
Rechner nachgebildet, um nur einige Anwendungen zu nennen. Differentialglei-
chungssysteme fiir die genannten Probleme kénnen sehr komplex sein und viele
Variablen beinhalten, so dass ihre Berechnung nur mit hohem Computereinsatz
moglich ist. Viele heutige Hochleistungsrechner sind primér mit dem Losen von
Differentialgleichungen ausgelastet.

Wir werden im Rahmen der Vorlesung nur einen kurzen Exkurs in den Bereich der
Differentialgleichungen machen und nur sehr einfache Varianten kennen lernen. Aber
auch an diesen einfachen Modellen kann man schon das grundsétzliche Vorgehen
erkennen. Als Informatiker und Informatikerin sollte man zumindest eine Idee davon
haben, wie solche Modellierungen und die zugehoérigen Simulationen im Rechner
ablaufen, auch wenn man nicht direkt mit der Entwicklung von Algorithmen in
diesem Bereich beschéftigt ist.

Die Schreibweise z(t) wird benutzt, um den Wert der Variablen x zum Zeitpunkt ¢ zu

bezeichnen. Ableitungen oder Funktionen x(t),y(t), ... werden auch in Newtonscher
Schreibweise mit
da(t d?a(t d d?
x(t) == Tii ), Z(t) == dﬁg ) und kiirzer mit # := d—f bzw. & = Fﬂ;

bezeichnet. Die Ableitung nach der Zeit (d.h. die Anderung des Variablenwertes
mit der Zeit) wird durch einen Punkt iiber der Variablen beschrieben.

Definition 8.30. FEine Gleichung der Form f(t,z,&,%,...) =0 heifit gewdhnliche
Differentialgleichung (DGL). Die Ordnung der hochsten auftretenden Ableitung heifit
die Ordnung der DGL.

Anmerkung: Treten in der Gleichung auch sogenannte partielle Ableitungen (—
néichstes Kapitel) auf, so spricht man von partiellen DGL. Hier behandeln wir nur
gewOhnliche DGL!
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Zuriick zum Beispiel der Ausbreitung einer Epidemie:
Die Anderungsrate der Infizierten war 2'(t) = ¢ - z(t) fiir ¢ > 0 (bzw. & = ¢ - z).
Gesucht ist x(¢) fiir ¢ > 0 und 2(0) = 1. Mit dem Ansatz

dxz(t)
dt

d
= c-z(t) bzw. kiirzer d—j =c-x

erhalten wir nach Multiplikation mit % die Gleichung

d
& c-dt
T

mit getrennten Variablen. Integration auf beiden Seiten liefert zunéchst

x t
d
Yo c-/ds &
Yy

to

Iny| = c-s|§0 &

In <;0> = ¢t —to)

und schliefflich nach Anwendung der Exponentialfunktion auf beiden Seiten die

Gleichun,

g
R — eC (t—to)

und damit die Losung

nach Ein

z(t) = 20-e*) baw. () = e

setzen der Anfangsbedingungen 2(0) =1 und ¢y = 0.

8.6.1 Lineare DGL 1. Ordnung
Sei 2'(t) = a(t) - x(t) + b(t), wobei a(t) und b(t) gegebene stetige Funktion sind.
Falls b(t) = 0, dann heifit die DGL homogen, sonst inhomogen.
e Losung homogener DGL durch Trennung der Variablen:
d(t)=alt)-a(t) & §F=al)-xt) | 5
= S =alt)-dt

Integration auf beiden Seiten liefert

x
Zo

t t
%y = [a(s)ds & Inyl; = [a(s)ds
: to to

to

t
< In %lo = A(t) — A(to) <~ :E(t) =0 - eA(t)*A(tO) bzw. To - exp (fa(s) ds

Wobei A'(t) = a(t) gilt.

e Losung inhomogener DGL durch Variation der Konstanten
' (t) = a(t) - z(t) + b(t)

)



8.6. EXKURS: DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 137

Idee: in homogener Losung Konstante xg zur Funktion xg(t) machen und
behaupten, dass x(t) = xo(t) - p(t) mit

()

o(t) @' (t=a(t)-¢(t) exp /a(s) ds | = cA®—Alto)
Produktregel:
2/ (t) = x((t)-p(t)+xzo(t) ' (t) = x(()-o(t)+x0(t) - alt) - ¢(¢) L a(t)z(t)+b(t)
(x)=a(t)-z(t)

= x((t) = % integrieren!
= ftaro ds = zo(t) — zo(to) = f @((‘?) ds ’ einsetzen in (*)
to —\’—::co to
z(t) = (1) - Co+f:;((s) ] co = wo(to) = @0
Beweis durch Ableiten:
#(t) = (1 o+t/¢(8) ds|  (x)
PO =0 1)+ (0 [ ds et 20
—¢ 0 |at [22as| 100 PO =000
= a(t) - o(t) - |co+ / Z((SS)) ds| +b(t)

to

z(t) wegen (k)
= a(t) - z(t) + b(t)

Wir wollen nun diesen Ansatz verwenden, um die Losung einer inhomogenen linearen
DGL 1. Ordnung zu bestimmen.

Beispiel 8.16. z/(t) = 2t -x(t)+ t> mit 2(0) = x¢
a(t) b(t)
1. Lésung der homogenen DGL
t
o(t) = exp (f25 ds) = exp ([32];) =et’
0
2. Lésung der inhomogenen DGL

z(t) = ¢(t) -

b(S =

=€

1'0+f

t o,
:vo—i—f;?ds
to
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t t
f:sgz ds = 1. fu-e™dumitu=s? du=2s-ds = u-du=2sds
to to

Wzr losen das Integral mit partieller Integration
| =5 ds
32

3 [—ue™ + femudu] = L [—ue™ — e

—te (u+1) = —%6’52 (s2+1)

Sei to =0
t
= f;; ds = [—%e‘s (s + 1)} =3- %e‘tz (t2+1)
= z(t) = € [mo e A 1)}

8.6.2 Nichtlineare DGL

Auch fiir nichtlineare DGL koénnen die uns bisher bekannten Methoden zum Erfolg
fihren.

Sei nun z'(t) = a(t) - g(z(t)), wobei g stetig und nichtlinear.

Methode: Trennung der Variablen

Ansatz: 9 = a(t)g(z) | -%
dx

= a( )dt | Integration auf beiden Seiten

G(x) = f = fa )ds =: F(t)
Dann G( ) nach x auﬂosen (dh. z(t) = GTL(F(t))), falls es gelingt.

Beispiel 8.17. 2/(t) = e*(*) - cos(t) mit x(0) = xq und to = 0
4z — cos(t) - e” , also g(z) = €®
~—_——

a(ty 9@

wdy t
—~ = [ cos(s)ds
I
& [—e_y]io = [sin(s)],

=0
Se” =e % —sin(t) | In
& - = In(e™*° —sin(¢))
< z(t) = —In(e™® —sin(t))

Wenn eine Trennung der Variablen nicht moglich ist oder das Auflésen der Integrale
nicht gelingt, so kann immerhin noch eine approximative, numerische Losung erzeugt
werden.
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Methode: Numerische Losung

2'(t) = f(t,z(t)) Ebene der Punkte (¢, z)
fiir jeden Punkt (¢,2) wird die Ableitung von z(t) durch f(t, z(t)) gegeben.

Beispiel 8.18. 2/(t) = —x(t) + 1
Richtungsfeld

Kennt man den Startwert (Anfangswert) x(to), dann kennen wir den Punkt (to, z(to))
und die Steigung f(to,z(to)), sodass fir t + dt der ndchste Punkt x(t + dt) bekannt
1st.

Streckenzugverfahren nach Euler

' (t) = f(t,x(t)) mit z(tg) = xo

numerisch fir Zeiten tg <t <T

T—-1

Intervall [tg, T| — Zerlegung: t; = to +idt = to + 1 - 0

N
=h

i=0,...,N

~ / .
x(t1) = x(to + h) NP x(to) + ' (o) -h
Taylor F(to,zo)
Wir suchen: x1 = xo + f(to,zo) - h
Tit1 :$i+f(ti.$i)-hi:07...,N— 1

Das im Beispiel vorgestellte Verfahren bezeichnet man als Euler-Verfahren. Es gibt
weitere und oftmals genauere oder effizientere Verfahren, die zusétzliche Terme der
Taylor-Reihe zur Approximation der Funktion im Punkte x + h bei bekanntem Wert
an der Stelle x verwenden. Wir wollen es aber bei dieser sehr einfachen Einfiihrung
belassen.

Der Verlauf der Losung von Differentialgleichungen erster Ordnung lasst sich gra-
phisch veranschaulichen. Sei 2’(t) = f (¢, z(t)). Dann beschreibt (¢, z(t)) einen Punkt
in der Ebene. Man kann jedem Punkt nun die Steigung (d.h. die Tangente) zuord-
nen. Anschaulich kann man dies, wie in Abbildung [8-5] gezeigt, durch einen Pfeil
darstellen. Da damit jedem Punkt eine Richtung zugeordnet wird, spricht man auch
von einem Richtungsfeld. Punkte mit identischer Tangentesteigung bezeichnet man
als Isolinen. Eine Losung fiir die Differentialgleichung erhélt man dadurch, dass
man ausgehend von einem Startpunkt eine Kurve zeichnet, die zu den Isoklinen
passt, d.h. in jedem Punkt die entsprechende Steigung aufweist.
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