Kapitel 3

Folgen und Reihen

Wie bereits in der Einleitung angedeutet, beschéftigt sich die Analysis sehr stark
mit Grenzprozessen. Wir werden in diesem Kapitel die wichtigsten Grenzprozesse,
nédmlich die Grenzeprozesse von Folgen und Reihen kennen lernen. Grenzprozesse
betrachten in der Regel unendliche Abldufe und kénnen in endlich vielen Schritten
nur approximiert, nicht aber exakt berechnet werden.

3.1 Folgen und Grenzwerte

Definition 3.1. Unter einer Folge versteht man eine Abbildung f : N — R. Jedem
n € N wird ein a,, € R zugeordnet. Man schreibt (an)nen oder (a1,as,...).

n bezeichnet man als den Index und a, als die Glieder der Folge. Folgen lassen
sich einfach verallgemeinern, indem Indizes n € Z oder n > k € N zur Indizierung
gewahlt werden.

Beispiel 3.1.

o Konstante Folge a,, = a fir allen € N

e a,= % definiert die Folge (1, %, %, o)

o a, = (—1)" definiert die Folge —1,1,—1,1,...

2k 3k

k .
* a,= ("—\/ﬁ) definiert 1, NI

Eine Folge ist rekursiv definiert, falls sich a,, (n > h) aus den Gliedern a,,—1, ..., an_p
berechnen lasst und aq, ..ap vorgegeben werden.

Beispiel 3.2.
e a1 =1,a, =2 a,_1 definiert 1, 2, 4, 8....
e Fibonacci- Folge, die tiblicherweise mit ay und nicht a; beginnt

ag = O; ap = 17 Ap = Ap—1 + Ap—2

definiert 0,1,1,2,3,5,8,13,...
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f = (an)nen sei eine Folge, dann sei || f|| := sup{|a,| | n € N}. ||f]| wird auch als
Norm der Folge bezeichnet.

Definition 3.2 (konvergente Folgen). Eine Folge (a,)nen heifit konvergent gegen
a € R, falls gilt: zu jedem e > 0 existiert ein ng € N, sodass |a, — a| < € fir alle
n > ng. Eine Folge, die nicht konvergiert, heifst divergent.

Beachte, dass ng von £ abhangt!
Falls f gegen a konvergiert, so nennt man a den Grenzwert von f und schreibt:

lim a, = a oder a,, — a fir n — oo
n—oo

Eine Folge die gegen 0 konvergiert, heifit Nullfolge.

Satz 3.3. Der Grenzwert einer Folge ist, falls er existiert, eindeutig.

Beweis: Sei (a,)nen eine konvergente Folge. Angenommen der Grenzwert sei nicht
eindeutig und es existieren zwei Grenzwerte a und o’ mit a # a’, sodass hm an =a
und lim a, = o’. Dann existiert ein e mit 0 < e < |[a — d’|/2 = 2¢ < |a - a'| Da

n—oo
sowohl a als auch a’ Grenzwerte sind, muss ein ng existieren, sodass fiir alle n > ng

|an, —a| < e und |a, — d’| < e. Damit gilt aber dann auch
la —d|=la—an,+a, —d|<|an —a|l +|a, —d| < 2e.

Dies ist eine Widerspruch zu unserer Annahme, sodass a = a’ gelten muss. ([l

Konvergenz einer Folge kann man sehr gut geometrisch auf der Zahlengeraden
veranschaulichen, wie die folgende Graphik zeigt. Alle Werte a,, liegen fir n > ng
in einem Intervall der Linge 2¢ um den Punkte a.

Beispiel 3.3.
e Die konstante Folge a,a, ... konvergiert gegen a.

e Fiir die Folge (1) nen 9ilt nhﬁn;o% = 0. Fiir e > 0 wihlen wir ng = [1] ([z]

n

ist die ndchste Zahl aus Z, die gréfer oder gleich x ist).

e Die Folge a, = (—1)™ divergiert.
Beweis: Angenommen die Folge wiirde gegen a konvergieren, dann gibt es
nach Definition fir e = 1 ein ng € N, sodass |a, — a| < 1 fiir alle n > ng. Es
gilt aber

2 =|ant1 — an|
= [(an+1 —a) + (a — ay)|
< ‘an-&-l - a| + ‘an - a|
<l4+1=2

Dies ist ein Widerspruch, der zeigt, dass die Annahme falsch ist. (I
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Definition 3.4. Eine Folge [ = (ay)nen heifst nach oben (bzw. nach unten) be-
schrankt, falls es eine Konstante K € R gibt, sodass a,, < K fiir allen € N (bzw.
an > K fir alle n € N). Die Folge heifit beschrankt, falls |a,| < K fir alle n € N.

Definition 3.5. FEine Folge f = (an)nen heifit bestimmt divergent gegen oo, falls
ein ng € N existiert, sodass fir alle n > ng, a, > 0 und (ﬁ)neN,nZno gegen 0
konvergiert.

Bemerkung: Entsprechend kann man bestimmt Divergenz gegen —oo definieren.
Satz 3.6. Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Beweis: Sei lim a, = a und ng € N so gewéhlt, dass |a, — a| < 1 fiir alle n > ny.

n—roo
Daraus folgt |a,| = |a + a,, — a| < |a|] + |an, — a] < |a| + 1 fiir alle n > ng. Setze
K :=max(|ai|, |az|,---,|ane—1];|a| + 1), dann ist |a,| < K fir alle n € N O

n

Bemerkung : Die Umkehrung des Satzes gilt natiirlich nicht, da z.B. a,, = (1)
beschrinkt, aber nicht konvergent ist.

Beispiel 3.4. Wir betrachten die Folge (ay)neny mit a, = x™, deren Verhalten vom
Wert x € R abhdngt:

1. Falls |z| <1 gilt ILm " =0.
2. Fallsx =1 gilt lim 2" = 1.
n—oo
3. Falls x = —1 divergiert die Folge.
4. Falls |x| > 1 divergiert die Folge und ist unbeschrinkt.

Die Beweise sollen zur Ubung durchgefiihrt werden.

3.2 Rechenregeln fiir konvergente Folgen

Definition 3.7 (Rechenregeln fiir Folgen). Seien (an)nen und (bp)nen zwei kon-
vergente Folgen und ¢ € R. Dann definieren wir:

L (an)nGN + (bn)nGN = (an + bn)nGN:

2. c- (an)neN = (C . an)nEN;

Lo

(an)neN ' (bn)nEN = (an . bn)nEN und

EZn;nEN = (S, e falls (by) # 0O fir alle n € N.
n)neN

by
Satz 3.8 (Grenzwerte kombinierter Folgen). Seien (an)nen und (bn)nen zwei
konvergente Folgen und ¢ € R. Dann gilt :

~

) 58 (6n - bn) = 10 (6n) + 151 (Bn)
1) nan;oc cap =c- nan;O(an)

i) nh_}rr;@ ap, - by = nan;o(an) . nh_)ngo(bn)
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lim (an)
w) lim 42 = 22=__ f4lls b, # 0 fir allen € N und lim b, # 0.
n=o0 bn lim (bn) n—o00

n— oo

Beweis: Sei a = lim a, und b = lim b,,.
n— o0 n—oo

i) Seie > 0 vorgegeben, dann ist auch €/2 > 0. Da beide Folgen konvergent sind,
gibt es ng,ny € N mit |a, —a| < § fiir n > n, sowie |b, —b| < § fiir n > ny
Damit gilt fir n > ng, = max(ng, np)

[(@n +bn) = (a+b)] < an —al +]bn —b] < 5+ =<

i1) Ergibt sich aus #ii), wenn wir (a,)nen als konstante Folge auffassen.

i4i) Nach Satz Sind die Folgen (an)nen und (b, )nen beschrankt. Sei K, > ay,
und Kp > b, (n € N) sowie K = max(K,, Kj). Sei € > 0 vorgegeben, dann
gilt auch 5% > 0. Da beide Folgen konvergieren, gibt es nq,n, € N sodass:
lan — a| < 5% fiir n > ng
|bn — b| < 5% fiir n > ny,
Sei ngp = max(ng, np). Dann gilt fir alle n > ngp

lanb, —abl = |anby, — apb + anb — ab|
|an (br, — ) + (ar, — a) - b

< anl - Ibn — b] + an —al - b
< K- 5% +57x K =¢
iv) Da 4 = a, - ;-, kénnen wir den Beweis auf Fall i) zuriickfiihren, falls

b%—)%ﬁirn%ooundb;é&

Wegen b # 0 ist % > 0 und es gibt ein n, € N, sodass fiir alle n > ny
|bn, — b| < % ist. Daraus folgt |b,,| > @.

2
Zu einem vorgegebenen e gibt es ein ng € N, sodass |b, — b| < Elgl fir alle

n > ng. Dann gilt auch fiir n > max(ngy, ng)

11 b, — b| 1
— 2 = = < |bp — b
by b‘ || - [B] [bn| - [0]
_o2 A
b]> 2

Da [ba - b > (b ist (|ba]- [b) ™" < 2= und die im vorletzten Schritt
durchgefiihrte Ersetzung ist korrekt.

1 1
Damit wurde lim |—|= — gezeigt.
n—oo | by, b
O
3n? +13
Beispiel 3.5. Seia, = % mit n € N.
n4—2
3n%+13 3+ 38 1
Wegen a,, = nE 5 und da lim — =0 folgt aus|3.81ii), dass
n?—2 1-% n—oom

lim %: lim 1-1z(lim 1>~<lim 1):0-0:0.
n—o00 M n—ocon N n—o00 N n—oo N
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1 2
Damit gilt nach.i) lim <3 + 3) = 3 sowie lim <1 — 2) = 1 und schliefSlich
n—00 n n—00 n
nach [3.8iv)

g3 lm @3- g
lim = n= 5 = - = 3.
n—oo 1 — 5 lim (1-%) 1

n— oo

Satz 3.9. Seien (ay)nen und (bn)nen zwei konvergente Folgen mit a,, < b,. Dann
gilt auch lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

Beweis: Sei ¢, = b, — a,,. Es geniigt zu zeigen lim ¢, > 0, da ¢, nach Satz
n—oo

konvergent ist und ¢, > 0 fiir alle n € N nach Voraussetzung gilt. Angenommen

lim ¢, = —e fiir e > 0. Dann gébe es ein ng, sodass fiir alle n > ng
n—oo
len — (=€) = len + €] < e
Dies wiirde bedeuten, dass ¢, < 0, was nach Annahme nicht gelten kann. ([l

Vorsicht: Aus a, < b, fur alle n € N folgt nicht lim a, < lim b, wie zum Beispiel
n—oo n— o0

a, = 0und b,, = % flir n =1,2... zeigt.

Der folgende Satz erweitert Satz[3.9]

Satz 3.10 (Sandwich-Theorem). Seien (an)nen, (bn)nen und (¢p)nen Folgen mit
an < b, < ¢p. Seien (an)nen und (cp)nen konvergent und lim a, = lim c¢,. Dann

n— o0 n— o0
ist auch (bp)nen konvergent und es gilt lim a, = lim b, = lim ¢,.
n—oo n—oo n—oo

Der Beweis sollte zur Ubung ausformuliert werden.

3.3 Monotone Folgen und Teilfolgen

Ein zentraler Aspekt bei der Analyse von Folgen ist die Untersuchung, ob eine
Folge konvergiert oder divergiert. Dies kann man offensichtlich nicht durch einfaches
“Ausprobieren” feststellen, da Konvergenz bzw. Divergenz vom Verhalten fiir n — oo
abhéngt. Deshalb werden Kriterien fiir die Konvergenz oder Divergenz von Folgen
hergeleitet und aus diesen Verfahren zur Analyse konkreter Folgen abgeleitet.

Definition 3.11 (Monotone Folge). Fine Folge (ay,)nen heifst
e monoton wachsend, falls a, < ap41 fiir allen € N

e streng monoton wachsend, falls a,, < apy1 fir allen € N,

e monoton fallend, falls a,, > an41 fir allen € N

e streng monoton fallend, falls a,, > an41 fir allen € N

Definition 3.12 (Teilfolge). Sei (an)nen eine Folge und ny < ng < ng < ...
eine aufsteigende unendliche Folge natirlicher Zahlen, dann heifft (an,)ken =
Apy Ay - - - eine Teilfolge der Folge (an)nen-

Fiir eine Teilefolge werden also nur einzelne Glieder der Folge beriicksichtigt, ohne
deren Reihenfolge zu &ndern. Der folgende Satz zeigt, dass sich die Konvergenz von
Folgen auf Teilfolgen tibertrégt.
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Satz 3.13. Jede Teilfolge (an, )ren einer konvergenten Folge (an)nen ist konvergent
und es gilt lim a,, = lim a, = a.

k— o0 n— 00
Beweis: Fiir jedes € > 0 so gibt es ein ng € N, sodass |a,, — a| < € fiir alle n > ng.
Damit liegen nur endlich viele Glieder von (a,) auerhalb von (a —€,a + ¢) und
damit auch nur endlich viele Glieder von ay, . Da jedes a,, auch ein a,, ist, gibt es
ein ko < ng, so dass |a — a,, | < e fir k > ko. ]

Mit Hilfe von Teilfolgen kann man die Divergenz von Folgen nachweisen.
Satz 3.14 (Divergenzkriterium). Besitzt eine Folge (ap)nen
i) eine divergente Teilfolge oder

1) zwei konvergente Teilfolgen (an, )keny und (an,)ieny mit lim (a,, ) # lim (ay,)
k—o00 =00

so ist die Folge divergent.

Beweis: Im Fall ¢) kann die Folge nach Satz nicht konvergent sein.
In Fall i7) wiirde, falls die Folge konvergent wére, nach Satz gelten

lim a, = lim a,, # lim a,, = lim a,,
n—o00 k—oc0 l—o0 n—00

was der Eindeutigkeit des Grenzwerts widerspricht. O

Beispiel 3.6. Sei (—1)"die untersuchte Folge. Es gibt es zwei Teilfolgen (—1)*"
und (=1)2"*1 mit lim (=1)?" =1, lim (—1)*"*! = —1, so dass die Folge divergent
n—00 n—ro0

ist.

Satz 3.15 (Konvergenzkriterium). Jede beschrinkte monotone Folge ist konvergent.
Genauer formuliert:

i) Ist f = (an)nen monoton wachsend und nach oben beschrinkt, so ist f konvergent
und es gilt lim a, = sup{a, | n € N}.
n—oo

1) Ist f = (an)neny monoton fallend und nach unten beschrinkt, so ist f konvergent
und es gilt lim a, = inf{a, | n € N}.
n—oo

Beweis: i) Sei f = (an)nen eine monoton wachsende und nach oben beschrénkte
Folge. Da f nach oben beschrinkt, existiert ein Supremum a € R (nach Satz
2.19). Damit gilt a; < az < ... < ap < apt1 < ... < a. Es bleibt zu zeigen, dass

lim a,, = a gilt. Wihle dazu ¢ > 0. Da a kleinste obere Schranke ist, ist a — ¢
n—oo

keine obere Schranke. Somit gibt es ein ng mit a — € < a,,. Da die Folge monoton
ist gilt ap, < a, fir n > ng und da a obere Schranke ist gilt a, < a, sodass
a—an < a— ap, <e. Damit ist das Konvergenzkriterium erfiillt.

Der Beweis fiir i7) ist analog zu fiihren. O

Satz 3.16. Jede Folge enthdlt eine monotone Teilfolge.

Beweis: Sei (a,)nen die Folge. Wir betrachten die Menge N3 = {n € N | Vm €
N.m > n = a,, > a,} und unterscheiden
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1. Ny ist unbeschrinkt.
Dann ist Ny = {n1,n2,...} und n; < nz < ... und die Teilfolge (an,)ren ist
monoton wachsend da ay, ., > an, nach Konstruktion von Nj.

2. N; ist beschrankt oder leer.
Wir bestimmen eine monoton fallende Teilfolge (am, )ren rekursiv.
1 falls Ny =10

max(Ny)+1 falls Ny #0
Fir k> 1: my,...,m_1 sind bekannt, m; < mo < -+ < mg_1 und am; > Gmy >

-+ > am,_,. Ferner ist my_1 ¢ Ny da mg_; > my und my > max(Ny). Nach
Definition von N; existiert ein my > mg_1, sodass am,, < Gpm,_, (sonst wiirde mg_q
zu N; gehoren). Dieses my, wihlen wir als nichstes Glied der Folge und fahren fort.
Auf diese Weise erhalten wir eine monoton fallende Folge.

Firk=1: m; =

O

Der folgende Satz ergibt sich aus den beiden vorherigen und ist sehr bekannt,
weshalb er explizit formuliert wird.

Satz 3.17 (Bolzano-Weierstra$}). Jede beschrinkte Folge (an)nen besitzt eine kon-
vergente Teilfolge.

Beweis: Nach Satz enthilt die Folge eine monotone Teilfolge (die natiirlich
auch beschrénkt ist, wenn die urspriingliche Folge beschriankt ist) und nach Satz
[3:I5)ist jede beschrinkte monotone Folge konvergent. O

Unter der Umgebung oder besser e-Umgebung eines Punktes = verstehen wir die
Menge aller alle Punkte y mit |z — y| < e. In einer e-Umgebung des Grenzwertes
einer konvergenten Folge liegen ab einem bestimmten Index ng alle Glieder der Folge.
Wenn wir Punkte betrachten in deren Umgebung zwar unendlich viele Folgenglieder
liegen, auflerhalb der Umgebung aber ebenfalls unendlich viele Folgeglieder, so
kommen wir zur Definition des Haufungspunkts.

Definition 3.18 (Haufungspunkt). Fir eine Folge (an)nen heifit a Haufungspunkt,
wenn es eine Teilfolge (an, )ken von (an)nen gibt und klirn ap, = a.
—00

Beispiel 3.7.

n  falls n gerade

e Die Folge a, = ist unbeschrankt und besitzt den Hdu-

% falls n ungerade
fungspunkt 0.

e Die Folge a, = (—1)" + = ist beschrinkt und besitzt die Hiufungspunkte —1
und 1.

Mit Hilfe der Definition und des Satzes von Bolzano-Weierstrafl kann man die
Aussage formulieren, dass jede beschrinkte Folge reeller Zahlen mindestens einen
Héufungspunkt besitzt.

Eine besondere Rolle bei der Charakterisierung konvergenter Folgen spielen die
im Folgenden definierten Cauchy-Folgen, die es erlauben, konvergente Folgen zu
charakterisieren, ohne den expliziten Grenzwert zu nutzen.
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Definition 3.19 (Cauchy-Folge). Eine Folge (ay,)nen heifst Cauchy-Folge, wenn
qgilt:
Ve >0 3ng € NVn > ng.|an, — an,| < €.

Die folgenden beiden Sétze zeigen den Zusammenhang zwischen konvergenten Folgen
und Cauchy-Folgen.

Satz 3.20.

i) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

1) Jede Cauchy-Folge ist beschrinkt.

1i1) Besitzt die Cauchy-Folge eine konvergente Teilfolge, so ist sie selbst konvergent.
Beweis:

i) Sei (an)nen konvergent, sei ¢ > 0 und sei @ = lim a,,. Definiere ¢’ = 5. Nach
n— oo

Definition existiert ng, sodass |a, — a| < &’ fiir alle n > ng und damit
lan — ang| = lan —a+a—ap,| <lan —al+|an, —a| <& +& =e.

i1) Sei (an)nen eine Cauchy-Folge. Dann gibt es zu € = 1 ein ng, sodass |a,, —
any| < 1 fir alle n > ng. Daraus folgt fiir n > ng:

|an| = |an0 + (a’n - a‘no) | < |an0| + ‘a’n - an0| < |a‘n0| + 1.
Wihle K = max {|a1], ... |ang—1];|an| + 1}, so gilt |a,| < K fiir jedes n € N.
iii) Sei (an)nen eine Cauchy-Folge und (an, )ren eine konvergente Teilfolge mit

klim n, = a. Sei € >0 und ¢’ = §. Es gibt ein ky € N mit |a,, —a| <€’ fiir
—00

alle k > kg. Ferner gibt es ein ng € N mit |a,, — an,| < ¢’ fiir alle n > ng. Sei
n > ng, dann gilt

ap, — a = (an — Gny) + (Ang — an,,) + (an, —a),
wobei k > ko und ng > ng gewahlt wird. Damit gilt dann

lan —a| < |ap — any| + |an, — an, |+ |an, —a] <& +& +& =e.
———

——— S——
Cauchy Cauchy konv. Teilfolge

Satz 3.21. Jede Cauchy-Folge ist konvergent.

Beweis: Nach Satz i1) ist jede Cauchy-Folge beschrankt. Damit enthélt sie
nach Satz eine konvergente Teilfolge und ist damit nach Satz iii) selbst
konvergent. O

Wenn wir Satz i) und Satz zusammen benutzen erhalten wir folgendes
Korollar.
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Korollar 3.22. Fine Folge (an)nen ist genau dann konvergent, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist.

Damit kann die Konvergenz einer Folge auch dadurch gezeigt werden, dass gezeigt
wird, dass es sich um eine Cauchy-Folge handelt. Dieser Nachweis hat den Vorteil,
dass der Grenzwert nicht bekannt sein muss.

Beispiel 3.8. Sei (ay)nen definiert als a, = Y. + =1+ 4 +---+ L. Die Folge ist
k=1

Bl

keine Cauchy-Folge und damit divergent.
Beweis: Wir betrachten die Differenz

i 1 LR SRS S IO

a —a, = —_ = e _ _ . _ = -,

et k- n+1 2n = 2n o 2

k=n+1 —_——
n Summanden

Ware (an)nen eine Cauchy-Folge, so miisste es zu jedem € > 0 (also auch zu
e = 1) einng € N geben, sodass |a, — an,| < € fiir alle n > ng und somit auch
|a2n, — Gng| < % gelten. Nach obiger Abschdtzung gilt dies aber nicht und f ist keine
Cauchy-Folge.

Beispiel 3.9. Sei (a,)nen defindert als
O S B SR e
L= R T O S AN
a kz:; - +3 +

(an)nen ist eine Cauchy-Folge und damit konvergent.
Beweis: Sei ¢ > 0 gegeben. Wihle ng, sodass nio <e. Wir zeigen |an — an,| < € fiir
alle n > ng. Firn > ng gilt

n

(“1)70 (@ — any) = (~1)m0 30

) k=no+1

—1)"0) = n—14n,

A e E S )

- n01+1 — n01+2 +ot (- %) falls n — ng gerade

= nolﬂ_ﬁ N ﬁ—ﬁ)—i—% falls n — ng ungerade

Jeder Term in der Klammer ist positiv! Also gilt (—1)" (ay, — apn,) > 0. Damit gilt
auch

an — any| = (=1)"(an — an,)
o 1 1 1 (_1)n71+no
- n0+1_ n0+2_n0+3+.“_T
= - (D™ an — anet1)
>0
1
< To+1 <e

Damit ist (an)nen Cauchy-Folge und konvergent.
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3.4 Ein Algorithmus zur Wurzelberechnung

Sei a € R eine reelle Zahl deren Quadratwurzel wir bestimmen wollen. D. h. wir
suchen z mit 2 =a =z = %. Sei 2/ = 1 (z+2) (2/ = @ gilt fiir z = 2). Wir zeigen
nun, dass man daraus eine konvergente Folge ableiten kann, die /a als Grenzwert
besitzt. Der Algorithmus ist ein Beispiel fiir den Einsatz von Folgen, nédmlich die
Approximation eines Grenzwertes durch Berechnung einer endlichen Anzahl von
Gliedern. Es zeigt sich, dass dies ein probates Mittel sein kann, Werte, die nicht

exakt vorliegen, effizient mit einem Rechner zu approximieren.

Satz 3.23. Seien a > 0 und x1 > 0 reelle Zahlen. Sei (xn)nen definiert als
Tng1 = 5 (Tn + +=). Dann konvergiert (zn)nen gegen /a (d. h. 22 =a).

Beweis:

1. Per Induktion kann man zeigen z,, > 0, sodass ;- definiert ist.

2. Esgilt 22 > a fir n > 1, da

2
Tpo1 + =2 ) —a

Tn—1

IS N T

2 a?
Tn_q+2a+ 3 ) —a
7

2
(mn—l - m:71> > 0.

3. Esgilt 25,41 <z, fiir alle n > 1:

|
=

1 a
Tp = Tpy1 = Tn— 5(Tn + 3-)
1 2
- 2z, Tp — a’) >0

nach vorheriger Abschitzung >0

4. Nach 2. und 3. ist (z,,)n>1 eine monoton fallende Folge, die nach 1. durch 0 nach
unten beschrinkt ist. Nach Satz ist die Folge damit konvergent. Wir miissen
noch zeigen, dass der Grenzwert der Wurzel entspricht.

1 a 9
Tpy1 = i(xn + x—) = 2Tpt1Tn =, + 0
n

Mult. mit 2z,

Da lim z,41 = lim z, =z gilt lim 22,12, = 22% und lim 22 +a =22 +a
n—oo n—oo n—,oo n—oo

und damit 222 = 2% + a = 2? = a. Die Eindeutigkeit von x folgt aus Satz m

O

Wir schauen uns die Geschwindigkeit der Konvergenz an. Dazu sei der relative
Fehler definiert als w. Es gilt z,, = v/a (1 +w,). Offensichtlich gilt w,, > 0 fiir n > 1
(da 22 > a wie aus dem Beweis von Satz folgt). Einsetzen in die Gleichung



3.5. REIHEN 37

Tny1 = 3(Tn + +-) und Kiirzen von y/a liefert

8

1+wpyr = \”//*af:ﬁ(xn—f—ﬁ)
1 1
= 5(1+0Jn+m)

_ 1 (Q4wn)’41
= Wt = i(w -1
(1+wn)?+1-2(14w,)
] 2(14+wsy)
w2 42w, +2-2—2w,
2(14wn)
UJZ

n
2(14wn)

< 1 min(wy,w?)

Die Konvergenz ist sehr schnell. Fiir gréflere Werte von w,, halbiert sich der Fehler,
fiir kleine Werte von w,, verdoppelt sich in jedem Schritt die Anzahl der richtig
berechneten Dezimalstellen ungefihr. Ein weiterer Vorteil des Verfahrens ist die
Robustheit bzgl. des Anfangswertes. Man kann mit beliebigem zy > 0 beginnen
und erhilt eine konvergente Folge. Dadurch kann eine einmal berechnete Losung
auch durch weitere Iterationsschritte verbessert werden.

Das Verfahren ist erweiterbar, da die Rekursion 41 = %((k -1z, + T“,l) eine

Folge definiert, die gegen {/a konvergiert. (Beweis zur Ubung)

3.5 Reihen

Neben Folgen sind Reihen eine weiteres Hilfsmittel, um Probleme durch Nédherungs-
berechnung zu 16sen. Im Prinzip kénnte man Reihen als spezielle Folgen betrachten.
Thre spezielle Form und grofle praktische Bedeutung fiihrt dazu, dass wir sie separat
vorstellen werden.

Definition 3.24 (Reihe). Man nennt den formalen Ausdruck

00
Zak=a1+a2+--~ mit arp € R
k=1

n
eine (unendliche) Reihe und s, = Y aj die n-te Teilsumme.
k=1
Wenn die Folge der Teilsummen konvergiert, dann heifit die Reihe konvergent. Eine
nicht konvergente Reihe heifit divergent.

o0
Konvergiert sogar > |ax|, so nennt man die Reihe absolut konvergent.
k=1

[e]

Beispiel 3.10. Die Reihe % nennt man harmonische Reihe. Diese Reihe ist, wie

k=1
wir bereits in Beispiel[5.8 gesehen haben, divergent.

Die Summation kann bei Reihen auch mit & = 0 beginnen, falls dies fir die
entsprechenden Beispiele zu einer einfacheren Darstellung fiihrt. Da die Konvergenz
einer Reihe iiber die Konvergenz der Teilsummen definiert ist, kénnen wir aus
Korollar [3.22] folgendes Konvergenzkriterium ableiten:
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[ee]
Korollar 3.25 (Cauchy-Konvergenzkriterium). Die Reihe > ai konvergiert genau
k=1

n
dann, wenn es zu jedem € > 0 ein ng € N gibt, sodass | > ax| < ¢ fir alle
k=m

n>m > ng.

Es gilt offensichtlich s, — s = > ay.
k=m+1

Ein notwendiges (aber nicht hinreichendes) Kriterium fiir die Konvergenz einer
o0

Reihe > ay ist klim ar = 0. Dies folgt aus dem Cauchy-Konvergenzkriterium mit
—00

k=1
n=m.

o0

Beispiel 3.11. Die Reihe Y. (—1)F ist divergent, da die Reihenglieder nicht gegen
k=1

0 konvergieren.

o0

Satz 3.26. Fine Reihe Y a, mit ap > 0 fir alle k € N konvergiert genau dann,
k=1

wenn die Folge der Teilsummen beschrinkt ist.

n

Beweis: Da a;, > 0 ist s, = ). ax monoton wachsend, und es gilt Satz [3.15

k=1

womit gezeigt wird, dass die Reihe konvergent ist, wenn die Folge der Teilsummen
beschrénkt ist.

Wenn die Folge der Teilsummen unbeschrankt ist, so gilt offensichtlich

lim s, = oo und die Reihe ist divergent. O
n—oo

oo

Beispiel 3.12. Die geometrische Reihe Y. a* konvergiert fiir |a| < 1 gegen den
k=0

Grenzwert ﬁ

n
L —_ant! .
Wir zeigen Y a* = 5% per Induktion.
k=0
l—a
l—a

Induktionsanfang n = 0: o = 1 =

n

n
Induktionsschritt n — n + 1: Es gelte Y a* = 1_1“_:1, dann gilt auch

k=0
n+1 n
k __ k n+l _ 1—a"t! n+l _ 1—a"t! a"tl_qnt2 _ 1_qg"t?
Za 7Za+a - 1-a ta — 1-a + 1—a — 1-a - Da
k=0 k=0
lim 1= — L folgt der Grenzwert
n—soo 17 l-a g ’
oo
Beispiel 3.13. Die Reihe > l%" konvergiert fir n > 1, wie wir nun zeigen werden,
k=1

indem wir zeigen, dass die Teilsummen durch 1_2%"“ beschrinkt sind.
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Zu ko € N gibt es ein m € N mit kg < 2™t — 1 und damit gilt

Sko < —

Il
—_
+
7N\
[~
+
L=
N—
+
4
T
3

k=2
m . 1 m 1 %
SZQ (20)" _Z<2n—1)
=0 =0
= > ()
i=0

geometrische Reihe

Damit gilt auch

. = Cnt1NE 1

o0 n
Beispiel 3.14. Die Reihe . 7= konvergiert und es gilt lim > -t =1.
2 WD) i 2 FOD)

Um den Grenzwert herzuleiten nutzen wir folgende Identitdt m = % — k%rl fur

alle k € N. Damit lautet die n-te Teilsumme

1 1+1 1+1 1+1 1 1 1
Sp=1—-=—+=-—=4+-—=...— =+ —— =1-
2 2 3 3 n n n-+1 n+1

und es gilt lim s, = 1.
n—oo

Um festzustellen, ob eine Reihe konvergiert, gibt es Konvergenzkriterien, von denen
wir nun einige kennen lernen. Zuerst betrachten wir aber das Rechnen mit konver-
genten Reihen und zeigen dabei, dass die Kombination zweier konvergenter Reihen
mit den definierten Operationen zu einer konvergenten Reihe fiihrt.

Satz 3.27 (Rechnen mit konvergenter Reihe).

i) Seien > ay und Y by konvergente Reihen, so sind auch Y, (aj + b) und
k=1 k=1 k=1

NgE

(ar — bg) konvergent, und es gilt:

ES
Il
—

(ar +bk) = > ap+ > by und
k=1 k=1

(ar, —br) = > ap— > by.
=1 =1

MR T8

E
Il
-

o0 (e} (e}
it) Ist die Reihe > ay konvergent und ¢ € R, dann gilt: > c-ar=c- Y, ak.
k=1 k=1 k=1

o0 o0
i) Fir jedes 1 € N mit 1 > 1 gilt: Y ay konvergent < > aj konvergent.
k=l k=1
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(o] (oo}
iv) Sind die Reihen > ay und Y by konvergent und gilt aj, < bpVk € N, so gilt
k=1 k=1

o0

Z ar S Z bk.

k=1 k=1
Beweis: Der Beweis nutzt Satz zur Bestimmung der Grenzwerte kombinierter
Folgen.

i) Seien s, = > ag, tn, = >, bg und w, = Y. (ax + bx), dann gilt fiir den
k=1 k=1 k=1
Grenzwert der Folge s, + t,,:

lim s, + lim ¢, = lim (s, +t,) = lim w,.
n—oo n—oo n—oo

n—oo
n o0
i1) Da s, = > ay gilt nach Satz u) lim ¢-s, =c¢- lim s, =c¢- > ag.
n n+l—1 o
iii) Sei s, = > aj_14k = Y. ag. s, ist die n-te Teilsumme der Reihe } aj.
k=1 k=1 =l
Es gilt

1-1
Sh = SI-14n — P 0k = SI_14n — T
k=1
Damit konvergiert s/, wenn s, konvergiert nach Satz[3.8]i) (r als Konstante
konvergiert).
Sei nun n > [, dann gilt s, = s'l_l_m—l—r, sodass nach Satz 1) sp, konvergiert
wenn s, konvergiert und die Aussage bewiesen ist.

1) Werden s, und ¢, wie im Beweis zu i) definiert, folgt aus ap < by fir alle
k eN, s, <t, fir alle n € N, woraus mithilfe von Satz die Behauptung
folgt.

O

Die Bestimmung des Grenzwertes einer Reihe ist oft nicht leicht. Man nutzt deshalb
verschiedene Kriterien. Oft wird eine gegebene Reihe in Beziehung zu einer Reihe
gesetzt, deren Konvergenzverhalten bekannt ist. Mit dem Leibniz-Kriterium lernen
wir im folgenden Satz ein Kriterium kennen, um die Konvergenz einer Reihe mit
alterniereden Gliedern (d.h. Gliedern mit wechselnden Vorzeichen) zu beweisen.

Satz 3.28 (Leibniz Kriterium). Sei (ax)ren eine monoton fallende Folge reeller
nicht negativer Zahlen mit klim ar = 0. Dann konvergiert die alternierende Reihe
—00

3 (—1)kay.
k=1

Beweis: Fiir die Summe der Teilsummen gilt 5, = Y. (—1)¥ay.

k=1
Da son42 — Son = —Q2n+41 + Gonyo <0, gilt: 59 > 54 > 56 > .. ..
Entsprechend gilt wegen sop+3 — Sont1 = @ont2 — Gopts > 0 51 < 53 <55 < ...
und wegen Sop41 — S2n = —G2n+1 < 0 gilt sop41 < S9p, fiir alle n € N.

Damit ist die Folge (s2,)nen monoton fallend und die Folge (s25,+1)nen monoton
wachsend. Da sy, > s; und sg,41 — s2 < 0 sind beide Folgen beschrankt und es

existieren die Grenzwerte S = lim s, und S’ = lim s9,1.
n—oo n—oo
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Es gllt S = S/, da S — 5" = lim (32n — 52n+1) = lim Aop+1 = 0.

n— oo n— oo
Sei nun € > 0 gegeben, dann gibt es ni,ny € N, sodass |sq, — S| < € fiir n > ny
und [$2p41 — S| < € fiir n > ng. Sei nyp = max(2ny,2ns + 1) dann gilt |s,, — S| < e
fir alle n > ni5. Damit ist die Konvergenz bewiesen. O

a8} ]
Beispiel 3.15. Die alternierende harmonische Reihe %

k=1

konvergiert nach

dem Leitbniz-Kriterium

3.6 Absolut konvergente Reihen

Viele Konvergenzkriterien setzen voraus, dass die betrachteten Reihen absolut
konvergieren. Wie der folgende Satz formal zeigt, ist die absolute Konvergenz
starker als die gewohnliche Konvergenz.
o0
Satz 3.29. Wenn die Reihe Y ay absolut konvergiert, so konvergiert sie auch im
k=1
gewdhnlichen Sinne.

n

> ag

k=m

n
< 3 |ak|- Damit

k=m

Beweis: Aus der Dreiecksungleichung fiir Betréige folgt:

n

> ak
k=m k=m
erfillt ist, wenn die Bedingung fiir absolute Konvergenz erfillt ist. O

< g, sodass die Konvergenzbedingung fiir die Reihe

gilt > |agl <e =

Wichtige Konvergenzkriterien basieren auf dem Vergleich einer Reihe mit einer
anderen Reihe, deren Konvergenz oder Divergenz bekannt ist.

o0

Satz 3.30 (Majorantenkriterium). Sei Y ¢ eine konvergente Reihe mit ausschlief3-
k=1

lich nicht-negativen Gliedern und (ay)ren eine Folge mit |ag| < ¢ fir alle k € N,

&)
dann konvergiert die Reihe Y ai absolut.
k=1
n
> Ck

Beweis: Zu einem ¢ > 0 existiert ein ng € N, sodass < e firallen>m >

k=m
n n
ng. Nach Satz|3.27]iv) gilt damit auch > |ax| < > ¢ < e fiir alle n > m > nog.
k=m k=m
&)
Die Reihe > ay erfiillt damit das Cauchy-Kriterium. O

k=1
Der Satz impliziert folgenden Divergenz-Kriterium.

[&.°]

Satz 3.31 (Minorantenkriterium). Sei Y ¢ eine divergente Reihe mit ausschlief3-
k=0

lich nicht-negativen Gliedern und (ak)ren eine Folge mit ay, > ¢y, fir alle k € N.

o0
Dann divergiert die Reihe Y ay.
k=1

Beweis: Beweis zur Ubung. (]
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o0
a a

Beispiel 3.16. Die Reihe 1;::1 T konvergiert, da T < &% wund wir bereits

o0
gezeigt haben, dass % fiir n > 1 konvergiert. Damit konvergiert natirlich auch
k=1

118
118

a __ 1
En — @ Tn e
1 k

k 1

Die beiden folgenden Konvergenzkriterien basieren auf der Anwendung des Majo-
rantenkriteriums auf die geometrische Reihe, wie man aus den Beweisen ablesen
kann.

Satz 3.32 (Wurzelkriterium). Sei > ay eine Reihe. Gibt es ein c € R und ¢ € R
k=1

mit 0 < q < 1, sodass |ax| < c-q¢* fiir alle k € N, dann ist die Reihe absolut

konvergent.

o0
Beweis: Die geometrische Reihe Y ¢ ist fiir |¢| < 1 konvergent (wie gezeigt).
k=0

o0
Damit ist auch Y ¢ - ¢* konvergent.
k=0
Sei nun ¢, = ¢ - ¢¥, sodass Satz angewendet werden kann. O

Hinreichend fiir das Wurzelkriterium ist die Existenz von klim ¥/la| und
—00

5/|ak|-< 1.

lim
k—o0

Beispiel 3.17. Wir betrachten die Reihe . (z + %)k mit 0 <z < 1.
k=1

E g, K 1 k _ 1 li 1) _ 1. D . . .
Rs .}glzlt A/ (a: + k) (l‘ + k) und Jim (x + k) T < amit konvergiert die
eihe.

o0
Satz 3.33 (Quotientenkriterium). Sei > ax eine Reihe mit ax # 0 fir alle k > ng.
k=1

Es gebe eine reelle Zahl ¢ € R mit 0 < g < 1, sodass GZ—ZI < q fiir alle k > nyg,
dann ist die Reihe absolut konvergent.

Beweis: Fir k > ng + 1 gilt ;Tko = |2 % %ﬂjl < gkmo

Dann ist |ax| < |an,| - ¢* "™ = \a%gl ¢F=c- ¢~

Nach Satz [3:32]ist die Reihe konvergent. O

Der Beweis des Quotientenkriteriums mithilfe des Wurzelkriteriums zeigt, dass
das Wurzelkriterium stérker als das Quotientenkriterium ist (d.h. mithilfe des
Wurzelkriteriums kann die Konvergenz zusétzlicher Reihen nachgewiesen werden).
Hinreichend fiir das Quotientenkriterium ist die Existenz des Grenzwertes lim %

k—o0
und lim |+ =g < 1.
k—oo | Ok q
Falls beim Quotientenkriterium klim a(’;—zl und klim ai—:l = ¢ > 1 gilt, so ist die
— 00 — 00

[

Reihe divergent. Fiir klirn = 1 kann man keine Aussage iiber Konvergenz

—oo | 4k
oder Divergenz machen.
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oo

Beispiel 3.18. Die Reihe k—’: ist absolut konvergent fir alle x € R.
k=1

Fiir x = 0: trivial .

Fiir x # 0: Setze ap := 73 # 0 fiir alle k € N.

akt1| _ | = | _ =]

@ o] kol kol = Konvergenz
lim = =0
k—o0 k+1

Wir betrachten nun die Auswirkungen der Umordnung der Reihenglieder auf das
Ergebnis der Summation. Im endlichen Fall ist es offensichtlich, dass die Umordnung
der Summanden zu keiner Ergebnisénderung fithrt. Bei unendlichen Reihen gilt dies
nur eingeschrénkt, wie wir im folgenden Satz und dem danach folgenden Beispiel
sehen werden.

Satz 3.34 (Umordnung). Sei i ay, eine absolut konvergente Reihe. Dann konver-
giert jede Umordnung der Glielcclzrl’ der Reihe gegen den selben Grenzwert.

Beweis: Sei 7 : N — N eine Abbildung, die jedem n; € N genau ein ny € N zuordnet,
sodass jedem ng € N genau ein ny; € N zugeordnet wird (bijektive Abbildung).

Sei lim s, = lim Zn: ar = A. Wir zeigen, dass auch lim Zn: ary = A gilt.

n—oo n—oo k=1 n—oo k=1

o0
Fiir jedes € > 0 gibt es ein ng € N, sodass ) |ax| < §

k:’ﬂg

no—1 s} o0
A — Z ag| = Z ar| < Z \ak\<§.
k=1 k=ng k=no

Wihle ny so grof}, dass {1,2,...,n0} C {7(1),7(2),...,7(n1)}.
Dann gilt fur alle m > ny (> no):

=

m m no—1 no—1 e’} c
ZGT(k)—A < ZaT(k)—Zak + Zak—A < Z|ak|+§<€.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=ng

Damit konvergiert die umgeordnete Reihe gegen den selben Grenzwert. (]

Der vorherige Satz gilt nicht, wenn wir statt absoluter Konvergenz nur Konvergenz
fordern, wie folgendes Beispiel zeigt.
oo

k—
Beispiel 3.19. Die Reihe (_1])6 i ist, wie gezeigt wurde, konvergent, aber nicht
k=1

o0
absolut konvergent, da % divergiert.

k=1

o, e
Es gibt eine Umordnung 7, sodass T oo
k=1

Wir ordnen dazu die Glieder mit ungeraden Indizes 2"~ 1 +1 bis 2™ —1 hintereinander
an und danach den geraden Index 2n. Also

1,2,3,4,(5,7),6,(9,11,13,15),8, ...
In dieser Ordnung kommen alle Indizes vor, es gilt aber:

1 N 1 P 1 >2n—2_1
on—141  9n—143 on — 1 o4
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fir n > 2. Von diesem Wert wird (271)*1 abgezogen, sodass
S L (1 A) -
—~ 2 —\4 2m)

3.7 Die Exponentialreihe

Satz 3.35 (Exponentialreihe). Fiir jedes € R ist die Exponentialreihe
= P
e il
xp(a kZ: o

absolut konvergent.

Beweis: Mit Hilfe des Quotientenkriterium (Satz|3.33) gilt fiir k > ng = 2[z]

O+ 1 _‘ aktt K _ |z| <1
ay (k+1)! zk E+1 2
d
Die Exponentialreihe definiert die Eulersche Zahl
e=-exp(l) = Zk,—1+1+2,+3.+ - =2,71828.
Es gibt Weltere Darstellungen der Eulerschen Zahl z.B. e = nl;ngo % oder e =
n11—>120(1 + L)m.

Die Exponentialreihe definiert die Exponentialfunktion exp(z), fiir die es zahlreiche
Anwendungen in den Naturwissenschaften und auch in Gesellschafts- und Wirt-
schaftwissenschaften gibt. Es werden mithilfe der Exponentialreihe Wachstums- und
Zerfallsprozesse beschrieben. Die Exponentialreihe erlaubt die Approximation der
Werte der Exponentialfunktion durch endliche Summation.

o0 o0
Satz 3.36 (Cauchy-Produkt). Seien Y ap und > by absolut konvergente Reihen.

k=0 k=0
Fiirn € N sei ¢, : Z ar - bp—r = agb, + a1bp—1 + - - - + anby. Dann ist die Reihe
k=
o0 oo
e = <Z > . (Z bk> absolut konvergent.
k=0 k=0
Beweis: Wir definieren ¢, := > ay - b und
k+l=n
k,l€Ny
N N
= ch: Z Z ak-bl.
n=0 n=0k+l=n
k,leNg

Die beiden folgenden Mengen beinhalten Paare (k1)
QN = {(k‘,l) € Ny x Ny | k<N, < N},

AN ZZ{(k,l)ENoXNo‘k+ZSN}.

Die Mengen werden in Abbildung 3.1) dargestellt. Offensichtlich gilt Q| /2] C Ay C
QN fur N > 2.
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Abbildung 3.1: Darstellung der Mengen Qnx und Ay.

N N
Multiplikation der Teilsummen Ay := > a, und By := Y b, liefert
n=0

n=0

AN'BN: Z Gk'bl.

kle@Qn
Da Ay C Qp gilt ANBy — Cn = Z ag - by.
kleQN\AN
N N
Fiir die Teilsummen A% := " |a,| und By := Y |b,| erhilt man
n=0 n=0

AVBy = ) lakl- b,

kle@Qn
Ferner folgt QL%J CAN = QN \AN CQnN\ QL%J’ womit gilt
[ ANBy —Cnl < Y laulltl = AXBY — Ay Bl
kA€QN\Q| x|

Da beide Reihen absolut konvergent sind, konvergiert A} By, ist also ein Cauchy-
Folge, sodass fiir N — oo die obige Differenz gegen 0 konvergiert und damit auch

lim CN: lim ANBN: lim AN‘ lim BN.
N—o0 N—o0 N—o00 N—o00

o0
Damit wurde gezeigt, dass > ¢, konvergiert. Die absolute Konvergenz folgt aus

OOn:O oo n
Slenl < 30 farl - buil =
n=0 n=0 k=0

Der folgende Satz leitet einige Eigenschaften von exp(z) her und nutzt dazu Cauchy-
Produkte.
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Satz 3.37 (Eigenschaften der Exponentialreihe). Fir die FExponentialreihe exp(x)
gelten folgende Figenschaften:

1) Va,y € R. exp(z + y) = exp(z) - exp(y)
ii) Vz € R. exp(—z) = Wl(a:)

1i1) Vo € R. exp(x) >0

w) ¥Yn € Z. exp(n) = e

Beweis:

1) Wir bilden das Cauchy-Produkt der beiden absolut konvergenten Reihen kio %

o0

und > ’,’TT Fiir ¢, gilt dann
k=0

Zk" (n—k ._n'z<) Y= iy(“’y)n'

Die einzelnen Umformungen folgen aus dem binomischen Lehrsatz, den wir in
der Vorlesung nicht explizit behandelt haben. Der Beweis fiir die Schritte sollte
deshalb zur Ubung durchgefiihrt werden. Wir haben nach obiger Umformung

o0
T+
exp(z) - exp(y Z Cn = Z 7'3’/) = exp(x + y).
n=0 -

1) Aufgrund von i) gilt
exp(z) - exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) = 1.
Daraus folgt exp(z) # 0 und exp(—x) = ﬁ(x).
1it) Fir o > 0 gilt
exp(x):1+x+%2+...21>0,

da %1: > 0.
Fir x < 0 folgt —x > 0 und damit exp(z) = ﬁ > 0, wie aus ) und i)
folgt.

1w) Wir zeigen per Induktion {iber n, dass exp(n) = e” gilt.
Induktionsanfang n = 0 : exp(0) = 1 = €.
Induktionsschritt n — n+1: Sei exp(n) = ™ und exp(1) = e (nach Definition),

nach ) gilt
exp(n+ 1) =exp(n)-exp(l) =e"-e =e
Damit ist der Beweis fiir n > 0 komplett. Mittels 47) gilt fiir n € N
1 1
exp(—n) = pr ) =S =e

Damit ist der Satz fur alle n € Z bewiesen.
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d

Teil 4v) l4sst sich auf © € R ausdehnen. Es ist dann exp(z) = exp(n+9) = e -exp(0)
mit 6 =x —n, n = |z] € Z. Diese Darstellung kann man nutzen, um reellwertige
Exponenten fiir eine allgemeine Basis, nicht nur der Basis e, zu definieren. Wir
werden dies spéiter in Abschnitt [1.6] etwas weiter vertiefen.

3.8 Potenzreihen

Potenzreihen sind eine wichtige Klasse von Reihen, die einige angenehme Eigen-
schaften haben, sodass sie sich einfach handhaben lassen. Gleichzeitig kann man
mit Hilfe von Potenzreihen viele Funktionen approximieren, wie wir spiter noch
sehen werden. An dieser Stelle werden nur die ersten Grundlagen der Potenzreihen
eingefiihrt. In Kapitel [7] werden einige weitere Ergebnisse zur Approximation von
Funktionen mit Potenzreihen vorgestellt.

Definition 3.38. Sei (ax)ren, eine Folge und x € R, dann ist eine Potenzreihe
P(x) wie folgt definiert:

P(x):Zak-xk:a0+a1x+a2x2+...
k=0

mit a € R.

In der Literatur findet man zum Teil auch die Darstellung

oo

P(x) = Zak (= x0)* = ap + a1(x — ) + az(x — x0)* + ...
k=0

fir Potenzreihen. In dieser Darstellung bezeichnet man xg als Entwicklungspunkt.
Beide Darstellungen sind dquivalent, wenn wir 2’ = x — x¢ wahlen.

Ein Beispiel fiir eine Potenzreihe ist die im letzten Abschnitt definierte Exponen-
tialreihe mit a = (k!)~'. z wird auch als Parameter der Potenzreihe bezeichnet.
Interessant ist die Frage, fiir welche = die Potenzreihe konvergiert. Bei der Expo-
nentialreihe haben wir gezeigt, dass diese fiir alle € R konvergiert.

Satz 3.39 (Konvergenz von Potenzreihen). Konvergiert eine Potenzreihe P(x) in
einem Punkt xo # 0, so konvergiert sie in jedem Punkt x mit |x| < |xo| absolut.

Beweis: Da P(z) konvergiert, gibt es ein S mit |a,z{| < S fir alle n € N. Dann

ist aber
n

x To\™
anxg—n = |apz™| - ’(—) ‘ <S
T x

und damit auch

Zo
Die Reihe konvergiert damit absolut nach dem Wurzelkriterium (Satz|3.32). O

Der Konvergenzradius einer Potenzreihe P ist definiert durch

lanz™| < ¢"S mit ¢ = <1

r =sup{z € R | P(z) konvergiert} . (3.8.1)

Dann ist P(x) absolut konvergent fur alle |z| < r und divergent fur |z| > r.
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[e.e]
Beispiel 3.20. Wir haben bereits die geometrische Reihe P(z) = Y. a* kennen
k=0
gelernt und gezeigt, dass die Reihe fir |z| < 1 absolut gegen den Grenzwert (1 —x)~
konvergiert. Damit ist der Konvergenzradius r = 1. FEs ist zu beachten, dass die
geometrische Reihe fiir x = 1 divergiert. r ist also das Supremum und nicht das

Mazimum der obigen Menge fir diese Reihe.

1

Potenzreihen werden uns in Kapitel [7] noch einmal in Form von Taylor-Reihen
begegnen. Diese Reihen erlauben es Funktionen, die sich nicht exakt berechnen
lassen, zu approximieren und sind deshalb von grofler praktischer Bedeutung.



