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8. Integralrechnung
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Definition 8.1 (Zerlegung)

Gegeben seien ein Intervall [a, b] € R und eine endliche Anzahl von
Punkten xg,X1,...,Xp Mmita=xg < x3 < -+- < X, = b.

Dann heift Z = (xp, . .., xn) eine Zerlegung von [a, b] und
|Z| == max{x; —xj_1 : i =1,...,n} das FeinheitsmaB der Zerlegung Z.

Eine Zerlegung heilt dquidistant, wenn die Intervalle [x;_1, x;] fiir
i=1,...,n alle gleich groB sind.

Buchholz / Rudolph: Mafl 2 192



technische universitat
dortmund LS Informatik 4 & 11

Definition 8.2 (Unter- und Obersumme)

Sei f : [a, b] — R beschrankt (Vx € [a, b].|f(x)| < K < 00) und Z eine
Zerlegung auf [a, b]. Wir nennen

(xi — xi—1) - inf{f(x) : x € [x;_1, xj]} die Untersumme und

A
B
I
s

Il
—

(xi — xij—1) - sup{f(x) : x € [xi_1,x]} die Obersumme

L2

B
[

s

Il
—

von f beziiglich der Zerlegung Z.
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Definition 8.3 (Verfeinerung und Uberlagerung)

Eine Zerlegung Z wird eine Verfeinerungvon Zerlegung Z genannt
(in Zeichen: Z < Z) wenn Z alle Punkte von Z enthilt.

Eine Zerlegung Z, die genau die Punkte von Z und 7 enthélt, soll
Uberlagerung von Z und Z heien und mit Z = Z + Z bezeichnet
werden.
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Lemma 8.4

Sei f(x) auf [a, b] beschrénkt mit |f(x)| < K und Z eine Zerlegung von
[a, b]. Die Zerlegung Z entstehe aus Z durch Hinzunahme eines
zusitzlichen Punktes. Dann gilt:

a) s(Z2) < s(2) < s(2) +2K|Z|

b) S(2) > S(2) = S(2) - 2K|Z| J
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Sei f(x) auf [a, b] beschrénkt mit |f(x)| < K und Z eine Zerlegung von
[a, b]. Die Zerlegung Z entstehe aus Z durch Hinzunahme eines
zusatzlichen Punktes. Dann gilt:

a) s(Z) < s(2) < s(2)+2K|Z|

b) S(2) > S(2) > S(2) - 2K|Z|

Beweisidee
Abschitzung des zusitzlichen Flacheninhaltes bei der Teilung eines
Intervalls. O
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Jede Untersumme ist kleiner oder gleich jeder Obersumme.
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Jede Untersumme ist kleiner oder gleich jeder Obersumme.

Beweisidee
Seien Z und Z zwei beliebige Zerlegungen. Dann gilt

Lem. ~_ Def. ~_ Lem. ~
s(Z) < s(Z+2) < S(Z+2) £ S(2)
8.4 8.2 8.4
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Definition 8.6 (Riemann-Integral)
Die Funktion f(x) sei auf [a, b] beschrankt. Man nennt
b

/f(x) dx :=sup{s(Z) : Z ist eine Zerlegung von [a, b|}

a

das untere (Riemann-)Integral und

b

/f(x) dx :=inf{S(Z) : Z ist eine Zerlegung von [a, b]}

a

das obere (Riemann-)Integral.
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Definition 8.6 (Riemann-Integral (Fortsetzung))

Sind unteres und oberes Riemann-Integral gleich, dann heift f(x) iber
[a, b] (Riemann-)integrierbar und

b

/f(x) dx = sup s(Z) = inf 5(2)
2 z Zerlegung von [a,b] z Zerlegung von [a,b]

heiBt das (Riemann-)Integral von f iiber [a, b].

Man nennt a (bzw. b) die untere (bzw. obere) Integrationsgrenze und
x die Integrationsvariable.
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b _b
Esgilt [f(x)dx < [f(x)dx bzw. sups(Z) < ianS(Z).
a a V4
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b b
Esgilt [f(x)dx < [ f(x)dx bzw. sups(Z) < ianS(Z).

V4

Beweisidee
Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z und Z gilt nach Satz 8.5 stets
s(Z2) < S(2).
Also gilt fiir ein beliebig fixiertes Z auch sup s(Z) < S(2).
z

Da Z beliebig, kann es derart gewahlt werden, dass S(Z) = ian 5(2).
Folglich sups(Z) < ing(Z). O
z
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Sei f auf [a, b] beschrinkt und Z, eine Folge von Zerlegungen mit
|Zn| — 0 fiir n — oco. Dann gilt

a) lim s(Z,) =sups(Z) und
n—o00 7
b) nli_)moo S 7)) = igf 5(2)
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Sei f auf [a, b] beschrinkt und Z, eine Folge von Zerlegungen mit
|Z,| — 0 fiir n — oo. Dann gilt

a) lim s(Z,) =sups(Z) und
n—o0 7z

b) lim_S(Zy) = inf (2)

Beweisidee
Definition der passenden Zerlegung und Nutzung von Lemma 8.4 zur
Bestimmung des Grenzwerts. O
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Satz 8.9 (Riemannsches Integrabilitatskriterium)

Sei f(x) auf [a, b] beschrinkt.

f € Rla,b] Ve >0.3Z(c):S(Z)—s(Z) < e
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Satz 8.9 (Riemannsches Integrabilitdtskriterium)

Sei f(x) auf [a, b] beschrdnkt.

feR[abl<Ve>03Z():5(Z2)-s(Z2)<e

Beweisidee
=: wihle passende Zerlegungen, die um hdchsten €/2 vom Supremum
bzw. Infumum abweichen und zeige, dass dann S(Z) — s(z) < e.

<: da zu jedem ¢ eine passende Zerlegung existiert, kann der Grenzwert
fiir e — 0 betrachtet werden. Ol
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Satz 8.10 (Integrierbarkeit stetiger und monotoner Funktionen)

a) f stetig auf [a,b] = f € RJa, b].

b) f auf[a, b] monoton = f € R|a, b).
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Satz 8.10 (Integrierbarkeit stetiger und monotoner Funktionen)

a) f stetig auf [a,b] = f € RJa, b].

b) f auf[a, b] monoton = f € R|a, b).

Beweisidee

zu a) Herleitung aus der € — § Definition fiir Stetigkeit unter Nutzung der
gleichm3Bigen Stetigkeit.

zu b) Nachweis, dass bei einer dquidistanten Zerlegung, die immer weiter
verfeinert wird, die Differenz zwischen 5(Z,) und s(Z,) gegen 0
konvergiert. O
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Definition 8.11 ((Riemannsche) Zwischensumme)

Sei f auf [a, b] beschrankt, Z = (xp,x1,...,Xn) eine Zerlegung von [a, b]
und X; € [xi—1,x] firi =1,...,n. Man nennt

n

o(Z,%) = Z (xi —xi—1) - £(%)

i=1

die (Riemannsche) Zwischensumme von f auf [a, b].
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Lemma 8.12

Sei f auf [a, b| beschrankt. Fiir jede Zerlegung Z von |a, b] und beliebiges
e > 0 gibt es Zwischenpunkte X und X mit

a) s(Z) <o(Z,%) <s(Z)+e und
b) S(Z)—e<o(Z,8) <S5(2)
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Lemma 8.12

Sei f auf [a, b| beschrankt. Fiir jede Zerlegung Z von |a, b] und beliebiges
€ > 0 gibt es Zwischenpunkte X und X mit

a) s(Z2) <o(Z,%) <s(Z)+e und
b) S(Z) —e <o(Z,%) < S(2)

Beweisidee

Wihle jeweils Werte aus den Intervallen der Zerlegung, deren
Funktionswerte sich um maximal €¢/(b — a) vom Minimum bzw. Maximum
unterscheiden O
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Satz 8.13

Sei f auf [a, b] beschrankt, Z, eine Folge von Zerlegungen mit |Z,| — 0
fiir n — co mit passenden Zwischenpunkten (7). Es gilt

f € Rla, b] & Jede Riemansche Zwischensumme konvergiert .

In diesem Fall sind alle Grenzwerte gleich und sie haben den Wert
b

lim o (zn,x(”)) - /f(x) dx =: |

n—o00

a
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Beweisidee zu Satz 8.13

= da s(Z,) und S(Z,) konvergieren, kann das Sandwich-Theorem
genutzt werden.

«: Konstruktion konvergenter Teilfolgen, die gegen das untere und obere
Riemann-Integral konvergieren.

Da auch nach Voraussetzung die Mischung der beiden Folgen zwei
konvergente Teilfolgen besitzt und selbst konvergiert, miissen Teilfolgen
und Folge gegen den selben Grenzwert konvergieren .
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Satz 8.14

Sind die Funktionen f und g auf [a, b] integrierbar, so ist auch die
Funktion af + g fiir beliebige o, B € R auf [a, b] integrierbar und es gilt

/b(af(x) + Bg(x))dx = - /bf(x)dx—i-ﬂ . /bg(x)dx.
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Satz 8.14

Sind die Funktionen f und g auf [a, b] integrierbar, so ist auch die
Funktion af + Bg fiir beliebige o, f € R auf [a, b] integrierbar und es gilt

b

/(af(x) + Bg(x))dx = a - /bf(x) dx+ 8- /bg(x) dx

a

Beweisidee
Herleitung des Integrals iiber die Zwischensummen. O
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Satz 8.15

Seien f und g integrierbar auf [a, b]. Dann gilt:
a) max{f,g}, min{f, g}, |f(x)| sind integrierbar auf [a, b].

b b

b) Falls f < g fiir alle x € [a, b], dann [f(x)dx < [g(x)dx.
a a

b

[f(x)dx

a

b
<) < JIFCldx
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Satz 8.15

Seien f und g integrierbar auf [a, b]. Dann gilt:

a) max{f,g}, min{f, g}, |f(x)| sind integrierbar auf [a, b].
b b

b) Falls f < g fiir alle x € [a, b], dann [f(x)dx < [g(x)dx.

b

[f(x)dx

a

b
c) §3f|f(x)|dx

Beweisidee
Herleitung jeweils aus der Darstellung der Integrale iiber Ober- und
Untersummen (fiir a)) oder Zwischensummen (fiir b)). O
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Satz 8.16 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f € R[a, b] und m < f(x) < M fiir x € [a, b]. Dann ist
a) m(b—a)< fbf(x) dx < M(b— a)
b) Ist f(x) auf [aa, b] zudem stetig, dann existiert ein X € (a, b) mit
ff(x) dx = (b — a)f(X)
a
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Satz 8.16 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f € R[a, b] und m < f(x) < M fiir x € [a, b]. Dann ist
a) m(b—a) < ff(x) dx < M(b— a)
b) IZ't f(x) auf [aa, b] zudem stetig, dann existiert ein X € (a, b) mit

:aff(x) dx = (b — a)f(X)

Beweisidee

Teil a) durch Intgeration der Ungleichung

Teil b) unter Nutzung des Zwischenwertsatzes (Korollar 4.19), um zu
zeigen, dass jeder Wert zwischen m und M angenommen wird. Ol
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Satz 8.17 (Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei p(x) > 0 fiir x € [a, b] und p(x) sowie f(x) - p(x) integrierbar auf
[a, B].
Wenn m < f(x) < M auf [a, b] ist, dann gilt

b

m/bp(x) dx < /bp(x)f(x / (x)dx
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Satz 8.17 (Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei p(x) > 0 fiir x € [a, b] und p(x) sowie f(x) - p(x) integrierbar auf
[a, b].
Wenn m < f(x) < M auf [a, b] ist, dann gilt

b b b
m/p(x) dx < /p(x)f(x / (x)dx
a a )
Beweisidee
Analog zu Satz 8.16. O
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Satz 8.18

Sei f auf [a, b] beschrankt und a < ¢ < b. Es gilt:
feRla bl < feRac]undfeR[cb.

In diesem Fall ist

/bf(x)dx = /Cf(x)dx—l—/bf(x)dx.
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Satz 8.18

Sei f auf [a, b] beschrinkt und a < ¢ < b. Es gilt:
f € Rla,b] & f € R[a,c] und f € R[c, b] .

In diesem Fall ist

b c b
/f(x) dx = /f(x) dx + /f(x) dx .
a a C )
Beweisidee
Auswahl passender Zerlegungen fiir die Intervalle. Ol
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Definition 8.19

b a
Fiira < b und f € R[a, b] wird [f(x)dx = — [f(x)dx sowie
a b

C
Jf(x)dx = 0 fiir ¢ € [a, b] festgelegt.

C
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Satz 8.20

Sei f € R[a, b] und [c,d] C [a, b]. Dann gilt
[f)ax=F(@) - Fle).

wobei F(x) = [f(x)dx ist.

a
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Satz 8.20

Sei f € R|a, b] und [c,d] C [a, b]. Dann gilt

d

/f(x)dx = F(d) — F(c) .

c

wobei F(x) = [f(x)dx ist.

a

Beweisidee
Nutzung Satz 8.18 Teil 2. Ol
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8.2 Der Zusammenhang zwischen Differential-
und Integralrechnung

Buchholz / Rudolph: Mafl 2 214



technische universitat
dortmund LS Informatik 4 & 11

Satz 8.21
Sei f € R|[a, b] eine stetige Funktion und c € [a, b]. Fiir x € [a, b] sei dann

X

FO) = [f0)dy.

c

Die Funktion F : [a, b] — R ist stetig differenzierbar und es gilt
F'(x) = f(x) fir alle x € [a, b].
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Satz 8.21

Sei f € R|[a, b] eine stetige Funktion und c € [a, b]. Fiir x € [a, b] sei dann

X

FO) = [f0)dy.

c

Die Funktion F : [a, b] — R ist stetig differenzierbar und es gilt
F'(x) = f(x) fir alle x € [a, b].

Beweisidee
Einsetzen der Definition der Ableitung und zeigen, dass der Grenzwert fiir
h — 0 gerade f(x) ist. O
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Definition 8.22 (Stammfunktion)

Sei f : [a, b] — R. Eine Funktion F(x) mit der Eigenschaft F'(x) = f(x)
auf [a, b] soll Stammfunktion oder unbestimmtes Integral von f(x)
heiBen. Wir schreiben dafiir F(x) = [f(x)dx.
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Satz 8.23 (Fundamentalsatz der Differnetial- und Integralrechnung)

Ist F(x) auf [a, b] stetig differenzierbar, so gilt

b
F(b) — F(a) = /F’(t)dt,

und fiir x, ¢ € [a, b] entsprechend

X

F(x) = F(c) + / F(t)dt .

c
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Satz 8.23 (Fundamentalsatz der Differnetial- und Integralrechnung)

Ist F(x) auf [a, b] stetig differenzierbar, so gilt

b
F(b) — F(a) = /F’(t)dt,

und fiir x, ¢ € [a, b] entsprechend

X

F(x) = F(c) + / F(t)dt .

c

Beweisidee
Zeige, dass H(x) = F(x) — G(x) eine Konstante fiir alle x € [a, b],
woraus der Satz gefolgert werden kann. O
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8.3 Die Technik des Integrierens
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Notation

b
F(x)’a

[F(X)K = F(b) - F(a).
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Satz 8.24 (Partielle Integration)

Seien f : [a,b] — R und g : [a, b] — R zwei auf [a, b] stetig
differenzierbare Funktionen. Dann gilt

b b
/ f(x) - g'(x)dx = f(x) -g(X)[ - / F(x) - g(x)dx .
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Satz 8.24 (Partielle Integration)

Seien f : [a,b] — R und g : [a, b] — R zwei auf [a, b] stetig
differenzierbare Funktionen. Dann gilt

b b

b
[0 () ax = 1) - 60|~ [7/0) - g) ax.
a a )
Beweisidee
Umkehrung der Produktregel der Differenziation. O
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Satz 8.25 (Substitutionsregel)

Sei f stetig auf (a, b) und g : stetig differenzierbar auf (o, 3), wobei
< a,b >:=[min{a, b}, max{a, b}] und

» g((a, ) C (a, b) sowie
> g(a) =a,g(8) =b.

B
Dann ist j’f(x) dx = [f(g(t))g'(t)dt.
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Satz 8.25 (Substitutionsregel)

Sei f stetig auf (a, b) und g : stetig differenzierbar auf (o, 3), wobei
< a,b >:=[min{a, b}, max{a, b}] und

» g((a, ) C (a, b) sowie
> g(a) =a,g(8) =b.

B
Dann ist ff,f(x) dx = [f(g(t))g'(t)dt.

Beweisidee
Umkehrung der Kettenregel der Differenziation. O
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Satz 8.26 (Nutzliche Substitutionsregeln)

1. [f(ax+ b)dx = LF(ax + b) fiir F'(x) = f(x).
2. [f(x)f'(x)dx = 3f3(x).
3. [ dx=In|f(x).
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Satz 8.26 (Nutzliche Substitutionsregeln)

1. [f(ax+ b)dx = LF(ax + b) fiir F'(x) = f(x).
2. [f(x)f'(x)dx = 3f3(x).
3. f’:((;)) dx = In|f(x)].

Beweisidee
Ableiten der rechten Seiten. ]
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Jede rationale Funktion ist elementar integrierbar.
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8.4 Uneigentliche Integrale
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Definition 8.28 (unbeschrankter Integrationsbereich)

Sei f auf [a,00) erklart und iiber jedes [a, c| fiir a < ¢ < oo integrierbar.
Man legt fest:

/f(x) dx == CIi_)ngo/f(x) dx .

Wenn der Grenzwert existiert, dann existiert das uneigentliche Integral
und es wird konvergent genannt (anderntalls divergent). Entsprechend
definieren wir fiir ein Intervall (—oo, a]

/af(x) dx = C_Ii)rfoo/af(x) dx
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Definition 8.28 (Fortsetzung)

und fiir R = (—o0, 00)

7f(x)dx = /af(X)dXJr]of(X)dX

fiir ein beliebiges a € R, wobei beide Integrale auf der rechten Seite
existieren miissen.
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Definition 8.29 (Integration unbeschrankter Funktionen)

1. Sei f € R[c, b] fiir jedes ¢ mit a < ¢ < b und )I(@a\f(xﬂ = 00. Man
definiert fabf (x)dx := CI{(na fcbf (x)dx, falls der Grenzwert existiert.

2. Sei f € R|a, c] fiir jedes ¢ mit a < ¢ < b und )I(i}nb]f(x)] = 00. Man
definiert fabf (x)dx := Cli;nb [3f(x)dx, falls der Grenzwert existiert.

3. Sei f € R[c,d] firallec,d mita<c<d<b und)l(i{"na|f(x)| = 00
sowie )li/r‘nb |f(x)| = co. Man definiert unter Riickfiihrung auf die Fille

1.) und 2.) [PF(x)dx == [SF(x)dx + [PF(x)dx, (a < c < b) falls
beide uneigentlichen Integrale auf der rechten Seite existieren.
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8.5 Anwendungen
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Wichtige Anwendungen der Integralrechnung:

1. Summieren (Flichenberechnung)
2. Mitteln (Mittelwertsatz)

3. Rekonstruieren (von Funktionen aus der Anderungsrate)
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Beispiel Summieren:

f(x)
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Beispiel Mitteln:
/ /

Io Iy

o
<
~
o
N
—+
-

Wie grol} ist der Mittelwert?
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Beispiel Rekonstruieren:

v(t) x(t)

1200
30 +
600+
sigmoider Verlauf
I Tt ‘ st
0 30 60 0 30 60

Wie berechnet man aus der Geschwindigkeit die zuriickgelegte Strecke?
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8.6 Exkurs: Differentialgleichungen
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Definition 8.30

Eine Gleichung der Form f(t,x,x,X,...) = 0 heilt gewbhnliche
Differentialgleichung (DGL). Die Ordnung der héchsten auftretenden
Ableitung heilt die Ordnung der DGL.
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Lésung einer homogenen Differentialgleichung (Trennung der Variablen)

() = a(t) - x(t) < % —a(t) - x(t) & )ij) — a(t) - dt

Beide Seiten integrieren

X t ;
fd7y = tfa(s) ds & Inyl = tfa(s) ds o
X0 0 o

IhX = A@t)—Alt) & x(t) = x-eAO7Alk)
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Losung des inhomogenen Systems (durch Variation der Konstanten)
X'(t) = a(t) - x(t) + b(t)

Idee: in homogener Losung Konstante xp zur Funktion xo(t) machen und
behaupten, dass x(t) = xo(t) - ¢(t) mit
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Losung nichtlinearer DGLs

g ist stetig und nichtlinear

1. Trennung der Variablen

dx dx
Integration auf beiden Seiten
X d t
G(x ::/y:/as ds =: F(t
(x) 50) (s) (t)
X0 0

G(x) nach x auflésen (d.h. x(t) = G~ (F (t))), falls méglich
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Losung nichtlinearer DGLs

g ist stetig und nichtlinear

2. Numerische Lésung
x'(t) = f(t,x(t)) ein Punkt in der Ebene (¢, x).

Anfangswert ty, x(tp) bekannt, Steigung f(to, x(tp)) bekannt
Berechne (approximiere) x(ty + h) =~ x(to) + f(to, x0)

Erster Term der Taylor-Reihe (!)
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