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4.1 Grundlegende Definitionen
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Definition 4.1 (Funktion)

Seien A und B zwei nichtleere Mengen. Eine Funktion f mit
Definitionsbereich A und Zielbereich (oder Bildbereich) B ist eine
Vorschrift, die jedem Element aus A ein eindeutiges Element aus B
zuordnet.
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Definition 4.2 (Eigenschaft von Funktionen)

Eine Funktion f : A — B heift
1. injektiv, wenn zu jedem y € B héchstens ein x € A mit f(x) =y
gehért (d h. x1 55 Xo = f(Xl) 75 f(Xz)),
2. surjektiv, wenn jedes y € B als Abbild eines x € A auftaucht (d. h.
Vy € Bix € Af(x) =y),
3. bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
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Definition 4.3 (Umkehrfunktion)

Fiir eine bijektive Funktion f : A — B definieren wir die Umkehrfunktion
f1:B — Aals f~}(y) = x genau dann wenn f(x) = y.
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Definition 4.4 (Rationale Operationen auf Funktionen)

Seien f,g : A — R Funktionen und c € R. Dann sind die Funktionen
f+g:A—= R, cf : A= R, fg: A— R definiert durch

(F+g)x) = f(x)+elx),
(cHx) = cf(x),
(f)(x) = f(x)g(x).

Sei A= {x € A| g(x) # 0}, dann ist die Funktion gfr : A" — R definiert

durch . F(x)
(&) 0=
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Definition 4.5 (Konkatenation von Funktionen)

Seien f : A— R und g : B — R Funktionen und f(x) € B fiir alle x € A.
Dann ist die Funktion g o f : A — R definiert durch (g o f)(x) = g(f(x)).
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4.2 Polynome und rationale Funktionen
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Polynomfunktionen: Seien n € Ny, ag,a1,...,a, € R, p: R — R mit
p(x) = apx" 4+ -+ a1x + ag.

Das grolite n mit a, # 0 heilt der Grad des Polynoms.
Multiplikation von Polynomfunktionen

p(x) = apx" + -+ a1x + ap und

q(x) = bpx™ + -+ bix + by

Polynomfunktionen vom Grade n und m. Dann ist

h(x) = (p- q)(x) = cmynx™ "+ - + ax + @

eine Polynomfunktion vom Grad n+ mund ¢, = > a,bs.
0<r<n
0<s<m
r+s=k
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Seien p(x) und q(x) Polynome vom Grad n und m mit m < n. Dann gibt
es Polynome s(x) und r(x), so dass

p(x) = s(x)q(x) + r(x).

Der Grad von s(x) entspricht der Differenz Grad p - Grad q und Grad r <
Grad q.

<
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Seien p(x) und q(x) Polynome vom Grad n und m mit m < n. Dann gibt
es Polynome s(x) und r(x), so dass

p(x) = s(x)q(x) + r(x).

Der Grad von s(x) entspricht der Differenz Grad p - Grad q und Grad r <
Grad q.

v

Beweisidee

Schrittweise Konstruktion des Polynoms s(x), so dass jeweils der
Koeffizient der hochsten Potenz des Restpolynoms zu 0 wird.

Zeigen, dass die resultierende Darstellung eindeutig ist. Ol
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Korollar 4.7

Ein Polynom p(x) ldsst sich genau dann ohne Rest durch q(x) = x — x
teilen (x1 € R), wenn x; eine Nullstelle von p(x) ist.

q(x) = x — x1 bezeichnet man auch als einen Linearfaktor.
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Seien p(x) = apx" + -+ + a1x + ap und
q(x) = bpx™ + -+ bix + by
Polynome und A = {x | q(x) # 0}.

Dann ist die rationale Funktion r : A — R definiert durch

r(x) = (”) (x) = PX).

q a(x)
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4.3 Beschrankte und monotone Funktionen
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Definition 4.8 (Beschréankte Funktion)

Eine Funktion f : A— R heilt beschrdnkt, wenn |f(x)| < K fir K € R
und alle x € A.
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Definition 4.9 (Kompaktes Intervall)

Unter einem kompakten Intervall versteht man ein abgeschlossenes und
beschrénktes Intervall [a, b] C R.
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Definition 4.10 (Monotonie von Funktionen)

Sei ACR und f: A— R eine Funktion,

monoton wachsend f(x) < f(xX)

. streng monoton wachsend f(x) < f(x)

f heikt monoton fallend falls f(x) > f(x)
streng monoton fallend f(x) > f(x)

fir x,x' € A mit x < x'.
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Sei ACR und f: A— R eine Funktion. Ist f streng monoton, so ist
injektiv und die Umkehrfunktion f=1 : f(A) — A ist ebenfalls streng
monoton (im gleichen Sinne).
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Sei ACR und f : A— R eine Funktion. Ist f streng monoton, so ist
injektiv und die Umkehrfunktion f=1 : f(A) — A ist ebenfalls streng
monoton (im gleichen Sinne).

Beweisidee

Beide Richtungen einzelnen zeigen.

=1 Aus strenger Monotonie folgt x # x’ — f(x) # f(x).

<: Widerspruchsbeweis unter Nutzung der Beziehung
fog=fofl=id O
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4.4 Grenzwerte von Funktionen
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Definition 4.12 (Beriihrungspunkt/Haufungspunkt)
SeiACRundacR

1. a heiBt Beriihrungspunkt von A, falls in jeder e-Umgebung von a,
d.h. Us(a) = (a—e,a+¢),e > 0, mindestens ein Punkt von A liegt.

2. a heit Haufungspunkt, falls in jeder e-Umgebung von a unendlich
viele Punkte von A liegen.
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Definition 4.13 (Grenzwert einer Funktion)

Seif:A— R, ACR und a € R ein Beriihrungspunkt von A. Man
definiert dann |i_r>n f(x) = c als Grenzwert, falls fiir jede Folge (xn)nen,
X—a

Xp € Amit lim x, =a, lim f(x,) = c gilt.
n—oo n—0o0

108
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Einige spezielle Grenzwerte:
1. Ii{‘n f(x) = c bedeutet: a ist Berithrungspunkt von AN (a, c0) und
X \a

fir jede Folge (x5)neny mit x, € A, x, > aund lim x, = a gilt
n—oo

lim f(x,) =c
n—o0
2. Ii}n f(x) = c bedeutet: a ist Beriihrungspunkt von AN (—o0, a) und
X/ a
fiir jede Folge (xn)nen mit x, € A, x, < aund lim x, = a gilt
n—oo

nll)moo f(xn) =c

3. lim f(x) = c bedeutet: A ist nach oben unbeschrankt und fiir jede

Xﬁw . . . .
Folge (xn)nen mit lim x, = oo gilt lim f(x,) = c.
n—o0 n—o0

4. lim f(x) = c bedeutet: A ist nach unten unbeschrankt und fiir
X——00

jede Folge (xp)nen mit n||—>nc1>o xp = —oo gilt nli_>moo f(xn) = c.
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4.5 Stetige Funktionen
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Definition 4.14 (Stetigkeit)

Sei f : A — R eine Funktion und a € A. Die Funktion f heilit stetig im
Punkt a, falls |i_r>n f(x) = f(a).
X—a

f heiBt stetig (in A), falls f in jedem Punkt aus A stetig ist.
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Satz 4.15 (Operationen auf stetigen Funktionen)

Seien f,g : A — R Funktionen, die in a € A stetig sind und sei ¢ € R.
Dann sind auch die Funktionen

i)f+g:A—=>R
i) cf iAo R
iy f-g:A>R
im Punkt a stetig.
Ist g(a) # 0, so ist auch die Funktion
v) L AR

in a stetig. Dabei ist A = {x € A | g(x) # 0}.
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Satz 4.15 (Operationen auf stetigen Funktionen)

Seien f, g : A — R Funktionen, die in a € A stetig sind und sei c € R.
Dann sind auch die Funktionen

i)f+g:A—=>R
i) ef :A—=R
i) f-g:A—=>R
im Punkt a stetig.
Ist g(a) # 0, so ist auch die Funktion
iv) é A SR

in a stetig. Dabei ist A = {x € A | g(x) # 0}.

Beweisidee
Nutzung der Rechenregeln fiir Folgen. O
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Korollar 4.16

Jede rationale Funktion ist in ihrem Definitionsbereich stetig.
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Satz 4.17 (Komposition stetiger Funktionen)

Seif: A— R und g: B — R Funktionen mit f(A) C B. Die Funktion f
sei ina € A und g in b= f(a) € B stetig. Dann ist die Funktion
gof:A—Rin a stetig.
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Satz 4.17 (Komposition stetiger Funktionen)

Seif:A— R undg: B — R Funktionen mit f(A) C B. Die Funktion f
seiina € A und g in b= f(a) € B stetig. Dann ist die Funktion
gof:A— R in a stetig.

Beweisidee
Fortsetzung der Stetigkeit der ersten Funktion als Argument der zweiten
Funktion. O
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Satz 4.18 (Zwischenwertsatz)

Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion mit f(a) < 0 und f(b) > 0 (bzw.
f(a) > 0 und f(b) < 0). Dann existiert ein c € (a,b) mit f(c) = 0.

Buchholz / Rudolph: Mafl 2 115



technische universitat
dortmund LS Informatik 4 & 11

Satz 4.18 (Zwischenwertsatz)

Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion mit f(a) < 0 und f(b) > 0 (bzw.
f(a) > 0 und f(b) < 0). Dann existiert ein c € (a,b) mit f(c) = 0.

Beweisidee
Konstruktion einer Intervallschachtelung, die die Nullstelle direkt bestimmt
oder diese als eindeutigen Wert enthilt, der in allen Intervallen liegt. [
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Korollar 4.19

Sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion und y € R mit f(a) <y < f(b)
(bzw. f(a) > y > f(b) ). Dann existiert ein c € (a, b) mit f(c) = y.
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Korollar 4.20

Sei | C R ein Intervall und f : | — R eine stetige Funktion. Dann ist auch
J=f(I) CR ein Intervall.

Buchholz / Rudolph: Mafl 2 117



technische universitat
dortmund LS Informatik 4 & 11

Satz 4.21 (Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen)

Jede in einem kompakten Intervall stetige Funktion f : [a, b] — R ist
beschrankt und nimmt ihr Minimum und Maximum an.

D. h. es existiert ein ¢ € [a, b], sodass f(c) = sup{f(x) | x € [a, b]} und
ein d € [a, b], sodass f(d) = inf{f(x) | x € [a, b]}.
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Satz 4.21 (Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen)

Jede in einem kompakten Intervall stetige Funktion f : [a, b] — R ist
beschrankt und nimmt thr Minimum und Maximum an.

D. h. es existiert ein ¢ € [a, b], sodass f(c) = sup{f(x) | x € [a, b]} und
ein d € [a, b], sodass f(d) = inf{f(x) | x € [a, b]}.

Beweisidee

Beweis iiber die Konvergenz von (Teil-)Folgen, die in Verbindung mit der
Stetigkeit dazu fiihrt, dass f beschrankt ist und ein Maximum in Intervall
annehmen muss. O
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Satz 4.22 (¢ — 0 - Definition von Stetigkeit)

Sei ACR und f : A— R eine Funktion. f ist genau dann im Punkt
a € A stetig, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 existiert ein 0 > 0, sodass |f(x) — f(a)| < ¢ fiir alle
x € A mit |x — a| <.
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Satz 4.22 (¢ — 0 - Definition von Stetigkeit)

Sei ACR und f : A— R eine Funktion. f ist genau dann im Punkt
a € A stetig, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 existiert ein 0 > 0, sodass |f(x) — f(a)| < ¢ fiir alle
x € A mit |x — a| <.

Beweisidee

Beweis jeweils in eine Richtung:

€, 0 existieren = Stetigkeit: Zu zeigen, dass aus der Konvergenz der x,
gegen a die Konvergenz der f(x,) gegen f(a) folgt.

Stetigkeit = ¢, d existieren: Widerspruchsbeweis unter der Annahme, es
gibe zu einem ¢ kein passendes §. Ol

Buchholz / Rudolph: Mafl 2 119



technische universitat
dortmund LS Informatik 4 & 11

Korollar 4.23

Sei f : A — R stetig im Punkt a € A und f(a) # 0. Dann ist f(x) # 0 fiir
alle x in einer Umgebung von a. D. h. es existiert ein 6 > 0, sodass

f(x) # 0 fiir alle x € A mit |x — a| < .
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Korollar 4.24

Sei | C R ein Intervall und f : | — R stetig und streng monoton

(wachsend oder fallend). Sei J = f(I), dann bildet f das Intervall |
bijektiv auf J ab und die Umkehrfunktion f=1 : J — R ist stetig.
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Definition 4.25 (GleichmaBige Stetigkeit)

Eine Funktion f : A — R heit in A gleichmiRig stetig, wenn gilt: Zu
Jedem £ > 0 existiert ein 6 > 0 so dass |f(x) — f(x')| < ¢ fiir alle
x,x' € A mit |x — x'| < 6.
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Satz 4.26 (Stetigkeit auf kompakten Intervallen)

Jede auf einem kompakten Intervall stetige Funktion f : [a, b] — R st
dort gleichmaRBig stetig.
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Satz 4.26 (Stetigkeit auf kompakten Intervallen)

Jede auf einem kompakten Intervall stetige Funktion f : [a, b] — R ist
dort gleichmaBig stetig.

Beweisidee
Widerspruchsbeweis unter Nutzung der Existenz konvergenter Teilfolgen
fiir beschrankte Folgen. O
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4.6 Logarithmen und allgemeine Potenzen
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Definition der Exponentialfunktion iiber die Exponentialreihe:

1. exp bildet R bijektiv auf R~ ab
2. exp ist streng monoton wachsend
= Umbkehrfunktion In(x) : R — R existiert
> In(exp(x)) = exp(In(x)) = x
» In(1) =0 und In(e) =1
<0 fir xe(0,1)
> In(x) = 0 fir x=1
>0 fir xe(1,00)
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Bisherige Potenzen, die wir fiir n € N betrachtet haben

» a"=ga-a-a-...-a(aeR)
—_—
n-mal

» =1(aeR\{0})
»a =1 (aeR\{0})
> an = /a (a € Ruo)

Daraus kann man ableiten:
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Definition 4.27 (Exponentialfunktion fiir allgemeine Basen)

Fiir a € R~ sei die Funktion exp, : R — R definiert als

exp,(x) = exp(xIn a).
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Satz 4.28

Die Funktion exp,(x) ist stetig und es gilt
i) exp,(x +y) = exp,(x)exp,(y) fir alle x,y € R
i) exp,(n) = a" fir alle n € Z

g) JaP fiir alle p € Z und g € N\ {1}

iii) exp,

/N
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Satz 4.28

Die Funktion exp,(x) ist stetig und es gilt
i) exp,(x +y) = exp,(x)exp,(y) fir alle x,y € R
i) exp,(n) = a" firallencZ

iii) exp, <§) = /aP fiiralle p € Z und g € N\ {1}

Beweisidee
Anwendung der Rechenregeln fiir die Exponentialfunktion. O
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Satz 4.29

Fiir a,b € R~g und x,y € R gelten folgende Rechenregeln:
i) aa = aty
i) (@) =2
i) a*b* = (ab)*
)

iv ( L) =a~
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Definition 4.30
Seia € Rog \ {1}, dann ist der Logarithmus zur Basis a definiert als

In(x)
In(a)”

|Oga(x) =
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4.7 Trigonometrische Funktionen
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—27 —1m o \ly 27
-1

Buchholz / Rudolph: Mafl 2



technische universitat
dortmund LS Informatik 4 & 11

Definition 4.31

Fiir alle x € R sind die Funktionen cos : R — R und sin : R — R definiert
als

cos(x) = i(—l)k Xk und sin(x) = i(_l)kﬂ
pard (2k)! e 2k + 1)
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Die Reihen fiir cos(x) und sin(x) konvergieren absolut fiir alle x € R.
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Die Reihen fiir cos(x) und sin(x) konvergieren absolut fiir alle x € R.

Beweisidee
Beweis unter Nutzung des Quotientenkriteriums. Ol

Buchholz / Rudolph: Mafl 2 135



technische universitat
dortmund LS Informatik 4 & 11

Restglied bei Abbruch der Summation nach endlicher Schrittzahl

n X2k n X2k+1
cos(x) = Z(A)kmmnﬁ(x), sin(x) = Y (~1)

k=0 k=0

m+r2n+3(x)-

Buchholz / Rudolph: Mafl 2 136



technische universitat
dortmund LS Informatik 4 & 11

Restglied bei Abbruch der Summation nach endlicher Schrittzahl

n n
2k x2k+1

cos(x) = Z(A)kﬁmnﬁ(x), sin(x) = Z(—l)km+rzn+3(x).

k=0 k=0

Satz 4.33
Fiir die Restglieder der Cosinus- und Sinus-Reihe gelten die folgenden
Abschétzungen

|r2n42(x)| < (2] fiir x| < 2n+3
|2043(X)| < GGppay fir x| <20+ 4
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Restglied bei Abbruch der Summation nach endlicher Schrittzahl

n n
2k x2k+1

cos(x) = guyék)!mnﬁ(x), sin(x) = 2(1)k(2k+1)!+r2n+3(x).

Satz 4.33
Fiir die Restglieder der Cosinus- und Sinus-Reihe gelten die folgenden
Abschétzungen

|r2n42(x)| < (2] fiir x| < 2n+3

|2043(X)| < GGppay fir x| <20+ 4

Beweisidee
Abschatzung der unendlichen Summen. Ol
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Definition 4.34 (Periodische Funktion)

Eine Funktion f : R — R heilt periodische Funktion, wenn es ein p > 0
gibt, so dass

() = F(x + )
fiir alle x € R.

Das kleinste p € R<q mit der obigen Eigenschaft heilt Periode der
Funktion f.
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Satz 4.35 (Eigenschaften von sin und cos)

Es gilt:

i) sin? x + cos? x = 1 (Satz des Pythagoras)

i) cos(—x) = cos(x)
sin(—x) = —sin(x)

iii) cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x)sin(y)

iv) cos(x + 27) = cos(x)
sin(x + 2m) = sin(x)

v) cos(x) =0« x € {5+ km | k€ Z}
sin(x) =0 x e {kr | ke Z}

vi) |sin(x)| <1
|cos(x)] <1
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