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1.1 Was ist Analysis?

Analysis 1st neben der linearen Algebra ein Grundpfeiler der Mathematik!

Grundlage der Analysis: Infinitesimalrechnung (d.h. beliebig kleine Abstidnde)

© Wikipedia

© Wikipedia
Gottfried Wilhelm Leibniz Isaac Newton
(1646-1716) (1643-1727)
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Analysis befasst sich mit

* Folgen und Reihen
insbesondere deren Grenzwerten

 Funktionen reeller Zahlen
insbesondere deren Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Integration

Anwendungen der Analysis

* In allen Natur- und Ingenieurwissenschaften
Funktionen als Modelle der Realitit, z.B.

* Fallgesetze in der Physik
* Chemische Reaktionsgleichungen
* Differentialgleichungen fiir elektrische Schaltkreise
* uva.
* 1in der Informatik
* Modellbildung (Inf. als Natur-/Ingenieurwissenschaft)
* Analyse von Funktionen (Computer als Losungsinstrument)

aber Informatik baut auf diskreten Strukturen auf!
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1.2 Aussagen und Mengen

Definition 1.1

Aussagen sind (schrift)sprachliche Gebilde, denen ein Wahrheitswert
wahr (w oder t) oder falsch (f ) zugeordnet werden kann

Beispiele flir Aussagen:

Borussia Dortmund war deutscher FuB3ballmeister 2012. (w)

Delfine sind Fische. (f)

5 ist eine Primzahl. (w)

Es gibt unendlich viele Primzahlen. (w)

Jede gerade natiirliche Zahl groBer als zwei 1st Summe zweier Primzahlen. (?)

.

Keine Aussagen:
I. Guten Tag!
2. Diese Aussage ist falsch
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Definition 1.2 (Verknupfung von Aussagen)
Seien 4 und & Aussagen, dann bilden auch die folgenden Operationen Aussagen:
Negation von # — A4. Die Aussage 1st wahr, wenn # falsch ist.

Disjunktion von #und &: #V &  Die Aussage ist wahr, wenn mindestens
eine der beiden Aussagen wabhr ist.

Konjunktion von #und & # A & Die Aussage ist wahr, wenn beide
Aussagen wabhr sind.

Implikation von #und &: # = &. Die Aussage 1st wahr, wenn » falsch
oder & wahr ist.

Aquivalenz von #und & # < 8. Die Aussage ist wahr, wenn beide
Aussagen den gleichen Wahrheitswert
besitzen.
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Wahrheitswert von Aussagen konnen in Wahrheitstafeln zusammengefasst werden:

A 4 —4 AVE | ANE | ADB | ASF
f f W f f W w
f W W W f W f
w f f W f f f
w w f w w w w

Aussagen mit identischen Wahrheitswerten bezeichnet man als dquivalent
A =B

Einige Beispiele (es gibt viele mehr):

— (—(#4)) = # (doppelte Negation) oder #v = #=w

o Av(BVEO=(#VvE)V{ (Assoziativitat)
c AVEB=BV A (Kommutativitat)
* AVA=H4 (Idempotenz)

* AN(AVE)=H (Absorption)
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Aussagenlogik 1st nicht ausreichend fiir die Behandlung allgemeiner
mathematischer Theorien und wird deshalb zur Pradikatenlogik erweitert
(die in der Vorlesung Logik detailliert eingefiihrt wird).

Pradikatenlogik basiert auf einer grundlegenden Struktur
z.B. den natiirlichen Zahlen N mit
den Operationen + und -, sowie den Relationen = und < (siehe Kapitel 1.2).

Damit konnen wir die Aussagenlogik erweitern und z.B. folgende Aussagen
definieren

1+2 = 3 oder n+1 <4 (n freie Variable aus einer Grundmenge, hier N)

Zur Erweiterung der Aussagenformen werden All- und Existenzquantor
verwendet

A(n) sein eine Aussage mit freier Variable n:

Allaussage Vn. A4n), ist genau dann wahr, wenn ~4n)
fiir alle n aus der Grundmenge gilt.

Existenzaussage 3In. ~4n), i1st genau dann wahr, wenn ~4n)
fiir mindestens ein n aus der Grundmenge gilt.
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Definition 1.5 (Nummerierung folgt der Nummerierung im Skript)
Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten
wohlunterscheidbaren Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens
(welche Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Wir schreiben a € M (,, a ist eine Element von M )
oder a M (,, a ist kein Element von M ©)

Beschreibung von Mengen:

* Aufzidhlung der Elemente: M = {Samstag, Sonntag, Montag}
* Durch Pradikate tiber Elemente M = {m | 4Am)}
m € M & 4m) = w, wobel »# eine Aussage mit freier Variable m ist

M= {m | m ist Datum (Tag, Monat) m kommt nur in Schaltjahren vor}
= {29. Februar}
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Wir schreiben M = @ fiir die leere Menge (Menge ohne Elemente)

Definition 1.6

Seien A und B Mengen, dann definieren wir
1.A=B genaudannwennmeA & meB
wir schreiben A # B fiir =(A = B).

2.A € B genau dann wenn m € A = m € B.
3.A c B genau dann wenn A € B A A £ B.

Definition 1.7
Sei M eine Menge. Die Potenzmenge ist definiert durch (M) = {M*‘ |M* CM}.

Beispiel: M = {1, 2, 3}, dann gilt
M) =1{0, {1}, {2}, {3}, {12}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}
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Definition 1.8 (Verknupfung von Mengen)

Seien A und B Mengen. Dann sind folgende Mengenverkniipfungen definiert:
Vereinigung AUB={m|meAVvVmeB}

Schnitt AN B={m|meA AmeB}

DifferenzA\B={m|meA Am&B}

Symmetrische DifferenzAAB= {(AUB)\ (AN B)}

Kartesisches Produkt AX B={(m,n)|meAAn € B}

Vereinigung und Schnitt lassen sich auf mehrere Mengen verallgemeinern.
Sei N eine Menge von Mengen liber einer Grundmenge M, dann gilt
sUyeyM={m|3IM* € N. me M}

*NyexyM ={m| VM e N.me M}
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Graphische Darstellung der Mengenoperationen

ANB AUB AAB

A\B B\A BcA
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Sétze in der Mathematik sind fast immer in de Form 4 = B oder 4 © B
angegeben.
Ziel ist es, diese Aussagen nachzuweisen durch
* vollstdndiges Probieren in einfachen Fillen mit endlich vielen Mdglichkeiten
* oder besser durch die Anwendung von Regeln
Beispiel fiir die Regelanwendung _
Avw = Av(4Av-a4) ausgeschlossenes Drittes

(AvA)Vv A Assozitivitit

AV =4 Idempotenz

w Negation

Zentrale Forderung an ein Regelsystem:

1. Korrektheit: es kénnen nur giiltige Aussagen durch Ersetzen abgeleitet
werden.

2. Vollstindigkeit: alle giiltigen Aussagen konnen durch Ersetzen hergeleitet
werden.
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Satz 1.9
SeiS(n) =1+4+24+3+--+n,dann gilt fiirallen € NS(n) =

Bewelis:
1-(1+1)
2

Induktionsanfang: n = 1S(n) =1 =

Induktionsschritt n - n + 1.
n-(n+1)

Wir nehmen an, dass S(n) = gilt und zeigen,

dass dann S(n + 1) = ("+1)é(n+2)

Sn+1) =Sn)+n+1

n-(n+1
= (2 )+n+1

_(n+1)-(n+2)
- 2
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1.3 Natiirliche Zahlen

Wir setzen die natiirlichen Zahlen N = {1, 2, 3, ...} mit den Operationen + und -
sowie den Relationen = und > als bekannt voraus und nutzen ferner fiir alle
n, me N:

n=z2més (n>m)v (n=m), n< me —~(n=m) und n<m & —(n>m)

N mit =, > 1st vollstandig geordnet, d.h. fiir zwe1 beliebige n, m gilt n > m oder
n=m oder m>n.

N, =N U {0} natiirliche Zahlen mit 0

(werden in der Literatur manchmal auch mit N bezeichnet)

Beweisprinzip der vollstandigen Induktion

Aussage 4(n) gilt fiir alle n > n,, falls folgende zwei Schritte bewiesen werden:

1. A4n,) ist richtig (Induktionsanfang)

2. Fur jedes n > n,, fur das 4(n) richtig ist, 1st auch 4(n+1) richtig
(Induktionsschritt)
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Einige Operationen und Notationen (k,n, m € Ny):
© YRem Ok =Am+ ami +otayfallsm<n
« Yr—mar =0fallsm>n

o [iemar =am - ameq - apfallsm<n

o [lkemar =1 fallsm>n

e nl=Jlko k=1:2--n firn=>1 sowie0! =1

(Tl)_n-(n—l) ----- (n—k+1) n!
k)~ k((k-1)--1  (n-k)lk!

firn>k=>0

Falls es sich aus dem Kontext ergibt, lassen wir - fiir die Multiplikation weg
(d.h.a-b = ab)
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1.4 Ganze und rationale Zahlen

Die naturlichen Zahlen N lassen sich leicht erweitern

Definition 1.10 (Ganze Zahlen)
Die Menge Z = {...,-2,-1,0,1,2,...} heil’t die Menge der ganzen Zahlen.

Definition 1.11 (Rationale Zahlen)

Die Menge Q = {S |p,q EZNqg # 0} hei3t die Menge der rationalen
Zahlen.

Man bezeichnet p als Zahler und q als Nenner.
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Einige Rechenregeln fiir Q:
D1 + P2 _ P192%P24:1

a1 4z 4192

P1 D2 _ PiD2

a1 42 q1492

Firn € N,a € Q gilt:

a™ =[[;-1a

° —Tl_i
a "t =— (a #0)

c a n+m

=a
e a™-b™ = (ab)"

¢ (@V)™ = g"m
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Eine Ordnung auf Q ist definiert durch

p

q_1<p_2‘:)p1CI2 <pP2q1Nq1,92 > 0
1 q:

d1, 92 > 0 ist keine Einschrankung (iiberlegen warum)

Rechenregeln fiir Ungleichungen a, b,c € Q undn € N ;
* a<bAb<c=>a<c

e a<b&sSa+c <b+c

e a<beac<bc falls ¢>0

s a<beac>bc falls ¢<0

e a<bea*<bfallsa,b >0

(die Regeln konnen auch fiir < genutzt werden)
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Oftfensichtlich gilt N € Z € Q

Die Anzahl der Elemente 1st in allen 3 Mengen unendlich
(dargestellt durch o)

G1bt es mehr rationale als natiirliche Zahlen?
Antwort darauf durch Georg Cantor (1845-1918)

1 2 3 4
1 1 1 1
4 7 4
1 2 3 4
2 2 2 2

l 7 4

1 2 3 4

3 3 3 3
4

1 2 3 4

4 4 4 4

Alle 3 Mengen sind abzahlbar unendlich!
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Umfasst die Menge Q alle Zahlen?

Die Griechen (Pythagoras ca. 570-480 v. Chr.) waren davon iiberzeugt und
glaubten auch, dass es ein d € Q gibt, so dass d? = 2.

(oder anders ausgedriickt V2 € Q)

Offensichtlich gilt d>=17 + 1% (Satz von Pythagoras)

1 Beweis, dass d & Q (Euklid ca. 300 v. Chr.)

2
_p P _ 2 _ 9,2
FallsdEQdannd-q:(q) =2 = p? = 2g

p und g seien nicht beide gerade Zahlen
(sonst konnte man gemeinsame Faktoren kiirzen)

p? ist eine gerade Zahl & pist eine gerade Zahl © p = 2r (r € N).
Damit gilt auch p? = 4r? = 2q%? = 2r? = g¢°.

Damit muss auch  eine gerade Zahl sein.

(Widerspruch zur Annahme p, g konnen damit nicht existieren)
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