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Abstract

In this thesis we discuss the stochastic Steiner tree problem (SSTP) in the context
of graphs of bounded treewidth. An undirected graph, a first-stage cost function
and a set of scenarios described by a terminal set, a probability and a second-stage
cost function are given. As the cost functions suggest, the problem consists of two
stages: In the first stage we know all information given. In the second stage a
scenario materializes with respect to its probability. The objective is to choose a
set of edges Ej in the first stage and for each scenario k a set of edges Fj in the
second stage with the corresponding costs so that there is a subset Fj, C Ej in
a way that Fy U Ej forms a Steiner tree for scenario k, minimizing the expected
cost.

We show that SSTP is NP-hard if the input is restricted to graphs whose tree-
width is at most 3. Further, we show that there is a polynomial-time algorithm for
SSTP if the input is restricted to graphs of treewidth at most 2, i.e. series-parallel
graphs, and only O(log,, |[V'|) scenarios are allowed for a suitable b > 2. To achieve
this result we adopt a technique developed by J. A. Wald and C. J. Colbourn in
[23].



ii

Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit wird das stochastische Steinerbaumproblems (SSTP) im
Kontext von Graphen mit beschrankter Baumweite behandelt. Gegeben sind ein
ungerichteter Graph, eine Kostenfunktion fiir die erste Phase und eine Menge von
Szenarien, die jeweils durch eine Terminalmenge, eine Wahrscheinlichkeit und eine
Szenarienkostenfunktion fiir die zweite Phase beschrieben sind. Wie die Kosten-
funktionen vermuten lassen, besteht das Problem aus zwei Phasen: In der ersten
Phase sind alle Informationen bekannt. In der zweiten Phase steht in Abhéngig-
keit seiner Wahrscheinlichkeit das Szenario fest, welches realisiert werden soll. Ziel
ist es, eine Menge von Kanten Fj in der ersten Phase und fiir jedes Szenario k
eine Menge von Kanten Ej in der zweiten Phase mit den jeweiligen Kosten zu
wahlen, sodass fiir eine Menge Fy, C Ey die Kanten Fj U Ej einen Steinerbaum
fiir das Szenario k bilden; dabei sollen die erwarteten Kosten minimiert werden.
In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dass dieses Problem NP-schwierig ist,
wenn die Eingabe auf Graphen mit Baumweite hochstens 3 eingeschriankt wird.
Des Weiteren wird ein Polynomialzeitalgorithmus vorgestellt, der das SSTP 16st,
wenn die Eingabe auf Graphen mit Baumweite hochstens 2 — also serien-parallele
Graphen — eingeschriankt wird und es fiir ein geeignetes b > 2 nur O(log, |V])
Szenarien gibt. Die hierbei verwendete Methode basiert auf dem Algorithmus von
J. A. Wald und C. J. Colbourn aus [23].
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Kapitel 1
Einleitung

Das nach Jakob Steiner benannte Steinerbaumproblem ist eine ausfiihrlich untersuchte
Verallgemeinerung des Problems der Berechnung eines minimalen Spannbaumes. Gerade
in Design- und Verbesserungsprozessen von Netzwerken spielt es eine grofse Rolle. Beispiels-
weise kann ein Ubertragungsnetzbetreiber fiir den Strombereich zum Ziel haben, Teile sei-
nes Netzes durch das Austauschen von Leitungen an stérkere Anforderungen anzupassen.
Statt das gesamte Ubertragungsnetz auf einmal zu modernisieren, kann ein erster Schritt
darin bestehen, einen einfach zusammenhingenden Teil des Netzes moglichst kostengiinstig

mit einer neuen Leitungstechnologie auszustatten.

Im Gegensatz zu der Berechnung eines Spannbaumes, welcher alle Knotenpunkte des
Ubertragungsnetzes verbindet, muss hiufig nur eine bestimmte Teilmenge der Netzwerk-
knoten verbunden werden. Diese kann z. B. aus einem gewissen Kundenkreis bestehen oder
nur die wichtigsten Verteiler enthalten. Das Problem, eine giinstigste Auswahl an zu er-
setzenden Leitungen zu finden, durch die alle Knoten dieser Teilmenge verbunden werden,
ist das Steinerbaumproblem.

Zur mathematischen Beschreibung wird ein Netzwerk durch einen ungerichteten Gra-
phen modelliert. Die zu verbindenden Knoten werden Terminale genannt und die Kosten,
die durch das Ersetzen von Leitungen bzw. Kanten entstehen, werden mit einer Abbil-
dung der Kanten in die reellen Zahlen beschrieben. Dieses auch kurz als STP bezeichnete
Problem gehort zu den 21 klassischen Problemen, deren NP-Vollsténdigkeit R. Karp 1972
in [13] gezeigt hat. Aber auch in Lehrbiichern wie z.B. V. V. Vaziranis ,, Approximation
Algorithms*“|22] werden das STP und damit verwandte Probleme behandelt.

Im Kontext stochastischer Programmierung lasst sich nun das Problem verallgemei-
nern: Was ist, wenn zunéchst gar nicht bekannt ist, welche Netzwerkknoten verbunden
werden sollen? Beispielsweise konnen Vermutungen iiber Anforderungen angestellt wer-
den, die in der Zukunft auf das Ubertragungsnetz zukommen. Diese Vermutungen kénnen
— unter Zuhilfenahme statistischer Erhebungen und Modelle — durch eine endliche Menge

von Szenarien angendhert werden.
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Auf Basis dieser Informationen soll in einer ersten Phase bereits entschieden werden,
fiir welche Leitungen sich eine Modernisierung lohnt, ohne konkret zu wissen welche Netz-
werkknoten an das leistungsfahigere Netz angebunden werden miissen. Zu einem spéteren
Zeitpunkt hingegen, wenn sich herausstellt, welches der Szenarien zu realisieren ist, gilt
es, die noch nicht verbundenen Ziele an das Netz anzuschlieffen. Die Kosten, die in dieser
zweiten Phase entstehen, konnen sich allerdings verédndert haben. Das Unternehmen kann
nun z.B. daran interessiert sein, die erwarteten Kosten so gering wie méoglich zu halten.

In der Arbeit ,Linear Programming Under Uncertainty“[4] aus dem Jahr 1955 hat G.
Dantzig fiir Probleme dieser Art ein allgemeines Modell mit zwei Phasen vorgestellt. Dieses
Modell soll hier betrachtet werden. Das Problem kann an das STP ankniipfend modelliert
werden: Statt einer Terminalmenge gibt es eine Menge von Szenarien, die jeweils ihre eige-
nen Terminalmengen besitzen. Jedes Szenario erhélt zudem eine Abbildung von den Kanten
in die reellen Zahlen, die die Kosten beschreibt, die in der zweiten Phase fiir das Wéhlen
dieser Kante veranschlagt werden. Als Letztes gehdrt zu jedem Szenario die Wahrschein-
lichkeit mit der es realisiert werden soll. In diesem stochastischen Steinerbaumproblem
(kurz SSTP) ist das Ziel, die erwarteten Kosten zu minimieren.

Eine der ersten Erwahnungen des SSTP findet sich in [10] im Jahr 2004; in dieser Arbeit
wird ein Approximationsalgorithmus mit konstanter Giite fiir eine Variante des SSTP vor-
gestellt, in der u.a. die Kosten in der zweiten Phase um einen konstanten Faktor gegeniiber
den Kosten in der ersten Phase steigen und ein gemeinsames Terminal in allen Szenarien
existiert. Im Jahr 2005 wurde in [9] ein Approximationsalgorithmus vorgestellt, der diese
Variante ohne die Bedingung eines gemeinsamen Terminals mit konstanter Approximati-
onsgiite 16st. In [§] aus dem Jahr 2007 hingegen wird mit Hilfe des Label-Cover-Problems
aus [5] gezeigt, dass es keinen Approximationsalgorithmus fiir die hier beschriebene Vari-
ante des SSTP mit einer Giite besser als 2(0sm)' ™" geben kann, wenn P # NP ist.

In der vorliegenden Arbeit wird — statt Bedingungen an das Problem selbst zu stellen —
die Art der Netzwerke eingeschréankt, fiir die eine Losung gefunden werden soll. Eine Klasse
von Graphen, die gerade beim Design von Netzwerken eine wichtige Rolle spielt, sind Isola-
ted Failure Immune Networks oder IFI-Netwerke die auf A. M. Farley in [6] zuriickgehen. In
einem Netzwerk wie dem des Ubertragungsnetzbetreibers fiir den Strombereich ist es fatal,
wenn durch den Ausfall eines Knotenpunktes oder einer Leitung Kunden nicht mehr ver-
sorgt werden konnen. Ein solcher Ausfall eines Knotens heiftt im Jargon der IFI-Netzwerke
Site-Failure, ein Ausfall einer Leitung Line-Failure.

In einem 2-zusammenhéngenden Graphen bleibt nach einem Site- oder Line-Failure
der Zusammenhang erhalten. Aber schon zwei Ausfille konnen diesen zerstoren. Ein IFI-
Netzwerk hat dagegen die Eigenschaft, dass auch mehrere Site- oder Line-Failures den
Zusammenhang des Netzwerkes nicht beeinflussen, sofern jeweils zwei Ausfille isoliert von-
einander vorkommen. ,Isoliert zu sein bedeutet fiir zwei Site- Failures, dass sie nicht an der

gleichen Leitung vorkommen diirfen; bei zwei Line-Failures darf nicht der gleiche Netzwerk-



knoten involviert sein. Und ein Site- und ein Line-Failure gelten als isoliert, wenn keiner
der an der ausgefallenen Leitung liegenden Netzwerkknoten eine direkte Verbindung zu
dem gestorten Knoten besitzt.

Fiir den Ubertragungsnetzbetreiber war es bei der Konstruktion seines Netzes aller
Wahrscheinlichkeit nach sinnvoll, Storungen durch isolierte Ausfille zu vermeiden. Aller-
dings bedeuten zusétzliche Leitungen auch zusétzliche Kosten. Gilinstig fiir das Unterneh-
men ist es, nur so viele Leitungen zu ziehen, dass die o.g. Eigenschaft gerade zu erfiillen
oder das Netzwerk sogar so zu konstruieren, dass es durch wenige weitere Leitungen zu
einem [FI-Netzwerk erweitert werden kann.

Graphentheoretisch entspricht die Menge der minimalen IFI-Netzwerke, aus denen keine
Kante entfernt werden darf, ohne dass ihre Eigenschaft verloren geht, genau der Graphen-
klasse der 2-Béume (siche auch [6]). Ein Graph, der durch das Hinzuftigen von Kanten zu
einem 2-Baum erweitert werden kann, ist ein partieller 2-Baum bzw. ein serien-paralleler
Graph. J. A. Wald und C. J. Colbourn haben 1983 in [23] einen Algorithmus vorgestellt,
der das STP auf serien-parallelen Graphen in linearer Laufzeit in der Anzahl der Knoten
16st.

Der im Jahr 1986 von N. Robertson und P. D. Seymour in [19] eingefiihrte Begriff der
Baumweite verallgemeinert diese Graphenklassen: Die Baumweite beschreibt, wie &hnlich
ein Graph einem Baum ist. Jeder Baum hat Baumweite 1; je hoher sie ist, desto weniger
dhnelt der Graph einem Baum. Die Menge der partiellen k-Baume entspricht dabei nach
[16] genau der Menge der Graphen, deren Baumweite hochstens k ist. Serien-parallele
Graphen sind somit genau die Graphen mit Baumweite hochstens 2. Fiir das STP gibt es
fiir jedes k € N einen Algorithmus, der es auf Graphen mit Baumweite k£ 16st. Dies wird
u.a. in [3] gezeigt.

Betrachtet man Graphen mit Baumweite hochstens k, so ist das SSTP auf Graphen,
fiir die k = 1 ist — also auf Bdumen —, in linearer Zeit in der Anzahl der Knoten lésbar.
Fiir k£ > 1 sind bisher keine Ergebnisse bekannt.

Das Ziel dieser Diplomarbeit besteht darin, einen moglichst effizienten Algorithmus fiir
das SSTP auf serien-parallelen Graphen, also fiir den Fall £ = 2, zu finden, der sich an
dem Algorithmus von Wald und Colbourn orientiert. Zudem wird untersucht, ob es auch
fiir Mengen von Graphen mit maximaler Baumweite k > 2 effiziente Algorithmen fiir das
SSTP gibt.

Aufbau dieser Arbeit

Nach der Einfiihrung einiger Begriffe in Kapitel [2] behandelt Kapitel [3] grundlegende Ei-
genschaften serien-paralleler Graphen, partieller k-Bdume und des SSTP. Unter anderem
werden Eigenschaften diskutiert, die in spéteren Beweisen wichtig sind. Es wird ein Algo-

rithmus mit Laufzeit O(kn) fir das SSTP auf Baumen vorgestellt sowie ein Algorithmus
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fir das SSTP auf serien-parallelen Graphen, dessen Laufzeit exponentiell in der Anzahl
der Knoten des Graphen ist. Den Kern des Kapitels [3| bildet das Theorem [3.2.7| mit der
Aussage, dass es fiir das SSTP auf Graphen mit Baumweite héchstens 3 unter der Voraus-
setzungen, dass P # NP ist, keinen Polynomialzeitalgorithmus geben kann.

Die Technik, die in Kapitel [5] zur Konstruktion des Algorithmus fiir das SSTP auf
serien-parallelen Graphen verwendet wird, ist an die Arbeit von J. A. Wald und C. J.
Colbourn (siehe [23]) angelehnt. Der dort beschriebene Algorithmus wird in Kapitel 4] im
Detail vorgestellt. Die in diesem Kapitel angewandte Beweistechnik und die Darstellung
der Fille wird in Kapitel [5| benutzt, um die dortigen Algorithmen zu beschreiben.

Fiir verschiedene Varianten des SSTP auf serien-parallelen Graphen werden in Kapitel
Algorithmen vorgestellt. In Abschnitt erfolgt dann die Beschreibung des Algorithmus
fiir das SSTP auf serien-parallelen Graphen sowie der Beweis der Korrektheit und der

Laufzeit.



Kapitel 2

Definitionen und Notationen

2.1 Mengen

In dieser Arbeit werden Bezeichnungen verwendet, die zum Begriff der Menge gehoren,

aber keine einheitliche Notation besitzen. Diese sollen hier eingefiithrt werden.

Definition 2.1.1 (Potenzmenge). Die Menge P(M) :={A| A C M} heift Potenzmenge
der Menge M.

Gelegentlich wird als abkiirzende Schreibweise P*(M) := {A € P(M) | |A| = k}

verwendet.

2.2 Graphentheorie

2.2.1 Allgemeines

Die hier folgenden Definitionen aus der Graphentheorie lehnen sich an die Inhalte der
Vorlesung ,Graphentheorie” von Prof. T. Zamfirescu im Sommersemester 2009 an der TU

Dortmund an.

Definition 2.2.1 (Graph). Ein (ungerichteter) Graph G ist ein Paar bestehend aus einer
Menge von Knoten V' und einer irreflexiven, symmetrischen Relation E C V x V, die

Kantenmenge heifst.

Die Knotenmenge eines Graphen G wird auch mit V(G) bezeichnet, die Kantenmen-
ge mit E(G). Die Elemente der Kantenmenge werden Halbkanten genannt. Eine Kan-
te {u,v} besteht aus den beiden Halbkanten (u,v) und (v,u). Es gilt {u,v} € F &
{(u,v), (v,u)} € E. Da die Kantenrelation symmetrisch ist, existiert fiir jede Halbkante
(u,v) € E auch die Halbkante (v,u) € E und somit {u,v} € E. In den meisten Féllen
kénnen demnach die Kanten als Elemente der Kantenmenge angesehen werden. Eine Kante

kann, wie die Notation suggeriert, als die Menge ihrer Endpunkte verwendet werden. In
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einem Graphen G heifen zwei Knoten v,w € V(G) benachbart oder adjazent, wenn eine
Kante zwischen ihnen existiert, also {v,w} € E(G) gilt. Ein Knoten v und eine Kante e
werden zueinander inzident genannt, wenn v € e ist.

Der Graph K,, := (V,V x V) mit V = {1,...,n} heift vollstindiger Graph. Ein Graph
(UUW,E)mit V={1,...,n}, UUW =V, UNW =0 und E = (Ux W)U (W xU)
heift vollstindig bipartit und wird mit K,y jy| bezeichnet.

Fiir einen Graphen G = (V,E), U C V und F C EN (U x U) ist der Graph (U, F)
Teilgraph von G. Der Graph G[U] := (U, EN(U x U)) mit U C V wird der durch U indu-
zierte Teilgraph von G genannt. Analog fiir Kanten heift der Graph G[F] := ({U.cpe, F)
mit F' C E der durch F induzierte Teilgraph von G.

Der Grad eines Knotens v wird mit d(v) := [{e € E | v € e}| bezeichnet. Ein Weyg
ist ein Graph mit V = {v1,...,v,} und E = {{v;,v;ix1} € P>(V) | 1 <i < n—1}. Ein
Kreis entspricht einem Weg mit einem zusétzlichen Kantenpaar {v,,v1}. Ist K ein Kreis
und n = |V(K)|, so wird K auch n-Eck genannt. Ein Graph heifst planar, wenn er in einer
Ebene so dargestellt werden kann, dass sich keine zwei Kanten schneiden. Gilt fiir zwei
Graphen G1 = (V1, E1) und Gy = (Va, Es), dass Vi NV, = () ist, so werden G; und Go

knotendiskunkt genannt.

Definition 2.2.2 (k-Zusammenhang). Fin Graph G heifit k-zusammenhéngend, wenn es
fir je zwet Knoten v,w € G Wege Py,..., P, als Teilgraphen in G gibt, sodass sowohl
Vie{l,...k} :v,w e V(F;) als auch Vi,j € {1,...k} : (V(P;) NV (FP;))\{v,w} =0 gilt.

Die 1-zusammenhéngenden Graphen werden zusammenhdngende Graphen genannt.
Um Teile eines Graphen zu bezeichnen, die k-zusammenhéngend sind, wird der Begriff
der k-Zusammenhangskomponente eingefiihrt: Fiir einen Graphen G = (V, E) und U C V
heikt G[U] eine k-Zusammenhangskomponente, wenn G[U| k-zusammenhéngend ist und
es keine Menge W mit U C W C V gibt, sodass G[W] k-zusammenhéngend ist. Eine
1-Zusammenhangskomponente heifst auch Zusammenhangskomponente oder Komponente;
eine 2-Zusammenhangskomponente wird Block genannt. Ein Knoten v heifit Artikulati-
on, wenn G[V\{v}] mehr Zusammenhangskomponenten besitzt als G. Allgemein ist eine
k-elementige Knotenmenge M ein k-Separator, wenn G[V\ M| mehr Zusammenhangskom-
ponenten als G besitzt.

Ein zusammenhéngender Graph, der keinen Kreis als Teilgraphen enthélt, wird Baum
genannt. Sind alle Zusammenhangskomponenten eines Graphen Baume, so heifst der Graph
Wald. Ein aufspannender Teilgraph eines Graphen G = (V| E) ist ein zusammenhéngender
Teilgraph (V, F') von G mit F' C E. Dementsprechend ist ein aufspannender Teilbaum eines
Graphen ein aufspannender Teilgraph, der ein Baum ist.

Um zu beschreiben, wie sehr ein Graph einem Baum &hnelt, wird der Begriff der Baum-

weite eingefiihrt. Die Definition ist aus [I9] entnommen.
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Definition 2.2.3 (Baumzerlegung). Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Baumzerlegung ist
ein Paar (M,T), wobei fir ein I C Ny die Menge M = {X; CV |i€ I} und T ein Baum
mit V(T) = I ist. Die Menge M wund der Baum T miissen die folgenden Eigenschaften
erfillen:
e UX;=V
i€l

eVecEdicel:lenX;| =2
o Vi,j,k€l: Liegt j auf dem Weg von i nach k in T, dann gilt X; N X}, C X

Die Breite einer Baumzerlegung ist max{|X;|—1 | ¢ € I'}. Die Baumuweite eines Graphen

ist die Breite derjenigen Baumzerlegung des Graphen mit der kleinsten Breite.

Definition 2.2.4 (Isomorphie). Zwei Graphen Gi = (Vi,E1) und Gy = (Va, E2) sind
isomorph zueinander, wenn es eine bijektive Abbildung m : Vi — Va gibt, sodass fiir jede
Kante {v,w} € E1 : {7n(v),7(w)} € Ea.

Eine k-Clique ist ein zu dem K}, isomorpher Graph. Ein Graph G enthélt eine k-Clique,
wenn eine k-elementige Teilmenge U der Knotenmenge existiert, sodass G[U] isomorph zu
Ky, ist.

Viele Graphenklassen lassen sich eindeutig iiber bestimmte Graphen charakterisieren,
die nicht in einem Graphen dieser Klasse in einem gewissen Sinne enthalten sein diirfen.
Im spéteren Verlauf wird dies zur Charakterisierung serien-paralleler Graphen bendétigt.

Zentral fir dieses Konzept ist der Begriff der Homéomorphie:

Definition 2.2.5 (Hom6omorphie). Zwei Graphen sind homéomorph zueinander, wenn
ein Graph aus dem anderen durch mehrmalige Anwendung folgender Operation entsteht:

FEin Teilgraph ({u,v,w}, {{u, v}, {v,w}}) mit d(v) = 2 wird ersetzt durch den Graphen
({u,w}, {{u,w}}) oder umgekehrt.

Ein M -freier Graph ist ein Graph, der keinen zu einem Graphen M homdomorphen
Teilgraphen enthélt. So lassen sich spéter serien-parallele Graphen als genau die Ky-freien

Graphen charakterisieren.

2.2.2 Serien-parallele Graphen

In dieser Arbeit werden serien-parallele Graphen, dhnlich wie in [I2], {iber partielle k-
Baume definiert. Der Zusammenhang zu partiellen k-B&umen ist notwendig, um das sto-
chastische Steinerbaumproblem auf Graphenklassen mit unterschiedlicher maximaler Baum-
weite in Komplexitatsklassen einzuordnen.

Die Definitionen zu partiellen k-Béumen folgen [2].
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Definition 2.2.6 (k-Baum). Der Ky, ist ein k-Baum. Wird in einem k-Baum fir eine
k-Clique ein Knoten hinzugefiigt, der genau zu allen Knoten der k-Clique benachbart ist,

so ist der neue Graph ebenfalls ein k-Baum.

Ein aufspannender Teilgraph eines k-Baumes heifst partieller k-Baum. Die partiellen

2-Béume werden auch serien-parallele Graphen (SP-Graphen) genannt.

2.3 Algorithmische Probleme

2.3.1 Problemklassen

Details zu Optimierungsproblemen und zur Bestimmung der Laufzeit von Algorithmen
werden wie in [24] verwendet, hier aber nicht definiert.
Die zwei fiir das stochastische Steinerbaumproblem relevanten Komplexitétsklassen

sind die Folgenden:

Definition 2.3.1 (P). Ein algorithmisches Problem gehort zur Komplexitatsklasse P,
wenn es durch einen Algorithmus mit polynomieller maximaler Rechenzeit geldst werden
kann.[24)]

Definition 2.3.2 (NP). FEin Entscheidungsproblem L gehort zur Komplexititsklasse NP,
wenn es einen nichtdeterministischen Algorithmus mit polynomieller maximaler Rechenzeit
gibt, der jedes x € L auf mindestens einem erlaubten Rechenweg akzeptiert und jedes x ¢ L

auf allen erlaubten Rechenwegen ablehnt.[2])]

Um Probleme untereinander zu vergleichen, bedarf es einer Relation auf Entscheidungs-

problemen:

Definition 2.3.3 (Polynomielle Reduktion). Das Entscheidungsproblem A ist auf das Ent-
scheidungsproblem B polynomiell reduzierbar, Notation A <, B, wenn es eine in polynomi-
eller Zeit berechenbare Funktion f gibt, die Fingaben fiir A auf Eingaben fiir B so abbildet,
dass fiir die zugehorigen Sprachen Ly und Lp gilt:

Ve:x € Ly < f(x) € Lp.

Auch diese Definition stammt aus [24].
Ist ein Problem NP-schwierig, so kann davon ausgegangen werden, dass der zeitliche

Aufwand, dieses Problem zu 16sen, vergleichsweise hoch ist.

Definition 2.3.4 (NP-schwierig). Fin Entscheidungsproblem A heiffit NP-schwierig, wenn
C <, A fiir jedes C € NP.[Z]]

Die Probleme, die fiir diese Diplomarbeit zentral sind, gehoren einer Sonderform von
Optimierungsproblemen an. Sie sind kombinatorische Optimierungsprobleme und als solche

bestehen sie aus einer Menge von Instanzen:
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Definition 2.3.5 (Instanz eines kombinatorischen Optimierungsproblems). Eine Instanz
eines kombinatorischen Optimierungsproblems besteht aus einer endlichen Grundmenge
Q, einer Gewichtungsfunktion w : Q — R und einer Menge zuléssiger Lésungerﬂ S C Q.
Die Zielfunktion ist definiert durch v : S+ R mit v(s) := ZMESw(w)H

Definition 2.3.6 (Kombinatorische Optimierungsprobleme). Bei einem kombinatorischen
Maximierungsproblem ist fir eine Instanz eine Losung mit Wert maxses v(s), bei einem

kombinatorischen Minimierungsproblem eine Lisung mit Wert minges v(s) zu finden.

2.3.2 Steinerbaumprobleme

Fiir diese Diplomarbeit sind einige kombinatorische Optimierungsprobleme grundlegend.

Das Problem, von dem sich die anderen ableiten, ist das Steinerbaumproblem.

Definition 2.3.7 (Steinerbaumproblem). Das Steinerbaumproblem (STP) ist ein kombi-
natorisches Minimierungsproblem. Fir einen Graphen G = (V, E), eine Kostenfunktiorﬂ
c: E = R mit ¢((a,b)) = ¢((b,a)) fir alle (a,b) € E und eine Terminalmenge T C V
ist eine Instanz (Q,w,S) gegeben durch 2 := E und w := c. Eine zuldssige Losung ist die

Kantenmenge eines Teilbaumes S = (Vg, Eg) von G mit T C V5E|

Als Reprisentation fiir eine Instanz des Steinerbaumproblems wird in dieser Diplom-
arbeit das Tupel (G, ¢, T) verwendet. Das Problem besteht darin, einen Teilbaum von G
zu finden, der alle Terminale enthalt und minimale Kosten besitzt. Ein solcher Baum wird
Steinerbaum genannt. Die Kosten eines Steinerbaumes S sind die Summe seiner Kantenkos-
ten und werden mit ¢(S) notiert. Zur Vereinfachung der Notation sollen allgemein fiir eine
Kantenmenge E und eine Kostenfunktion ¢ die Kosten dieser Menge mit ¢(E) := Y . c(e)
definiert sein. Dann ist ¢(5) := ¢(E(S5)).

Wie auch in den anderen Problem wird gefordert, dass fiir eine Halbkante (a,b) € E :
c((a,b)) = c((b,a)) gilt. Dies stellt sicher, dass auch fiir eine Kante {a,b} € E der Ausdruck
c({a,b}) := c(a,b) definiert ist.

Definition 2.3.8 (Steinerwaldproblem). Beim kombinatorischen Minimierungsproblem
des Steinerwaldproblems (SFP) ist fir einen Graphen G = (V,E), eine Kostenfunkti-
onc: Ew— RT mit c((a,b)) = c((b,a)) fir alle (a,b) € E, sowie eine Menge D von Paaren
aus V x V eine Instanz (, w,S) gegeben durch 2 := E und w := c. Die Menge der zuldis-
sigen Losungen ist die Kantenmenge eines Teilgraphen S = (Vg, Eg) von G, der ein Wald

ist und bei dem fir jedes Paar (z,y) € D ein Weg zwischen x und y existiert.

!Diese werden h#ufig auch nur als Losung bezeichnet.

2Die Notation stammt aus [24], angelehnt an die Definition aus [IS].

3RT versteht sich hier als die Menge der echt positiven reellen Zahlen, also ohne 0.

“In Anlehnung an [23] sind zulissige Losungen immer Biume und Steinerbdume immer minimal.
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Auch beim Steinerwaldproblem soll eine Instanz als Tripel (G, ¢, D) beschrieben werden.
Das Ziel bei der Losung dieses Problems ist es, einen kostenminimalen Teilgraphen von G
zu finden, welcher die Paare aus D verbindet und einen Wald bildet. Aus den Paaren
in D konnen durch Transitivitdt gréfere Mengen von zu verbindenden Knoten abgeleitet
werden. Zum Beispiel entsteht durch die Paare (z1,z2) und (x2,x3) in D die Anforderung,
dass x1 mit x3 verbunden werden muss. Daher ist es sinnvoll, die reflexive, symmetrische
und transitive Hiille von D zu betrachten. Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation und
enthilt als Aquivalenzklassen die Mengen der Knoten, die miteinander verbunden werden
miissen. Hierauf wird in Abschnitt naher eingegangen.

Definition 2.3.9 ((Zweistufiges) stochastisches Steinerbaumproblem). Das (zweistufige)
stochastische Steinerbaumproblem (SSTP) ist ein kombinatorisches Minimierungsproblem.
Fiir

e cinen Graphen G = (V, E),

e cine Kostenfunktion co : E — Rt mit ¢o((a,b)) = co((b,a)) fir alle (a,b) € E,
o cine Anzahl K € N von Szenarien sowie

e fiir jedes Szenario k € {1,...,K}

— eine Szenarienkostenfunktion cy : E — RY mit cp((a,b)) = cx((b,a)) fiir alle
(a,b) € E,

— eine Menge von Terminalknoten T, CV und

— eine Wahrscheinlichkeit py € [0,1] mit S0 pp = 1

ist eine Instanz (Q,w,S) gegeben durch Q := U;cqo S mit Q; := E x {i}. Fir ein
ei = (e,1) € Q ist w(eg) := cole) und furi € {1,...,k} ist w(e;) := pici(e).

Eine zuldssige Losung ist eine Menge S := (Uie{l,...,k} E'Z) U Eg mit By C Qg und fiir
jedes k € {1...K} einer Menge Ey C Qy, sodass fir jedes k € {1... K} und eine Menge
Fy. C Ey der von den Kanterﬂ i FUE} induzierte Teilgraph ein Baum ist und die Knoten
aus Ty, enthdlt.

Die Kanten in den Mengen Fy,..., Fx werden zur Vereinfachung der Notation auch
mit E(E;) bezeichnet fir ¢ € {0,..., K}. Ist eine Verwechslung ausgeschlossen, wird die
Abbildung &€ implizit auf F; angewendet.

Aus der Definition kombinatorischer Optimierungsprobleme ergibt sich somit die Ziel-

funktion
K
dDww) =D ww+ D ww = Y @)+ Y p >, ale)
wes weEy wEBU-UEK ec€(Eo) k=1 ec&(Ey)

SHier ist jeweils die erste Komponente der Paare in Fy U E), gemeint.
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Wie bei den Problemen zuvor wird auch hier eine Instanz nicht durch das Tripel
(Q,w, S) beschrieben, sondern durch das Tupel (G, co, (T, Ck, Pk )1<k<K)-

Das Problem teilt sich, wie in der Einleitung angedeutet, in zwei Phasen auf: In der
ersten Phase diirfen Kanten zu den in der Kostenfunktion cg festgelegten Konditionen
ygekauft® werden. Es ist aber noch nicht klar, welches der Szenarien spéter tatsdchlich
realisiert wird. Diese Informationen werden von den einzelnen Szenarien verkorpert: Fir

1 < ¢ < K setzt sich das Szenario ¢ zusammen aus

e der Wahrscheinlichkeit p;, dass es eintrifft,

e der Terminalmenge T;, deren Knoten in dem Fall, dass dieses Szenario realisiert wird,

verbunden werden miissen und

e den Kosten ¢;, die dann fiir das Wahlen einer Kante entstehen, falls die Kante noch

nicht in der ersten Phase gekauft wurde.

In der zweiten Phase steht fest, welches Szenario verwirklicht werden soll; allerdings
sind die Kosten der Kanten moglicherweise gestiegen. Aus der Zielfunktion ergibt sich, dass
die Kosten der gesuchten Lésung bezogen auf den Erwartungswert minimal sein sollen.

Wird die Eingabe auf partielle k-Badume eingeschrénkt, so werden diese Varianten der
0.g. Probleme mit STP=F, SFP=* und SSTP=F bezeichnet. Das Kernthema dieser Arbeit
ist somit das Problem SSTP<2.

Diese sechs kombinatorischen Optimierungsprobleme sind auch Optimierungsprobleme
im Sinne von [24]. Sie besitzen dartiber hinaus jeweils eine Entscheidungsvariante. Diese
enthilt die Paare (z,1), wobei x die Instanzen kodiert und I € RT ist. Es sind alle Paare
(z,1) € L, wenn x eine Losung mit Kosten hochstens [ besitzt. Die Entscheidungsvarianten

heifen STPgee bzw. STPSE  SFPye. bzw. SFPSF und SSTPye. bzw. SSTPSY

dec’ dec”
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Kapitel 3
Voruberlegungen

Einleitend werden einige Bemerkungen zu den Kernthemen dieser Arbeit diskutiert. Dazu
geht es im ersten Abschnitt dieses Kapitels um (partielle) k-Bédume und im Speziellen um

serien-parallele Graphen. Im zweiten Abschnitt werden Eigenschaften des SSTP betrachtet.

3.1 Uber partielle k-Baume

Im Mittelpunkt dieser Arbeit stehen serien-parallele Graphen. Die Hoffnung ist, dass ein
Polynomialzeitalgorithmus fiir das SSTP existiert, wenn die zuléssigen Losungen auf diese
Graphen eingeschréankt werden. Die Baumweite serien-paralleler Graphen betridgt héchs-

tens 2. Analog gilt fiir partielle k-Baume:

Proposition 3.1.1. Die partiellen k-Bdume sind genau die Graphen mit Baumweite hochs-

tens k.

Der Beweis kann in [I6] nachgelesen werden. Mit dieser Aussage ist es im spéteren
Verlauf der Arbeit moglich zu beweisen, dass das Finden einer Losung fiir das SSTP auf

Graphen mit Baumweite hochstens 3 NP-schwierig ist.

3.1.1 Serien-parallele Graphen

Wie viele Graphenklassen lassen sich auch die SP-Graphen durch eine Menge von Gra-
phen charakterisieren, die nicht homéomorph zu einem Teilgraphen eines SP-Graphen sein

diirfen.
Proposition 3.1.2. Serien-parallele Graphen sind genau die Ky-freien Graphen.

Der dazugehorige Beweis ist in [23] zu finden. Um einen Zusammenhang mit bekann-
teren Graphenklassen herzustellen, soll gezeigt werden, dass SP-Graphen eine Teilmenge

der planaren Graphen sind:

Proposition 3.1.3. Serien-parallele Graphen sind planar.
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BEWEIS. Angenommen es gibe einen serien-parallelen, nicht planaren Graphen G. So-
mit enthielte dieser nach dem Satz von Kuratowski [14] einen zu K5 oder K33 homdoo-
morphen Teilgraphen. Da beide Graphen aber K4 als homéomorphen Teilgraphen besitzen

(sieche Abb. 3.1 - kann G kein serien-paralleler Graph sein. O

Lo

Abbildung 3.1: K33 (in beiden Abbildungen dargestellt) enthélt einen zu K, hom6omorphen

Teilgraphen.

Jeder Knoten eines 2-Baumes mit mindestens drei Knoten besitzt, wie aus der Defi-
nition ersichtlich, mindestens Grad 2. Fiir den Algorithmus von Wald und Colbourn ist
eine wichtig Voraussetzung, dass es auch immer Knoten mit Grad genau 2 gibt. Diese

Eigenschaft wird durch das folgende Lemma sichergestellt:

Lemma 3.1.4. Sei G ein 2-Baum mit |V (G)| > 4 und G* ein 2-Baum, der entsteht, wenn
zu G ein Knoten mit den in Definition beschriebenen Kanten hinzugefiigt wird. Sei
Vo(G) == {v € V(GQ) | d(v) = 2}, dann ist |Vo(G)| < [Va(GY)].

BEWEIS. Sei G ein 2-Baum und |V(G)| > 4. Zuerst soll gezeigt werden, dass je zwei
Knoten mit Grad 2 nicht benachbart sind. Hat der Graph weniger als zwei Knoten mit
Grad 2, folgt dies sofort. Seien u € V5(G) und v € Va(G). Angenommen die Knoten » und
v waren benachbart. Sei x der zweite Nachbar von u und y der zweite Nachbar von v. Es
gilt x # y, sonst ist G = K3. Da z und v die einzigen Nachbarn von u wiren, miisste eine
Kante {x,v} existieren; sonst wire G kein 2-Baum. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass
d(v) = 2 ist. Diese Situation ist in Abb. dargestellt.

Es sind also keine zwei Knoten mit Grad 2 benachbart. Sei G* ein Graph, der durch das
Hinzufiigen eines Knotens = nach der induktiven Definition von 2-Bdumen aus G entsteht.
Die Kante der 2-Clique, die fiir das Einfiigen gewéhlt wird, sei {u,v}. Ist d(u) > 2 und
d(v) > 2, so ist Vo(G*) = Vo(G) U {z} und |Vo(G*)| = |V2(G)| + 1. Die Knoten « und v
koénnen nach den anfinglichen Uberlegungen nicht beide Grad 2 besitzen. Es bleibt also
0.B.d. A. der Fall zu kléren, dass d(u) = 2 und d(v) > 2 ist. In G* gilt d(u) > 2; d(v) bleibt
grofer als 2 und d(x) = 2. Somit ist Vao(G*)\{z} = Vo(G)\{u} und [Vao(G*)| = |Va(G)|.
Eine Ubersicht zu dieser Argumentation ist in Abb. zu finden. O
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(b)

Abbildung 3.2: (a) Die Knoten mit Grad 2 sind nicht benachbart. (b) Die Situation fiir den

neuen Knoten x

Der K3 hat drei Knoten mit Grad 2; der 2-Baum mit vier Knoten hat zwei Knoten mit
Grad 2. Daraus ergibt sich folgende Aussage, die fiir die Korrektheit des Algorithmus von
Wald und Colbourn wichtig ist:

Korollar 3.1.5. Jeder 2-Baum (V,E) mit |V| > 3 besitzt mindestens zwei Knoten mit
Grad genau 2.

Demnach gibt es immer Knoten mit Grad echt kleiner als 3. Daraus resultiert:
Korollar 3.1.6. Serien-parallele Graphen sind nicht 3-zusammenhdngend.

Die Analyse der Laufzeit des Algorithmus von Wald und Colbourn zeigt, dass die
Initialisierung in Rechenzeit O(m) fiir einen Graphen mit m Kanten ausgefiihrt werden
kann. Um eine Rechenzeit von O(n) zu beweisen, ist es notig, die Anzahl der Kanten eines

serien-parallelen Graphen zu beschrinken. Dafiir kann festgestellt werden:
Lemma 3.1.7. Ein 2-Baum mit n Knoten hat genau 2n — 3 Kanten.

BEWEIS. Die Konstruktion eines 2-Baumes startet mit dem K. Dieser hat eine Kante
und zwei Knoten. Fiir die restlichen n — 2 Knoten werden je zwei Kanten hinzugefiigt. So
folgt fiir die Anzahl Kanten: m=1+2(n—-2)=1+2n—-4=2n-3 O

Da ein serien-paralleler Graph mit n Knoten hochstens so viele Kanten besitzt wie
ein 2-Baum mit n Knoten, stellt dies eine obere Schranke fiir die Anzahl an Kanten eines

serien-paralleler Graphen dar.

Korollar 3.1.8. Ist m die Anzahl der Kanten und n die Anzahl der Knoten eines serien-

parallelen Graphen, so gilt m < 2n — 3.
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3.2 TUber das SSTP

Um sich dem stochastischen Steinerbaumproblem zu nédhern, werden in diesem Abschnitt
Aussagen zu dessen Losbarkeit getroffen. In den ersten beiden Abschnitten geht es um obe-
re Schranken der Komplexitdt: Im ersten Abschnitt wird ein Algorithmus fiir das SSTP
vorgestellt, der in Zeit O(kn) eine Losung findet, unter der Voraussetzung, dass der Ein-
gabegraph ein Baum mit n Knoten ist und k Szenarien existieren. Im zweiten Abschnitt
wird ein Algorithmus fiir das SSTP auf serien-parallelen Graphen dargestellt, der allerdings
Rechenzeit O(4"kn) benétigt. Dagegen wird im letzten Abschnitt eine untere Schranke der
Komplexitidt des SSTPs im Kontext der Baumweite untersucht. Um einige Spezialfille zu
vermeiden, werden hier und im Verlauf dieser Arbeit nur zusammenhéngende Graphen

betrachtet.

3.2.1 Einschriankung der Eingabe auf Biaume

Es wird zunéchst ein Algorithmus beschrieben, der das SSTP sehr effizient 16sen kann. Fiir
diesen Algorithmus muss aber die Menge der Eingaben so eingeschrinkt werden, dass nur

Graphen mit Baumweite 1 erlaubt sind.

Algorithmus 3.1 Algorithmus fiir das SSTP auf Badumen
Eingabe: Instanz (G = (V, E), co, (Tk, ¢k, Pk)1<k<k) fiir das SSTP, G ist ein Baum.
Ausgabe: eine Losung fiir das SSTP mit minimalen Kosten

1 F <«

2: fori:1 <3¢ < K do

3: B; < BERECHNESB(G, (¢; - pi), T;)

4: Gi — 0

5. forallee |J B;do
ie{l,...,.K}

6: Se «—0

7: fori:1<i< K do

8: if e € B; then

9: Se — S, U {Z}

10: if > pici(e) > co(e) then

11: z?“gee FuU{e}

12: else

13: for all i € S, do

14: G; +— G; U {6}

15: return (F,Gq,...,Gk)




3.2. Uber das SSTP 17

Der Algorithmus [3.1] berechnet in Zeilen [2] und [3] fiir jedes Szenario einen Steinerbaum
mit Hilfe einer Funktion BERECHNESB. Diese Funktion kann durch einen Algorithmus
realisiert werden, der auf Baumen einen Steinerbaum findet. Das kann beispielsweise durch
den Algorithmus von Wald und Colbourn geschehen, der in Kapitel [] vorgestellt wird. Fiir
jede Kante e, die sich in mindestens einem dieser Baume befindet, wird in den Zeilen [7]-9]
die Menge der Szenarien S, bestimmt, fiir die die Kante in einem optimalen Steinerbaum
liegt. Dann werden fiir jede Kante die erwarteten Kosten fiir die zweite Phase berechnet.
So kann in den Zeilen [I0[HI4] entschieden werden, ob die Kante schon in der ersten Phase

gewdhlt werden soll, oder ob es giinstiger ist, die Kante in der zweiten Phase zu wahlen.

Proposition 3.2.1. Der Algom'thmus berechnet eine optimale Losung fiir das SSTPS!

mit k Szenarien auf Bdumen mit n Knoten in Laufzeit O(kn).

BEWEIS. Es wird zuerst die Korrektheit und danach die Laufzeit bewiesen. Fiir jedes
Szenario gibt es genau einen Steinerbaum. Neben diesen Steinerbdumen kdnnen keine al-
ternativen Wege genommen werden, weil es sich bei der Eingabe um einen Baum handelt.
Dementsprechend stehen die Kosten fiir die zweite Phase fest, da fiir jede Kante bekannt
ist, welcher Baum in welchem Szenario eine Kante verwenden muss. In welcher Phase eine
Kante gewéhlt werden muss, kann also in Abhéngigkeit davon entschieden werden, ob die
Kosten der ersten Phase oder die erwarteten Kosten der zweiten Phase niedriger sind.

Die Berechnung von Steinerbdumen auf serien-parallelen Graphen — und somit auch auf
Béumen — ist, wie in Kapitel [4 gezeigt wird, in linearer Zeit in der Gréfie der Knotenmenge
moglich. Das Berechnen der Steinerbdume muss fiir jedes Szenario einmal wiederholt wer-
den. Fiir die Anzahl der Szenarien k und die Anzahl der Knoten n ergibt sich eine Laufzeit
von O(kn). Das Bestimmen der Szenarienmenge fiir jede Kante ist in Zeit O(kn) mog-
lich. Alle Kosten der zweiten Phase konnen ebenfalls in Laufzeit O(kn) berechnet werden.

Insgesamt folgt so eine Laufzeit von O(kn). O

3.2.2 Erster Versuch auf serien-parallelen Graphen

Ein einfacher Algorithmus fiir das SSTP auf serien-parallelen Graphen kann daraus be-
stehen, die Kanten fiir die erste Phase auszuprobieren; d.h. fiir jede Kombination von
Kanten fiir die erste Phase, Steinerbdume fiir jedes Szenario fiir die zweite Phase zu fin-
den. Algorithmus [3.2] iteriert dafiir iiber alle Teilmengen der Kantenmenge in Zeile [d] In
der Funktion BERECHNEALLESB in Zeile [l werden alle Szenariensteinerbaume fiir eine
solche Kantenmenge berechnet. Die Funktion STPALGORITHMUS in Zeile [§] der Funktion
BERECHNEALLESB kann durch den Algorithmus von Wald und Colbourn realisiert wer-
den. Die Kosten der Kanten, die fiir die erste Phase ausprobiert werden, werden dafiir auf
0 gesetzt, damit der Algorithmus beim Berechnen der Steinerbdume diese Kanten ohne

zusétzliche Kosten nutzen kann. Wahrend des Suchens wird die beste Losung F und S,
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und deren Wert min stets gespeichert. So kann nach jeder Iteration gepriift werden, ob

eine bessere Losung gefunden wurde.

Algorithmus 3.2 Ein einfacher Algorithmus fiir das SSTP auf serien-parallelen Graphen

Eingabe: Instanz I = (G = (V, E), co, (Tk, ¢k, pr)1<k<k) fiir das SSTP, G ist ein serien-

paralleler Graph.

Ausgabe: eine Losung fiir das SSTP mit minimalen Kosten

1
2
3
4

5:

10:

11:
12:
13:
14:
15:

: min < 00
cF 0
: S0
: for all M C F do
¢ co(M)
B < BERECHNEALLESB(I, M)
fork:1<k< K do
for all e € By do
if e ¢ M then
¢ c+cile) p;
if ¢ < min then
min < ¢
F+—M
S+ B
return (F, 5)

[

: Funktion BERECHNEALLESB(I, M)
50
fori:1<i< K do
for all e € E\M do
c(e) = cife) - pi
for all e € M do
cle) «0
S < (S1,.-., 8|5, STPALGORITHMUS(G, ¢, T}))

return S

Proposition 3.2.2. Der Algorithmus berechnet eine optimale Losung fiir das SSTPS?

mit k Szenarien auf serien-parallelen Graphen mit n Knoten in Laufzeit O(4"kn)

BEWEIS. Im Laufe des Algorithmus werden in Zeile [4] alle Moglichkeiten fir die First-

Stage-Losung Fy ausprobiert. Die von dem Algorithmus von Wald und Colbourn gefunde-
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nen Baume sind Steinerbdume. Eine Losung minimalen Wertes ist somit Teil der durch-
suchten Menge und wird gefunden.

Ein wichtiges Detail ist die Zuweisung des Wertes 0 fiir die Kosten einer Kante in
Zeile [7] der Funktion BERECHNEALLESB. Die Definition des STP ldsst nur echt positive
Kantenkosten zu. Der Algorithmus von Wald und Colbourn berechnet aber auch auf solchen
Instanzen eine kostenminimale Losung, die dann allerdings Kanten enthalten kann, die
nicht n6tig sind. Diese haben aber Kosten 0 und kénnen ignoriert werden. Das Herausfiltern
der Kosten aller First-Stage-Kanten geschieht in Zeile [9 des Algorithmus.

Das Finden der Steinerbdume, also die Funktion BERECHNEALLESB, bendtigt Zeit
O(kn), da der Algorithmus von Wald und Colbourn Rechenzeit O(n) benétigt (vgl. Kapitel
4)). Die Menge der moglichen Kantenmengen, die in Zeile 4] des Algorithmus vollstandig

durchsucht wird, ist die Menge aller Teilmengen von F. Diese hat Kardinalitat
P(E)| =2/l < 22n=3 < 47,

Die Zeilen [7}-10] werden fiir eine Menge M nur O(kn) mal durchlaufen. O

Bei der Laufzeit ist zu beachten, dass fiir einen zusammenhéngenden Graphen schon
|E| > |V| —1 gilt und in diesem Fall |P(E)| > 2IVI-1 = % = Q(2!V1) ist. Dadurch
sind exponentielle Laufzeiten des Algorithmus fiir die hier betrachteten Graphen immer

notwendig.

3.2.3 Komplexitatstheoretische Einordnung im Baumweitenkontext

In diesem Abschnitt werden die Grenzen der effizienten Losbarkeit im Bezug auf die Baum-
weite ausgelotet. Dass das SSTP auf Baumen, also Graphen, deren Baumweite héchstens
1 ist, in polynomieller Zeit 16sbar ist, wurde bereits in Abschnitt gezeigt. Geht man
die Baumweitenhierarchie nur ein wenig hinauf, verdndert sich der Ausblick auf die Los-
barkeit des SSTP. In diesem Abschnitt wird die zentrale Aussage getroffen, dass sich das
SSTP auf partiellen 3-Baumen — also auf Graphen mit einer Baumweite von hochstens 3
— nicht in polynomieller Zeit 16sen lasst, wenn P # NP ist. Dies wird durch eine Reduk-
tion des Steinerwaldproblems auf das stochastische Steinerbaumproblem bewiesen, die im
Folgenden beschrieben wird.

Gegeben sei eine definitionsgeméfse Fingabe fiir SFPge.. Um eine SSTPgec.-Instanz zu
konstruieren, wird der Graph {ibernommen und die Kostenfunktion der SFP 4e.-Instanz als
co verwendet. Die Menge D wird als Relation aufgefasst und ihre reflexive, symmetrische
und transitive Hiille mit D bezeichnet. Die Anzahl K der Szenarien ergibt sich aus der
Anzahl der Aquivalenzklassen von D. Fiir jede dieser Aquivalenzklassen wird eine Termi-
nalmenge T} mit den Knoten der Klasse zu der SSTPgec.-Instanz hinzugefiigt. Fiir jedes
ke{l,...,K}und e € E sei cy(e) := > cp Kco(e) + 1. Die Wahrscheinlichkeit jedes Sze-
narios wird auf % gesetzt. Fiir die Wahrscheinlichkeiten gilt dann Zszl pr =K % = 1. Die
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Kostenschranke der SFPge.-Instanz wird ohne Anderung iibernommen. Diese Reduktion

wird im weiteren Verlauf mit f bezeichnet.

Lemma 3.2.3. Die Paare aus D einer SFPgec-Instanz (x,1) sind genau dann durch einen
Teilgraphen G* von G verbunden, wenn die Terminale jedes Szenarios von f((x,1)) durch

G* verbunden sind.

BEWEIS. ,,=“: Seien zunéchst alle Paare aus D durch G* verbunden. Nach Konstrukti-
on der Szenarien ist (x1,x2) € D fiir je zwei verschiedene Knoten eines Szenarios x1 und zs.
Gilt (x1,z2) € D, so gibt es einen Weg zwischen z; und x5 in G*, da alle Paare aus D ver-
bunden sind. Ansonsten ist das Paar (z1, z2) aus Griinden der Symmetrie oder der Transi-
tivitit zu D hinzugekommen. Im ersten Fall ist also (x2,21) € D und es gibt einen Weg, der
beide Knoten verbindet. Im zweiten Fall ist das Paar wegen der Transitivitét in D enthal-
ten und es existiert eine Folge von Knoten (vy,...,vx) mit (z1,vo), (vg, x2), (vi, vit1) € D
fir 0 < ¢ < k — 1. Weil alle Paare aus D verbunden sind, sind auch alle v; mit v;41 ver-
bunden, x; mit vg, vy mit x9 und somit x7 mit xo. Der Teilgraph G* verbindet demnach
die Terminale jedes Szenarios der SSTP jec.-Instanz.

»<=" Seien nun die Terminale jedes Szenarios durch den Graphen G* verbunden. Sei
(1, x2) ein Paar aus D. Die Knoten x; und z3 sind dann in der gleichen Aquivalenzklasse
von D. Nach der obigen Konstruktion sind x1 und x2 in der Terminalmenge des gleichen
Szenarios enthalten und somit in G* verbunden. O

Die Funktion f mit der oben genannten Eigenschaft kann jetzt verwendet werden, um

die folgende Proposition zu beweisen:
Proposition 3.2.4. SFPj.. <, SSTPge.

BEWEIS. Die Reduktion f ist in polynomieller Zeit berechenbar. Es muss also noch fiir
jede Eingabe (z,1) gezeigt werden, dass (z,l) € SFPgec < f((2,1)) € SSTPgec gilt.

»,=" Fir jede Eingabe (z,l) € SFPge. gibt es einen Teilgraphen S = (Vg, Eg) des
Eingabegraphen, in dem alle Paare aus D verbunden sind und die Summe der Kantenkosten
hochstens [ ist. Somit existiert eine Losung fiir die wie oben konstruierte SSTP gec.-Instanz
durch folgende Uberlegung: Die Kanten aus Eg werden fiir Ey gewihlt und die E1, ..., Ex
bleiben leer. Da Eg alle Paare miteinander verbindet, sind mit Lemma [3.:2.3] auch die
Terminalmengen der Szenarien durch die Menge Eg verbunden und fiir den Wert der
Losung ergibt sich:

K

Z co(e)—i—Zpk Z ck(e) = Z co(e) = Z cle) <1

QES(E()) k=1 eES(Ek) eES(Eo) ecEg

»<=" Sei fur (x,l) die konstruierte Instanz f((x,l)) € SSTPge.. Es gibt also Mengen
Ey, ..., Ex von Kanten, die eine Losung fiir das SSTP ge. bilden, die zulassig ist und deren

Kostensumme die Kostenschranke von [ nicht iberschreitet.
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Gibt es i € {1,...,K}, sodass E; # () ist, so ist es moglich eine Losung kleineren
Wertes zu finden, in der alle e € F; mit 1 < ¢ < K in der ersten Phase gewéhlt werden.
Solche Kanten erzeugen dann geringere Kosten, da pici(e) = + (3 .cpKeole) +1) =
> e co(e)+ 7 > co(e) ist. Die Terminale der Szenarien bleiben aber weiterhin verbunden.
Die Mengen Ej, ..., Ex konnen demnach als leer angenommen werden.

Die Kanten aus FEjy verbinden die Terminalknoten der einzelnen Szenarien und mit
Lemma auch die Paare in D. Allerdings ist G[Ep] nicht notwendigerweise kreisfrei.
Existiert aber ein Kreis, so kann eine Kante aus dem Kreis entfernt werden. Die neue
Losung hat geringere Kosten als die vorherige und verbindet die Paare in D auf die gleiche
Weise. Der Graph G[Ep] kann also als kreisfrei angenommen werden.

Aus dieser Losung fiir das SSTPge. kann nun eine Losung S = (Vg, Eg) fiir das SFPgec
als induzierter Teilgraph der Kantenmenge Ej konstruiert werden. Fiir die Kostenschranke

[ gilt dann:

K
1> Z co(e)+2pk Z ci(e)

ec&(Eo) k=1 cc&(Ey)
= Z cole) = Z c(e)
ecE(Ep) ecEg

Proposition 3.2.5. Das SSTP%; ist NP-schwierig.

BeEwEIs. Nach [1] ist das SFPE; NP-schwierig. Durch die in Proposition gezeigte
Reduktion gilt dies auch fiir das SSTPEG?’C. O
Fiir eine Instanz fiir das SSTPge. kann in polynomieller Zeit verifiziert werden, ob eine
gegebene Losung Kosten kleiner als [ besitzt; demnach ist SSTPge. € NP. Auf partiellen

3-Baumen ist dies ebenso moglich, woraus sich ergibt:
Korollar 3.2.6. Das SSTPS? ist NP-vollstindig.

Unter Zuhilfenahme eines Algorithmus fiir die Optimierungsvariante des SSTP ist eine
SSTPgec-Instanz leicht durch Berechnung des Optimums und Vergleich des Wertes mit [
zu losen. Deshalb wiirde ein Polynomialzeitalgorithmus fiir das SSTP eingeschrankt auf

partielle 3-Bdume P = NP implizieren. Demnach gilt:

Theorem 3.2.7. Wenn P # NP ist, gibt es keinen deterministischen Algorithmus, der
das SSTP=3 in polynomieller Rechenzeit list.

Mit dem obigen Theorem ist auch die Betrachtung von Baumweiten grofser als 3 fiir
deterministische Polynomialzeitalgorithmen uninteressant geworden. Zu untersuchen blei-
ben noch die Graphen mit Baumweite hochstens 2 — also die serien-parallelen Graphen.

Um einen Algorithmus fiir diese Graphenklasse soll es in den folgenden Kapiteln gehen.
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Kapitel 3. Voriiberlegungen




Kapitel 4

Algorithmus von Wald und Colbourn
fir das STP

In ihrer Ausarbeitung ,Steiner Trees, Partial 2-Trees, and Minimum IFI Networks*[23]
beschéftigen sich J. A. Wald und C. J. Colbourn mit dem STP auf serien-parallelen Gra-
phenE] Ein zentraler Aspekt ihrer Arbeit ist die graphentheoretische Herangehensweise.
Dabei wird unter anderem herausgestellt, dass es sich bei minimalen IFI-Netzwerken um
2-Baume handelt.

Vor diesem Hintergrund stellen die Autoren einen Algorithmus vor, der das Steiner-
baumproblem auf 2-Baumen mit n Knoten in Laufzeit O(n) 16st. Um das Problem auf
serien-parallelen Graphen zu behandeln, wird der Graph zunéchst zu einem 2-Baum er-

ganzt.

4.1 Erweiterung eines SP-Graphen zu einem 2-Baum

Diese Erweiterung eines SP-Graphen zu einem 2-Baum geschieht nur durch das Hinzufiigen
von Kanten. Der Algorithmus, der fiir einen Eingabegraphen (V| E) eine Kantenmenge M
berechnet, sodass (V, E'U M) ein 2-Baum ist, kann in zwei Schritte unterteilt werden:

Im ersten Schritt (vgl. Algorithmus wird der zusammenhéngende Eingabegraph
zu einem 2-zusammenhéngenden Graphen erweitert. Durch eine modifizierte Tiefensuche
wird zuerst der DFS—Baunﬂ die Menge der Artikulationen des Graphen und fiir jede Arti-
kulation die Menge der angrenzenden Blécke bestimmt. Der Algorithmus wéahlt daraufhin
fiir jede Artikulation v unter ihren Nachfolgern im DFS-Baum einen Knoten als Représen-
tant rp fiir jeden Block B aus. Zum Schluss wird je eine Kante zwischen dem Vorgénger

p von v im DFS-Baum und allen Représentanten aufer rg mit p € B zum Graphen und

'Dort werden SP-Graphen durchgehend als partielle 2-Baume bezeichnet.
2Mit DFS-Baum ist der Baum bestehend aus den Knoten des Ursprungsgraphen und den T-Kanten der

Tiefensuche gemeint.
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zu M hinzugefiigt. Hat v keinen Vorgéanger im DFS-Baum, so kann ein beliebig gewéhlter

Représentant diese Rolle iibernehmen.

Algorithmus 4.1 Erster Schritt des Algorithmus zur Erzeugung eines 2-Baumes aus einem
SP-Graphen

Eingabe: ein zusammenhéingender, serien-paralleler Graph G = (V, E)

Ausgabe: eine Menge M C (V x V)\E, sodass (V,E U M) serien-parallel und 2-

zusammenhédngend ist

1 M+ 0

2: T <~ DFS(G)

3: Berechne Artikulationenmenge A und fiir jedes v € A die Menge der Blocke B,, die v
enthalten

4: for allv € A do

5: p < Nil

6: for all B € B, do

7 Wahle Repréasentant rp € B aus Nachfolgern von v in T

8: if p = Nil then

9: if v ist Wurzel in T then

10: p<TB

11: else

12: p < Vorfahre von v in T

13: if p ¢ B then

14: Flige Kante {p,rp} zu M und zu E hinzu

Im zweiten Schritt (vgl. Algorithmus wird M um diejenigen Kanten erweitert,
durch deren Hinzufiigen aus einem 2-zusammenhéngenden, serien-parallelen Graphen ein
2-Baum konstruiert werden kann. Dazu werden zuerst alle Knoten mit Grad 2 in eine
Queue eingefiigt. Solange der Graph mehr als drei Knoten enthélt, wird in jedem Schritt
ein Knoten aus der Queue entfernt. Der Algorithmus priift fiir diesen Knoten v, ob es
zwischen dessen Nachbarn u und w eine Kante {u,w} € E gibt. Existiert sie nicht, wird
die Kante zu dem Graphen und zu M hinzugefiigt. Daraufthin entfernt der Algorithmus den
Knoten v mit den zu ihm inzidenten Kanten aus dem Graphen und priift, ob die Knoten
uw und w nun Grad 2 besitzen und in die Queue eingefiigt werden konnen. Ist |V| = 3, so

wird die Menge M ausgegeben.

Proposition 4.1.1. Der o.g. Algorithmus berechnet fir einen SP-Graphen (V,E) eine
Menge M, sodass (V,E U M) ein 2-Baum ist. Die Laufzeit ist linear in der Anzahl der

Knoten.

BEWEIS. Im ersten Schritt werden die Kanten so hinzugefiigt, dass kein Teilgraph

homéomorph zu Ky entstehen kann. Der Graph, der durch das Hinzufiigen der Kanten aus
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Algorithmus 4.2 Zweiter Schritt des Algorithmus zur Erzeugung eines 2-Baumes aus

einem SP-Graphen

Eingabe: ein 2-zusammenhéngender, serien-paralleler Graph G = (V| E)
Ausgabe: eine Menge M C (V x V)\E, sodass (V, E U M) ein 2-Baum ist

1: Q.enqueue(alle Knoten mit Grad 2)

2: while |V| >3 do

3: v < Q.dequeue()

4 Ermittle Nachbarn v und w von v

5: if {u,w} ¢ E then

6 Fiige Kante {u,w} zu M und zu E hinzu

7: Entferne Knoten v und Kanten {v,w} sowie {v,u} aus G
if d(u) =2Au ¢ Q then

9: Q.enqueue(u)

10: if dlw)=2Aw ¢ Q then

11: Q.enqueue(w)

12: return M

diesem Schritt resultiert, ist also genau dann ein SP-Graph, wenn der Ausgangsgraph ein
SP-Graph war. Fiir jede Artikulation v sind die angrenzenden Blocke so verbunden worden,
dass nach einem Entfernen von v der Zusammenhang bestehen bliebe. Der Knoten v ist
nach dem ersten Schritt demnach keine Artikulation mehr. Da nur Kanten hinzugefiigt
werden, entstehen keine neuen Artikulationen. Der Graph besitzt nach Schritt Eins also

keine Artikulationen mehr und ist somit 2-zusammenhéngend.

Im zweiten Schritt wird der 2-zusammenhéngende SP-Graph reduziert, indem die De-
finition von 2-Bédumen in umgekehrter Richtung befolgt wird: Statt Knoten hinzuzufiigen,
werden Knoten entfernt. Der Algorithmus fiigt dabei an genau den Stellen Kanten ein, an
denen nach der Definition vorher eine Kante hétte existieren miissen, um den aktuellen
Knoten einzufiigen. Der Algorithmus reduziert den Graphen bis zum K3, der ein 2-Baum

ist. Somit werden die noch fehlenden Kanten gefunden.

Zur Korrektheit bleibt zu zeigen, dass es fiir die Anwendung des zweiten Schrittes
immer Knoten mit Grad 2 gibt. Dazu muss es nach dem ersten Schritt und nach jedem
Entfernen eines Knotens im zweiten Schritt wieder Knoten mit Grad 2 geben. Fiir den ers-
ten Teil soll gezeigt werden, dass jeder 2-zusammenhéngende SP-Graph, der mindestens
drei Knoten enthilt, auch Knoten mit Grad 2 besitzt. Sei G* ein 2-zusammenhéngender,
serien-paralleler Graph mit |V(G*)| > 2. Aufgrund des 2-Zusammenhangs besitzt jeder
Knoten mindestens Grad 2. Angenommen G* hétte keinen Knoten mit Grad 2. Also be-
sifse jeder Knoten mindestens Grad 3. Nun hat aber jeder 2-Baum nach Korollar
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Knoten mit Grad 2 und G* ist ein aufspannender Teilgraph eines 2-Baumes. Das ist ein

Widerspruch und G* muss Knoten mit Grad 2 besitzen.

Es ist noch unklar, ob nach einem Entfernen eines Knoten v in Zeile [7] des zweiten
Schrittes weiterhin Knoten mit Grad 2 existieren. Hierzu soll die Aussage bewiesen werden,
dass der 2-Zusammenhang bestehen bleibt. Sei G* nun ein 2-zusammenhéngender, serien-
paralleler Graph mit V(G*) > 3, aus dem schon Knoten entfernt wurden. Es soll die
Situation vor Ausfithrung der Zeile [7] betrachtet werden. Fiihren fiir alle Paare von Knoten
z und y aus V(G*)\{v} zwei knotendisjunkte Wege nicht tiber v, so ist der Graph nach dem
Entfernen von v weiterhin 2-zusammenhéngend. Seien also P; und P; zwei knotendisjunkte
Wege zwischen z und y und sei {z,y} N {u,w} = 0. O.B.d.A. enthalte P; den Knoten
v. Aus P; kann dann ein neuer Weg konstruiert werden, indem der Knoten v mit seinen
inzidenten Kanten entfernt und die Kante {u,w} hinzugefiigt wird (siche Abb. [d.1a]). Der
Weg P, kann diese Kante nicht verwendet haben, weil © und w Knoten aus P; sind.

Sei nun 0.B.d. A. z = w und y = w. Der Graph G* enthélt mindestens einen weiteren
Knoten a. Da G* 2-zusammenhéngend ist, existieren zwei knotendisjunkte Wege zwischen
v und a (vgl. Abb. . Dann muss der Knoten u auf einem Weg liegen und w auf
dem anderen. Daraus ergibt sich ein neuer Weg, der u mit w iiber a verbindet. Somit
ist nach jedem Entfernen eines Knotens v der Graph wieder ein 2-zusammenhéngender,

serien-paralleler Graph.

g
g

(a) (b)

Abbildung 4.1: (a) Ein Weg iiber v kann einen neuen Verlauf nehmen. (b) Spezialfall fiir x = u

und y = w

Das Finden der Blécke und Artikulationen kann mit dem Algorithmus von Hopcroft
und Tarjan aus [11] in linearer Rechenzeit in der Eingabeldnge geschehen. Da ein SP-
Graph mit n Knoten hochstens 2n — 3 Kanten besitzt, konnen im ersten Schritt nur O(n)
viele Kanten hinzugefiigt werden. In Zeile [I4] wird in jedem Schleifendurchlauf eine neue
Kante eingefiigt. Wiirde bei der Betrachtung einer Artikulation v eine Kante {p, 75} bereits
existieren, so gibe es eine Artikulation w, die entweder zwei Nachfolger p und rg oder einen

Vorgénger p und einen Nachfolger rp im DFS-Baum besitzt. Im DFS-Baum gibt es fiir
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jeden Knoten einen eindeutigen Weg von der Wurzel. Fiir den Knoten rp wéren dann
aber jeweils verschiedene Wege méglich (siche Abb. [4.2). Die Zeilen [7]-[14] werden demnach
O(n) mal ausgefiihrt. Im zweiten Schritt wird jeder Knoten genau einmal betrachtet und
pro Knoten nur eine konstante Anzahl an Operationen durchgefiihrt. Daraus ergibt sich

insgesamt eine Rechenzeit von O(n). O

B

Abbildung 4.2: Im DFS-Baum géibe es jeweils mehrere Wege von der Wurzel r zu rp.

4.2 Algorithmus zur Lésung des STP=?

Der Algorithmus von Wald und Colbourn reduziert nun, dhnlich wie schon zu Algorithmus
beschrieben, einen 2-Baum anhand seiner Definition zu K53. Dabei werden fiir Dreie-
cke vba mit d(v) = 2 Informationen iiber mogliche Steinerbdume dieses Teilgraphen in den
Halbkantenﬁ (a,b) und (b, a) gespeichert, bevor der Knoten v entfernt wird (siehe Abb. .
Diese Informationen lassen sich wiederum aus den Informationen, die fiir die Halbkanten
in {a,v} und {v, b} gespeichert werden, berechnen. Informationen zu Steinerbédumen eines

reduzierten Teilgraphen auf eine Halbkante o = (a,b) werden in sechs Variablen gespei-

3Hier werden die Kanten {a,b} in die Halbkanten (a,b) und (b, a) aufgeteilt, weil fiir die Variablen die

Richtungen der Halbkanten wesentlich sind.
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chert: st(a), dt(a), ny(a), yn(e), nn(a) und none(ar). Der Rahmen ist in Algorithmus
dargestellt.

Algorithmus 4.3 Rahmenalgorithmus fiir den Algorithmus von Wald und Colbourn
Eingabe: Instanz ((V, E),¢,T) fiir das STP, der Graph G ist ein 2-Baum
Ausgabe: eine Losung minimalen Wertes fiir das STP

1: for all « € E do

2: INITIALISIEREVARIABLEN(cv)

3: QQ.enqueue(alle Knoten mit Grad 2)
4: while |V| > 2 do > Solange noch mehr als 2 Knoten existieren

5: v+ Q.dequeue()

6: Ermittle Nachbarn a und b von v

7: PASSEVARIABLENAN (vab)

8: Entferne Knoten v und Kanten {v,a} und {v,b} aus G

9: if d(a) =2Aa ¢ Q then > Nachbarn hinzufiigen, falls aktiv geworden
10: Q.enqueue(a)

11: if d(b) =2Ab ¢ Q then

12: Q.enqueue(b)

13: return BERECHNEAUSGABE

4.2.1 Beschreibung der Variablen

v

Abbildung 4.3: Zu reduzierendes Dreieck im Algorithmus von Wald und Colbourn

Zuerst soll die Interpretation der Variablen erlautert werden. Fiir eine STP-Instanz
(G=(V,E),c,T), in der G ein SP-Graph ist, sei « = (a,b) € E und S der Teilgraph, der
im Verlauf des Algorithmus auf die Kante a reduziert wurde. Der Wert der Variablen st(«)

entspricht dann den Kosten eines Steinerbaumes fiir S, der sowohl a als auch b enthélt.
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Die Variable dt(«) speichert die Kosten zweier disjunkter Steinerbdume fiir S, welche alle
Terminale aus S enthalten und zusétzlich einer den Knoten a und der andere den Knoten
b. In ny(«) und yn(«) werden jeweils die Kosten eines Steinerbaumes fiir S gespeichert,
der b enthélt, aber a nicht bzw. a enthélt, aber b nicht. Der Wert der Variablen nn(«)
entspricht den Kosten eines Steinerbaumes fiir .S, der weder a noch b enthélt. Die Variable
none(a) hingegen speichert die Kosten eines Steinerbaumes, fiir den keine Kante aus S
gewdhlt werden darf.

Die Variablen ny, yn, nn und none kénnen so im Verlauf des Algorithmus den Wert eines
Steinerbaumes enthalten, der keine zuléssige Losung bildet. Beispielsweise ist der Steiner-
baum, dessen Wert in ny((a,b)) gespeichert wird, niemals Teil einer zuléssigen Losung,
wenn a ein Terminal ist. In diesem Fall wird dieser Variablen ein Wert von mindestens
N =3 cpcle) + 1 zugewiesen. Fiir die Variable dt hingegen gilt die Pramisse, dass die

Steinerbdume im Verlauf des Algorithmus noch verbunden werden.

4.2.2 Initialisierung der Variablen

Bevor neue Werte aus alten gewonnen werden konnen, miissen die Variablen fiir jede Kante
aus FE initialisiert werden. Zu diesem Zeitpunkt wurde noch kein Teilgraph reduziert und
die Variablen beziehen sich nur auf eine Kante.

Die einzige Moglichkeit in einem Graphen, der nur aus der Kante (a, b) besteht, einen
Steinerbaum zu finden, der sowohl a als auch b enthélt, ist die Kante selbst zu wéhlen.
Somit wird st(«) mit den Kosten fiir diese Kante initialisiert. Fiir die Variable dt(a) darf
dagegen die Kante nicht gewéhlt werden, da sonst die Knoten a und b verbunden wéren.
Dafiir entstehen keine Kosten. Allerdings darf die Variable dt nur dann Verwendung finden,
wenn im spéteren Verlauf des Algorithmus die Knoten a und b noch verbunden werden.

Fiir die restlichen vier Variablen darf die Kante (a,b) ebenfalls nicht gewéhlt werden.
Es kann aber passieren, dass Terminalknoten aus dem Steinerbaum ausgeschlossen werden.
In diesem Fall wird die Variable mit N initialisiert. Ansonsten entstehen auch hier keine

Kosten. Die Initialisierung ist in Algorithmus [£.4] dargestellt.

4.2.3 Zusammensetzen der Variablen

Fiir die Beschreibung der Berechnung der Variablen wird davon ausgegangen, dass ein
Dreieck vba wie in Abb. [.3|betrachtet wird. Dabei werden die Halbkanten mit M := (a, b),
L := (a,v) und R := (v,b) benannt. Die Teilgraphen, die auf die Kanten M, L und R

reduziert wurden, werden mit Sps, S;, und Sg bezeichnet.

Die Variable st

Um einen Baum zusammenzusetzen, der a und b verbindet gibt es vier Moglichkeiten,

die jeweils durch eine Summe von Variablen beschrieben werden kénnen. Der Wert der
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Algorithmus 4.4 Initialisierung der Variablen im Algorithmus von Wald und Colbourn

L st(a) < ()

2: dt(a) ~—0

N aeT
3: ny(a)

0 sonst

N beT
4: yn(a) <

0 sonst

N ae€TVbeT
5. nn(a) < none(a) <
0 sonst

Variablen st(M) soll dem Wert derjenigen Moglichkeit entsprechen, die den kleinsten Wert
hat. Somit kann st(M) berechnet werden durch

st(M) < min{st(M) + dt(L) + st(R
st(M) +st(L) + dt(R
st(M) + yn(L) + ny(R),
dt(M) + st(L) + st(R)}.

);
)

Y

Bei den ersten drei Moglichkeiten wird die Verbindung iiber Sjs hergestellt. Dann darf
iiber St und S keine Verbindung zwischen a und b existieren, da sonst ein Kreis entstehen
wiirde. Die letzte Moglichkeit stellt die Verbindung iiber S und Sk her und lasst dabei
eine Verbindung iiber Sy nicht zu. Der dritte Fall lisst als einzige Moglichkeit den Knoten
v aus. Die Fille sind in Abb. [£.4] dargestellt.

(a) (b)

Abbildung 4.4: Die Falle fir st im Algorithmus von Wald und Colbourn fiir das STP: Die

schraffierten Teile stellen vom Algorithmus gewéhlte Steinerbaumfragmente dar.
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Die Variable dt

Um den Wert dieser Variablen zu berechnen sind die folgenden drei Moglichkeiten in Be-

tracht zu ziehen:

dt(M) < min{dt(M) + dt(L) + st(
dt(M) + st(L) + dt(
dt(M) +yn(L) + ny(R)}

R),
R)

)

Die Falle sind analog zu den Féllen von st. Fiir die Kante M darf aber nur dt ge-
wahlt werden: Wiirde st genommen, so waren die Knoten a und b verbunden. Die hier zu
unterscheidenden Fille sind in Abb. .5 zu sehen.

Abbildung 4.5: Die Fille fiir dt im Algorithmus von Wald und Colbourn fiir das STP

Die Variablen ny und yn

Bei diesen beiden Variablen soll jeweils ein Knoten in dem Steinerbaum der Teillosung
enthalten sein und der andere nicht. Es geniigt hier die Variable yn zu beschreiben; fiir die
Variable ny verhalten sich die Falle analog. Fiir die Kante M lésst sich die Variable yn wie

folgt berechnen:

yn(M) < min{yn(M) + st(L) + yn(R),
yu(M) + yn(L) + none(R)}

Fiir M ist nur die Variable yn erlaubt. Es kann unterschieden werden, ob der Knoten
v im Steinerbaum enthalten ist oder nicht. Im ersten Fall muss zwischen a und v eine
Verbindung in S; bestehen. Fiir R darf nur yn gewihlt werden, da v im Steinerbaum
enthalten sein soll, b aber nicht. Im zweiten Fall soll v nicht Teil des Steinerbaumes sein.
Dann ist fiir L nur noch yn méglich und aus Sg darf keine Kante gew#hlt werden, da diese
sonst keine Verbindung zur restlichen Losung hétten. Die Félle sind in Abb. dargestellt.
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Abbildung 4.6: Die Fille fiir yn im Algorithmus von Wald und Colbourn fiir das STP

Die Variable nn

Bei dieser Variable diirfen sowohl a als auch b nicht im Steinerbaum vorkommen. Dafiir

gibt es die folgenden Moglichkeiten:

nn(M) < min{nn(M) + none(L) + none(R),
R),
L) +nn(R),

+yn(R)}

) + none(
none )+ (

) + nn(L) + none

(M

none(M) + none(

none(M) + ny(L)
Die ersten drei Zeilen beschreiben die Fille, in denen sich ein kompletter Steinerbaum,

der die Knoten a, b und v nicht enthélt, ausschlieflich entweder in Sy;, Sy, oder Sg befin-

det. Grundsétzlich darf der Knoten v aber im Steinerbaum enthalten sein; diese Situation

wird von der vierten Zeile abgedeckt: Von Sj; wird keine Kante gewahlt, dafiir aber ein

Steinerbaum, der den Knoten v enthélt und einen Teil von St und Sg abdeckt. Das gelingt
durch die Variablen ny(L) und yn(R). Die Félle sind in Abb. abgebildet.

Abbildung 4.7: Die Félle fiir nn im Algorithmus von Wald und Colbourn fiir das STP
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Die Variable none

Als letzte Variable speichert none den Fall, dass keine Kante aus diesem Teilgraphen ge-

wahlt wird. Die Gleichung fiir die Berechnung hat folgende Form:
none(M) < none(M) + none(L) + none(R)

Die einzige Moglichkeit, keine Kante in diesem Teilgraphen zu wéhlen, ist, in keinem

Teilgraphen Sys, Sy, oder Sg eine Kante zu wéhlen.

4.2.4 Berechnung der Ausgabe

Der Graph wird reduziert, bis G = K ist. Zum Schluss bleibt also eine Kante {a, b} bzw.
die beiden Halbkanten oo = (a,b) und (b,a). Der Algorithmus gibt nun das Minimum der
Menge {st(a),yn(a), ny(a), nn(a)} aus.

Um nicht nur die Kosten, sondern auch die Kanten einer Losung zu erhalten, kann fiir
jede Variable gespeichert werden, welche Kanten bereits gewéahlt wurden. Wird eine neue
Variable zusammengesetzt, entspricht ihre Kantenmenge der Vereinigung der Kantenmen-

gen der Variablen, aus denen sie hervorgeht.

4.2.5 Analyse des Algorithmus

In diesem Abschnitt wird bewiesen, dass der Algorithmus von Wald und Colbourn in linea-
rer Zeit in der Anzahl der Knoten einen Steinerbaum fiir einen serien-parallelen Graphen
berechnet. Dazu sei I = (G = (V, E),w,T) eine Instanz fiir das STP.

Lemma 4.2.1. Die Laufzeit des Algorithmus von Wald und Colbourn ist O(|V]).

BEWEIS. In der Initialisierung wird fiir jede Halbkante jeder der sechs Variablen ein
Wert zugewiesen. Es gibt in einem 2-Baum nach Lemma genau 2|V| — 3 Kanten und
somit O(|V]) Halbkanten. Das Testen, ob ein Knoten ein Terminal ist, und das Abfragen
der Kostenfunktion kann in konstanter Zeit geschehen. Somit benétigt die Initialisierung
eine Laufzeit von O(|V]).

Fiir jeden Knoten v mit Grad 2 sucht der Algorithmus jeweils die beiden Nachbarn
a und b und berechnet die sechs Variablen fiir die Halbkanten von {a,b} neu. Danach
entfernt der Algorithmus den Knoten v mit den zu ihm inzidenten Kanten und fiigt unter
Umsténden die Nachbarn in die Queue ein. Dies sind O(1) Operationen und insgesamt
ergibt sich fiir das Berechnen der Variablen eine Laufzeit von O(|V]). Auch das Vergleichen
der vier Variablen fiir die letzte Kante benétigt nur Laufzeit O(1). u

Lemma 4.2.2. Fir eine Instanz I, in der G ein 2-Baum ist, berechnet der Algorithmus

von Wald und Colbourn einen Steinerbaum.
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BeEwEIs. Die Korrektheit wird in zwei Schritten bewiesen: Zuerst wird gezeigt, dass
eine berechnete Losung zuléssig fiir das STP ist und danach, dass sie auch minimal ist.

Die von dem Algorithmus von Wald und Colbourn berechnete Losung ist ein Baum,
weil die Fallunterscheidungen in den einzelnen Variablen nur Bdume zulassen. Es wird an
keiner Stelle ein Kreis geschlossen und der Zusammenhang der einzelnen Teillésungen wird
ebenfalls in jedem Fall hergestellt.

Es muss noch gezeigt werden, dass jedes Terminal in der Losung liegt. Wéhrend der
Berechnung der Variablen wird ein Summand mit Kosten von N =} __pc(e) + 1 aus der
Initialisierung addiert, wenn ein Terminal ausgespart wird. Die Kosten der Losung, die der
Algorithmus von Wald und Colbourn berechnet, sind aber echt kleiner als IV, da allein
iiber die Variablen st und dt Spannbidume des Eingabegraphen getestet werden kénnen.
Diese haben Kosten, die echt kleiner als N sind.

Die Minimalitdt der von dem Algorithmus berechneten Losung beruht auf der Eigen-
schaft von 2-Baumen, dass jede Kante e = {x,y} ein 2-Separator ist. Die Komponenten
sind dabei wieder 2-Bédume [20]. Es muss fiir jede Kante e = {z,y} entschieden werden,
welche Teilmenge der Endpunkte der Kante e fiir den Steinerbaum gewahlt wird. Dafiir
gibt es nur vier Moglichkeiten.

Sollen beide Knoten gewihlt werden, so gibt es zwei Unterfélle: Werden die Knoten
x und y in einer Komponente verbunden, so entspricht dies der Variablen st. Werden
die Knoten andererseits in einer Komponente nicht verbunden, so wird der Wert dieses
Steinerbaumes in der Variablen dt gespeichert.

Wird nur einer der beiden Knoten in einer Komponente in den Steinerbaum aufgenom-
men, so gibt es keine weitere Moglichkeit. Diese Fille werden von den Variablen ny und
yn abgedeckt.

Wird keiner der beiden Endpunkte von e in einer Komponente gewéhlt, so gibt es wie-
der zwei Moglichkeiten: Erstens kann sich in einer Komponente kein Teil des Steinerbaumes
befinden; dieser Fall wird durch die Variable none berechnet. Zweitens kann sich der Stei-
nerbaum komplett in diesem Teilgraphen befinden. Den Wert eines solchen Steinerbaumes
speichert die Variable nn.

So werden fiir jede Kante alle Moglichkeiten betrachtet, die Endpunkte auszuwéhlen.
Bei dem Berechnen der Variablen wird dabei sichergestellt, dass ein Knoten entweder in
allen oder in keiner Komponente fiir den Steinerbaum gewahlt wird.

Bei der letzten Kante werden aus allen Moglichkeiten aufer dt und none gewéhlt. Die
Losung, deren Wert die Variable dt speichert, ist fiir diese Kante unzuléssig, da eine zusam-
menhéangende Losung gesucht wird. Die Losung, deren Wert die Variable none speichert,

kann zwar zuléssig sein, wird aber von der Variable nn vollstdndig abgedeckt. O

Theorem 4.2.3. Der Algorithmus von Wald und Colbourn berechnet fiir eine Instanz
(G = (V,E),w,T) fir das STPS? einen Steinerbaum in einer Laufzeit, die O(|V]) ist.
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BEWEIS. Bevor der Algorithmus fiir das STP beginnt, kann G mit dem in Abschnitt
beschriebenen Algorithmus zu einem 2-Baum erweitert werden. Die Kanten aus M erhalten
dabei Kosten N =} __pc(e) + 1. In einem zusammenhéngenden Graphen existiert immer
eine Losung fiir das STP; die Lésung hat dabei héchstens die Kosten eines Spannbaumes
fiir G und ein solcher hat Kosten, die echt kleiner als N sind. Der Algorithmus von Wald
und Colbourn wird demnach nie eine Kante aus M zur Lésung wéhlen.

Nach Proposition ist die Erweiterung in linearer Zeit in der Anzahl der Knoten
des Eingabegraphen moglich. Aus diesen Uberlegungen folgt mit den Lemmata und

die Behauptung. O
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Kapitel 5

Algorithmen fur das SSTP auf
SP-Graphen

In diesem Kapitel wird ein Algorithmus fiir das stochastische Steinerbaumproblem auf
serien-parallelen Graphen vorgestellt. Dieser beruht auf dem Algorithmus von Wald und
Colbourn und berechnet ebenso Zwischenergebnisse aus Variablen. In dem von Wald und
Colbourn beschriebenen Rahmen (vgl. Algorithmus miissen drei Komponenten ange-
passt werden: zum Ersten die Initialisierung in Zeile 2| zum Zweiten das Anpassen der
Variablen in jedem Schritt der Reduktion in Zeile [7] und als Letztes die Berechnung der
Ausgabe aus den Variablen in Zeile

Um die Methode, mit der der Algorithmus von Wald und Colbourn erweitert wurde, zu
beschreiben, soll der Algorithmus zunéchst an einer vereinfachten Variante des Problems
vorgestellt werden. Sei fiir eine Instanz eine urspriinglich zuléssige Losung gegeben, die aus
Fz’rst—Stage—Kanten[H FEy und Second-Stage-Kanten FEj fiir jedes Szenario k mit 1 < k < K
besteht. Bei dieser Variante ist diese Losung nur dann zuléssig, wenn sowohl G[Ejp| als auch
G[Eo U Ey] fir 1 < k < K zusammenhéngend sind. Dieses Problem wird mit SSTPfSS?SS

bezeichnet.

Analog zu dieser Variante und dem SSTP=? kann noch die Variante betrachtet werden,
in der G[Ey] zusammenhéngend ist, aber G[EpU Ej| nicht notwendigerweise (SSTPfSS2) und
die Variante, in der G[Ey U Ej| zusammenhéngend ist, aber G[Ep| nicht notwendigerweise
(SSTPS?). Daraus ergeben sich insgesamt vier Varianten. Sie und die Laufzeitschranken,
die sich aus den hier vorgestellten Algorithmen ergeben, sind in Tabelle dargestellt.

'In diesem Kapitel werden wegen der kompakteren Schreibweise hiufig die englischen Begriffe fiir die

erste und zweite Phase verwendet.
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G[Eo]
] nicht notwendigerweise
zusammenhéngend .
zusammenhéangend
zusammenhéngend SSTPfgfSS : ©(12Fn) SSTP=? : ©(12Fn)

G[Ey U Ey] | nicht notwendigerwei
[Eo U E] | nicht notwendigerweise SSTPE? : ©(16%n) | SSTP<2: ©(16%n)

zusammenhéngend

Tabelle 5.1: Ubersicht der Varianten mit den Laufzeitschranken der vorgestellten Algorithmen

flir einen SP-Graphen mit n Knoten bei k& Szenarien

5.1 Algorithmus fiir das SSTP;>

fs,ss

Die Variablen setzen sich fiir die erste Variante wie folgt zusammen: Fiir jedes Szenario
k und jede Halbkante « gibt es eine Menge von Variablen, wie sie schon aus dem Al-
gorithmus von Wald und Colbourn bekannt sind: sty (), dtg(«), yng(a), ny,(«), nng(a)
und noneg (a). Die Bedeutungen der Variablen bleiben wie im urspriinglichen Algorithmus
erhalten, beziehen sich aber alleine auf das Szenario k.

Sei S, der auf die Halbkante « reduzierte Teilgraph. Beispielsweise wird dann in der
Variablen sty () der Wert einer giinstigsten Losung von S, gespeichert, die aus einem Stei-
nerbaum fiir die Terminalmenge T3 NV (S,) besteht, welcher die Knoten a und b verbindet.
Als Kostenfunktion wird dafiir die mit der Wahrscheinlichkeit gewichtete Kostenfunktion
dieses Szenarios verwendet. Diese Variablen werden als Second-Stage-Variablen bezeichnet.

Die mit Hilfe der Second-Stage-Variablen berechneten Steinerbdume enthalten keine
First-Stage-Kanten. Sie konnen also unabhéngig voneinander durch die im Abschnitt iiber
den Algorithmus von Wald und Colbourn vorgestellten Regeln berechnet werden.

Zusatzlich werden fiir jede Halbkante « fiinf Variablen bzw. Variablenklassen fiir die

erste Phase hinzugefiigt:
e Die Variablen st(«) und dt(«) sowie

e fiir jede Auswahl paarweise disjunkter Mengen ST, DT, YN C {1,..., K} mit ST U
DT UYN = {1,..., K} die Variable yngt pr yn(),

e fiir jede Auswahl paarweise disjunkter Mengen ST, DT, NY C {1,..., K} mit ST U
DT UNY = {1,..., K} die Variable nygy pr ny(a) und

e fiir jede Auswahl paarweise disjunkter Mengen ST, DT, YN, NY, NN C {1,..., K}
mit ST U DT U YN U NY U NN = {1, PPN K} die Variable nnST,DT,YN,NY,NN(Ol)'

Diese Variablen werden First-Stage-Variablen genannt.
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5.1.1 Beschreibung der Variablen

Die First-Stage-Variablen beschreiben jeweils einen Fall, der in der ersten Phase auftreten
kann. Hier sei eine Instanz (G = (V, E), co, (Th, ¢k, Pk )1<k<x) fiir das SSTPE?

fs,ss

Es sei G ein 2-Baum, a = (a,b) € E und S, der Teilgraph, der im Laufe des Algorithmus

gegeben.

auf die Halbkante o reduziert wurde.

<2

st Die Variable st(c) speichert den Wert einer giinstigsten Losung fiir das SSTP 7 fiir

Sa, in der die Knoten a und b durch Kanten aus der ersten Phase verbunden sind.

(Siehe Abb.

dt Der Wert der Variablen dt(«) entspricht den Kosten einer giinstigsten Losung fiir Sy, in
der die Kanten fiir die erste Phase zwei disjunkte Baume bilden; einer dieser Bdume
enthélt a, der andere b (Siehe Abb. |5.1b)). Es ist ebenfalls erlaubt, dass keine Kante

in der ersten Phase gewéhlt wird.

7777

2777777777772

(a) st((a,b)) (b) dt((a,b))

Abbildung 5.1: Illustration der Variablen st und dt: Der schraffierte Teil stellt First-Stage-Teile
dar, wahrend die geschlangelten Linien mdogliche Second-Stage-Fragmente eines Szenarios zei-

gen.

gt pr.yN 10 yngr pryn(@) werden die Kosten einer giinstigsten Lésung (Eo, - . ., Er)
fiir S, gespeichert, in der fiir Ey # () der Knoten a in G[Ep] ist, der Knoten b hingegen
nicht. An die Lésung werden je nach Zusammensetzung der Mengen ST, DT und YN

weitere Bedingungen gestellt:
e Fiir £ € ST miissen a und b in G[Ey U Ej] sein und ein Weg in G[Ey U Ek]
existieren, der die Knoten a und b verbindet.

e Fiir kein k£ € DT darf es einen Weg in G[Ey U E}] geben, der die Knoten a und

b miteinander verbindet.

e Fiir kein Szenario k € YN darf der Knoten b in G[Ey U Ej] enthalten sein.
Die Fille sind in Abb. [5.2] zusammengefasst.

nyst pr,Ny Die Bedeutung dieser Variablen ist analog zu der Bedeutung der Variablen

YIST DT, YN-
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(b) k€ DT (c) ke YN

Abbildung 5.2: Die Unterfille fiir die Variable yngr pr yn((a, b)) fiir ein Szenario k: 1 <k < K

nngt pr,yN,NY NN Der Wert der Variablen nngt pt yn Ny, N () entspricht den Kosten
einer glinstigsten Losung fiir Sy, in der weder der Knoten a noch der Knoten b in
G[Ey] enthalten ist. Auch hier sind Bedingungen an die Second-Stage-Teillosung zu
stellen. Zusétzlich zu den Bedingungen bei yngr pr yn kommen noch die folgenden

Falle hinzu:

e Fiir kein Szenario k € NY darf der Knoten a in G[Ey U Ej] enthalten sein.

e Fiir kein k£ € NN diirfen die Knoten a oder b in G[Ep U Ej] enthalten sein.

Die Bedingungen fiir die Variable nngt pr yNn,Ny NN sind in Abb. [5.3] dargestellt.

Sowohl bei den First- als auch bei den Second-Stage-Variablen ist es wie beim Algo-
rithmus von Wald und Colbourn méglich, dass die Variablen Werte einer Lésung speichern
sollen, die fiir die SSTP-Variante nicht zuléssig ist. Diese Variablen erhalten dann mindes-
tens einen Wert von

K
N := Zmax {Zpkck(e),co(e)} + 1.

ecE k=1

5.1.2 Initialisierung der Variablen

Die Second-Stage-Variablen werden wie im urspriinglichen Algorithmus initialisiert (siehe
Algorithmus . Die Initialisierung der First-Stage-Variablen wird in diesem Abschnitt
im Detail beschrieben. Sei dafiir eine Instanz (G = (V, E), co, (T, ¢k, Pk)1<k<k) fiir das
SSTPfSS?SS gegeben. Der Graph G sei ein 2-Baum. Die First-Stage-Variablen werden dann
ebenfalls fiir jede Halbkante o = (a,b) € E initialisiert (vgl. Algorithmus [5.2).

Der Wert der Variablen st(«) wird auf co(a) gesetzt, weil die einzige Moglichkeit, die
Knoten a und b durch einen Weg aus First-Stage-Kanten zu verbinden, darin besteht, diese
Kante zu wihlen. Die Variable dt(a)) wird auf 0 gesetzt, da sonst durch die Wahl der Kante

die Knoten a und b miteinander verbunden wéaren.
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(d) k € YN (e) k € NY

(f) ke NN

Abbildung 5.3: Die Unterfille fiir die Variable nngr pryn ~ny,nN((@, b)) fiir ein Szenario k: 1 <
k<K

Fiir die Variable yngt pyn(a) darf die Halbkante o nicht in der ersten Phase ge-
wiahlt werden; ansonsten wére der Knoten b in G[Ey| enthalten. Der Wert der Variablen
yngt pr,yn (@) wird zu N, falls fiir ein Szenario k € YN der Knoten b € T}, ist. Dann kommt
dieses Terminal endgiiltig nicht mehr in der Losung fiir dieses Szenario vor und die Losung
ist somit nicht zuléssig. Ist £ ¢ YN und b € T}, so wird durch die Second-Stage-Béaume
gesichert, dass der potentielle Terminalknoten b in dem jeweiligen Szenario verbunden ist.
Fiir Szenarien k € DT gilt wieder die Préamisse, dass die Knoten a und b im Verlauf des
Algorithmus noch verbunden werden und somit immer giiltige Losungen entstehen. Die
Kosten, die sich dann ergeben, errechnen sich aus den Szenarien, die in der Menge ST
vorkommen: Fiir £ € ST sollen die Knoten a und b durch First- und Second-Stage-Kanten
verbunden sein, was nur moglich ist, wenn die Halbkante « in der zweiten Phase gewéhlt
wird. Die Kosten sind demnach ), -qp prcx(c). Szenarien in DT kommen hier nicht weiter
in Betracht, da durch das Wéahlen der Halbkante o in der zweiten Phase fir £ € DT die
Knoten a und b in dem Teilgraphen, der nur aus dieser Kante besteht, verbunden wéren.

Fiir die Variable nygy p ny gelten aus Symmetriegriinden die gleichen Uberlegungen.
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Algorithmus 5.1 Initialisierung der Second-Stage-Variablen in dem Algorithmus fiir die
erste Variante des SSTP
Eingabe: eine Instanz (G = (V, E), co, (T, ¢k, k) 1<k<k ) und die zu initialisierende Halb-
kante a = (a, b)
1: for k:1 <k <K do
2: stg(a) < preg(a)
3: dtg(a) « 0

N beT;
4: yng (o) <

0 sonst

N acT;
5: ny (o) <

0 sonst

N acT,VvbeTy

6: noneg (o) <

0 sonst

Auch fiir die Variable nngt pr yN Ny NN(a) darf die Halbkante o nicht in der ersten
Phase gewédhlt werden, da sonst sowohl a als auch b in G[Ep] enthalten wiren. Der Wert
von nngt pT,yN,NY,NN () wird ebenfalls zu IV, falls ein Terminal eines Szenarios endgiiltig
nicht mehr in der Losung vorkommen kann. Das geschieht erstens, wenn fiir ein Szenario
k € NN ein Knoten a oder b Terminalknoten ist, also {a,b} N T} # 0. Zweitens wird ein
Terminal ausgelassen, wenn fiir £ € YN der Knoten b in der Terminalmenge des Szenarios
k ist. Oder drittens — analog zum zweiten Fall — wird ein Terminal ausgespart, wenn fiir
k € NY der Knoten a € T ist. Die Kosten ergeben sich wie fiir die Variable yngr pr yn(a):
Sie entsprechen der Summe der durch die Wahrscheinlichkeiten gewichteten Second-Stage-
Kosten der Kante in allen Szenarien mit £ € ST, da eine Verbindung zwischen a und b
iiber diese Kante in diesem Szenario hergestellt werden muss. Wird kein Terminalknoten
ausgeschlossen, so erzeugen Szenarien in den Mengen YN, NY und NN keine weiteren
Kosten, weil fiir diese Szenarien keine Kante gewéhlt werden darf. Szenarien in der Menge
DT erzeugen ebenfalls keine Kosten, da weder die Knoten a oder b ausgeschlossen werden —
unter der Pramisse, dass die Knoten a und b noch verbunden werden —, noch die Halbkante

« gewahlt werden darf.

5.1.3 Zusammensetzen der Variablen

Um die Variablen im Laufe des Algorithmus aus alten Variablen zu berechnen, sind einige
Fallunterscheidungen notig. Wie im Algorithmus von Wald und Colbourn werden dafiir
Gleichungen angegeben. Die Bezeichnungen sind wie im urspriinglichen Algorithmus gege-
ben und beziehen sich auf das Dreieck vba aus Abb. Die Halbkanten (a,b), (a,v) und
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Algorithmus 5.2 Initialisierung der First-Stage-Variablen in dem Algorithmus fiir die

erste Variante des SSTP
Eingabe: eine Instanz (G = (V, E), co, (T, ¢k, k) 1<k<k ) und die zu initialisierende Halb-

kante a = (a, b)

1: St(a) — Co(Oé)

2: dt(a) ~—0
3: for all ST UDT U YN = {1,...,K} do
N dke YN:be Ty
4: n ) <
y ST,DT,YN( ) S prer(a)  somst
kEST
5. for all STUDT UNY ={1,...,K} do
N dkeNY:aeT;
6: nygr pr,Ny (@) <

> prer(a)  sonst
keST

7. for all STUDT U YN UNY UNN ={1,...,K} do
Jdke YN:be T,V
N dkeNY:aeT,V

8: nn ) <
ST,DT,YN,NY,NN () dkeNN:aceT,Vbe T,

> prer(a)  sonst
keST

(v,b) werden mit M, L und R bezeichnet und die auf sie reduzierten Teilgraphen mit Sy,
S, und Sg.

Die Variablen st und dt

Fiir die Variable st gibt es fiir die First-Stage-Teillosung die gleichen Moglichkeiten wie im
Algorithmus von Wald und Colbourn, die schon in Abb. zu sehen waren. Allerdings
gibt es die Variablen yn und ny nicht in der Form, wie sie im urspriinglichen Algorithmus
vorkommen. Stattdessen wird dafiir eine Menge von Summen hinzugefiigt, die hier als S5t

bezeichnet wird.

st(M) + min({st(M) + dt(L) + st(R), (5.1)
st(M) + st(L) + dt(R), (5.2)
dt(M) + st(L) + st(R)} (5.3)
U S™) (5.4)

Die Menge S® bildet den Fall ab, in dem fiir die Halbkante M die Variable st ge-

withlt wird und fiir die Halbkanten L und R jeweils die Variablen yngr, pr, yn, (L) und
nysr, DT NY, (1) (vgl. Abb. [4.4d). Fiir die Variable yngr, pr, yn, (L) und die Variable
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NYST, DT x.NY ; ([2) sind aber nur bestimmte Auswahlen von Szenarien fiir die Mengen ST/,
DT}, und YN[, sowie fiir die Mengen STg, DTz und NY moglich. Die Menge S kann

somit wie folgt beschrieben werden:

8% := {st(M)+yngr, pr, v~, (L) + 051, pTs Ny, (R) |

ViI<kE<K:
ke YNL Ak e NYRV (5.5)
ke ST, ANk eDTrV (5.6)
ke DT ANk e STr} (5.7)

Ist der First-Stage-Baum aus den Losungen von st(M) und aus den induzierten Lo-
sungen der Variablen yngt pp yn(L) und nygr pr ny(R) zusammengesetzt, gibt es fiir ein
Szenario drei Moglichkeiten, wie die Second-Stage-Béume gewahlt werden kénnen: Die ers-
te Moglichkeit ist, dass diese Bdume — verbunden mit der First-Stage-Teillosung — den
aktiven Knoten v nicht verwenden (vgl. Zeile und Abb. . Diirfen die Second-Stage-
Fragmente den Knoten v beinhalten, so gibt es zwei weitere Félle: Entweder kann die
Verbindung iiber S, geschehen (vgl. Zeile und Abb. oder der Knoten kann iiber
Sk angebunden werden (vgl. Zeile und Abb. .

Fiir die Variable dt gilt dies im Wesentlichen analog zu der Variablen st. Es ist dabei
jeweils der erste Summand durch dt(M) zu ersetzen (vgl. Illustration der Fille in Abb.
4.5)). Die Zeile ist bei der Berechnung der Variablen dt allerdings nicht mdéglich, da
sonst die Knoten a und b miteinander verbunden wéren. Auch fiir die Variable dt gibt es
eine Summe S, die den Fall abdeckt, dass v nicht in G[E] enthalten ist; in dieser muss
wiederum der erste Summand durch dt(M ) ausgetauscht werden. Die Variable dt(M) kann

also folgendermafen berechnet werden:

dt(M) < min({dt(M) + dt(L) + st(R),
dt(M) + st(L) + dt(R)}
U Sdt)

Die Variablen yn und ny

Fiir die Variable yn sind ebenfalls in der ersten Phase dieselben Fille moglich, wie im
Algorithmus von Wald und Colbourn (vgl. Abb. . Beide Fille greifen auf die Variable
yn zuriick und benotigen somit eine Fallunterscheidung in der zweiten Phase. Die Falle

werden wieder mit Mengen von Summen beschrieben. So lasst sich yn wie folgt berechnen:

ynST,DT,YN (M) < min (S{H(ST, DT, YN) ) S%]n(ST, DT, YN))



5.1. Algorithmus fiir das SSTPS>

fs,ss

45

(a) Zeile (b) Zeile (c) Zeile

Abbildung 5.4: Fille, die die Summen der Menge S®t fiir ein Szenario k abdecken

Die erste Menge von Summen S8}" (ST, DT, YN) steht fiir die Moglichkeiten, den Knoten
v mit in den First-Stage-Teil aufzunehmen (vgl. Abb. [4.6a). Sie hat dann die Form

S(ST, DT, YN) := {yngr,, pr,,; vy~ (M) +st(L) + yngr, pry yng (R) |

Vk e ST :
k€ STy Ak e DTRV (5.8)
ke DTy Ak e STg, (5.9)
Vk e DT : ke DTy Ak e DTp, (5.10)
Vk € YN:k e YNy Ak e YNg}. (5.11)

Fiir Szenarien k£ € ST sind zwei Félle in der zweiten Phase moglich: Die Verbindung
zwischen a und b kann {iber die Teilgraphen Sj; oder Sk geschehen. Fiir die jeweils andere

Halbkante muss k in DTg bzw. k in DT, gewahlt werden, da sonst ein Kreis entstehen

wiirde (vgl. Abb. und Zeile bzw. Abb. und Zeile [5.9).

Ist £ € DT, so darf es fiir das Szenario k keinen Weg in G[Ey U Ej| geben, der die
Knoten a und b miteinander verbindet. Da der Knoten a in G[Ey] enthalten ist, darf es
demnach keine Verbindung zwischen b und der First-Stage-Losung geben. Von dem Knoten
b diirfen aber Baume aus Second-Stage-Kanten ausgehen (vgl. Abb. und Zeile .
Diese werden im spéteren Verlauf des Algorithmus mit der Teillésung aus Kanten der ersten

Phase verbunden.

In dem Fall, dass k& € YN ist, darf b nicht in G[Fy U E}] enthalten sein. Die Losung ist

wie fiir £ € DT mit der Ausnahme, dass von b keine Second-Stage-Bidume ausgehen diirfen

(vgl. Abb. und Zeile [5.11]).
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(a) k€ ST: Zeile[s.§  (b) k € ST: Zeile[5.9| () k€ DT: Zeilep.10] () k € YN: Zeile[5.11]

Abbildung 5.5: Fille, die die Summen der Menge S}" fiir ein Szenario k abdecken

Die zweite Menge von Summen 83" (ST, DT, YN) erfasst die Fille, in denen v nicht in
G|Ey| enthalten ist (vgl. Abb. [4.6b)), und hat die Form

K
Sgyn(ST’ DT, YN) := {YHSTM,DTM,YNM(M) + ynSTL,DTL,YNL(L) + ZVaFk(R) \
k=1

Vk e ST :
ke STy ANk € YN Avarg = ny,V (5.12)
ke STy ANk e ST Avary = dtgV (5.13)
ke STy ANk € DT Avary = stpV (5.14)
k€ DTy ANk € STy, A vary = sty, (5.15)
Vk e DT :
ke DTy Ak € YN Avarg = ny,V (5.16)
ke DTy Ak € ST A vary, = dtg, (5.17)
ke DTy ANk € DT A vary, = stV (5.18)
Vk € YN :
k € YNy Ak € YN A varg = nonegV (5.19)
ke YNy Nk e STy, Avark:ynk}. (5.20)

Hierbei wird fiir die Halbkante R fiir jedes Szenario eine Second-Stage-Variable gewahlt.
Dies geschieht durch die Variable varg(R), welche fiir jedes Szenario k jeweils fir eine der
Second-Stage-Variablen sty (R), dtg(R), yng(R), nyi(R) oder noneg(R) stehen kann. Die
Losungen, fiir die diese Variablen stehen, sind fiir jedes Szenario unabhéngig von den
Losungen fiir die anderen Szenarien. Die Werte kénnen somit aufsummiert werden.

Ist ein Szenario k € ST, so existieren fiir G[EyU Ej| die gleichen Félle, wie im Algorith-

mus von Wald und Colbourn fiir die Steinerbdume, die fiir die Variable st unterschieden

werden miissen (vgl. Abb. [5.6a]-[5.6d und Zeilen [5.12]-5.17)).
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(a) k€ ST: Zeile[p19  (b) k € ST: Zeile[5.13 () k € ST: Zeile[p.14]  (d) k € ST Zeile 5.1

() k€ DT: Zeiles.16)  (f) k € DT: Zeile[5.17  (g) k € DT: Zeile[5.15]

(h) k€ YN: Zeile[s.19] (i) k € YN: Zeile .20]

Abbildung 5.6: Fille, die die Summen der Menge 83" fiir ein Szenario k abdecken

Das Gleiche gilt fiir Szenarien k € DT und die Variable dt (vgl. Abb. [5.6¢-5.6¢ und
Zeilen [5.16]-[5.18)) und fiir Szenarien k € YN und die Variable yn (vgl. Abb. [5.6hl-5.6] und
Zeilen |5.19-5.20)).

Die Variable nn

Die Félle fiir die erste Phase sind fiir die Variable nn wie im Algorithmus von Wald und
Colbourn gegeben (vgl. Abb. . Auch bei dieser Variablen sind einige Unterfélle zu un-
terscheiden. Die Berechnung benétigt vier Mengen von Summen, deren Minimum bestimmt

werden muss:

4
nngr p1,yN Ny NN (M) < min | | SP*(ST, DT, YN, NY, NN)
=1
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Die ersten drei Mengen stehen fiir die Félle, in denen sich Fy vollstandig in Sps, St oder
Sk befindet. Hier muss zwischen dem Teilgraphen Sj; und den Teilgraphen Sy und Sg
unterschieden werden. Die vierte Menge bildet den Fall ab, dass Kanten aus S; und Sg
gewéahlt werden diirfen, sodass v in G[Ep| enthalten ist.

Die Menge S beschreibt den Fall, dass sich die First-Stage-Kanten in Sps befinden

(vgl. Abb. [4.7a)):

S™(ST,DT,YN,NY,NN) := {HHSTM,DTM,YNM,NYM,NNM (M)+

K K
Zvarﬁ(l)) + Zvarf(R) ]
k=1 k=1

Vk € ST :
k € STy Avark = yn, Avarf = ny,V (5.21)
k € STy Avark = sty A varlt = dtgV (5.22)
k € STy Avark = dtg A varl = stV (5.23)
k€ DT A vark = sty A varf = sty, (5.24)
Vk e DT :
k € DTy Avark = yn, Avarl = ny,, (5.25)
ke DTy A V&rﬁ =stp A V&I‘E = dtV (5.26)
k € DTy Avark = dty, A varf = stV (5.27)
Vk € YN :
k € YNy Avarf = yn, A vary = noneyV (5.28)
k € YNy Avark = sty Avarl = yny, (5.29)
Vk € NY :
k € NY s A vark = noney A varlt = ny, Vv (5.30)
k € NY s Avark = ny, A varl! = sty (5.31)
Vk € NN :

k € NNys A vark = noney A varlt = nonek} (5.32)

Auch hier werden fiir die Halbkanten L und R Kombinationen von Second-Stage-
Variablen durch Summen der Variablen varZ (L) und varf(R) beschrieben. Fiir ein Szenario
k steht die Variable vark (L) fiir eine der Second-Stage-Variablen sty (L), dty(L), yng(L),
nyy(L) oder noney (L) sowie die Variable varf(R) fiir sty (R), dtx(R), yng(R), ny(R) oder
noneg(L).

In den Zeilen [5.21]-{5.31] bzw. Abb. [5.7al-[5.7¢] und [5.71-[5.7] sind fiir ein Szenario k
und fiir den Graphen G[Ey U Ej] wieder die Falle aus dem Algorithmus von Wald und
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(g) k € DT: Zeile[p.27  (h) k € NN: Zeile 5.3

(i) k€ YN: Zeiles.2d  (§) k € YN: Zeile[5.29]

Abbildung 5.7: Fille, die die Summen der Menge Si™ fiir ein Szenario k& abdecken

(k) k€ NY: Zeile5.30 (1) k € NY: Zeile[5.31]

Colbourn zu erkennen. Fiir alle Szenarien k£ € NN ist es in der zweiten Phase aber nur
moglich Kanten aus Sy zu wéhlen (vgl. Abb. und Zeile [5.32). Werden Kanten aus
St oder Sy fiir das Szenario k in der zweiten Phase gewahlt, so konnen diese nicht mehr
mit den in der ersten Phase gewahlten Kanten verbunden werden, da die Knoten a und b

nicht verwendet werden diirfen.
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Exemplarisch fiir die Félle, in denen sich der First-Stage-Teil der Losung in einem der
Teilgraphen Sy, oder Sg befindet (vgl. Abb. und [4.7¢)), ist hier die Menge S5 fiir den

ersten der beiden Félle angegeben. Fiir den zweiten Fall ist die Menge S3™ analog definiert.

K
SI(ST,DT, YN,NY,NN) := { > varp! (M)+
k=1

K
NS, DT, YN, NY, NN, (D) + Y varf(R) |
k=1

Vk € ST :
vary! = sty Ak € STy A varf = dt,V (5.33)
vary! = dty Ak € ST A varl = stV (5.34)
vary! = st Ak € DT Avark = stV (5.35)
vary! = st Ak € YN Avarl = ny,, (5.36)
Vk € DT :
vary! = dty Ak € YN A varl = ny, v (5.37)
vary! = dty A k € DT A varl = stV (5.38)
varyl = dty Ak € ST A varl = dty, (5.39)
Vk € YN :
vary! = yn, Ak € YNz A varf = none,V (5.40)
varyl = yn, Ak € STy Avark = yn, (5.41)
Vk e NY :
var)! = ny, Ak € NYp Avarf = sty, (5.42)
Vk € NN :

vary! = noneg A k € NN A varl! = nonepv  (5.43)
M _ R _
var, =noney Ak € NYp Avary, = ynk} (5.44)

Die Zeilen [5.33-p.42] beschreiben wieder Fille, wie sie auch im Algorithmus von Wald
und Colbourn vorkommen. Fiir ein Szenario k£ € NY ist im Gegensatz zu den Mengen
St der Fall, in dem v nicht in G[E})] enthalten ist, nicht moglich. Sonst entstiinde die
Forderung, dass der Knoten b in G[Ej| enthalten sein miisste, die Knoten a und v aber
nicht. Dann wire aber keine Verbindung zwischen dem First-Stage-Teil, der sich in Sy,
befindet, und dem Knoten b méglich (vgl. Abb. .

Allerdings ist fiir Szenarien £ € NN eine Mdglichkeit gegeniiber S7™ hinzugekommen:
Neben dem Fall, in dem sich Ey U Ej vollstandig in Sy befindet (vgl. Zeile , gibt
es auch den Fall, dass der Knoten v in G[Ej] ist und der Second-Stage-Baum zusitzlich
Kanten aus Si verwenden darf (vgl. Abb. und Zeile [5.44)).
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Abbildung 5.8: Ausgewahlte Fille, die die Summen der Menge S3™ fiir ein Szenario k abdecken

Der letzte Fall fiir die Variable nn im Algorithmus von Wald und Colbourn beschreibt
die Moglichkeit, dass v in G[Ep] ist und G[Ep] Kanten aus Sz, und Sg enthalten darf (vgl.
Abb. 4.7d). Dieser Fall wird durch die folgende Menge von Summen abgedeckt:

K
Sy"(ST,DT,YN,NY,NN) := { Zval"k(M) +1yst, pr, Ny, (L) + Y087, DTS vNg (1) |
k=1

Vk e ST :

vary = sty Ak € STp Ak e DTRrV (5.45)

varg = sty Ak € DT Ak € STrV (5.46)

vary = dtg Ak € STp Ak € STk, (5.47)
Vk e DT :

vary = dty ANk € STy Ak € DTV (5.48)

vary = dtg Ak € DT Ak € ST, (5.49)
Vk e YN :

vary = yn, Ak € STy Ak € YNg, (5.50)
Vk € NY :

vargy =ny, ANk € NY, ANk € STpg, (5.51)
Vk € NN :

varp, = nonep, Ak e NYp Ak € YNR} (5.52)

Fiir Szenarien £ € ST kann die Verbindung der Knoten a und b wie im Algorithmus
von Wald und Colbourn hergestellt werden (vgl. Abb. f sowie Zeilen 7.
Der Fall fiir die Variable st, in dem der Knoten v ausgelassen wiirde, ist allerdings nicht
moglich, da dadurch auch die First-Stage-Teillosung ausgelassen werden miisste. Dieser
Fall existiert auch fiir die Variablen dt, yn und ny und ist somit aus dem gleichen Grund
fiir Szenarien k € DT, kK € YN und k£ € NY nicht méglich.
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Fir k € NN ist nur der Fall zu betrachten, in dem sich noch Second-Stage-Kanten
in den Teilgraphen S und Sg befinden (vgl. Abb. und Zeile [5.52)). Sonst wére die
Verbindung zu dem First-Stage-Teil der Losung nicht moglich.

(b) k € ST: Zeile (c) k € ST: Zeile (d) k € NN: Zeile[5.5

(e) k € DT: Zeile (f) k € DT: Zeile () k € YN: Zeiles.50]  (h) k€ NY: Zeile[5.51]

Abbildung 5.9: Fille, die die Summen der Menge S}" fiir ein Szenario k abdecken

5.1.4 Berechnung der Ausgabe

Wie im Algorithmus von Wald und Colbourn wird der Graph auf eine Kante {a, b} redu-
ziert, die aus den Halbkanten (a,b) = « und (b, a) besteht. Der Algorithmus gibt dann das

Minimum der folgenden Menge aus:

{st(a)} U (5.53)
{yngr pryn(@) | STUYN ={1,...,K},DT =0} U (5.54)
{nysrpray(@) [STUNY ={1,...,K},DT =0} U (5.55)
{nnstpryNNyan(@) | ST U YN UNY UNN = {1,...,K},DT = 0} U (5.56)

K
{ Zvark(oz) |Vk e {1,...,K} : varg(a) = min{stk(a),nyk(a),ynk(a),nnk(a)}} (5.57)
k=1

Auch in diesem Algorithmus kann das Berechnen der Variablen so modifiziert werden,
dass die Wahl der Kanten gespeichert wird. Die Kantenmenge einer Variablen entspricht
dann der Vereinigung der Kantenmengen der Variablen, aus denen sie hervorgeht. Dabei

muss unterschieden werden, welche Kanten in der ersten und welche in der zweiten Phase
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gewahlt werden. Jede Variable erhélt somit eine Menge von First-Stage-Kanten und fiir

jedes Szenario eine Menge von Second-Stage-Kanten.

5.1.5 Analyse des Algorithmus

Die Analyse des Algorithmus geschieht analog zum Algorithmus von Wald und Colbourn
in drei Schritten: Zuerst wird die Rechenzeit betrachtet, danach die Korrektheit auf 2-
Baumen und im letzten Schritt wird der Algorithmus aus Abschnitt verwendet, um die
Rechenzeit und die Korrektheit fiir das SSTP=2

fss 21 zeigen.
Lemma 5.1.1. Fir eine Instanz (G = (V, E), co, (T, ¢k, pr)1<k<k) fir das SSTP, in der
G ein 2-Baum ist, hat der in diesem Abschnitt vorgestellte Algorithmus eine Laufzeit, die

O(12K V) st.

BEWEIs. Fiir die Variablen st und dt gibt es je eine Variable pro Halbkante. Fiir die
Variablenklassen yngp pryyn und nygr pr ny hingegen gibt es so viele Variablen fiir je-
de Halbkante, wie es Auswahlen von Mengen ST, DT und M € {YN,NY} gibt, sodass
STUDT UM ={1,..., K} ist, also je 3% Variablen. Ebenso lisst sich feststellen, dass es
5% Variablen des nn-Typs pro Halbkante gibt. Bei der Initialisierung wird den Variablen
jeder Halbkante jeweils ein Wert zugeordnet. Die Initialisierung jeder einzelnen Variable
benoétigt eine Laufzeit von ©(K). Die fiinf Second-Stage-Variablen fiir jedes Szenario und
jede Halbkante machen dabei einen zusétzlichen Aufwand von O(K|V]) aus. Die Initiali-

sierung hat somit eine Laufzeit von (5% K|V|).

Um die Variablen zu berechnen, miissen im Laufe des Algorithmus die Summen in
den Mengen berechnet und ein Minimum bestimmt werden. Fiir die Variablen st und dt
gibt es dabei zuniichst 3 bzw. 2 Moglichkeiten und die Summen in 8% bzw. S, Es ist
|55t = |S%|, da die Mengen die gleichen Fille abdecken. Fiir jedes k € {1,..., K} gibt
es drei Moglichkeiten, wie die Second-Stage-Badume zusammengesetzt werden. Damit ist
|55t = 3K,

Fiir eine Variable yngp pr vy ist die Anzahl der Moglichkeiten, also die Kardinalitédten
der Mengen 8" (ST,DT, YN) und S&"(ST,DT,YN), von den Mengen ST, DT und YN
abhingig. Es ist

|SY™(ST, DT, YN)| = 2/STIIDTIIYN]

und

SY™(ST, DT, YN)| = 4/STI3IDTIgI¥YN]
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Es gibt %,'c, Moglichkeiten die K Szenarien in Mengen aufzuteilen, die eine feste Grofe
von |ST| = a, [DT| = b und |[YN| = ¢ besitzen. Wird nun iiber alle |S}"(ST,DT, YN)|

summiert, ergibt sich:

> SPETDTYN= > 28T
STUDTUYN={1,...,K} STUDTUYN={1,...,K}

K' a b c
= > a2 Ut

a+b+c=K

=2+1+ 1)K =4F

Die vorletzte Identitdt folgt aus dem Multinomialtheorem. Somit erzeugen alle Mengen
S{"(ST, DT, YN) zusammen 4% Fille. Durch die Mengen S (ST, DT, YN) sind demnach
zusammen 9% Fille zu unterscheiden. Fiir die Variable nysp pr,Ny existieren aus Symme-
triegriinden die gleichen Félle. Analog gibt es fiir die Mengen S7*(ST, DT, YN, NY, NN),
S3"(ST,DT, YN,NY,NN) und S§*(ST,DT, YN, NY,NN) jeweils zusammen 125 und fiir
die Mengen S*(ST,DT, YN, NY,NN) zusammen 8% Méglichkeiten.

Zur Berechnung der Ausgabe muss das Minimum aus 1 + 2 - 25 4+ 4K 4+ 4K Werten

bestimmt werden, was eine Laufzeit von O(4%) addiert. O

Lemma 5.1.2. Der in diesem Abschnitt vorgestellte Algorithmus berechnet auf 2-Bdumen

<2

eine minimale Losung fir das SSTP ..

BEWEIS. Es muss gezeigt werden, dass die berechnete Losung zuldssig und minimal
ist. Die First-Stage-Losung, die der hier vorgestellte Algorithmus berechnet, ist ein Baum,
da sie mit den gleichen Regeln wie im Algorithmus von Wald und Colbourn berechnet
wird. Fiir jedes Szenario k € {1,..., K} ist durch die Fallunterscheidungen gesichert, dass
die Second-Stage-Badume mit dem First-Stage-Teil verbunden sind. Genauso sorgen die
Fallunterscheidungen dafiir, dass fiir jedes Szenario der Graph, der durch die Vereinigung
aus First- und Second-Stage-Kanten induziert wird, keine Kreise enthélt.

Ist bei der Initialisierung fiir ein Szenario k ein Terminal v € T}, nicht in der First- oder

Second-Stage-Losung, so erhilt diese Variable den Wert

K
N = Zmax {Zpkck(e),co(e)} + 1.
k=1

ecE

Im Laufe des Algorithmus wird N als Summand bei Variablen addiert, die mindestens
eine Variable verwenden, welche fiir eine Losung steht, die ein Terminalknoten in einem
Szenario ausspart. Also haben alle Losungen, die ein Terminal auslassen, mindestens Kos-

ten N. Durch die Variablen st und dt kénnen aber wie im Algorithmus von Wald und
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Colbourn Spannbdume des Eingabegraphen getestet werden, die ausschlieflich aus First-
Stage-Kanten bestehen. Deren Kosten sind aber echt kleiner als N und somit werden immer
auch Losungen gefunden, die alle Terminale in den einzelnen Szenarien verbinden.

Die Minimalitdt der Losung ldsst sich analog zu Lemma [£.2.2] zeigen. Dazu wird die
zentrale Eigenschaft von 2-Baumen verwendet, dass jede Kante e = {x, y} ein 2-Separator
des Graphen ist und dass die dadurch induzierten Komponenten wieder 2-Béume sind [20)].
Fiir jede Kante e = {x, y} muss im Algorithmus entschieden werden, ob die Endpunkte in
der ersten Phase, in der zweiten Phase oder gar nicht verwendet werden. In dem Algorith-
mus wird zuerst vollstédndig nach der ersten Phase unterschieden; dies geschieht genauso
wie im Algorithmus von Wald und Colbourn. Die Félle in der zweiten Phase sind dann
Unterfélle der Fille der ersten Phase.

Zunéchst ist es moglich, beide Knoten in der ersten Phase zu wahlen. Analog zu Lemma
[4:2.2) kann nun differenziert werden, ob die Verbindung zwischen = und y in einer Kom-
ponente hergestellt wird — dafiir steht die Variable st — oder ob der Zusammenhang in
einer Komponente nicht hergestellt wird, was der Bedeutung der Variablen dt entspricht.
Fiir die zweite Phase gibt es dabei keine Moglichkeiten, weil es keine weitere Verbindung
zwischen x und y iiber die zweite Phase geben darf, da sonst ein Kreis geschlossen werden
wiirde.

Wird nur einer der beiden Knoten in die erste Phase aufgenommen — was der Bedeu-
tung der Variablen yngp pr yn oder nygr pr ny entspricht —, existieren fiir die erste Phase
keine weiteren Falle. Allerdings gibt es in der zweiten Phase jetzt zwei Moglichkeiten. Sei
0.B.d.A. z der Knoten, der in der ersten Phase verbunden wird. Es reicht diesen Fall fiir
die Variable yngr pp yn zu betrachten.

Entweder der Knoten y wird in der zweiten Phase fiir ein Szenario k£ angebunden oder y
kommt endgiiltig nicht mehr in der Losung fiir dieses Szenario vor. Wird y in einem Szenario
k € {1,..., K} nicht aufgenommen, so ist dieser Fall mit k& € YN abgedeckt. Wird y fiir
ein Szenario k in die Losung fiir die zweite Phase aufgenommen, so muss eine Verbindung
in G[Ey U Ey| zwischen den Knoten z und y hergestellt werden. In der Komponente, in
der die Verbindung hergestellt wird, kann dafiir £ € ST gewéhlt werden, in den anderen
ke DT.

Werden beide Knoten nicht in der ersten Phase gewédhlt, so ist zu unterscheiden, ob in
einer Komponente keine Kante gewahlt wird, oder ob sich alle Kanten der ersten Phase in
einer Komponente befinden. Der Fall, in dem es optimal ist, in einer Komponente keine
Kante in der ersten Phase zu wihlen, wird durch die Second-Stage-Variablen nach Lemma
[4:2.2] vollstandig abgedeckt.

In dem anderen Fall befinden sich die First-Stage-Kanten vollstdndig in einer Kompo-
nente. Dieser Fall wird durch die Variablen nngt pt yn Ny, NN abgedeckt. Es muss dann
zwischen den Féllen unterschieden werden, die sich daraus ergeben, welche Teilmenge der

Knoten x und y in der zweiten Phase in welchem Szenario gewéhlt wird. Es entstehen fiir
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die zweite Phase die gleichen Félle wie im Algorithmus von Wald und Colbourn mit der

Einschrankung, dass fiir jedes Szenario eine Verbindung zu G[E)p] existieren muss.

Werden beide Knoten fiir ein Szenario k gewéhlt, so miissen diese in einer Komponente
verbunden werden; fiir diese kann k € ST gewihlt werden. In den anderen Komponenten
werden die Knoten nicht verbunden, wofiir £ € DT steht. Wird nur einer der beiden Knoten
2 und y gewahlt, so werden diese Fille durch £ € YN und k£ € NY abgedeckt.

Eine Ausnahme stellt der Fall dar, in dem keiner der beiden Knoten in der zweiten
Phase fiir das Szenario k in einem Baum vorkommt. Urspriinglich waren die beiden Falle
zu unterscheiden, ob sich die Kanten vollstdndig in einer Komponente befinden, oder keine
Kante in einer Komponente ist. Da G[EpU Ej] zusammenhéngend sein muss, diirfen sich die
Kanten, die in der zweiten Phase gewéhlt werden, nur in der gleichen Komponente befinden
wie die Kanten von G[Ep]. Andernfalls wére eine Verbindung nur iiber die Knoten x und
y moglich, die aber in diesem Fall weder in der ersten noch in der zweiten Phase gewahlt
werden. Dieser letzte Fall wird durch die Wahl von & € NN abgedeckt.

Die Fallunterscheidung ist somit vollstdndig und es wird sichergestellt, dass ein Knoten
in allen Komponenten entweder in der ersten Phase, in der zweiten Phase oder gar nicht

in der Losung vorkommt.

Zum Schluss wird die Ausgabe berechnet, indem das Minimum aller Variablen bestimmt
wird, die fiir eine zuléssige Losung stehen. In der ersten Phase ist die Variable dt nicht
zuldssig, weil andernfalls die First-Stage-Teillosung nicht zusammenhéngend wére. In der
zweiten Phase ist es fiir die Variablen yngr pp yn und nygp pr ny nur zulédssig die Mengen
DT= ) zu wihlen, da sonst fiir ein k& € DT die Second-Stage-Teillosung dieses Szenarios
nicht zusammenhéngend wére oder keine Verbindung zur First-Stage-Teillosung bestiinde.

Dies gilt fiir die Variable nngt pt yN,NY,NN analog.

Den Fall, in dem es optimal ist, keine First-Stage-Kanten zu wahlen, deckt Zeile [5.57]
ab. Hier wird das gleiche Ergebnis berechnet, als wére der Algorithmus von Wald und
Colbourn fiir jedes Szenario einmal mit dessen gewichteter Kostenfunktion und den Ter-
minalen aus diesem Szenario aufgerufen worden: Es wird fiir jedes Szenario k gewihlt,
welche der Variablen sty (), ny,(«), yng () und nng(«) den kleinsten Wert hat und diese
kleinsten Kosten addiert. Dies ist zuléssig, da die Szenarien erst mit der Wahl von First-

Stage-Kanten voneinander abhéngig werden. O

Proposition 5.1.3. Fiir eine Instanz (G = (V, E), co, (Tk, cr, pr)1<k<i) fiir das SSTPS>

S,88

berechnet der in diesem Abschnitt vorgestellte Algorithmus eine minimale Lisung. Seine
Laufzeit ist ©(125|V]).
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BEWEIS. Wie im Algorithmus von Wald und Colbourn kann der Algorithmus aus Ab-
schnitt dafiir genutzt werden, einen serien-parallelen Graphen zu einem 2-Baum zu

erweitern. Dabei erhalten die hinzugefiigten Kanten Kosten

K
N = Zmax {Zpkck(e),co(e)} + 1.
k=1

eceFE

Die Argumentation verlduft damit genau wie in Theorem In einem zusammenhé&n-

<2
fs,ss”

genden Graphen existiert immer eine Losung fiir das SSTP Die Kosten dieser Losung
sind nach oben beschriankt durch die Kosten eines Spannbaumes fiir G, in dem fiir jede
Kante das Maximum aus den erwarteten Kosten fiir die zweite Phase oder den Kosten fir
die erste Phase gewéhlt wird. Die Kosten dieses Spannbaumes sind aber echt kleiner als IV
und somit wird dieser Algorithmus niemals Kanten auswéhlen, die durch den Algorithmus
aus Abschnitt [£.1.1] hinzugekommen sind.

Durch Lemma wird die Laufzeit gezeigt. Die Rechenzeit des Algorithmus zur
Erweiterung des SP-Graphen zu einem 2-Baum aus Proposition fallt dabei nicht ins

Gewicht. Mit Lemma folgt somit die Behauptung. O

5.2 Andere Varianten

Fir die beiden Varianten SSTPfSS2 und SSTPS? existieren dhnliche Algorithmen wie der
oben vorgestellte. In diesem Abschnitt wird kurz skizziert, welche Schwierigkeiten bei diesen

Varianten auftreten und wie sie gelost werden kénnen.

5.2.1 Die Variante SSTPfSS2

Fiir die Variante SSTP?S2 ist die First-Stage-Teillosung weiterhin zusammenhéngend; fiir
jedes Szenario darf aber die Losung aus Second-Stage-Kanten auch disjunkt von der First-
Stage-Losung sein. Ist das fiir ein Szenario k € {1,..., K} der Fall, so darf dieses Szenario
in den First-Stage-Variablen nicht mehr hinzugenommen werden (vgl. Abb. . Dazu
erhilt jede First-Stage-Variable (auch die Variablen st und dt) eine Menge NONE;, die alle

Szenarien enthélt, welche in der Komponente keine Second-Stage-Kanten besitzen diirfen.

Abbildung 5.10: Die Szenarienmenge NONE wird zu jeder Variablen hinzugefiigt.
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Verwendet die First-Stage-Teillosung beide Endknoten einer Kante, so kann es ein Sze-
nario k geben, fiir das die folgenden Bedingungen gelten: Die Second-Stage-Kanten befinden
sich ebenfalls in der Komponente der First-Stage-Teillosung und es gibt keine Verbindung
zwischen der First-Stage- und der Second-Stage-Teillosung (vgl. Abb. . Dann erhalten
die Variablen st und dt jeweils eine Menge NN. In allen anderen Variablen muss dieses
Szenario in NONE enthalten sein, da fiir dieses Szenario im gesamten restlichen Graphen

keine Kanten mehr gewéhlt werden darf.

Abbildung 5.11: Die Szenarienmenge NN wird zu den Variablen st und dt hinzugefiigt.

Wird aber nur einer der Knoten einer Kante in der ersten Phase verwendet, kann ein
Szenario den anderen Knoten verwenden um eine Verbindung zwischen den Komponenten
herzustellen (vgl. Abb. . Hat diese Szenarienlosung keine Verbindung zur Teillésung
der ersten Phase, so muss sichergestellt werden, dass auch weiterhin die Kanten der ersten
Phase von den Kanten dieses Szenarios unberiihrt bleiben. Aus diesem Grund erhélt die

Variable yn eine Menge NY und die Variable ny eine Menge YN.

Abbildung 5.12: Die Szenarienmenge NY wird zu den Variablen yn hinzugefiigt

Zu den Variablen yn und ny wird auch eine Menge NN hinzugefiigt, weil fiir ein Szenario
der Fall moglich ist, in dem sich die Second-Stage-Kanten in der Komponente der First-

Stage-Teillosung befinden, diese aber nicht beriihren.

Abbildung 5.13: Die Szenarienmenge NN wird zu den Variablen yn hinzugefiigt

Somit ergeben sich fiir eine Halbkante @ die Variablen
e stsT NN,NONE (@),

e dtpT NN NONE(@),
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b YHST,DT,YN,NY,NN,NONE(Q) und HYST,DT,YN,NY,NN,NONE(Q) sowie

® LNST DT,YN,NY,NN,NONE().
Die Second-Stage-Variablen werden wie im Algorithmus aus Abschnitt behandelt. Die
Initialisierung, das Zusammensetzen und die Ausgabe erfolgen ebenfalls analog zu diesem
Algorithmus.

Mit den Argumenten aus Abschnitt kann fiir das SSTPfSS2 die folgende Proposition

bewiesen werden:

Proposition 5.2.1. Fir das SST fgf mit Instanzen (G = (V,E), co, (Tk, ¢k, Pk)1<k<K)

existiert ein Algorithmus, der eine minimale Losung in Laufzeit ©(16%|V|) berechnet.

5.2.2 Die Variante SSTPZ?

In der Variante SSTPS? soll fiir jedes Szenario k € {1,...,K} der Graph G[Ey U Ej]
zusammenhédngend sein. Die First-Stage-Kanten diirfen aber an jeder Stelle der Second-
Stage-Teillosungen auftauchen, sofern sie mit allen Szenarienlésungen verbunden sind. Die
Félle aus der Variante SSTPf§52, in denen gesichert werden muss, dass die First-Stage-
Teillosung keine Verbindung zu den Second-Stage-Kanten hat, sind hier demnach nicht
notig. Auch darf sich eine Second-Stage-Teillosung nicht in einer von einem 2-Separator
{z,y} induzierten Komponente ohne Verbindung zu den Knoten x und y oder einem First-
Stage-Fragment befinden.

Schwierigkeiten entstehen allerdings an den Stellen, an denen die Fille der ersten Phase
unterschieden werden miissen. Beispielsweise darf die First-Stage-Teillosung fiir die Varia-
ble st nun zusétzlich eine von der restlichen First-Stage-Losung disjunkte Komponente
besitzen, die den Knoten v enthélt (vgl. Abb. . In der zweiten Phase gibt es dazu
die Einschrankung, dass diese First-Stage-Komponenten in jedem Szenario verbunden sein
miissen.

Das macht den Fall aus dem Algorithmus von Wald und Colbourn, in dem der Knoten
v ausgelassen wird, aber nicht iiberfliissig, da es gilinstiger sein kann, den Knoten v in allen
Szenarien auszusparen (vgl. Abb. .

Die Variable dt erhélt wieder die Interpretation, dass beide Endpunkte der Halbkante
in der First-Stage-Teillosung enthalten sein miissen, es aber in dieser Komponente keine
Verbindung alleine {iber First-Stage-Kanten zwischen ihnen geben darf. Fiir die zweite

Phase ist nun aber zu unterscheiden, ob ein Szenario die disjunkten First-Stage-Fragmente

<2
fs,ss

dieser die First-Stage-Teile spater iiber First-Stage-Kanten verbunden werden miissen. In
dem Algorithmus fiir diese Variante erhélt die Variable dt daher die Mengen ST und DT
(vgl. Abb. . Zudem ist analog zur Variablen st auch ein von der restlichen First-Stage-
Teillosung disjunktes Fragment um den Knoten v erlaubt, sodass ebenfalls ein zusétzlicher
Fall fiir die First-Stage-Teillosung entsteht.

miteinander verbindet oder nicht. In der Variante SSTP ist dies nicht nétig, da in
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Abbildung 5.14: (a) Ein neuer Fall fiir die Variable st (b) Es muss immer noch mdéglich sein, den

Knoten v in jedem Szenario auszusparen.

(a) k€ ST (b) k€ DT

Abbildung 5.15: Die Mengen ST und DT bei der Variablen dt fiir ein Szenario k

Fiir die Variable yn (und ny analog) kommt ebenfalls ein Fall hinzu, der ein disjunktes
First-Stage-Fragment erlaubt, welches den Knoten v enthélt (vgl. Abb.[5.16). In der zweiten

Phase sind dabei in jedem Szenario diese Fragmente miteinander zu verbinden.

Abbildung 5.16: Ein neuer Fall fiir die Variable yn

Fiir die Variable nn sind in der zweiten Phase genau die Fille zutreffend, die schon
im Algorithmus aus Abschnitt @ fiir die Variable nngt pt,yn Ny, NN diskutiert wurden.
Allerdings ergeben sich fiir die erste Phase neun Moglichkeiten: Bezogen auf Abb. und
die iiblichen Bezeichnungen kann sich je ein First-Stage-Fragment in den Teilgraphen Sy,
St und Sk befinden und auch alle Kombinationen sind méglich. Zusétzlich darf sich ein
First-Stage-Fragment um den Knoten v befinden. Die Fille sind in Abb. dargestellt.
Die Moglichkeiten in der zweiten Phase sind jeweils so eingeschrénkt, dass die einzelnen

First-Stage-Fragmente verbunden sein miissen.
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Abbildung 5.17: Alle Fille fiir die Variable nn

Der Algorithmus fiir diese Variante nutzt also fiir eine Halbkante o die Variablen

° St(a),

dts,pr (),
e yngr pr,yn(®) und nygy prny(@) sowie

® NNST DT, YN,NY,NN ().

Die Second-Stage-Variablen werden wie in dem Algorithmus fiir das SSTPfSS?SS behandelt,
ebenso die Initialisierung und das Zusammensetzen der First-Stage-Variablen sowie die
Ausgabe des Algorithmus.

Die Freiheiten fiir die erste Phase und die Bedingung, dass jedes Szenario mit den First-
Stage-Fragmenten verbunden sein muss, lassen weniger Freiheiten fiir die zweite Phase. Fiir
diese werden somit die Moglichkeiten im Vergleich zu dem Algorithmus aus Abschnitt
zumeist eingeschriankt. Die zusédtzlichen Falle in der ersten Phase verédndern dabei nur

konstante Faktoren. So ist fiir das SSTPS? die folgende Proposition nachweisbar:
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Proposition 5.2.2. Fir das SSTPS? mit Instanzen (G = (V, E), co, (Tk, Ck, Pk)1<k<K)

existiert ein Algorithmus, der eine minimale Losung in Laufzeit ©(125|V|) berechnet.

5.3 Algorithmus fiir das SSTP=?

Der Algorithmus fiir das SSTP=? kombiniert die Erkenntnisse aus den vorigen Abschnitten.
Es sind keine Second- und nur zwei First-Stage-Variablen nétig. Fiir die Berechnung einer

minimalen Losung fiir das SSTP<? gibt es fiir jede Halbkante v und

e fiir alle Mengen ST, NN, NONE C {1,..., K} mit ST U NN U NONE = {1,...,K}
die Variable StST,NN,NONE(a) und

e fiir alle Mengen ST, DT, YN, NY, NN, NONE C {1,..., K} mit ST U DT U YN U
NY U NN U NONE = {1, NN ,K} die Variable dtST,DT,YN,NY,NN,NONE(a)~

5.3.1 Beschreibung der Variablen

Die First-Stage-Variablen beschreiben weiterhin die Félle, die in der ersten Phase auftreten
kénnen. Fiir eine SSTP=2-Instanz (G = (V, E), co, (Th, iy Pk)1<k<i) sei G ein 2-Baum,
a = (a,b) € E und S, der im Verlauf des Algorithmus auf a reduzierte Teilgraph. In
einer Losung fiir das SSTP=? ist die First-Stage-Teillosung G[Fy| nicht notwendigerweise
zusammenhéngend; die Menge der Komponenten von G[Ey] sei daher mit C = {Cy,...,C,}

bezeichnet.

stsT NN.NONE In der Variablen stgr v nong(e) wird der Wert einer giinstigsten Lo-
sung (bestehend aus First-Stage-Kanten Ey und Second-Stage-Kanten Ej, fir jedes
Szenario k) in S, fiir das SSTP<? gespeichert, in der die Knoten a und b durch
First-Stage-Kanten verbunden sind. An die Second-Stage-Kanten werden je nach der
Zusammensetzung der Mengen ST, NN und NONE weitere Bedingungen gestellt. Sei
dazu 0.B.d. A. Cy die First-Stage-Komponente, die die Knoten a und b enthélt.

e Fiir alle Szenarien k € ST mit Ey # 0 muss V(Cy) N V(G[Eg]) # 0 gelten.

e Fiir alle Szenarien k£ € NN muss V(Cy) N V(G[Ex]) = 0 gelten.
e Fiir k € NONE ist Ej, = 0.

Die Fille sind in Abb. B.18illustriert.

dtst T vNNY NN,NONE Die Variable dtgT pr yN Ny NN,NONE (@) speichert den Wert ei-
ner giinstigsten Losung fiir S,, in der die Knoten a und b nicht in der gleichen Kom-
ponente von G[Ey| enthalten sind. Hierbei ist es erlaubt, dass a oder b in keinem
C; € C vorkommen. Dies ist moglich, wenn fiir die Halbkanten aller zu a (bzw. b) in-

zidenten Kanten die Variable dtst pT vN,NY,NN,NONE gewdhlt wird. Sind die Knoten
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(c) k € NONE

Abbildung 5.18: Die Unterfille fiir die Variable stst xnNoNe((a,D)) fiir ein Szenario k: Der
schraffierte Teil stellt First-Stage-Teile dar, wihrend die geschlangelten Linien mdgliche

Second-Stage-Fragmente zeigen.

in einer eigenen First-Stage-Komponente, so sei 0.B.d.A. a € V(Cp) und b € V(Cy).
Gibt es kein C; € C mit a € Cj, so sei mit Cy der Graph benannt, der nur den Kno-
ten a enthélt und analog C} fiir b. Zudem seien die Komponenten in C entsprechend
umbenannt. Anhand der Mengen ST, DT, YN, NY, NN und NONE werden dabei

weitere Bedingungen an diese Losung gestellt:
e Fiir alle Szenarien k € ST muss ein Weg in G[EpU Ej] existieren, der die Knoten

a und b miteinander verbindet.

e Fiir alle Szenarien k € DT mit Ejy, # 0 muss (V(Cp) UV (C1)) NV (G[Ey]) # 0
gelten und es darf keinen Weg in G[Ey U Ej| geben, der die Knoten a und b

miteinander verbindet.

e Fiir alle Szenarien k¥ € YN mit Ey # 0 muss V(Cy) N V(G[Eg]) # 0 und
V(C1) NV(G[Eg]) = 0 gelten.

e Fiir alle Szenarien &k € NY mit Ey # () muss V(Cy) N V(G[E]) = 0 und
V(Cy) N V(G[E]) # 0 gelten.

e Fiir alle Szenarien k € NN muss (V(Cp) UV (C1)) NV (G[Ek]) = 0 sein.
e Fiir k € NONE ist Ej, = 0.

Die Falle fiir die Variable dtST,DT,YN,NY,NN,NONE(a) sind in Abb. dargestellt.

5.3.2 Initialisierung der Variablen

Die Variablen werden &dhnlich wie im Algorithmus aus Abschnitt initialisiert. Sei fiir
eine SSTP=%-Instanz (G = (V, E), co, (Tk, ¢k, Pr)1<k<k ) der SP-Graph G ein 2-Baum und
a=(a,b) € E.
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(e) k € NN (f) k € NONE

Abbildung 5.19: Die Unterfélle fiir die Variable dtgt pr,vn Ny, NN NONE((@, b)) fiir ein Szenario
k

Bei der Variablen stgr nn nong () und fiir Szenarien k € NN oder £ € NONE darf der
Graph G[FE%] keine Verbindung zu der First-Stage-Komponente Cj haben, die die Knoten
a und b enthélt. In diesem Fall werden die Knoten a und b im Szenario k endgiiltig nicht
mehr erreicht. Analog gilt fiir die Halbkante «, aus der Cj in diesem Fall besteht, dass die
Knoten a und b endgiiltig nicht mehr in der Losung fiir ein Szenario k£ vorkommen, wenn
k € NN oder k € NONE gewéhlt wird. Dann erhélt die Variable stgr v nong(a) den Wert

K
N := Zmax Zpkck(e),co(e) + 1.
k=1

eeE

Ansonsten werden die Variablen stg nn NoNE(e) fiir jede Auswahl an Mengen ST UNN U
NONE = {1,..., K} mit cy(«) initialisiert, da die einzige Moglichkeit, die Knoten a und b
in der ersten Phase miteinander zu verbinden, darin besteht, die Halbkante « in der ersten
Phase zu wihlen.

Fiir die Variable dtgr pT yn Ny, NN NONE(a) darf die Halbkante o nicht in der ersten
Phase gewihlt werden. Lésst die durch die Variable beschriebene Losung ein Terminal in
der zweiten Phase aus, so erhéilt die Variable den Wert N. Dies kann vorkommen, wenn
fiir ein Szenario k € YN der Knoten b ein Terminalknoten ist oder fiir k € NY der Knoten
a € T}, ist oder fiir ein Szenario k € NN UNONE einer der Knoten a oder b ein Terminal
in Szenario k ist. Ansonsten erhdlt die Variable die Kosten ), qr prcr(a), da fiir alle
Szenarien in ST eine Verbindung zwischen a und b in der Losung vorhanden sein muss und

diese nur durch das Wéhlen von o moglich ist. Fiir Szenarien in DT darf die Halbkante «
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nicht gewéhlt werden, da sonst eine Verbindung zwischen a und b bestiinde. Szenarien in
den Mengen YN, NY, NN und NONE erzeugen keine weiteren Kosten.

Algorithmus 5.3 Initialisierung der Variablen im Algorithmus fiir das SSTP<?

Eingabe: ecine Instanz (G = (V, E), co, (T, ¢k, pk)1<k<k ) und die zu initialisierende Halb-
kante a = (a, b)
I for all ST U NN U NONE = {1,..., K} do

N 3k eNNUNONE:aeT,VbeT
2: stsT NN,NONE(Q)
co(a) sonst

3: for all ST UDT U YN UNY UNN UNONE ={1,...,K} do
(
dk e YN:be TV
N dkeNY:ae€T,V

4: dt Q) —
ST.DT.YNNY.NN.NONE() % € NNUNONE :a € T, Vb € T},

> prer(a)  sonst
kEST

5.3.3 Zusammensetzen der Variablen

Die Gleichungen, die fiir das Berechnen der Variablen in jedem Schritt nétig sind, werden
in diesem Abschnitt beschrieben. Sei dafiir eine Situation wie in Abb. gegeben. Die
Bezeichnungen entsprechen denen aus den vorherigen Abschnitten: M, L und R bezeichnen
die Halbkanten (a, b), (a,v) und (v, b). Die auf diese Kanten bereits reduzierten Teilgraphen
seien Sps, Sp und Skg.

Die Variable st

Die Variable stgr nn,NoNE(M) enthélt den Wert einer giinstigsten Losung, in der zwischen
den Knoten a und b ein Weg in G[Ep] existiert. Im Gegensatz zu der ausfiihrlich beschrie-
benen Variante fiir das SSTPfSS?SS sind jetzt andere Fille fiir die Wahl von Ey moglich. In
Abb. 520 sind diese illustriert. Die Fille in den Abb. [5.20a]-[5.20d sind bereits aus dem
Algorithmus von Wald und Colbourn bekannt.

Sei C = {Cy,...C,} die Menge der Komponenten von G[Ep| und o.B.d.A. ist Cj die

Komponente, die die Knoten a und b enthélt. Analog zu der Variante aus dem SSTP=? ist

55
es in dieser Variante moglich, dass eine First-Stage-Komponente C,, € C mit C,, # Cy den
Knoten v enthélt (vgl. Abb. [5.20d). Es muss allerdings nicht wie bei der Problemvariante
SSTPZ? dieser Fall von dem Fall unterschieden werden, in dem kein Szenario den Knoten
v verwendet. Dies lisst sich dadurch begriinden, dass es im SSTP<? auch Szenarien geben

darf, welche die Komponente C,, nicht verwenden. Dieser Fall deckt auch gleichzeitig die
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Moglichkeit ab, dass v nicht in G[Ey] ist, indem fiir alle Halbkanten der Kanten, die zu v

inzident sind, die Variable dtsT pT,yn NY,NN,NONE gewéhlt wird.

Abbildung 5.20: Die Fille fiir die Variable stgr nn nong((a, D)) in der ersten Phase: Der Fall (d)

ist neu hinzugekommen.

Somit lésst sich der Wert der Variablen stst Ny NONE(M) durch vier Mengen S be-

stimmen, die die Fallunterscheidung in der zweiten Phase beschreiben:

4
StST,NN,NONE(M) < min U SZ-St(ST, NN, NONE)
i=1
Die erste dieser Mengen S5t beschreibt den Fall aus Abb. [5.20al Die Existenz des Weges
zwischen a und b wird durch die First-Stage-Kanten in Sjs gesichert. Zusétzlich sind die
Knoten b und v iiber First-Stage-Kanten in Si miteinander verbunden. Im Teilgraphen
S, ist hingegen keine Verbindung zwischen den Knoten a und v erlaubt. Damit hat diese

Menge die Form

S1'(ST,NN,NONE) := {stgr,, NN, NONE,, (M) + dtsT, DT, ¥N, ,NY, NN, NONE, (L)+

StST 5, NNz, NONER (1) |

Vk € ST :
keSTy ANkeDTp Ak € STg, (5.58)
Vk € NN :
k € NNp; Ak € NONE; A k € NONERV (5.59)
k € NONEy; Ak € NN Ak € NONERV (5.60)
k € NONEj; Ak € NONEL A k € NNg, (5.61)
Vk € NONE :
k € NONEy; Ak € NONEL A k € NONERg}. (5.62)

Die Falle, die in den Zeilen [5.59-5.61] beschrieben sind, existieren fiir alle Fallunterschei-

dungen der zweiten Phase in diesem Algorithmus. Sie stehen fiir die Moglichkeiten, dass
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sich die Kanten aus Ej, fiir das Szenario k vollstdndig in dem Teilgraphen Sjs, Sy oder
Sgr befinden und G[Ej] keine Verbindung tiber G[Ey U Ej] zu einem der Knoten a, b oder
v besitzt (vgl. Abb. . Auch der Fall, der in Zeile beschrieben ist, existiert fiir
alle Fallunterscheidungen: Fiir £ € NONE darf in keinem Teilgraph Sy, St oder Si eine
Second-Stage-Kante gewahlt werden.

)
v [ v
(a) k € NNy (b) k € NN, (C) k € NNgr

Abbildung 5.21: Die Fiille fiir ein Szenario k& € NN fiir alle Mengen § in diesem Algorithmus:
Die Second-Stage-Fragmente (geschliangelt dargestellt) befinden sich jeweils in einem der Teil-
graphen Sy, St oder Sg. Dies ist unabhéngig von der Lage der First-Stage-Kanten.

Der einzige Fall, der fiir diesen First-Stage-Fall spezifisch ist, wird von Zeile [5.58] ab-
gedeckt: Die Kanten der Szenarien k € ST miissen eine Verbindung zu Cyp haben. Dies
geschieht, indem sie in jedem Teilgraphen Sy, St und Sk eine Verbindung zu den jeweili-
gen First-Stage-Komponenten besitzen, die einen der Knoten a, b oder v enthalten. Dabei
darf in Sz, kein Weg zwischen a und v in G[(Eo U Ej) N E(SL)] existieren, da sonst damit
ein Kreis geschlossen wére (vgl. Abb. .

Die Mengen S5' und S5 sind analog definiert. Die fiir diese Mengen spezifischen Félle
sind in Abb. [5.22b] und [5.22d dargestellt.

(b) S5*

Abbildung 5.22: Die fiir die Mengen S5, S5° und S5 spezifischen Félle fiir ein Szenario k € ST

Die letzte Menge von Summen S5 beschreibt den Fall, der in Abb. |5.20d| dargestellt ist:
Die Knoten a und b werden durch First-Stage-Kanten in der Komponente Sj; verbunden.

In diesem Fall kann es aber eine First-Stage-Komponente C,, € C mit C,, # Cy geben,



68 Kapitel 5. Algorithmen fiir das SSTP auf SP-Graphen

die den Knoten v enthélt. Gibt es keine Komponente C; € C, die v enthélt, so sei C,, der
Graph, der nur aus dem Knoten v besteht. Die Menge S5' hat dann die Form
S§*(ST,NN,NONE) := {stsT,, NN, NONE,, (M)+
dtst, DT, ,YN. NY, NN, NONE,, (L)+

dbST R, DT R, YN NY £, NNz, NONE (1) |

Vk € ST :
ke STy NkeSTpANkeDTgrV (5.63)
ke STy NkeDTp Ak e STgrV (5.64)
keSTy AkeYNLAKkeNYE, (5.65)
Vk € NN :

k € NNy Ak € NONEL A k € NONERV

k € NONEj; Ak € NN Ak € NONERV

k € NONEjy; Ak € NONEp Ak € NNiV

k € NONEy Ak € NY, Ak € YNg, (5.66)
Vk € NONE :

k € NONEjy Ak € NONEL A k € NONER}.

Fir k¥ € NN und k& € NONE sind die gleichen Fille wie fiir S$* moglich. Fiir & € ST
sind zwei Falle zu unterscheiden: Entweder wird fiir ein Szenario k& die Komponente C,
iiber Second-Stage-Kanten mit Cy verbunden oder nicht. Soll die Komponente C, mit Cy
iiber Second-Stage-Kanten verbunden werden, so kann diese Verbindung iiber Sy, oder Sg
geschehen. Dies wird von den Zeilen und abgedeckt (vgl. auch Abb. und
. Soll die Komponente C), nicht von Second-Stage-Kanten des Szenarios k mit der
Komponente Cy verbunden werden, so diirfen die Second-Stage-Kanten in den Teilgraphen
S, und Sg keine Verbindung zu C), besitzen (vgl. Abb. . Diesen Fall bildet die Zeile
ab.

Fiir k£ € NN ist ein weiterer Fall moglich: Es ist denkbar, dass die Second-Stage-Kanten

mit der Komponente C, verbunden sind, aber nicht mit der Komponente Cy. Dieser Fall

ist in Zeile [5.66) und in Abb. [5.23d] dargestellt.

Die Variable dt

Die Variable dtst pT vN,NY,NN,NONE(M ) speichert den Wert einer giinstigsten Losung, in
der zwischen a und b kein Weg aus Flirst-Stage-Kanten existiert. Sei C = {Cy, ..., C,} die
Menge der Komponenten von G[Fjy] fiir eine solche Losung. Es gelte 0.B.d. A. a € Cp und
b € Cq, falls ¢ und b in einer eigenen First-Stage-Komponente enthalten sind. Gibt es kein

C; € C, sodass a € C; ist, so sei Cy der Graph, der nur den Knoten a enthélt und die
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(a) k€ ST: Zeile[5.63  (b) k € ST: Zeile[s.64 () k € ST: Zeile[5.65  (d) k € NN: Zeile 5.6

Abbildung 5.23: Die spezifischen Fille, die die Summen der Menge S5t fiir ein Szenario k abde-
cken

Mengen in C seien dementsprechend umbenannt. Dies gilt fiir C; und b analog. Auch bei
dieser Variablen gibt es neue Félle fiir die erste Phase. Die Moglichkeiten, die die Abb.
[5.24a] und [5.24b] beschreiben, sind auch im Algorithmus von Wald und Colbourn fiir die
Variable dt fiir einen Steinerbaum erlaubt. In dem Fall aus Abb. existiert analog zum
vierten Fall der Variable st eine Komponente C,, € C mit C, # Cy und C, # Cy sowie
v e V(C,).

Abbildung 5.24: Die Faille fiir die Variable dtgt pr vy Ny, NONE((@, b)) in der ersten Phase:
Der Fall (¢) ist neu hinzugekommen.

Auch diese Variable lisst sich durch das Minimum dreier Mengen von Summen S

berechnen, die die Félle in der zweiten Phase unterscheiden:

3
dtST,DT,YN,NY,NN,NONE(M) < min U Szdt(ST, YN, NY, NN, NONE)
=1
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Die Menge S{* beschreibt den Fall aus Abb. Es darf einen Weg aus First-Stage-
Kanten zwischen den Knoten b und v geben, nicht jedoch zuséatzlich zwischen a und wv.

Diese Menge hat dann die Form

S?t(ST, DT, YN,NY, NN, NONE) = {dtSTM,DTM,YNM,NYM,NNM,NONEM (M)+
dtsT, DT, YN, NY ., NN, NONE, (L)+

StST NNy NONER (R) |

VEk e ST :

ke STy Nke DT Ak eSTRrV (5.67)

k€ DTy Ak €STL Ak € ST, (5.68)
Vk e DT :

keDTyNkeDT, ANk e STk, (5.69)
Vk e YN :

ke YNy ANk e YNy Ak € NONEg, (5.70)
Vk € NY :

keNYyANkeNYp ANk eSTg, (5.71)
Vk € NN :

k€ NNy ANk € NONEL Ak € NONEgV
k € NONEy Ak € NN, Ak € NONEgV
k € NONE) Ak € NONE; A k € NNg,
Vk € NONE :
k € NONEj Ak € NONE A k € NONERg}.

Fiir Szenarien k € ST kann die Verbindung zwischen a und b tiber Sy oder iiber den Knoten
v geschlossen werden (vgl. Abb. |5.25a] und |5.25b| sowie Zeilen und [5.68). Fiir k € DT
darf weder zwischen a und b noch zwischen a und v ein Weg existieren (vgl. Abb
und Zeile . Fir k € YN bzw. k € NY diirfen die Second-Stage-Kanten ausschlieflich
mit der Komponente Cy bzw. ausschlieflich mit der Komponente C verbunden sein (vgl.
Abb. [5.25d| und [5.25€| sowie Zeilen und [5.71)).

Die Menge Sgt deckt die Falle aus Abb. ab. Sie ist vollsténdig analog zu Siit
definiert.

Die Menge Sgt hingegen hat die meisten Freiheiten fiir die Kanten der zweiten Phase.
Hier wird der Fall aus Abb. abgedeckt. Es darf keine Wege aus First-Stage-Kanten
geben, die die Knoten a, b und v miteinander verbinden. Allerdings darf es eine First-
Stage-Komponente C, € C mit C, # Cp und C, # C; geben, die den Knoten v enthélt

(mit den iiblichen Anmerkungen, falls v in keiner Komponente C; vorkommt).
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v v

(a) k € ST: Zeile

a a

v

(d) k € YN: Zeile (e) k € NY: Zeile

Abbildung 5.25: Fille, die die Summen der Menge S{!t fiir ein Szenario k& abdecken
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SE(ST, DT, YN, NY, NN, NONE) := {dtgr,, DT s YN NY 3y NN, NONE, (M) +
dtsT, DT, YN. NY, NN, NONE, (L)+

dtST 4, DT R, YN, NY 7, NN 5, NONE (1) |
Vk e ST :

ke STy NkeSTLANke DTV

ke STy ANk e DTy Ak e STrV

ke STy ANk e YNL Ak e NYgrV

ke DTy ANkeSTp ANk eSTp,
Vk e DT :

ke DTy Nke ST, ANk e DTgrV

ke DTy Nke DT, ANk e STgrV

ke DTy Nke YN Ak € NYp,
Vk € YN :

ke YNy ANkeSTp, ANk € YNRgV

ke YNy ANk e YN, Ak € NONEg,
Vk € NY :

keNYy ANkeNY,AkeSTgrV

ke NYy ANk e NONE, Ak € NYgp,
Vk € NN :

k€ NNy ANk € NONE, Ak € NONERV

k € NONEy Ak € NN, Ak € NONEgV

k € NONEy; Ak € NONE, Ak € NNgrV

ke NONEy Ak e NYp Ak € YNg,

Vk € NONE :

k € NONEjy Ak € NONEL A k € NONEg}

Hierbei sind sdmtliche Félle aus dem Algorithmus von Wald und Colbourn fiir jedes Sze-
nario moglich. Die Komponenten Cy, C; und C, kénnen dabei als Stellvertreter fiir die

Knoten a, b und v betrachtet werden.
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5.3.4 Berechnung der Ausgabe

Am Schluss ist der Graph auf eine Kante {a, b} reduziert. Diese Kante besteht aus den
Halbkanten « := (a,b) und (b, a). Der Algorithmus gibt dann das Minimum der Menge

{StST,NN,NONE(a) | ST U NN U NONE = {1, ceey K}} U
{dtST,DT,YN,NY,NN,NONE(a) | ST UYNUNY UNN UNONE = {1, .. ,K}, DT = @}

aus.

Um auch die Kanten der Losung zu erhalten, kann wieder fiir jede Variable zusétzlich
eine Menge fiir die First-Stage-Kanten und je eine Menge pro Szenario mit den Second-
Stage-Kanten gespeichert werden. Diese Mengen ergeben sich dann als Vereinigung der

Mengen der Variablen, aus denen sie hervorgeht.

5.3.5 Analyse des Algorithmus

Lemma 5.3.1. Fir eine Instanz (G = (V, E), co, (T, ¢k, pk)1<k<k) fir das SSTP, in der
G ein 2-Baum ist, hat der in diesem Abschnitt vorgestellte Algorithmus eine Laufzeit von

o165 |V]).

BEWEIS. Die Laufzeit kann analog zu Lemmal5.1.1] bestimmt werden. Fiir jede Halbkan-
te o gibt es 3% Variablen stsT,NN,NONE() und 6% Variablen dtsT DT, YN,NY,NN,NONE ().
Demnach erfordert die Initialisierung eine Laufzeit von ©(65 K|V|).

Die Mengen S5°, S5' und S5 beschreiben jeweils — summiert iiber alle Moglichkeiten
fiir die Mengen ST, NN und NONE - insgesamt 5% Moglichkeiten. Fiir die Menge St
hingegen miissen fiir alle Moglichkeiten fiir die Mengen ST, NN und NONE insgesamt 8%
Werte berechnet werden.

Fiir die Variablen dtst pTyNNy,NN,NONE sind fiir alle Mengen S?t und Sgt jeweils
zusammen 9% Werte zu bestimmen und fiir die Mengen Sgt schlussendlich insgesamt 165
Werte. O

Lemma 5.3.2. Der in diesem Abschnitt vorgestellte Algorithmus berechnet auf 2-Bdumen

eine minimale Losung fir das SSTP.

BEWEIS. Es muss gezeigt werden, dass die durch den Algorithmus berechnete Lésung
zuldssig und minimal ist. Sei Fy die Menge der von dem Algorithmus berechneten First-
Stage-Kanten und fiir jedes Szenario k sei Ej, die Menge der vom Algorithmus berechneten
Second-Stage-Kanten. Die Fallunterscheidungen bei der Berechnung der Variablen garan-
tieren, dass fir jedes Szenario k der Graph G[EyU Ej] ein Wald ist. Die Menge F}, besteht
aus allen Kanten aus Fy, die durch eine Variable stgt Ny NoNE gewdhlt werden, bei der k €
ST ist. Die Fallunterscheidungen stellen ebenfalls sicher, dass fiir eine solche Kantenmenge

F}, der Graph G[F} U E)] zusammenhéngend ist.
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Bei der Initialisierung erhélt eine Variable, die ein Terminal eines Szenarios endgiiltig

ausspart, den Wert
K
N = Zmax {Zpkck(e),co(e)} + 1.

e€E k=1
Beim Zusammensetzen von Losungen wird dann ein Wert von N addiert, wenn ein Terminal
ausgelassen wird. Eine Losung, die ein Terminal ausldsst hat somit mindestens einen Wert
von N. Bei dem Algorithmus kénnen aber auch Spannbdume von G getestet werden, die
nur aus First-Stage-Kanten des Eingabegraphen bestehen (indem immer entweder in Sy,
oder Sk die Variable stgT Ny NoNE gewéhlt wird). Diese haben aber Kosten, die echt kleiner
als N sind. Somit werden immer Losungen gefunden, die alle Terminale in den einzelnen
Szenarien verbinden.

Um die Minimalitdt zu zeigen muss der Beweis aus Lemma leicht abgewandelt
werden. Sei dazu Egpt die Menge der First-Stage-Kanten einer optimalen Losung und fiir
jedes Szenario k sei Ezp * die Menge der Second-Stage-Kanten fiir k der gleichen Losung.
Sei C = {Cy,...,C,} die Menge der Komponenten von G[ES™] und k ein Szenario. Es sei
{z,y} € E; diese Kante ist nach [20] ein 2-Separator. Sei H die Menge der durch {z,y}
induzierten 2-Baume.

Um zu zeigen, dass diese optimale Losung gefunden werden kann, kénnen nach der
Form dieser Losung Félle unterschieden werden. Die erste Ebene dieser Fallunterscheidung
deckt die Moglichkeiten ab, in denen zwischen den Knoten x und y in einem H € H ein

Weg aus First-Stage-Kanten existiert oder nicht.

1. In diesem Fall existiert in H ein Weg aus First-Stage-Kanten zwischen x und y. Somit
sind beide Knoten in der gleichen Komponente von G[ES™"], 0.B.d.A. sei dies Cp.
Dazu kann in H die Variable stsT nn,NoNE gewahlt werden. Fiir das Szenario k wird
nun unterschieden, ob in der optimalen Losung innerhalb von H eine Verbindung zu

Cy besteht oder nicht.

(a) Ist V(H) NV(G[EP']) NV (Co) # 0, so hat E eine Verbindung zu Cp in H.
Dies wird durch die Wahl von k£ € ST ermoglicht.
(b) Ist das Gegenteil der Fall, also V(H) NV (G[EP']) NV (Cp) = B, dann kann fiir
die Second-Stage-Kanten Egpt unterschieden werden, ob sie sich vollstandig in
H befinden oder ob keine Kante aus E;zpt in H enthalten ist. Es ist hingegen
nicht moglich, dass sich nur manche Second-Stage-Kanten von k in H befinden
und manche nicht, da eine Verbindung nur iiber Cj existieren kann.
i. Ist einerseits Ezpt C E(H), dann wird der Fall durch die Wahl von k£ € NN
abgedeckt.

ii. Andererseits kann E;P' N E(H) = () sein; dann befinden sich keine Kanten
des Szenarios k in H. Dies ist durch die Wahl von k£ € NONE méglich.
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2. Gilt das Gegenteil von Fall [T} so gibt es in der optimalen Losung keinen Weg aus
First-Stage-Kanten in H zwischen x und y. Dieser Fall wird durch die Wahl von
dtsT DT YN NY,NN,NONE fiir H abgedeckt. Ist z in G[Egpt], so sei Cp € C mit z €
V(C,) und sei Cy, analog fiir y definiert. Ist ein Knoten v € {z,y} nicht in G[ES”* N
E(H)], so sei C, der Graph, der nur den Knoten v enthélt. Fiir das Szenario k kénnen
jetzt die Falle unterschieden werden, in denen Ezpt in H eine Verbindung zu C;, C,,

zu beiden oder zu keinem der Teilgraphen besitzt.

(a) Ist V(H)NV(Co) NV (GIEPY) # 0 und V(H) NV (Cy) NV (GEX']) # 0, dann
haben die Second-Stage-Kanten des Szenarios k in G[(Eg”" U ExP") N E(H)] eine
Verbindung sowohl zu x als auch zu y. Dabei gibt es zwei Moglichkeiten zu
unterscheiden: Durch Kanten in G[(ErP" U EgPY) N E(H)] kénnen die Graphen
C; und C, miteinander verbunden sein oder nicht.

i. Es gibt einen Weg zwischen z und y in G[(EZPt U Egpt) N E(H)|. Genau
dieser Fall wird durch k € ST abgedeckt.

ii. Es gibt keinen Weg zwischen 2 und y in G[(Ey?' U ESP") N E(H)]. Das wird
durch die Wahl von k € DT ermoglicht.

(b) Ist V(H)NV(Cy) NV (G[EPPY) # 0 und V(H) NV (C,) NV (G[EPY]) = 0, so ist
der Graph C; an die Losung fiir Szenario k angebunden, der Graph C, hingegen
nicht. Diese Situation wird durch die Wahl von k € YN oder k € NY abgebildet.
Hier kommt es zusétzlich auf die Richtung der Halbkante an.

(c) Ist V(H)NV(Cy) NV(GIEPY)) = 0 und V(H) N V(C,) NV (GIEPY]) # 6, so
ist dieser Fall analog zu dem vorherigen.

(d) Ist zuletzt V(H)N (V(Cy) UV (Cy))N V(G[Egpt]) = (), d.h. keiner der Graphen
Cy oder Cy werden im Szenario k verwendet, gibt es zwei Moglichkeiten fiir
H: Die Kanten aus Egpt kénnen sich in H befinden oder nicht. Es ist nicht
moglich, dass sich nur einige Kanten aus Egpt in H befinden, da sonst zwischen
den Kanten aus Egpt eine Verbindung iiber x oder y hergestellt werden miisste;

diese Knoten diirfen aber in diesem Fall nicht verwendet werden.

i. Zum Einen kann Egpt C E(H) gelten. Die Second-Stage-Kanten fiir das
Szenario k befinden sich also vollstdndig in H. Dies wird durch die Wahl
von k € NN erméglicht.

ii. Zum Anderen kann E;P' N E(H) = () gelten, sodass in H keine Kanten fiir

das Szenario k in der zweiten Phase gew#hlt werden diirfen. Dafiir steht die

Wahl von £ € NONE.

Die Fallunterscheidungen beim Berechnen der Variablen stellen dabei sicher, dass nicht
in zwei verschiedenen Teilgraphen aus H gleichzeitig die Variable stst nn,NONE gewéhlt

wird. Erlaubt ist hingegen, dass fiir alle 2-Bédume in H die Variable dtsT pT,yN,NY,NN,NONE
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gewihlt wird. Die Fallunterscheidungen in den Berechnungen stellen zusétzlich sicher, dass
die Knoten x und y konsistent in den gleichen Szenarien angebunden werden.

Die Ausgabe des Algorithmus ist das Minimum tber alle Moglichkeiten der Halbkante
a = (a,b), die eine zuldssige Losung bilden: Fiir die Variable sts nn nong(e) sind alle
Auswahlen von ST, NN und NONE giiltig. Fiir dtst pryn Ny, NN,NONE (@) sind auch alle
Auswahlen von ST, YN, NY, NN und NONE giiltig; allerdings muss DT = () gewéhlt
werden. Ist DT # (), so existieren sowohl Kanten aus Ej an Cy mit a € Cp und an Cy mit
b € (1, aber keine Verbindung zwischen diesen Kanten und diese Losung wére somit nicht

zuléssig. O

Theorem 5.3.3. Fiir eine Instanz (G = (V,E),co, (Tk, cx, pr)1<k<x) fir das SSTP=?
berechnet der in diesem Abschnitt vorgestellte Algorithmus eine minimale Lésung in Re-

chenzeit ©(165|V]).

BEWEIS. Als erster Schritt kann wie im Algorithmus von Wald und Colbourn der
Algorithmus aus Abschnitt dafiir verwendet werden, einen serien-parallelen Graphen
zu einem 2-Baum zu erweitern. Die Argumentation verlduft dabei genau wie im Beweis zu
Proposition [5.1.3

Lemma [5.3.7] zeigt die Laufzeit dieses Algorithmus und mit Lemma [5.3:2] folgt die
Behauptung. O



Kapitel 6
Zusammenfassung und Ausblick

In Kapitel [3| wurde gezeigt, dass fiir das SSTP=3 kein Polynomialzeitalgorithmus existiert,
wenn P # NP ist. Dies hat weitreichende Konsequenzen: Fiir das STP sind fiir jedes
k € N Polynomialzeitalgorithmen bekannt, wenn die Eingabegraphen hochstens Baumweite
k besitzen (siehe z.B. [3]). Fiir das SSTP ist dies nicht méglich, wenn NP # P ist. Ebenso
ist es dann nicht moglich einen parametrisierten Algorithmus zu finden, der als Parameter
ausschlieflich die Baumweite verwendet.

Ob es einen Polynomialzeitalgorithmus fiir das SSTP=? gibt, bleibt jedoch ein offenes
Problem. Im Rahmen dieser Arbeit wurden einige Versuche unternommen, die NP-Schwere
der Entscheidungsvariante des SSTP<? nachzuweisen. Die dabei intensiver untersuchten

Probleme waren

o Label-Cover [5],
e 3-SAT und NAE-SAT [21] sowie

e das Bandwidth-Problem [7, [17].

Bei den Versuchen, Reduktionen zu konstruieren, erwies sich ein SSTP<?-Orakel immer
wieder als vermutlich nicht méchtig genug, eine Instanz dieser Probleme zu 16sen, oder die
Menge l6sbarer Instanzen war nicht notwendigerweise NP-schwierig.

Auf der anderen Seite wurde in Kapitel [5| ein Polynomialzeitalgorithmus fiir Instanzen
beschrieben, die aus K Szenarien und einem SP-Graphen mit n Knoten bestehen, der das
SSTP=2 16st, falls nur O(log,4n) Szenarien gegeben sind. Eine direkte Verbesserung dieses
Algorithmus kénnte moglich sein, indem die Second-Stage-Falle durch geschickte Algorith-
men reduziert werden, anstatt alle auszuprobieren. Es ist aber zu vermuten, dass dies nicht
fiir alle Fille moglich ist und so lediglich die Basis b der Laufzeit O(b%n) verbessert werden
wiirde.

Fiir die Rechenzeiten sei zusammengefasst, dass die hier vorgestellten Algorithmen fiir
die Varianten SSTP=? und SSTPfSS2 jeweils eine Laufzeit von ©(16%n) und die Algorithmen

fiir die Varianten SSTP%SS und SSTPZ? jeweils eine Laufzeit von ©(12%n) besitzen.
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In [I] stellen die Autoren einen Algorithmus fiir das SFP vor, der polynomielle Lauf-
zeit in der Lénge der Eingabe besitzt, wenn die Eingabegraphen auf die Klasse der Two-
Terminal Series-Parallel Graphs eingeschriankt werden. Es ist moglich, dass sich dieser
Ansatz mit den Methoden aus Abschnitt auf das SSTP iibertragen ldsst. Ebenso kann
untersucht werden, ob sich diese Methoden so auf Graphen mit Baumweite hochstens ¢
ibertragen lassen, dass fiir geeignete a,b,c¢ € N und Instanzen mit n Knoten und K Sze-
narien ein FPT-Algorithmus mit einer Laufzeit O(a’b'n®) entsteht.

Eine andere Moglichkeit, die Problemvariante SSTP:?

fs,ss

arbeit von D. Kurz [I5]: In dieser Arbeit wird gezeigt, dass es eine Reduktion vom SSTP

zu 16sen, eroffnet die Diplom-

auf das gerichtete Steinerbaumproblem gibt, wenn sowohl G[Ey U Ej]| als auch G[Ep] zu-
sammenhéngend sein miissen. Es ist denkbar, dass so transformierte SSTPfSS?SS—Instanzen
in polynomieller Zeit in ihrer Lange l6sbar sind. Scheitert dieser Ansatz, so kdnnte es sich
als zielfithrend erweisen, diese Reduktion anzupassen: Moglicherweise lasst sich eine Re-
duktion finden, die SSTPfSS?SS—Instanzen auf eine Menge von Instanzen fiir das gerichtete

Steinerbaumproblem abbildet, die in polynomieller Zeit 16sbar sind.
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