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Vorwort

Diese Diplomarbeit entstand auf ungewdhnliche Weise, dasf Arbeiten basiert,
die in Kooperation mit zwei wissenschaftlichen Mitarbaitém Rahmen des Son-
derforschungsbereichs 58ksign und Management komplexer technischer Prozesse
und Systeme mit Methoden der Computational Intelligelncehgefiihrt wurden. Hier
werden die Ergebnisse erstmalig in deutscher Sprache undimeim Schwerpunkt
auf dem Eigenanteil der Diplomandin dargestellt. Die Fdtlonen der Arbeitsgrup-
pe sind nachfolgend aufgelistet mit Anmerkungen, in welcKapiteln dieser Arbeit
man die jeweiligen Ergebnisse wiederfindet. Michael Emafetiat die Grundidee
des entwickelten Algorithmus ins Leben gerufen. Die Erdng des Algorithmus
wurde gemeinschaftlich von allen drei Autoren durchgefibie Hauptarbeit bei den
Anwendungen auf aeronautische Probleme wurde von BorigoKaugeleistet, daher
wird ihre Darstellung, genau wie die Kopplung des Algoritismmit einem Metamo-
dell von Michael Emmerich, in dieser Arbeit ausgelassen.\Birianten des Algorith-
mus wurden hauptsachlich von Nicola Beume und Boris Naugogbeitet. Nicola
Beume leistete die Hauptarbeit bei der Entwicklung einaiavie, die im Rahmen
der studentischen Projektgruppe 447 erstmals angewenaéew

e M. Emmerich, N. Beume und B. Naujoks, An EMO algorithm usihg hyper-
volume measure as selection criterion, In: C. A. Coello @oet al. (Hrsg.):
Proc. Evolutionary Multi-Criterion Optimization: 3rd thConf. (EMO 2005),
Springer, Berlin, 2005, 62-76, LNCS 3410. In den Kapitelmd 4.

e Projektgruppe 447, Metaheuristiken fur die Mehrzieloptimang, Endbericht,
Interner Bericht der Universitat Dortmund, 2005. In Kapie

e B. Naujoks, N. Beume und M. Emmerich, Multi-objective opation using S-
metric selection: Application to three-dimensional smoispaces, In: B. McKay
et al. (Hrsg.) Proc. of the 2005 Congress on Evolutionary Qutation (CEC
2005), Edinburgh, IEEE Press, Piscataway NJ, 2005, Ban282-1289. In den
Kapitel 2, 3 und 4.

e B. Naujoks, N. Beume und M. Emmerich, Metamodel-assiste&WOA ap-
plied to airfoil optimization tasks, Proceedings EUROGHEBI(CD-ROM) R.
Schilling et al. (Hrsg.), FLM, TU Munchen, 2005. Die Ergefse der Studie
werden hier nicht dargestellt.

e N. Beume, B. Naujoks und M. Emmerich, SMS-EMOA: Multiobjgetselecti-
on based on dominated hypervolume, erscheint in: Europmamdl of Opera-
tional Research. In den Kapiteln 2, 3 und 4.
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Kapitel 1

EinfUhrung

Diese Arbeit prasentiert einen evolutiondren Algorithraus Mehrzieloptimierung,
der zur Auswahl der Folgepopulation ein neuartiges Selakkriterium verwendet.
Es wird ein reellwertiges Mal eingesetzt, mit dem die plg@ordneten Loésungsvek-
toren bewertet und anhand dessen sie vollstindig geordmdew. Dieses Mal3 ist der
Beitrag einer Losung zum Hypervolumen des von der Populat@minierten Ziel-
raumbereichs. Die Losung, welche den geringsten Beitriatete also das wenigste
Hypervolumen exklusiv dominiert, wird nicht in die Folggpdation aufgenommen.
Die Funktionsweise und Eigenschaften des entwicketeévletric Selection — Evo-
lutionary Multiobjective Optimisation Algorithm (SMS-EM) werden beschrieben
und seine Leistungsfahigkeit auf populdren Benchmarkiémen demonstriert. Es
werden alternative Varianten des Selektionskriteriunisalohtet und verglichen. Die
Laufzeitkomplexitat des SMS-EMOA ist bestimmt durch die&#tnung des Hyper-
volumens, firr die eine Ubersicht verschiedener Algorithnage teilweise speziell fur
den SMS-EMOA entwickelt wurden, gegeben wird.

1.1 Motivation und Ubersicht

Neben den unzéhligen algorithmischen Entwurfsmdglidielkeiund den herausfor-
dernden theoretischen Fragestellungen gibt es vor alleelMotivation, sich mit evo-
lutionaren Algorithmen zu beschéftigen: Sie funktioniemdein, nicht immer gut und
unter Umstanden sogar sehr schlecht, dennoch haben siechbitwe Eigenschaf-
ten aktuell schwierig zu beweisen sind — ihre Existenzligigeng durch erfolgreiche
Anwendungen auf komplexe reale Probleme belegt. Evoléat®mAlgorithmen werden
auf Optimierprobleme angewendet und in dieser Arbeit slemiif Mehrzieloptimier-
probleme. Bei der Optimierung wird fiir ein Problem unteealinéglichen Losungen
eine beste Losung gesucht. Das heuristische Vorgehen ziimi@mng kennt man
aus dem Alltag, wenn man beispielsweise eine schnellste-ReWe zur Arbeitsstel-
le sucht. Allein durch Betrachtung von Stadtplanen wird rdaase nicht bestimmen
kénnen, weil die tatsachlichen realen Bedingungen wie élerskaufkommen und Ge-
schwindigkeitsbegrenzungen vor Ort erkundet werden nmiddan wird also eini-
ge Streckenvarianten ausprobieren, dabei die Fahrzeganamd sich dann fir die
schnellste Strecke entscheiden. Bei der Mehrzieloptimigibetrachtet man mehre-



KAPITEL 1. EINFUHRUNG

re Kriterien gleichzeitig, zusatzlich zur Fahrtdauer pasweise die Staugefahr oder
die Schonheit der Umgebung. Es gibt eine Fille zum Teil &inte alter Verfahren
zur (Mehrziel-)Optimierung, die wir hier nicht auffihrerolken, sondern auf die Li-
teratur verweisen (siehe z. B. [BSMMO0O, Deb01]). EvoluimnAlgorithmen zeich-
nen sich dadurch aus, dass sie sowohl schnelle als auchtedbptimierer sind, d.
h. auch bei schwierigen Bedingungen funktionieren. Siedesevor allem als Black-
Box-Optimierer eingesetzt zur Optimierung hoch kompldéxmbleme, deren Struktur
nicht vollstandig verstanden wurde, sodass Funktionsadangen oftmals nur durch
Simulationen gewonnen werden kénnen. Die Erforschung medevolutiondrer Al-
gorithmen ist aktuell nur empirisch méglich, exakte Analy«konnten bisher nur fir
sehr spezielle Betrachtungen durchgefiihrt werden. Diebeidwahlt ebenfalls den
empirischen Zugang, um Erkenntnisse tUber das Verhaltenalesntwickelten Algo-
rithmus zu gewinnen.

Dieses erste Kapitel bietet eine grundlegende Einfihminljg wichtigen Themenge-
biete der Diplomarbeit, ndmlich die Funktionsweise evolrer Algorithmen, Kon-
zepte der Mehrzieloptimierung, die Vergleichsmdglicldmeivon Algorithmen und
Qualitatsmalie zur Bewertung von Ergebnismengen der Metbptimierung. Kapitel
2 stellt den entwickelten Algorithmus SMS-EMOA mit einigelternativen Varian-
ten vor. Seine Eigenschaften werden im Vergleich mit amd@ezfahren beschrieben.
Das anschlieBende Kapitel 3 gibt eine Ubersicht der akhesiten Algorithmen zur
Berechnung des Hypervolumens, wie es im SelektionsopetatoSMS-EMOA be-
notigt wird. In Kapitel 4 werden die Ergebnisse empiriscBrdien des SMS-EMOA
auf akademischen Testfunktionen prasentiert. SchlieBlietet Kapitel 5 eine Zusam-
menfassung der Arbeit und weitergehende Fragestellungen.

Im Folgenden werden flir die beschriebenen Zusammenhaeigadsiutsche Begriffe
verwendet und die Ublichen englischen Fachbegriffe in Khemn hinzugefiugt.

1.2 Evolutionéare Algorithmen

Grundlegende Idee

Evolutionare Algorithmen (evolutionary algorithms, E#¥d randomisierte Suchheu-
ristiken, die zur Optimierung komplexer Probleme eingasetrden. Die Verfahren

wurden inspiriert durch die darwinistische Vorstellung dattirlichen Evolution als

eines Verbesserungsprozesses durch Reproduktion,ivariatd Auslese. Entwickelt

in den 60er Jahren des vorigen Jahrhunderts wird die bdbgi Terminologie noch
heute verwendet. Ubertragen auf die Algorithmik betratomi@n einen syntaktisch de-
finierten Suchraum und das Problem, eine optimale Lésungiderii, wird zu einem

Suchproblem im Raum der mdglichen Losungen. Die Idee isgetvend von belie-

bigen Ldsungen, durch leichte, probabilistisch gesteudatiationen, schrittweise zu
Verbesserungen zu gelangen.

Als Heuristiken (heuristicshezeichnet man in diesem Zusammenhang Verfahren, die
zur Problemldsung eine durchdachte Strategie verfolgergluer nicht mit Sicherheit

8



1.2. EVOLUTIONARE ALGORITHMEN

Zu einem guten Erfolg fuhrt (vgl. [Hei99]). Entsprechendikauch fiir evolutionare
Algorithmen keine bestimmte Qualitat der erzeugten Logargprantiert werden. Da
man EA zumeist auf sehr komplexe Problemstellungen anvigkaten selbst in dem
Idealfall einer gefundenen optimalen Lésung, diese oimatht als optimal nachge-
wiesen werden.

Begriffsbestimmung

Als Optimierproblem ist eine Funktiop: A — B gegeben, die Elemente eines Pro-
blemraums4 in einen BildraumB abbildet, der zumindest partiell geordnet sein muss.
Mit Hilfe eines EA wird ein Suchpunkt bzw. eine Losuag A mit einem moglichst
guten Funktionswelf(s) gesucht. Dazu ist eine Codierung der Lésungen festzulegen,
die Reprasentation (representatiogénannt wird. Den Raum bezeichnet man auch
als den Phanotypraum, da die Losungen in der urspriingliebenulierung des Pro-
blems erscheinen. Der Genotypratih:= G x ... x G, istder Raum der mdglichen
Ldsungen, auclieenome (genomejenannt, auf dem der EA arbeitet. Genotyp- und
Phanotypraum kénnen gleich sein, oder bei Phanotyprautieaus algorithmischer
Sicht unhandlich sind, wahlt man einen der Ublichen Gernétyme und bildet die
Ldsung anschlieRend in den Phanotypraum ab. Diese GeRitipetyp-Abbildung
(genotype-phenotype-mappink) : G — A kann oftmals nicht bijektiv gestaltet
werden, sollte aber einen moglichst grol3en Bereich #asbdecken und dabei we-
nige Elemente mit gleichem Abbild haben. Eine Abbildung: B — R ermoglicht
eine Bewertung der Phanotypbilder durch reelle Zahlen.@&nom ist ein Vektor

x = (x1,...,2,) Mitx € G, x; € G; ausn sogenannte®bjektparametern (object
parameters) Zur kontinuierlichen Optimierung werden dig; als Intervalle reeller
Zahlen gewabhlt, zur diskreten Optimierung als Intervall@zer Zahlen. In der kom-
binatorischen Optimierung werden binédre Suchrdume odenlRationen verwendet.
Es treten auch Mischformen auf, wie beispielsweise die gelmtiganzzahlige (mixed
integer) Reprasentation, die teilweise diskrete und tge reellwertige RA&ume’;
beinhaltet.

Fur ein Genom wird eingielfunktionf : G — R als f = hy o g o hy ausgewertet. Ein
Genom und dessen Zielfunktionswert werden zu einer Eirthisamengefasst und
als Individuum (individual)bezeichnet. Zusatzlich kann ein Individuum sogenannte
Strategieparameter (strategy parameter) enthaltenjeliadation steuern. Innerhalb
eines EA sind die Individuen die zu optimierenden Einhei&a werden mit einer so-
genannteritnessfunktion (fithess functiohgwertet. Die Fitnessfunktion ist oftmals
identisch zur Zielfunktion, weshalb die Begriffe mitungginonym verwendet werden.
Wir unterscheiden hier explizit zwischen der zu optimielem Zielfunktion und der
Fitness, die nur innerhalb des EA von Interesse ist, um ildden zu bewerteten und
zu selektieren. Diese Unterscheidungist in der Mehrzigidprung besonders detlich,
da sich dabei ein Vektor von Zielfunktionswerten ergibt, dierch eine zusatzliche Be-
wertungsfunktion auf einen reellwertigen Fithesswergddiglet wird. Ein Individuum
a = (w,x,y,z) besteht also insgesamt aus einem Tupel der Vektoren dee@aa
parametesv, des Genoms, der Zielfunktionswertg und der Fitnesg. Eine Menge
P von Individuen nennt man eirfeopulation (population)Die Population der Gro3e
1 in der Generation wird bezeichnet al®(t) = {a(t)("), ..., a(t)W}.



KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Initialisierung
Variation
(Rekombination,
Auswertung / Mutation) \
der Population
Selektion Auswertung der
der Eltern Nachkommen

Selektion der /
Folgepopulation
Abbruchkriterium

erfiillt? STOPP

Abbildung 1.1:Schematische Darstellung der Operatoren eines EA.

Beispiel 1.1 (TSP) Mit einem EA kénnte man das beriihmte Traveling Salesperson
Problem (TSP), eine optimale Rundreise zwischeBtéadten zu finden, optimieren.
Als Représentation kann manstellige Permutationen (Genotypraum) verwenden, die
die Reihenfolge der Stadte darstellen. Der EA versucht ieht,reine gute Lésung an-
hand problemspezifischer Informationen zu konstruieremgern beginnt mit irgend-
einer Rundreise und ,probiert” einfach durch VerdnderuegReihenfolge der Stadte
(Variation) weitere Lésungen aus. Die Zielfunktion wére Winimierung der Summe
der Rundreisekosten und die Fitnessfunktion kann ebengétgewerden. Formuliert
als Mehrzieloptimierproblem kénnte man versuchen, gkeifg eine schnellste und
billigste Rundreise zu finden. Die Zielfunktionen wéren Rigisedauer und -kosten
und als Fitness muisste eine zusétzliche Bewertungsfundtiémen, die zwischen bei-
den Wiinschen abwégt.

Ablauf eines evolutionaren Algorithmus

Der Optimierprozess eines EA verlauft in Runden, dieGdserationen (generations)
bezeichnet werden. In jeder Generation werden aus der |ttRopulation Elter-
Individuen ausgewahlt, aus denen nd&leehkommen (offspringrzeugt werden. De-
ren Fitnesswert wird bestimmt und anschlieRend wird eialvgisprechende Auswabhl
an Individuen zur Folgepopulation ernannt. Die Abfolge slegenannten Operatoren,
aus denen ein EA besteht, ist in Abbildung 1.1 veranschauilic

Es gibt unzéhlige Spezifikationen der Operatoren und derdwf ist ein aktuel-
les Forschungsgebiet, sodass eine vollstéandige Wiedergahdglich erscheint. Zum
Verstandnis wird hier nur ein Basis-Algorithmus bescheirebind ein kurzer Uberblick
der populérsten etablierten Varianten der Operatorerbgegeerden. Die Darstellung
ist dabei so allgemein gehalten, dass sie auf die Einziel-auf die Mehrzieloptimie-
rung zutrifft. Spezielle Verfahren, die in evolutionarereMzieloptimieralgorithmen
eingesetzt werden, sind im folgenden Abschnitt 1.3 besbkri.

EA arbeiten mit — moglicherweise sehr vielen — Parametayn,denen hier zunéchst
nur die zwei Ublichsten beschrieben werden. Es ist in deeRsige PopulationsgroéRe
u = | P| festzulegen, die bestimmt, wie viele Individuen die PopataP einer Gene-
ration enthalten soll. Pro Generation werden zusatittdividuen als Nachkommen
erzeugt.

10



1.2. EVOLUTIONARE ALGORITHMEN

Initialisierung Der Algorithmus startet mit der Initialisierung der Pogida. Diese
erfolgt typischerweise zufallig gleichverteilt im Suchm oder durch Initiali-
sierung von Individuen mit bekannten Losungen, die es Zibessern gilt.

Selektion der Eltern Jede Generation beginnt mit der Auswahl von Elter-Indieigu
fur die Reproduktion. Populére probabilistische Strategirbeiten dabei fithess-
abhangig oder zuféllig gleichverteilt. Alternativ kann mdeterministisch die
besten Individuen wéhlen.

Variation Aus den Eltern werden durch Variation neue Genome (und eg#rgtra-
tegieparameter) fur die Nachkommen generiert. Die Erzeggines Nachkom-
men aus mehreren Eltern helRékombination (recombination, crossovetie
Variation nur eines Elter wird alslutation (mutationbezeichnet. Die Spezifi-
zierung der Variationsoperatoren ist stark abhangig vowelevendeten Repra-
sentation. Die Operatoren dienen der Erforschung des Suietsrund sollten in
ihrer grundlegenden Form ungerichtet sein, d. h. keinetRichim Suchraum
bevorzugen.

Rekombination Zur Rekombination werden pro Nachkomme typischerweise
zwei Eltern ausgewahlt, es gibt aber auch Verfahren beirddieegesamte Po-
pulation mit einbezogen wird. Die Werte eines Nachkommerdes entweder
durch gewichtete Mittelung (arithmetische Rekombinatier Elternwerte ge-
bildet oder es werden Vektorkomponenten jeweils eines Hiteerandert Uber-
nommen (diskrete Rekombination).

Mutation Die Mutation ist eine zuféllige leichte Veranderung einedividu-
ums. Falls eine Rekombination durchgefiihrt wird, wird gié @en entstande-
nen Nachkommen angewendet, ansonsten entsteht durcmdidaeihkomme
als Mutation eines kopierten Elter-Individuums. Bei ber@Suchraumen wer-
den beispielsweise Bits invertiert oder bei reellen Gepidtymen normalver-
teilte Zufallszahlen addiert. Die Strategieparameteneicbei der reellwertigen
Optimierung dazu, die Schrittweiten, also die GroRe dera¥an fur jedes In-
dividuum individuell zu steuern.

Auswertung der Nachkommen Fir die A Nachkommen wird ihr Zielfunktionswert
ausgewertet und sie werden durch die Fitnessfunktion lietv&iese Auswer-
tung kann sehr zeitaufwéandig sein, da es sich um komplexgiétne handeln
kann, fuir die keine Beschreibung in geschlossener matlisrhat Form vorliegt
und Funktionswerte von Suchpunkte nur durch Simulatioresvognen werden
koénnen.

Selektion der Folgepopulation Anschlielend wird die Folgepopulation der Grgf3e
ausgewabhlt, so dass die Populationsgrof3e bei diesem Blagisthmus kon-
stant bleibt. Werden dazu alle Individuen — die bisherigpuPation und die
Nachkommen — in Betracht gezogen, nennt man das eine Riag@eé und
schreibt {1 + \)-Strategie. Wahlt man nur Nachkommen aus, was natirlich
u < X voraussetzt, nennt man das ein Komma-Strategie, die maiu.al3-
Strategie.

Abbruchkriterium Da das Erreichen eines Optimums in der Regel weder garantier
noch verifiziert werden kann, gibt es keinen konzeptiomeadpunkt des evo-

11



KAPITEL 1. EINFUHRUNG

lutionaren Prozesses. Es wird daher ein Abbruchkriteriestgielegt, dass sich
typischerweise auf eine Beschrankung von Ressourcen fAdea Generatio-
nen, CPU-Zeit) oder auf die Qualitat der Losungen (,Ereieldie letzteb Gene-
rationen noch eine entscheidende Verbesserung?*) beBiehBedingung wird
zwischen den Generationen Uberprift und bei Erflllung detirdlerprozess
gestoppt.

Der evolutionare Prozess hat das geschickte Absuchen dbassbims zum Ziel. Dabei
sollen die interessante Regionen des Suchraums gefunderialversprechende Ge-
biete verstarkt untersucht werden, um die jeweiligen lek&@ptima zu finden. Es gibt
hierbei einen Konflikt zwischen globaler Erforschung destaums und der Kon-
vergenz zu einem lokalen Optimum. Um ein lokales Optimumrzeiehen, steuern
zumeist mehrere Individuen darauf zu. Dies kann zu vieletiétren Individuen und
damit zu einem Diversitatsverlust der Population fiihreie Ronzeption vieler EA
beinhaltet, dass besonders gute Individuen ihre Eigeftecheerstarkt vererben und
somit die Population eventuell ,vereinheitlichen”. EinBisitatsverlust kann zur Sta-
gnation des Optimierprozesses fiihren, insbesondere aNerlassen eines lokalen
Optimums nicht mehr mdglich ist. Wenn alle Individuen selinlich sind, wird mit
hoher Wahrscheinlichkeit in den folgenden Generationennmeh ein kleiner Teil
des Suchraums erreicht. Ist die Population zu einem lok@jgtimum konvergiert,
so werden typischerweise nur noch schlechtere Individuezugt und kein globales
Optimum gefunden.

Historie evolutionarer Algorithmen

Evolutionare Algorithmen (EA¥t heute ein Oberbegriff, unter dem sich mehrere Ver-
fahren vereinen. Die Urspringe sind einerseits die von Hg Schwefel [Sch65,
Sch68] und Ingo Rechenberg in den 60er Jahren des 20. Jaersientwickelten
Evolutionsstrategien [Rec94]. Andererseits wurden aéitnand unabhangig davon in
den USA von John Holland [Hol75] genetische Algorithmenndgokelt. Weitere An-
satze sind das evolutiondre Programmieren (EP) von LawrEngel [FOW66] und
die genetische Programmierung (GP) von John Koza [Koz92]Evolutionsstrategi-
en verwendeten eine problemspezifische (oftmals reeilygiReprasentation, wohin-
gegen die ersten genetischen Algorithmen stets einendb@@dtierung des Suchraums
verwendeten. Das erfordert eine Abbildung des Problemsa{Pfhdnotypraums) in
den bindren Genotypraum. Bei den EvolutionsstrategigrdigMutation als zentra-
ler Operator, bei den genetischen Algorithmen wurde dieoRddination als wichtiger
angesehen und man formulierte die sogenannte ,buildingkbidlypothese, nach der
sich gute Losungen aus guten Bestandteilen zusammensEggibt weitere Unter-
schiede, allerdings sind diese im Laufe der Jahre verwigziet einzelnen Schulen
haben sich gegenseitig inspiriert und aktuelle Forschgemeinschaften sind von al-
len Arbeiten beeinflusst. Moderne evolutionare Algoritinni@ssen sich nicht mehr
eindeutig als Evolutionsstrategien oder genetische Atlgmen bezeichnen, so dass es
sinnvoll erscheint nur noch den Begriff der evolutionardégakithmen zu verwenden.
Alternativ wird auch der BegrifEvolutionary Computation (EQGynonym gebracuht.

In den 60er und 70er Jahren wurden die Verfahren in der brerssenschaftlichen
Offentlichkeit eher belachelt und die Verwendung von Zstaitscheidungen als man-
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1.3. MEHRZIELOPTIMIERUNG

gelnde Kompetenz der Algorithmendesigner interpreti2as &nderte sich durch die
aufkommende verstarkte Berechnungskraft der Computeerin8@er Jahren, die die
experimentelle Optimierung erst wirklich niitzlich mach&eit Mitte der 80er Jah-
re erleben evolutionare Algorithmen wachsendes Intenesdesinen extremen Auf-
schwung in den 90er Jahren. Sie werden verstéarkt auf reatddpnstellungen ange-
wendet und sind wissenschatftlich anerkannt, so dass sieimenimmer gro3er wer-
denden Gemeinschaft erforscht und weiterentwickelt wer&&e sind heute etabliert
als Teilgebiet der hochmodern€omputational Intelligence (Clder aul3erdem die
Fuzzy Logic und neuronale Netze zugeordnet werden, sowierdangs die Verfah-
ren der Schwarm-Intelligenz und der kiinstlichen Immunnetke. Den CI-Methoden
ist gemeinsam, dass sie natur-inspiriert sind, also neti#&Prozesse nicht unbedingt
exakt nachahmen, aber sie zum Vorbild nehmen bei der Enwvigkechnischer Ver-
fahren.

1.3 Mehrzieloptimierung

Ideen und Modellierungsanséatze

Bei alltaglichen Problemen aller Lebensbereiche stehnadé Losungsmoglichkei-
ten zur Auswabhl, die Vor- und Nachteile aufweisen und Wiesoh unterschiedlicher
Intensitat erflllen, was dazu fuhrt, dass keine Lésungaritid als die beste angesehen
werden kann. Es gibt also verschiedene Anforderungen a@Quaiditat einer Lésung
und die Gute einer Lésung hangt davon ab, wie wichtig eireEhiterien fir den Ent-
scheidungsfinder sind. Objektiv betrachtet sind zwei Lgsumnunvergleichbar, wenn
eine L6sung ein Kriterium besser und eines schlechtertedsldie andere.

Diese Sichtweise mdchten wir nun aliehrzieloptimierung (multi-objective optimi-
sation)formalisieren. Optimiert werded > 2 Zielfunktionen (objectives}, ..., f4
mit f; : S — R (i = 1,...,d). Aufgrund der Dualitat von Minimierungs- und Ma-
ximierungsprobleménkdnnen wir uns im Folgenden auf die Betrachtung von Mini-
mierungsproblemen beschranken. Die Zielfunktionswent&ielfunktionsraum (ob-
jective spacebilden eineni-dimensionalen Vektoy = f(x) = (f1(x), ..., fa(x))T.
Die Ziele sind typischerweise konfliktar und kdnnen dahehnalle gleichzeitig op-
timal erfillt werden. Wenn also eine Losung ein bestimmteseKum bestmoglich
erfillt, gilt das fir die restlichen Zielfunktionen typlserweise nicht. Eine Lésung
eines Mehrzieloptimierproblems bezeichnet man auctKampromissldsung (com-
promise solution)

Bei der Problemmodellierung gibt es zwei gegensatzlichezépte, namlich die a
priori Verfahren und den a posteriori Ansatz. Die a priorifglaren legen im Voraus
der Optimierung eine Funktion fest, die eine Kombination d&ielfunktionen dar-

stellt, sodass daraufhin ein monokriterielles Problenmaigrt wird. Diese Vorgehens-
weise setzt allerdings voraus, dass das Problem und dielBemrjen der Zielfunktio-
nen gut verstanden wurden. Aul3erdem muss der Entschefthdegsseine Praferen-

'Es gilt: min(f;) = — max(—f;).
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

zen der Zielfunktionen genau kennen. Nur unter diesen Urndstékann die monokri-
terielle Ersatzfunktion adaquat konstruiert werden uni didsungen des urspriing-
lichen d-kriteriellen Problems erzeugen. Fihrt man wiederholtef&anit verschie-
denen Gewichtungen der Zielfunktionen durch, lasst sidhdase Weise auch eine
Ldsungsmenge des mehrkriteriellen Problems erzeugenviiieben des Entschei-
dungsfinders kénnen also auch variabel gehalten werdenpdermyilt die Vorausset-
zung, dass die Problemstruktur zur erfolgreichen Optinmiglbekannt sein muss.

Bei dem a posteriori Ansatz wird tatsachlich ein mehrkigiézs Problem optimiert
und die Funktionswerte als Vektoren belassen. Der Name degdfts ergibt sich,
weil der Entscheidungsfinder keine Praferenzen festlegesnsondern erst nach dem
Optimierungsprozess eine zu realisierende Losung nacders&iorlieben auswahlt.
Die Wichtigkeit von Zielfunktionen wird also erst im Naclmigin vom Entscheidungs-
finder festgelegt, nachdem eine Losungsmenge vorliegt antich ist, welche Ziele
in welcher Form erfiillt werden konnten und welche Kompramaimoglich sind. Wir
betrachten im Folgenden also die sogenaletdoroptimierung (vector optimisation)
[Mie01] oderPareto-Optimerung (Pareto optimisatiof)eb01, CVL02].

Konzepte der Pareto-Optimierung

Um die Zielfunktionsvektoren von Individuen zu einanderBiaziehung zu setzen,
werden partielle Ordnungsrelationen verwendet, derendiegende Definitionen in
Anhang A erlautert sind.

Definition 1.1 ((schwache/ starke) komponentenweise Ordmgsrelation) Seienv
undv’ d-dimensionale Vektoren. Die schwache komponentenwedeu@gsrelation
bedeutev < v/ & Vi € d : v; < v} und ist eine partielle Ordnung. Die (starke)
komponentenweise Ordnungsrelation bedeutet v/ < v < v/ A v # v/ und
bildet eine strenge partielle Ordnung.

Auf die Ubliche partielle Ordnung von Vektoren wird eineilde partielle Ordnung
aufgesetzt, bei der ein Element nicht mit sich selbst in &aang steht. Uber die Ord-
nungsrelationen von Funktionswertvektoren werden saggraDominanzrelationen
definiert, deren Beziehung auch auf die Urbildern, also digehdrigen Vektoren der
Objektparameter Ubertragen wird.

Definition 1.2 (Dominanz (dominance)) Fir zwein-dimensionale Vektoren von Ob-
jektparameternx und x” und derend-dimensionale Zielfunktionsvektorgn=f(x)
bzw.y’ = f(x’) gelten folgende Beziehunden

y<y & y<y [y dominierty’]
x <x [x dominiertx’] (1.1
y<y & y=xy [y dominierty” schwach
x <% [x dominiertx’ schwach 1.2)
YyEYAY £y < yly [y undy’ unvergleichbalr
x || x’ [x undx’ unvergleichbal (1.3)
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Abbildung 1.2:Veranschaulichung der Dominanzrelation (links) und dehtidominierten
Sortierung (rechts). Dargestellt ist eine Punktmenge aeisFdonten, deren Elemente durch
verschiedene Grautdne der Punkte markiert sind.

Definition 1.3 (Pareto-Optimum, Pareto-Menge, Pareto-Frat) Eine Lésungx €

S heil3t Pareto-optimal, wenn im Suchraum keine Lésxhg S existiert, von der

x dominiert wird. Fur den zugehorige Zielfunktionswerteeky = f(x) gilt also:
#x' € S :y' < y;undy wird ebenfalls Pareto-optimal oder effizient genannt. Als
Pareto-Front PF bezeichnet man die Menge Pareto-optimaielfunktionsvektoren,
die Menge ihrer Urbilder wird Pareto-Menge PM {x | y € PF} genannt.

Von einem Pareto-optimalen Zielfunktionsvektor kann &sme Vektorkomponente
verbessert werden ohne eine andere zu verschlechternldbia gninimalen Elemente
(vgl. Anhang A) der Dominanzrelation werden &areto-optimalind die minimalen

innerhalb einer Menge atgcht-dominiertezeichnet.

Definition 1.4 (Nicht-Dominanz (non-dominance))Eine nicht-dominierte Ldsung
x € M C S ist eine Losung, die von keiner anderen Losung’ine M dominiert
wird. Die nicht-dominierte Menge N/ ) = {x € M | ix’ € M mitx’ < x} enthalt
alle nicht-dominierten Losungen von M. Die Elemente vor{ NI sind unvergleich-
bar oder dominieren einander schwach. $ei= {f(x) | x € M} die Menge der
Zielfunktionsvektoren, dann bezeichnet man die nichthiienien Zielfunktionsvekto-
ren ND(F) = {f(x) | x € ND(M)} als nicht-dominierte Front.

In der evolutionaren Mehrzieloptimierung ist das Konzegt nicht-dominierten Sor-
tierung populér. Es entspricht der Partitionierung einenlyk in Antiketten. Dilworth’s
Dekompositionstheorem [Dil50] besagt, dass eine Mengéildbeh in h Antiketten
unterteilt werden kann (vgl. Anhang A). Eine algorithmie@eschreibungen der Par-
titionierung wurde von Goldberg [Gol89] formuliert. Einfliziente Implementierung
von Deb et al. [DAPMO0O0] wird in Kapitel 2 erlautert und in A B vollstandig
wiedergegeben.

Definition 1.5 (Nicht-dominierte Sortierung (non-dominated sorting)) Die nicht-
dominierte Sortierung ist eine hierarchische Partitionieg einer Losungsmengé
in nicht-dominierte Menge#, ..., F,,, mit folgenden Eigenschaften.

1. Fy = ND(F) .

2Die schwache Dominanz wird auch als Uberdeckung (covebieggichnet.
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

2.Vimit2<i<wv: F;, = ND(F\U1<J.<Z. F;).
3. ND(Fy,)\F, =0.
Die PartitionenF; werden als Fronten bezeichnet.

Die erste Front entspricht der nicht-dominierten FronheEtielfunktionsvektoy ge-
hort zur i-ten Front, wenn die Frodf;_; einen Vektory’ enthalt, durch dery do-
miniert wird. Beispielsweise bedeutet dies, ein Zielfuoksvektor gehort zur dritten
Front, wenn er von einem Vektor (der zweiten Front) dominigrd, die wiederum
selbst dominiert wird von einem nicht-dominierten Zielktionsvektor (einem Ele-
ment der ersten Front). Die Nummer der Front gibt also in gseri Weise den Grad
der Dominanz an. Die Zeilfunktionsvektoren der letztenrfedpminieren keine ande-
ren Zielfunktonsvektoren vof/, was allerdings nicht als definierende Eigenschaft zu
verstehen ist. Die Partitionen bilden eine Dominanz-Hudie, da jedes Element in
F; von mindestens einem Elementhi_; dominiert wird. Eine Front mit niedrigerem
Index ist also ,besser “ als eine Front mit héherem Index, evalie vergleichende
Bewertung von Mengen im folgenden Kapitel 1.4 naher spéeifigvird.

Zielsetzung der Pareto-Optimierung

Zitzler [Zit99] formuliert drei Ziele, die bei der Mehrzigbtimierung angestrebt wer-
den sollten:

e die Distanz zur Pareto-Front sollte minimiert werden (Kengenz),

e die gefundenen Ldsungen sollten moglichst den gesamtezidBeder Pareto-
Front abdecken (Diversitat),

e es sollten mdglichst viele nicht-dominierte Lé6sungen gefen werden, um dem
Entscheidungsfinder eine groze Auswahl an Kompromisstissuau bieten,
aus denen er nach seinen Praferenzen auswéahlen kann.

Die Leistungsfahigkeit von Mehrzieloptimier-Algorithméestimmt sich also durch
die Qualitat und Quantitat ihrer produzierten Ergebnisgesrund die Zeit- und Spei-
cherplatz-Ressourcen, die sie zu deren Erzeugung benotige

Bei der Modellierung wird angestrebt, die Anzahl der ZiaKtionen und damit die
Dimension des Suchraums moglichst gering zu halten. Bigh&iorschungsarbeiten
der heuristischen Mehrzieloptimierung betrachten messiavei oder drei Zielfunk-
tionen.

1.4 Qualitatsmalie zur Bewertung von Mengen

Idee und Verwendung

Das Ergebnis eines Mehrzieloptimierprozess ist bei destBadptimierung tblicher-
weise eine Menge von Kompromisslosungen, also eine Appratidon der Pareto-
Front. Um die Leistungsfahigkeit von Algorithmen zu bewertbendtigt man Kon-
zepte zum Vergleich der produzierten Ergebnismengen. Bsedi Zweck wurden
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Qualitatsmalie, so genanretriken (metrics)entwickelt. Dieser Begriff ist in ge-
wisser Weise irrefiihrend, da es sich nur um einen FachbdgriMaRe und nicht

notwendigerweise um Metriken im mathematischen Sinnedigradlso um binare Re-
lationen, die positiv und symmetrisch sind, sowie die Drkseingleichung erflllen.
Die Metriken werden entweder direkt auf die Ergebnismeraysgewendet oder auf
die nicht-dominierte Teilmenge davon.

Metriken kbnnen anhand der Anzahlihrer Argumente kateggntiwerden. Unare Me-
triken sind Abbildungemn(M) : M — R, die einer Mengé\/ eine reelle Zahl zu-
weisen. Bindre Metrikemn (M, M') werden eingesetzt um zwei Mengen direkt mit
einander zu vergleichen. Unare Mal3e haben den Vorteikliglviele Mengen durch
Sortierung ihrer Abbilder vergleichen zu kénnen.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten der Kategorisierung Metriken. Deb [Deb01]
schlagt entsprechend der Aspekte, die die Metriken messarKéassen vor: Me-
triken flr die Konvergenz zur Pareto-Front, Metriken fiie ddiversitat der Menge
und Metriken, die beides messen. Zitzler et al. [ZTI3] sowie Knowles und Cor-
ne [KCO02] betrachten Metriken hinsichtlich des Gradesrilt@mpatibilitat mit den
Uberlegenheits-Relationen, die im Folgenden beschrieteeden.

Eigenschaften von Metriken

Die tatsachliche Leistungsfahigkeit von Metriken wird clusogenannte Uberlegen-
heitsrelationen (outperformance relations) bewertetydn Hansen und Jaszkiewicz
[HJ98] definiert wurden. Die Uberlegenheitsrelationeridiezn sich auf die Dominanz-
Relation, die allen Mengen zugrunde liegt. Es wird bewemtetiefern die Ordnung,
die eine Metrik auf einer Menge von Ergebnismengen indumiérder Halbordnung
der Dominanzrelation kompatibel ist. Es gibt drei Gradeldleerlegenheit (outperfor-
mance), namlich die schwache, die starke und die vollstgndi

Definition 1.6 (schwache Uberlegenheit (weak outperformase)) Eine Approxima-
tion A der Pareto-Front ist einer anderen Approximation Bhwach Uberlegen
(A0, B), wenn mindestens ein Punkt aus A nicht in B enthalten isfedet Punkt in
B von einem in A schwach dominiert wird.

AO, B & i) A#B i) ND(AUB)=A.

Definition 1.7 (starke Uberlegenheit (strong outperformarce)) Eine Approximati-
on A der Pareto-Front ist einer anderen Approximation B ktéberlegen 4 O, B),
wenn mindestens ein Punkt aus B von einem Punkt in A dominidnind jeder Punkt
in B von einem in A schwach dominiert wird.

AOs B & i) ND(AuUB)=A i) B\ND(AUB)=1.

Definition 1.8 (vollstandige Uberlegenheit (complete ougrformance)) Eine Ap-
proximation A der Pareto-Front ist einer anderen Approxiiaa B vollstandig Uber-
legen A O. B), wenn jeder Punkt aus B von einem Punkt in A dominiert wird.
AO.B & i) ND(AUB)=A i) BNND(AUB) =1.
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Abbildung 1.3:Veranschaulichung der Uberlegenheitsrelationen: Links4O., B, mittig
A O4 B und rechtsA O, B.

Die drei Uberlegenheitsrelationéh, mit ¢ € {w, s, c} haben folgende Eigenschaf-
ten.

a) Sie sindtransitiv,es gildA Oy, B N B Oy C = A0, C.

b) Sie sind antisymmetriscit Oy B A BOy A = A=DB.

c) Sie bilden eine Hierarchit O. B = AOs;B = AO, B,

bzw. 0O, C O, C O..

Mengen, die einander nicht vollstdndig Uberdecken, aldwdise disjunkte nicht-

dominierte Elemente enthalten, sind beziiglich der Uberlbgitsrelationen unver-
gleichbar, diese liefern also in diesen Fallen keinen Zusenhang. Die schwache
und starke Uberlegenheitsrelation werden oft implizit ktuallen Forschungsarbei-
ten verwendet. Einfache Beispiele der Uberlegenheitsoelan sind in Abbildung 1.3

gezeigt.

Definition 1.9 (Vollstéandigkeit (completeness))Eine Metrikm (A1) wird als vollstan-
dig bezuiglich einer UberlegenheitsrelatiGhbezeichnet, wenn fiir alle Mengen B
git: AOB = m(A) besseralsm(B).

Jedes Paar, das mit einer Relati@rvergleichbar ist, ist auch mit einer vollstédndigen
Metrik vergleichbar und die induziert fur jedes Mengenpaiae Beziehung, die mit
der Ordnung) kompatibel ist.

Definition 1.10 ((schwache) Kompatibilitat ((weak) compaibility)) Eine Metrikm
wird als kompatibel zu einer Uberlegenheitsrelat@rezeichnet, wenn fiir alle Men-
genA, B gilt: m(A) besseralsm(B) = AO B.

Eine Metrikm heiRRt schwach kompatibel zu einer Uberlegenheitsrelati@mn gilt:
m(A) nichtschlechteralsn(B) = AO B.

Wenn fur zwei Mengem O, B gilt, dann bewertet eine zur starken Uberlegenheits-
relation kompatible Metrik die Menge A besser als die MengésBeine Metrik nicht
(schwach) kompatibel mit den Uberlegenheitsrelationedkasin ihre Bewertung von
Mengen nicht als korrekt angesehen werden.

Zitzler et al. [ZTLT03] zeigen, dass keine unare Metrik — sogar keine Kombinatio
mehrerer unérer Metriken — existiert, deren impliziertdi@ng aquivalent zur starken
Uberlegenheitsrelationist. Das bedeutet, dass es keingdienarer Metriken gibt, die
gleichzeitigO,-kompatibel undD;-vollstandig sind. Allerdings existiert theoretisch
fur den Vergleich endlicher Mengen ein unarer Indikator,dlese Bedingung erfullt.
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Dieser Indikator ist aber nicht in der Lage, die Unterschiedischen zwei Mengen
zu quantifizieren, sondern nur die bessere zweier Mengeregtinimen. Zitzler et
al. beschrieben, dass die Anzahl der unaren Indikatoredestens so grofl3 wie die
Anzahl der Zielfunktionen sein muss, um ein Vergleichssystu gewéhrleisten, dass
gleichzeitigO,-vollstandig undO ;-kompatibel ist. Dies ist also mit einer festen An-
zahl unabhéngig vom Problem nicht mdglich.

In der vorliegenden Arbeit werden die S-Metrik und die Kagenzmetrik verwendet,
diese beiden Metriken werden daher im Folgenden néherdm¢ta

S-Metrik

Die S-Metrik (S metricwurde erstmals 1998 von Zitzler und Thiele [ZT98] for-
muliert und als GréRe des dominierten oder Uberdeckten R4sire of dominated
space, size of space covered) bezeichnet. Im mathematighlsammenhang ent-
spricht sie dem Lebesgue-Mal} (siehe z. B. Bronstein et 8MK00]). Gemal der
Definition der Dominanz-Relation entspricht der von einégimensionalen Punkt
y Uberdeckte Raum dem (unendlichen) Hyperquader, der diecti Hyperebenen
aufgespannt wird, die jeweils achsen-parallel durch demkPwerlaufen. Der abge-
deckte Raum entspricht damit den Punkten, die in delimensionalen Intervallen
[y1,0) X ... X [yq, 00) enthalten sind (vgl. auch Kapitel 3.2.2). Die Grof3e des abge
deckten Raums zu berechnen, ist nur bei einem endlichen Raunvoll, daher wird
ein Referenzpunkt eingefuhrt, der den Raum begrenzt. DEr&epunkt muss do-
miniert werden von den Punkten, deren Uberdeckter Raumsgemaverden soll (vgl.
Abbildung 1.4). Die Begriffe der S-Metrik und des domin@rtbzw. Uberdeckten Hy-
pervolumens werden im Folgenden synonym verwendet.

Definition 1.11 (S-Metrik (S metric)) Der Wert der S-MetrikS (M, r) entspricht der
GrolRe des Raums, der von den Punkten einer M@ngeerdeckt wird und durch den
Referenzpunkt beschrankt ist. Der tGiberdeckte Raum einer Menge ist dignigrang
der jeweils von den Punkten tUberdeckten Rdume, wobei nobhirfeerdeckte Bereiche
nur einfach gezéhlt werden. Der tUberdeckte HyperquaderseiRunktey seih(y) =
[y1,71] X ... X [ya, rq]. Der Wert der S-Metrik ist folgendermaf3en bestimmt, wadbei
das Lebesgue-Mal} bezeichnet:

A{Unr)ly € M}). (1.4)

Die S-Metrik zeichnet sich dadurch aus, dass sie als eisflggkanntes) unares Mald
O-vollstandig und gleichzeitig kompatibel in dem Sinne @sss sie kein Mengen-
paar falsch bewertet, flr das eifg-Relation gilt. Voraussetzung dafiir ist, die Be-
schranktheit des Zielraums, so dass ein Maximalwert deeSikfexistiert [ZTL"03].
Die S-Metrik unterscheidet zwischen den verschiedenenl&penheitsrelationen, so-
dass eine Menge, die einer anderen Uberlegen ist, immeerleswertet wird. Die
S-Metrik ist unabhangig von einer linearen Skalierung diedraums [Kno02], die
induzierte Ordnung von Mengen &ndert sich also nicht, wean die Zielfunktions-
werte mit einem skalaren Wert multipliziert. Sie ist aul®&ndnonoton, was bedeutet,
dass jede zusatzliche nicht-dominierte Losung, den Meatkder Menge nicht ver-
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Abbildung 1.4:Das dominierte Hypervolumen (S-Metrik) ist begrenz dureh &eferenz-
punktr bzw.r’. Die rechte Menge hat den groReren Wert begind die linke bzglr’.

schlechtert.

Die Ordnung von zwei Mengen, die beziiglich der Uberlegaabeationen unver-
gleichbar sind, kann vom gewahlten Referenzpunkt abhamjes ist genau dann der
Fall, wenn die zu vergleichenden Mengen sich in ihren Ranklymn unterscheiden.

Definition 1.12 (Randpunkt (boundary point)) Ein Punkty heil3t Randpunkt einer
Mengel, wenn gilt:3y; mity; = maxyenr{yi} -

Ein Randpunkt hat also in einer Zielfunktion einen schlesten Wert unter den Ele-
menten der Menge. Knowles und Corne [KCO02] illustriert dexll Ferschiedener
Rangordnungen an einem Beispiel, dass in Abbildung 1.4odemiert wird. Fir zwei
MengenA, B gilt fir zwei Referenzpunkte undr’: S(A,r) < S(B,r’) undS(A, ')

> S(B,r).

Eine Metrik sollte effizient berechenbar sein. Ein hegathapekt der S-Metrik istih-
re hohe Laufzeitkomplexitat. Eine Ubersicht aktueller@dmungsalgorithmen wird
in Kapitel 3 gegeben. Der beste bekannte Algorithmus ha eiorst-case Laufzeit
von O(m%?21ogm) (fur m Punkte imd-dimensionalen Zielraum), die beziiglich der
Kardinalitat der Menge polynomiell, aber exponentiell ier dHalfte der Dimension
des Suchraums ist.

Fleischer [Fle03b] zeigte einen Zusammenhang zwischeriximum der S-Metrik
und der Pareto-Front fur die diskrete Mehrzieloptimieruago im Falle eines endli-
chen Suchraums mit einer endlichen Pareto-Front. Gegeheirsfeste GroRRé der
Punktmenge und ein Referenzpumkider von allen Pareto-optimalen Punkten eines
d-kriteriellen Optimierproblems dominiert wird. Eine Pumienge der Kardinalitdt

die unter allen Punktmengen der Kardinalitaden gro3ten S-Metrikwert aufweist,
besteht nur aus Pareto-optimalen Punkten. Das Problem M@mge zu finden, die
den S-Metrikwert maximiert, ist damit aquivalent zu demb®em, die Pareto-Front
PF zu finden. Fleischer unterscheidet genauer zwei Falhéraig von der Grol3e der
Punktmenge.
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o Falls|M| < [PF|: N =argmaX,cgap{S(M,R)} = N CPF
o Falls|M| > [PF|: N =argmaX,cga{S(M,R)} & PFCN

Die Beweise der obigen Aussagen sind in [Fle02] zu finden.

Konvergenz-Metrik

Die Konvergenz-Metriknisst den mittleren Abstand der Punkte zum jeweils nachst ge
legenen Pareto-optimalen Punktim Zielfunktionsraum. @&Pdreto-Front im Vorfeld
der Optimierung im Normalfall nicht bekanntist und auchddeddemischen Testfunk-
tionen haufig nicht analytisch berechnet werden kann, vedeeman statt der wahren
Pareto-Font eine Teilmenge dieser als Referenzmengee Daibnenge kann durch
vorige Experimente (approximativ) gewonnen werden.

Definition 1.13 (Konvergenz-Metrik (convergence metric)) Der Wert vonk (M, R)
ist der durchschnittliche Abstand der Elementéinzu dem jeweils nachst gelegenen
Punkt einer Menge Pareto-optimaler Puni&eC PF.

K(M,R) = 1/|M|- Z{,neilr%{dist(y,v)} . (1.5)
yeM

Die Funktiondist(y, v) misst den euklidischen Abstand der beiden Pupkiadv.

Die Konvergenzmetrik ist interessant, weil sie die Annéhgran die Pareto-Front be-
schreibt. Da nur genau eine Losung letzlich zur Realisgmausgewahlt wird, ist es
wichtig, dass diese Losung tatsachlich annédhernd Paioal ist.

Die Konvergenzmetrik ist nicht monoton, eine zusatzlicikehtadominierte Losung
kann den Metrikwert verschlechtern. Ein deutlicher Nakhs¢ natirlich, dass die
Pareto-Front (oder eine Teilmenge dieser) bekannt seirs.nRis Metrik ist weder
vollstandig noch kompatibel zu einer der Uberlegenhdasimnen. Das wird an ei-
nem einfachen Beispiel deutlich: Eine Menge, die einentricminierten Punkt ent-
halt, der weit von der Pareto-Front entfernt liegt, wirddmrdewertet als eine Menge,
die diesen Punkt nicht enthalt und ansonsten gleich ist.

Die Konvergenzmetrik kann ganz naiv in Zé€l{| M| - | R|) berechnet werden, indem
man fur jedes Element it/ den Abstand zu jedem Elementihberechnet und diese
vergleicht. Effizientere Algorithmen sind aktuell nichidagant.

1.5 Leistungsvergleiche von Algorithmen

Als Kriterien der Leistungsfahigkeit von Algorithmen bathtet man zum Einen die
erzeugte Ergebnismenge und zum Anderen die Ressourceny dieren Erzeugung
bendétigt werden. Vergleiche der Ergebnismengen wurdemmamsgehenden Abschnitt
1.4 behandelt. Im Folgenden werden Modelle zum Laufzajtearh beschrieben und
es wird auf Besonderheiten von Vergleichsszenarien hiregpemn.
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Black-Box-Szenario

Evolutionare Algorithmen gehéren zu dBrack-Box-Optimierernd. h. sie gewinnen
Informationen Uber das zu optimierende Problem nur putikiber Suchpunkte, die
sie anfragen und deren Funktionswert sie erhalten. Das #miepende System ist
fur den Algorithmus ansonsten unbekannt, also eine Blawk-Bine Auswertung der
Funktion erfolgt dann unabhangig vom EA, es besteht lethigiine Informations-
schnittstelle zwischen Auswerter und Algorithmus. Die Iumkte werden bei allen
randomisierten Suchheuristiken probabilistisch in Aldfigkeit der bisherigen Such-
punkte und deren Funktionswerten gewahlt (vgl. WegenegD&p.

Die Probleme, auf die evolutionare Algorithmen angewendatden, sind oftmals
hoch komplex, sodass fir sie keine geschlossene mathehwksrmulierung vorliegt
und sie kénnen tatsachlich nur punktuell und oftmals nurhfilfie von Simulatoren
ausgewertet werden. Simulationen, wie sie zum Beispigiliysikalische oder soziale
Modelle verwendet werden, sind in der Regel sehr zeitaufligaim Vergleich dazu
ist die Rechenzeit, die ein evolutionarer Algorithmus figrdurchfihrung seiner Ope-
ratoren benotigt, vernachlassigbar gering und man bewradhher die Funktionsaus-
wertung als den Bestandteil des EA, der die GrélRenordnurigaddzeit bestimmt. Im
Black-Box-Szenario verwendet man als Berechnungsmoiletlie Laufzeit die An-
zahl von Funktionsauswertungen, alle RechenoperationBerhalb der Black-Box
werden vernachlassigt.

In der Mehrzieloptimierung gibt es verschiedene Auffaggmdartber, ob als Funk-
tionsauswertung die Auswertung genau einer Zielfunktideralie Auswertung aller
d Zielfunktionen anzusehen ist. Problematisch ist dieseirtigleeit beispielsweise,
wenn man einen Mehrzieloptimier-Algorithmus auf einem rkekeriellen Problem
vergleicht mit einem einkriteriellen Algorithmus, der €iquivalentes Problem opti-
miert, allerdings aufgespaltet in mehrere einkriteridleoblemspezifisch sollten die
Faktoren mit groRtem Zeitaufwand, also beispielsweisé&deahl bendtigter Simula-
tion, bei beiden Szenarien gleich sein, um die Vergleickdiru gewahrleisten.

No Free Lunch Theorem

Bei universellen Optimierern wie EA wiirde man gern in Bezufjadle Optimierpro-
bleme eine Aussage treffen wie ,ein Algorithmus A ist begderein Algorithmus B*“.
Das No Free Lunch (NFL)-Theorem besagt, dass genau diesaitififft und zeigt
dadurch die Grenzen der mdglichen vergleichenden Ausdaiggndas Verhalten von
Algorithmen im Black-Box-Szenario.

Theorem 1.1 (NFL-Theorem) Fiir endliche Suchrdume mit endlichen Bildbereichen
gilt, dass im Durchschnitt Uber alle Funktionen, alle Al¢fanen, die keinen Such-
punkt mehrfach anfragen, beziiglich der Leistungsaspeikte.vB. Optimierzeit oder
Erfolgswahrscheinlichkeit alle das gleiche Verhaltervaisen [WM97]. Fiir die Al-
gorithmen muss zudem gelten, dass sie jeden Suchpunkt siiiveo Wahrscheinlich-
keit anfragen.
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Diese Aussage ist auf den ersten Blick Giberraschend, bsigagipch, dass ein durch-
dachtes Optimierverfahren nicht besser funktioniert @isgielsweise die determi-
nistische Anfrage von Suchpunkten in lexikographischéh&weolge oder eine rein
zufallige Suche — und dass auch kein besseres entwickelteweddann. Das NFL-
Theorem trifft eine Aussage Uber alle Probleme. Es stelit die Frage, ob das NFL-
Theorem tatsachlich auch fur praxisrelevante Falle giie Binschrankung auf end-
liche Suchrédume ist nicht wesentlich, da man bei der Reptatien der Daten in
einem Rechner immer einen — sehr grol3en, aber — endlichdmebune vorliegen hat.
Wesentlich ist die Argumentation Ubale Funktionen, die den Ansatzpunkt fir die
Kritik liefert, dass das NFL-Szenario nicht realistisch is

In der Praxis kann man nur Funktionen betrachten, derermoldes=n fir die Darstel-
lung und Auswertung im Computer beschrankt sind. Zudemdgi$t NFL-Theorem
fur eine Funktionenklasse genau dann, wenn digger Permutationen abgeschlos-
sen (closed under permutatiois} [DJWO02]. Das bedeutet, dass jede Permutation ei-
ner Funktion, wieder in der Funktionenmenge enthalteh Bei einer permutierten
Funktion bleibt die Menge der Funktionswerte identiscteratiie Zuordnung zwi-
schen Argumenten und Funktionswerten ist umgeordnet. Dehdieliebige Permu-
tationen jedem Argument jeder Funktionswert zugewieseu@&ekann, verbietet die
Funktionenklassen geradezu eine Struktur auf dem Suchudiaiei realen Optimier-
problem stets angenommen werden kann. Das NFL-Theoreentlefo eine funda-
mentale Aussage, die allerdings eingeschrankt auf pedgisante Falle nicht zutrifft
(vgl. Droste et al. [DIJW99)).

Droste et al. [DJWO02] formulieren eilBNFL (almost no free lunchjvelches auch auf
realistische Szenarien zutrifft. Dieses besagt, dassregdé Funktion, die ein Al-
gorithmus effizient optimieren kann, exponentiell vielelare Funktionen &hnlicher
Komplexitat (gemessen in z. B. Auswertungszeit oder Skreiigrofe) existieren,
auf denen er versagt, also exponentielle Laufzeit hat. Airchuniverseller Algorith-
mus arbeitet also immer nur auf einer bestimmten Menge varktianen effizient.
Das sollte nicht Uberraschen, da den Strategien jeder stikugewisse Annahmen
Uber die Problemstruktur zugrunde liegen.

Das NFL-Theorem wurde entwickelt fur einkriterielle Optimungsprobleme, neue-
re Arbeiten Ubertragen diese Betrachtung auf die Mehmtatoerung. Corne und
Knowles [CKO03a] zeigen, dass man Mehrzieloptimierprolderuf einkriterielle Pro-
bleme zurlckfihren kann und Ubertragen dadurch die Gigltigles NFL-Theorems
auf die Mehrzieloptimierung. Das NFL-Theorem gilt analag einkriteriellen Opti-
mierung, wenn man die von Algorithmen generierten Suchfmumlit absoluten Leis-
tungsmalRen (Metriken) vergleicht.

Corne und Knowles betrachten auRerdem die Einschrankunigestimmte Pareto-
Fronten, d. h. der Raum der Funktionen wird tiber deren Wergéth beschrankt. Ger-
ne mochte man Aussagen treffen wie ,ein EMOA A ist besser MOE B, im Falle

einer konvexen, konkaven oder unzusammenhéangenden Flatt&chlich gilt auch

3Insbesondere ist die Menge aller Funktionen unter Peripntt abgeschlossen.
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hier das NFL-Theorem, denn die Menge aller Funktionen, idie kestimmte Pareto-
Front erzeugen, ist unter Permutationen abgeschlossesgidi auch dann, wenn man
nicht eine bestimmte Punktmenge als Pareto-Front fesegtlern eine Klasse von
Pareto-Fronten mit einer bestimmten Form betrachtet. Ba\d_-Theorem auf die
einzelnen Pareto-Fronten zutrifft, gilt es auch flr dieagete Klasse, die diese Pareto-
Fronten bilden. Auch bei dieser Sichtweise ist natiirlicekd@r zu beachten, dass die
Betrachtung aller Funktionen kein realistisches Szeniatio

Es wurden auch Falle aufgezeigt, in denen kein NFL-TheorénCprne und Know-
les [CKO3b] betrachten symmetrische, vergleichende ueggmalie, welche die Er-
gebnismengen zweier Algorithmen paarweise direkt verhki, durch eine binare,
symmetrische Relation. Sie zeigen eine Aussage, die siéremsleftovers in per-
mutation spacebezeichnen: Betrachtet man einen Permutationsraum (ahesites,
die zu optimierende Funktion ist injektiv), dann gilt flidgn Algorithmus, dass ein
anderer Algorithmus existiert, der diesem bezliglich egmwdhlten symmetrischen
Vergleichsmetrik unterlegen ist. Der Beweis wurde geflindem ein Gegenbeispiel
konstruiert wurde, welches das NFL-Theorem widerlegtsEsu beachten, dass diese
Aussage nur moglich ist, weil die Vergleichsmetrik niclatrtsitiv ist.

Im Falle absoluter Vergleichsmetriken gilt kein NFL, wenameinen Mehrzielopti-
mier-Algorithmus als Kopplung von Suchpunkt-Generatat Ainchivierer betrachtet.
Die Eigenschaften des Archivs, nur eine Auswahl und niclet efzeugten Punkte
Zu betrachten, widersprechen den Voraussetzungen desTN&arems. Da bei der
Mehrzieloptimierung nicht eine beste Losung gesucht atdern eine Menge mag-
lichst guter Kompromisslosungen, speichert man die biblesten — also die nicht-
dominierten Punkte — in einem Archiv, das notwendigerwgiggenbeschrankt ist.
Man bengtigt also eine Archivierungsstrategie, die einewahl der gefundenen L6-
sungen trifft. Wesentlich ist die Erkenntnis, dass dieshiarerte Menge nicht un-
bedingt reprasentativ fur die Menge der gesamten genemi&tichpunkte sein muss
und daher das NFL flr das Archiv nicht gilt. Diese AussagaelVBRATIS (Genera-
tor/Archiver Theorem in Search)-Theorganannt. Ein Beweis wird einfach dadurch
gefuhrt, dass man Algorithmen mit verschiedenen Archigrobetrachtet, sodass es
einem Algorithmus mdglich ist, die gesamte nicht-domitd@éienge zu speichern und
einem anderen nicht, welcher dann im Vergleich schlecredesehtet wird.

Wir halten fest, dass in realistischen Szenarien kein NReEeFem gilt und bei Mehr-

zieloptimierproblemen insbesondere Archivierungsetign bzw. die geschickte Aus-
wahl einer guten Teilmenge aus einer nicht-dominierten ddesine wichtige Rolle

spielen. Es sind also nicht alle Algorithmen gleich gut usdst durchaus sinnvall,

Uber den Entwurf guter Mehrzieloptimier-Algorithmen naatienken.

Laufzeit einer Generation

Wendet man einen EA auf ein Problem an, dessen Funktionsausw ,effizient*

moglich ist, so spielt die Rechenzeit des EA doch eine wéskatRolle. Man be-
trachtet daher als Gegenstiick zum Black-Box-Szenario digzeit des EA fir eine
Generation. Hierbei zahlt man nur die Rechenoperationender EA bendétigt und
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die Zeit fur die Funktionsauswertung wird vernachlasdigty. als konstant angenom-
men). Fir den SMS-EMOA und andere Algorithmen ist die Latiziaer Generation
in Kapitel 2 jeweils angegeben.

Empirische Studien

Die theoretische Analyse evolutiondrer Algorithmen istihkomplex und exakte Er-
gebnisse fir Laufzeitverhalten, garantierte Approxiowain oder Konvergenzeigen-
schaften sind bisher nur fiir sehr spezielle Betrachtungstiramter (einfacher) Al-
gorithmen auf bestimmten (einfach strukturierten) Fumi&in moglich. Das Hilfsmit-
tel zur Analyse moderner EA auf schwierigen Funktionen siakder experimentelle
Studien.

Nicht nur evolutionare Algorithmen, sondern auch andeh8auristiken arbeiten mit
Parametern, die das Laufzeit- und Optimierverhalten wéiskrbeeinflussen. Wenn
man zwei Algorithmen auf einer Funktion vergleicht, mussnb@achten, ob man
Parametrisierungen gewahlt hat, die fir den Algorithmusdie Problemstellung ge-
eignet sind. Es ist schwierig gute Parametereinstellungifien Algorithmus auf einer
Funktion zu finden, die Parametrisierung ist also selbsOgitimierproblem. Durch
Experimente geeignete Parametereinstellungen zu fintleinigigenes Forschungs-
gebiet, das Konzepte zur Versuchsplanung und Auswertungtgebracht hat, wie
DoE — Design of Experiment®ACE — Design and Analysis of Computer Experi-
mentsoderSPO — Sequenzielle Parameter Optimier{BB06].

Es gibt verschiedene Kriterien, die Parametrisierunggien sollen. Einerseits kdnn-
te man nach einer besten Einstellung eines Algorithmus aofg einer Funktion
suchen. Derartige Experimente belegen, dass eine gutesimpa des Algorithmus
an ein Problem mdglich ist. Interessant ist dann insbegsendier Spielraum in der
Qualitat des Algorithmus bei guten oder schlechten Eihstgen. Andererseits wa-
re es winschenswert, Parametrisierungen zu kennen, dimetuferen Funktionen
im Durchschnitt gut funktionieren, sodass man hoffen ddaks diese auch auf ei-
ner Funktion mit unbekannter Struktur erfolgreich sinde Einstellung ist also ro-
bust, da sie unter verschiedenen Bedingungen funktiorderneist sind Standard-
Parameterwerte bekannt, die vielversprechend oder relsigteinen. In den empiri-
schen Studien in Kapitel 4 werden die Algorithmen anhandeati&tandardwerte, die
von den Algorithmen-Designern vorgegeben wurden, vdiglhc
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Kapitel 2

S-Metrik Selektion (SMS)—- EMOA

Dieses Kapitel ist dem neu entwickelten Algorithn8#etrik Selektion EMOA (S me-
tric selection EMOA)- kurz SMS-EMOA gewidmet. Zunéchst werden im folgenden
Abschnitt 2.1 Motivation und Idee des Algorithmendesighéigert und anschlieRend
die grundlegende Funktionsweise beschrieben (Abschaitt Bigenschaften, die aus
der Konzeption des SMS-EMOA resultieren werden in Absc2n® erlautert. Danach
liefert Abschnitt 2.4 einige mogliche Modifikationen bzvatianten des SMS-EMOA,
die abhangig vom Problem vorteilhaft sein kénnen. SchiibdR’tird der SMS-EMOA
mit anderen etablierten sowie neuen, ahnlichen Verfaheeglichen (Abschnitt 2.5).

2.1 Motivation und Grundidee

Die Zielsetzung bei der Entwicklung des SMS-EMOA war, eiddgorithmus zu ent-
werfen, der in der Lage ist, eine kleine Population entlaggRhreto-Front gut zu ver-
teilen. Dies beriicksichtigt die Bedirfnisse eines Praksikder nur eine geringe An-
zahl Funktionsauswertungen durchfiihren kann und denrexcBdreich interessanter
Kompromisslésungen abdecken méchte. Der Algorithmusadlerdem einfach zu
implementieren sein und sich daher auf moglichst wenigerafgnische Konzepte
beschranken. So wird beispielsweise auf die Nutzung eimelsiv¥s verzichtet und die
Optimierung allein auf der Grundlage der aktuellen Popafedlurchgefiihrt.

Die S-Metrik wird verwendet, um die Qualitat von multidingéonalen Mengen zu
vergleichen (vgl. Abschnitt 1.4). Dieses Mal3 zeichnet siaich seine vorteilhaften
theoretischen Eigenschaften aus und wird daher als eirgedechtesten Bewertungs-
methoden flir Mengen angesehen. Ein guter S-Metrikwert dgeliismenge eines
EMOA ist demnach wiinschenswert. Da man nun weif3, was maitleeremochte,
erscheint es sinnvoll und legitim, direkt darauf hin zu @&dre Die Berechnung der
S-Metrik wird dazu in den Optimierprozess integriert und 8daximierung des S-
Metrikwerts der Population angestrebt. Die Selektion veiodgestaltet, dass stets die
Teilmenge von Individuen als Folgepopulation ausgewahid yderen S-Metrikwert
maximal ist unter den moéglichen Teilmengen.
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2.2 Basis-Algorithmus

Ablauf einer Generation

Der SMS-EMOA von Emmerich et al. [EBNO5] ist als steady-stalgorithmus kon-
zipiert, d. h. es wird pro Generation ein Nachkomme erzeut ein Individuum
aussortiert. Das Hypervolumen-basierte Selektiongkuite bildet die halbgeordne-
ten Zielfunktionsvektoren auf reelle Fitnesswert ab. Bieaoglicht eine vollstandige
Ordnung der Lésungen und eine entsprechende Selektioredtarh

Algorithmus 2.1 SMS-EMOA

1: Py < init() Initialisiere zuféllige Start-Population vgnindividuen
2:t+—0

3: repeat

4 0 < generatép;) Erzeuge 1 Nachkommen durch Variationsoperatoren
5. {F,...,F,} — fast-nondominated-sdi®; U {o}) v Fronten

6: A"« argMmin_(w x,y,z)er, [As(y, Fv)] a* € F, mit kleinstemAs(y, F.)

7. P — (PU{o})\{a"} entferne gewahltes Element
8 t—t+1

9: until Abbruchkriterium erfllt

Der Ablauf des SMS-EMOA ist in Algorithmus 2.1 dargestdiiir die Startpopulation
werdeny Individuen zuféllig generiert oder problemspezifisch nakannten Losun-
gen initialisiert. Der evolutiondre Prozess beginnt dadatss zwei Individuen zufallig
gleichverteilt aus der Population gewahlt werden. Auseatigsitern wird per Rekom-
bination und anschlieBender Mutation ein Nachkomme etzeug

Auf der temporaren Menge dér + 1) Individuen fihrt die Methode fast-nondomi-
nated-sort die Partitionierung in Fronten geman der rdamtinierten Sortierung durch
(vgl. Definition 1.5). Ihre Implementierung ist aus dem voehDet al. [DPAMO02]
entwickelten Algorithmus NSGA-II tbernommen und in Anhdhdargestellt. In ei-
ner Vorverarbeitungsphase wird fur alle Individuenpaagddxbminanz-Relation Gber-
pruft. Die Informationen werden gespeichert, indem flregthdividuum eine Liste
der dominierten Individuen verwaltet wird. Auerdem gibtegnen Zahler fur die
Anzahl der dominierenden Lésungen. Die erste Front (Rarge&)eht nun aus den
Individuen, deren Zahler den Wert null hat. Die nicht-domite Front wird anschlie-
Bend gedanklich aus der Menge entfernt, indem die Zahled@minierten Lésungen
— erkennbar aus der Liste — um eins reduziert werden. Marélverainalog fur die
folgenden Fronten (Rang 2 bis Rangbis die Menge vollstandig partitioniert ist.

AnschlieRend wird aus der schlechtesten Front — also dert Fint dem héchsten
Rang — ein Individuum aussortiert. Das Individuum, welcbes kleinsten Beitrag
zum dominierten Hypervolumen der schlechtesten Frorteleiwird nicht in die Fol-
gepopulation aufgenommen. Die Fitnessines Individuumsa ist somit priméar der
Rang seiner zugehdrigen Front und sekundér sein Hypenewiheitragz, = i, mit
a € F; und fallsz; = v der Hypervolumenbeitragy, = Ag(y, F,,), wie nachfolgend
definiert.

!Diese Variation ist ein haufiges Grundkonzept; es sind andki Variationsoperatoren einsetzbar.

27



KAPITEL 2. S-METRIK SELEKTION (SMS)- EMOA

Lia

‘fl fz‘ +f3

Abbildung 2.1: Hypervolumenbeitrdge der dritten FrontegiRopulation in einem
zwei-dimensionalen Zielraum (links) und ein Beispiel simeei-dimensionalen Ziel-
raums (rechts).

Hypervolumenbeitrag als Selektionskriterium

Definition 2.1 (Hypervolumenbeitrag (hypervolume contrikution)) S(M,r) be-
zeichnet den S-Metrikwert einer Menge M beziiglich einesr&efpunktes gemarn
Definition 1.11. Der Hypervolumenbeitrays (y, M) eines Punkteg € R? zu einer
MengeM ausd-dimensionalen Punkten ist definiert als

As(y, M) = S(M,r) = S(M\{y},r). (2.1)

Der Hypervolumenbeitrag eines Individuumsgst definiert Gber den Beitrag seines
Zielfunktionsvektorgy zum S-Metrikwert der zugehdrigen Front. Der Beitrag ist die
Differenz, die sich zwischen den S-Metrikwerten der ergshbenden Front und der
Front ohne den dedizierten Punkt ergibt. Dies entsprichiGtéRe des Raums, der
nur von dem entsprechenden Individuum dominiert wird una k&inem anderen der
Front.

Die Beitrage sind fuir den Fall eines zwei-dimensionaleneinds drei-dimensionalen
Zielraums durch zwei Beispiele dargestellt (Abbildung 2uin eine Intuition der De-
finition zu vermitteln. Die linke Abbildung zeigt eine Poptibn aus drei Fronten:
die nicht-dominierten Losungen sind schwarz dargestiilt zweite Front grau und
die Punkte der dritten, schlechtesten Front als unaudtgeiileise. Das dominierte
Hypervolumen der schlechtesten Front ist hellgrau daefjesind die Beitrage der
Ldsungen jeweils durch die dunklen Rechtecke.

In einem zwei-dimensionalen Zielraum ist die BerechnungHigervolumenbeitra-
ge effizient méglich. Man sortiert die Zielfunktionsveldarbeziiglich eines Krite-
riums, also beispielsweise aufsteigend bezlgfichDie resultierende Punktsequenz
ist dadurch automatisch absteigend beziigficisortiert, da alle Punkte sich gegen-
seitig nicht dominieren (vgl. Abbildung 2.1, links). Fursigte Individuumal?),

Jj € {2,...,|Fy|}, in der sortierten Sequenz der Frdhit berechnet sich die sekun-
dare Fitness folgendermal3en als Hypervolumenbeitrag:
B =asy@,F) = (W0 o) - (V). (22)
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In den beiden Dimension des Zielfunktionsraums werdenijewé Differenzen zum
nachst schlechteren Punkt berechnet und diese multifligi@ die Randpunkte (vgl.
Definition 1.12) der Front, also die Punkte, die aus einertestitesten und einem bes-
ten Wert bestehen, wird im zwei-dimensionalen Zielraunm Bzitrag berechnet. Die
Randpunkte werden als besonders wertvoll angesehen, iwalles Ausbreitung der
Population entlang der Pareto-Front bestimmen. Im Faliew&elfunktionen wer-
den die zugehdrigen Individuen daher immer in die Folgefaijmn bernommef in
hoéheren Dimension wird allerdings anders verfahren (vhkchnitt 2.4).

Abbildung 2.1, rechts veranschaulicht, dass die Beitréagédrei-dimensionalen Ziel-
raum im Allgemeinen nicht einfache Quader darstellen, somdomplexere Formen
annehmen kdnnen. Da die Berechnung der Beitrage bzw. desrblpmens einer
Menge in hoch-dimensionalen RAumen schwierig und fur deS-EMOA so wichtig
ist, ist ihr ein eigenes Kapitel gewidmet. In Kapitel 3 warderschiedene Verfahren
zur Berechnung des Hypervolumens und fur Hypervolumeridggtbeschrieben.

Variationsoperatoren

Die Variationsoperatoren kénnen aus der Literatur bzwblemspezifisch gewahlt
werden, es wurden keine speziellen Operatoren fir den SMOA entworfen. Fir
die Anwendungen auf Testfunktionen, die in Abschnitt 4.2gestellt sind, wurden
als Rekombinationsoperator démulierte bindre Rekombination (simulated binary
crossover, SBXiind als anschliel3ender Mutationsoperatonmigynomielle Mutation
(polynomial mutation, PMgingesetzt (siehe [Deb01]). Diese werden beispielsweise
auch von den in Abschnitt 2.5 beschriebenen Algorithmen NSGind IBEA ver-
wendet. Auf den realen aeronautischen ProblemstellungeBtddien von Naujoks et
al. erwiesen sich einfache traditionelle Operatoren deflionsstrategien [BS02] als
vorteilhaft. Da die Variationsoperatoren kein zentralbea dieser Arbeit darstellen,
wurde ihre Darstellung in den Anhang verschoben. Au3erdedie Beschreibung der
Operatoren SBX und PM komplex. Eine ausfuhrliche Beschregimit Hinweisen auf
Parametrisierung und Implementierung findet sich in Anhang

2.3 Eigenschaften des SMS-EMOA

Laufzeit einer Generation

Die Laufzeit einer Generation des SMS-EMOA wird hier aufd@gsselt. Wie in Ab-
schnitt 1.5 bereits diskutiert, wird die Rechenzeit fur Hignktionsauswertung der
Zielfunktion nicht berlcksichtigt. Sie gilt als unbekanda sie stark vom Problem
abhéangig ist. Es wird hier also die reine Berechnungskoxitgteder evolutionéren
Operatoren dargestellt. Die Rechenzeit zur Erzeugungs dimdividuums mit Hilfe
der Variationsoperatoren ist linear bezuglich der Pojutagré3e. Die Laufzeit ist
somit bestimmt durch den rechenintensiveren Selekticersopr.

2Falls in einem zwei-dimenionalen Zielraum die schlecletdsbnt nur aus Randpunkten besteht,
wird eines dieser Individuen zuféllig aussortiert.
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Der Algorithmus fast-nondominated-sort zur nicht-doraeitén Sortierung hat eine
Laufzeit vonO(dy?). Die Vorverarbeitungsphase, in der die Dominanz allervindi
duen uberpruft wird, benotigb(du?). Die Partitionierung in Fronten erfordert pro
FrontO(u) Vergleiche und es kann maximalFronten geben.

Die Anzahl der notwendigen Hypervolumenberechnungenhisfiagig von der ver-
wendeten GrolRe der Nachkommenpopulation. Um die optimalehfélgepopulati-
on zu bestimmen, muss das Hypervolumen jeder mdglichennZmsasetzung der
Population berechnet werden. Bei einém+ \)-Selektionsschema mk > 1 géa-
be es(“ﬁ) mdogliche Populationen, deren Hypervolumen verglichenrdeemuss.
Durch den steady-state-Ansatz ist die Anzahl von Hypemelberechnungen mit
(**) = p + 1 linear in der PopulationsgroRe. Dies ist der Hauptgrundiiérver-

"
wendung des steady-state-Konzepts.

Im Falle eines zwei-dimensionalen Zielraums werden digrBgeé gemaf Gleichung
2.2 berechnet und das Verfahren hat in Verbindung mit dexusggehenden Sortierung
eine Laufzeit vorO(ulog p). Auch die nicht-dominierte Sortierung hat fir den zwei-
dimensionalen Spezialfall diese Laufzeit, die im weseh#dn durch die Sortierung
bestimmt ist. In h6her dimensionalen Raumen kénnen dig&gitbestimmt werden,
indem man jeweils einen Punkt aus der Menge ausschliel3t inBitferenz zum
Hypervolumen der Gesamtmenge ist sein Beitrag.d-dimensionale Raume > 3
existiert ein Verfahren mit Laufzei®(;%/?log 11). Bei 1 + 1 Aufrufen des Verfah-
rens pro Generation ergibt sich eine Laufzeit v@fu(%?*11og ). Die Verfahren
zur Hypervolumenberechnung und deren Laufzeiten sind Bhem Kapitel 3.

Schlechtere Selektionskonzepte

Wir diskutieren kurz alternative Designmdglichkeitendéimen Selektionsoperator bei
A > 1, um die auftretende Problematik zu verdeutlichen. Denklidgae die Verwen-
dung einer Greedy-Strategie zur Selektion. Man legt alsdKeaierium fest und wahlt
als Folgepopulation dig Individuen, die es am besten erfillen.

Statt der Beitrdge kdnnte man das absolute Volumen derufifionsvektoren ver-
gleichen und diesbeziiglich die besten Individuen fir dig&mopulation auswéhlen.
Abbildung 2.2 (links) zeigt, dass die ausgewahlte Popafatiicht optimal zusam-
mengesetzt ist, wenn man zwei von drei Losungen danach aitsihach absolutem
Hypervolumen ist der Punkt(2) am besten und wird ausgewéhlt. Hinzu kommt noch
einer der Punktg () odery®, die beide den gleichen S-Metrikwert aufweisen. Ein
groReres Hypervolumen ist allerdings erreichbar durchl\ehPunktey (V) undy )
ohney (2.

Eine andere Mdoglichkeit ist, die Beitrage der Individuendrhalb der Menge der
(1 + A) Individuen berechnen. Daraufhin kénnte man diedividuen mit den grof-
ten Beitrdgen fir die Nachfolgepopulation auswéhlen. Daisfel in Abbildung 2.2
(rechts) veranschaulicht, dass mit dieser Strategie altemicht die optimale Nach-
folgepopulation gewahlt wird fik > 1. Fir A = 2 sind zwei Individuen zu verwerfen
und man wahlt nach den Beitragen die Zielfunktionsvektgréhundy(®). Dadurch
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Abbildung 2.2:lllustration alternativer Selektionskonzepte, welchehhizu einem optima-
len S-Metrikwert fihren. Links: Gegenbeispiel bei Seleithach absolutem S-Metrikwert.
Rechts: Gegenbeispiel bei Selektion nach Beitrdgen beil.

verliert man aber nicht nur die exklusiven Beitrdge der jiégen Zielfunktionsvek-
toren, sondern auch das Hypervolumen, was ausschlief¥lictbgiden Punkten ab-
gedeckt wird. Ein schlechtes Ergebnis ergibt sich durchkymie nahe aneinander
liegen und daher jeder einzelne nur einen kleinen Beitresgele Entfernt man aller-
dings alle diese ahnlichen Punkte, so verliert man auch gagidolumen, das diese
Punkte gemeinsam abdecken, was wesentlich mehr als die SdmnBeitrage sein
kann. Eine Population, die mehr Hypervolumen abdecktberich durch Verwerfen
vony® undy®.

Die beiden angedachten Greedy-Strategien fuhren nicl&zswahl einer Population
mit maximalem S-Metrikwert. Um im Falla > 1 eine optimal zusammengesetzte
Population zu erhalten, misste man die S-Metrikwerte jettiaglichen Subpopulati-
on berechnen. Das verlangsamt den Algorithmus wegen demhioiufzeit der Hy-
pervolumenberechnung sehr stark. Nur beim steady-stasata § = 1) kann man
das Individuum mit kleinstem Beitrag entfernen und dieligstn Individuen ergeben
eine optimal zusammengesetzte Population.

Monotonie des S-Metrikwertes einer Population

Der S-Metrikwert der Population ist schwach monoton steigé\ls Folgepopulation
wird immer diejenige ausgewahlt, die den gro3ten S-Meteitvaufweist. Dadurch
kann dieser Wert niemals sinken, wenn er mit einem gleicibblelen Referenzpunkt
berechnet wird. Es gilt also

Vt>0: S(P,r) < S(Piq,r). (2.3)

Der S-Metrikwert istimmer dann echt gro3er als der vorigenmeine nicht-dominierte
Ldsung eine andere mit niedrigerem Beitrag ersetz hat. M#dschnitt 1.4 erwéahnt,
wird der maximale S-Metrikwert von der Pareto-Front angemzn.

Konvergenz gegen Pareto-Front

Knowles und Corne [KC03] verwenden den S-Metrik-BeitragySdlektionskriterium
innerhalb eines groRenbeschrankten Archivs nicht-dartiei Losungen. Ist ein endli-
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cher Suchraum mit einer endlichen Pareto-Front gegebewardken alle Suchpunkte
mit positiver Wahrscheinlichkeit erzeugt, dann gilt Faides: Das Archiv, welches ge-
malf der Strategie verwaltet wird, konvergiert gegen einlenéage der Pareto-Front.
Der Beweis lasst sich auf den SMS-EMOA Ubertragen, sod#sBgg Population des

SMS-EMOA konvergiert gegen eine Teilmenge der Paretot-ider Beweis und die

Beschreibung der Archivierungsstrategie werden in AbsgtRrb naher erlautert und
mit dem SMS-EMOA in Bezug gesetzt.

Diversitatserhaltung

Die Population andert sich durch das steady-state Konzegangsam, namlich nur
um ein Individuum pro Generation. Durch die Verwaltung vomihierten Individuen
ist stets eine hohe Diversitat gegeben. Wirde man nur diehinierte Individuen in
der Population behalten, so kann die PopulationsgroR3e imeffall auf eins sinken,
wenn ein Individuum alle anderen dominiert. Ein derartiférersitatsverlust wird
durch die konstante Populationsgrof3e vermieden.

Verwaltung eines Archivs

Der SMS-EMOA benétigt innerhalb des Optimierprozessen Rechiv. Es ist aber
nattrlich mdglich, ein Archiv aller nicht-dominierten Ldrsgen zu verwalten. Wir be-
haupten allerdings, dass die Individuen der Populatiom girte Verteilung aufweisen,
so dass ein Archiv nicht unbedingt notwendig ist. Bei redPeoblemen ist es den-
noch empfehlenswert alle gefundenen nicht-dominiertesubgen zu speichern. Der
Entscheidungsfinder kann anhand der finalen Populatiomseleéche Kompromisse
mdglich sind und wird dann sicher Lésungen einer bestimriRegion der Pareto-
Front bevorzugen. Dann kann er eventuell auf das Archivaugieifen, um aus &hn-
lichen Losungen eine auszuwéhlen, die fur die praktisclati§terung am besten ge-
eignet ist. Wir gehen davon aus, dass reale Probleme tygriselse so komplex sind,
dass sie nicht vollstandig modelliert werden kénnen, somé@ abstrahiertes bzw.
vereinfachtes Problem optimiert wird. Das fiihrt dazu, as€ignung ahnlicher L6-
sungen sehr verschieden sein kann und ein Archiv vieleh(@halicher) Losungen
hilfreich ist.

2.4 Varianten des SMS-EMOA

2.4.1 Selektionen nach Anzahl dominierender Punkte

Zusatzlich zu dem prasentierten Basis-Algorithmus (végotithmus 2.1) wurden von
Naujoks et al. [INBEO5b] verschiedene Varianten des SMS-BMGtwickelt. Es wur-
de ein alternatives Selektionskriterium entwickelt, vinels in manchen Féallen statt der
Selektion beziglich der Hypervolumenbeitrdge verwendatden kann. Die bishe-
rige Selektion strebt eine Maximierung des Hypervolumesissthlechtesten Front
an. Eine neue Idee ist, die Selektion abhéngig von der Manigider Losungen auf
den vorderen Fronten zu gestalten. In Regionen des Ziefrauimdenen die vorde-
ren Fronten dicht besetzt sind, erscheint es nicht sinnd@|schlechteren Individu-
en der hintersten Front zu behalten. Andererseits sindiichain der schlechtesten
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Front interessant, wenn sich in ihrer Region nur wenigedredsidividuen aufhalten.
Es soll die Méglichkeit gewahrt bleiben, dass diese Lickeden vorderen Fronten
durch Nachkommen der Individuen hinterer Fronten aufdtefigrden kénnen. Flr
das alternative Selektionskriterium wird ein neues Malfndefi, namlich die Anzahl
dominierender Punkte, genariddminanzzahl

Definition 2.2 (Dominanzzahl (dominance number))Die DominanzzahD Z(y, M)
entspricht der Anzahl dominierender Punkte eines Punktes R? innerhalb einer
MengeM:

DZ(y,M) =[{y' € M|y’ <y}l

Es wird eine Selektion bezlglich des Mal¥#€ (y, M) durchgefuhrt, wenn domi-
nierte Individuen auftreten, also die nicht-dominiertet®oung mehr als eine Front
hervorbringt. Es wird das Individuum der schlechtestemFanissortiert, dessen Ziel-
funktionswertden grof3ten Wert vdnZ (y, M ) aufweist. Liegt dagegen nur eine Front
vor, so giltDZ(y, M) = 0 fur alle Zielfunktionsvektoren und es ist keine Rangord-
nung maoglich. In diesem Fall greifen wir wieder auf den Hymdumenbeitrag als Se-
lektionskriterium zurlick. Die modifizierte Selektion istAlgorithmus 2.2 dargestellt.
Sie ersetzt die Zeilen 5 und 6 des Basis-Algorithmus 2.1.9giektion bezlglich der
Dominanzzahl ist in Abbildung 2.3 im Vergleich zur Selektianhand der Hypervo-
lumenbeitrage veranschaulicht. Es zeigt sich, dass biehliger Dominanzzahl ein
Individuum entfernt wird, das von vielen anderen dominieirtd, der A s-Operator
aber ein anderes wéhlen wiirde.

Algorithmus 2.2 Reduce_domPoin{#) von SMS-EMOA-domPoints
1. {F,..., F,} < nondominated-sofP) alle v Fronten vonP
2: if v > 1then
3 A" argMma%—(w x,y,z)er, [DZ(y, Fy)) a* € F, mitgroRtemDZ(y, F.)
4: else
5:  a® « argmin_(w x,y,z)em [As(y, F1)] a* € I mit kleinstemAg(y, F1)
6: end if
7: return (P\ a*) entferne gewéhltes Individuum

Das MaRDZ(y, M) kann in einer Zeit vorD(dy?) bestimmt werden. Im Zielfunkti-
onsraum wirdy mit allen Zielfunktionsvektoren besserer Fronten vetgit, um fest-
zustellen, von welcheg dominiert wird. Fir alle Elemente der schlechtesten Front
wird dies durchgefiihrt. Bei der nicht-dominierten Sodigy mit dem fast-nondomi-
nated-sort Algorithmus wird die Anzahl dominierender Pigrdhinehin bestimmt (vgl.
Anhang B).

Das Mal der Anzahl dominierender Punkd (y, M) ahnelt einem Konzept, wel-
ches im von Zitzler et al. [ZLT02] entwickelten Strength &arEvolutionary Algo-
rithm (SPEA2) verwendet wird. Dabei wird fur jeden Punkt Aiezahl der dominier-
ten Punkte bestimmt. Die Fitness eines Punktes ist die Sutigser Werte Uber alle
dominierenden Punkte. Nicht-dominierte Punkte habereBgmull und die Fitness ist
Zzu minimieren. Das Schema ist in Abschnitt 2.5.2 naher besmén.
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Abbildung 2.3:Vergleich der DominanzzahDZ und des Hypervolumenbeitragss. Der
Punkty™ wird bzgl. Ag besser bewertet ajg?), wie die gefiillten Rechtecke andeuten. Die
Schraffuren zeigen die Bereiche, in denen Punkte liegenydi bzw. y(2) dominieren. Be-
ziiglich der Dominanzzahl hgt!) den Wert 4 ung/(?) den Wert 1 und wird daher bevorzugt.

Als weitere Alternative wird ein Selektionsoperator behtt, das der oben beschrie-
benen Variante enspricht, aber die nicht-dominierte 8antig auslasst. Die Domi-
nanzzahl wird fir alle Individuen berechnet und die Setekérfolgt analog. Im Falle
dominierter Individuen wird unter diesen das Individuunm maximaler Dominanz-
zahl aussortiert. Stellt die Population einer nicht-daerie Menge dar, ist die Domi-
nanzzahl aller Individuen gleich null und die Selektiondwimter allen Individuen der
Population bezuglich des Hypervolumenbeitrags durchgefi

2.4.2 Behandlung des Referenzpunktes

Die Wahl des Referenzpunktes bestimmt den absoluten Skvett einer Menge.

Der Beitrag eines Punktes ist genau dann vom Referenzpinhéngig, wenn der
Punkt ein Randpunkt innerhalb seiner Front ist (vgl. DdfinitL.12). Da die Beitrage
sich bezuglich der nachst schlechteren Nachbarpunktelmsza und ein Randpunkt
in mindestens einem Kriterium keinen schlechteren Naghlyddt hat, ist sein domi-
nierter Raum in der entsprechenden Dimension nur vom Refpumkt begrenzt.

Im zwei-dimensionalen Fall wird der Referenzpunkte leidilybendtigt, um die Bei-
trdge der Randpunkte zu berechnen, von denen es in diesémuFalvei gibt. Sie
bestehen jeweils aus einem schlechtesten und einem besi@imktionswert. Das
disjunkte Hypervolumen aller anderen Punkte ist durch elieejligen Nachbarpunk-
te begrenzt und daher vom Referenzpunkt unabhéngig. DerEBMISA bevorzugt
im zwei-dimensionalen Fall die Randpunkte gegeniiber detlidieen Elementen der
Front, sodass sie stets in die Folgepopulation ibernomreetien. Die Voraussetzung
ist, dass die schlechteste Front mehr als zwei Punkte ¢nén&bnsten wird einer der
Randpunkte zufallig gewahlt und verworfen. Man kann alsiFatle d = 2 auf die
Beitragsberechnungen fiir die beiden Randpunkte verzialme braucht daher kei-
nen Referenzpunkt zu spezifizieren.

In héher dimensionalen Raumen ist diese SonderbehandemBahdpunkte nicht
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empfehlenswert, da es sehr viele Randpunkte geben kaneit8ar einem drei-di-
mensionalen Zielraum ist es mdglich, dass eine Front alieBtibh aus Randpunkten
besteht. Beispielsweise kdnnen alle Punkte in einer Difnarden gleichen Wert ha-
ben und dennoch eine nicht-dominierte Menge darstelleii,die Nicht-Dominanz
bezliglich der beiden anderen Zielfunktionen erfillt intdtdimensionalen Zielrdu-
men mitd > 2 werden daher auch fiir Randpunkte Hypervolumenbeitrdgebeet
und sie werden wie die restlichen Punkte diesbeziiglichrmidia

Die Beitrdge der Randpunkte kdnnen sehr grol3 sein, wenneferdtzpunkt entspre-
chend weit von der Front entfernt ist. Das wiirde dazu flihdeas Randpunkte stets
in der Population enthalten bleiben, was die KonvergenZameto-Front behindert.

Ein innerer Punkt kann deutlich besser sein als seine Naghbkte und dennoch

ist sein Hypervolumenbeitrag im Vergleich zu dem eines Rand#tes klein. Verbes-

serungen kdnnen also bei diesem Vorgehen kaum gewdirdigeweWVir haben uns

daher fir eine dynamische Anpassung des Referenzpunkseh&den, das heildt der
Referenzpunkt wird in jeder Generation in Abhéngigkeitalduellen Population neu

bestimmt. Seine Koordinaten werden berechnet als

i = iy + 1 2.4
r r;aeag{y }+ (2.4)

Er besteht aus dem aktuell schlechtesten Funktionswestler Dimension addiert zu
eins. Randpunkte haben also in der Dimension, in der siaasitctdechtesten Wert auf-
weisen, einen Abstand von eins zum Referenzpunkt. Da seNalamen als Produkt
Uber die Dimensionen errechnet, verhéalt sich somit diedbéfiz zum Referenzpunkt
neutral in der Rechnung und der Beitrag bestimmt sich ausekttichen Dimensio-
nen. Der dynamische Referenzpunkt wird in den Studien ircAbist 4.3.2 verwendet
und die Ergebnisse sind deutlich besser als mit einem zuingedachtem statischen
Referenzpunkt.

2.4.3 Dynamische Populationsgrof3e

Die Basis-Variante des SMS-EMOA verwendet eine feste Rdjousgro3e. Es wur-
de eine Abwandlung entwickelt, bei der die Population nu might-dominierte L6-
sungen besteht und daher schwankende GroRRe hat. Diesesh®borgoll den evolu-
tiondren Prozess am Anfang beschleunigen. Dominiertengsuwerden direkt ver-
worfen und daher im Reproduktionsprozess nicht berlickigicbie Idee ist, dass eine
kleine Population eine schnelle Konvergenz zur Paretoreoreicht. Wenn man sich
der Pareto-Front angenahert hat, sollen die Populatiomeachsen und sich entlang
der Pareto-Front ausbreiten.

Es wird eine maximale Populationsgrof3g,, festgelegt und zusatzlich eine initia-
le uinic- Bei einer sehr kleinen Population droht ein Diversitatlst, das heif3t, dass
sich alle Individuen sehr ahnlich sind. Die initiale Pogidasgroe darf daher nicht zu
klein gewahlt werden, wie die Studien in Abschnitt 4.3.2eei. Es wurden zwei Va-
rianten mit dynamischer Populationsgrof3e entwickelt.diie (genannEMS-EMOA.-
dynPop) behalt nur nicht-dominierte Individuen (vgl. Algorithma.3). Falls die An-
zahl nicht-dominierter Individuen die maximale Populatgr63e.,,., Uberschreitet,
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Algorithmus 2.3 Reduce_dynPogP) von SMS-EMOA-dynPop1
1: F; «— ND(P) nicht-dominierte Individuen vo®
2. if |F1| > fmas then
3 A"« argmin_(w x,y,z)em [As(y, F1)] a* € I mit kleinstemAg(y, F1)
4:  return (Fy\ {a*}) entferne gewahltes Element
5: else
6: return F; behalte alle nicht-dominierte Individuen
7: end if

wird ein Individuum entsprechend des Hypervolumenbeitia@gssortiert. Die zweite
Variante (genannEMS-EMOA-dynPop2rerlauft in zwei Phasen (vgl. Algorithmus
2.4). Solange die maximale Populationsgréf3e noch nichiolstrwurde, verhalt sich

der Algorithmus wie die erste Variante SMS-EMOA-dynPopanBch wird die Po-

pulationsgroRe konstant gehalten und die Selektion wikl lveim originalen SMS-

EMOA durchgeflhrt, also nicht-dominierte Sortierung dgfaon der Selektion ent-

sprechend des Hypervolumenbeitrags. Die Idee ist, dass aethPareto-Front auch
dominierte Lésungen behalten werden. Die erhéhte Divrsdll die Ausbreitung der
Population erleichtern.

Algorithmus 2.4 Reduce_dynPog2) von SMS-EMOA-dynPop2
1: if phase== 1then [* Phasel */
2.  F); — ND(P) nicht-dominierte Individuen voi
3:  if |F1] = tmas then
4: phase— 2 Umschaltung auf Phase 2
5.  endif
6: return F; behalte alle nicht-dominierte Individuen
7: else /¥ Phase2 */
8: {F,...,F,} — fast-nondominated-sdi®; U {o}) v Fronten
9:  a* « argmin—(w x,y,z)er, [As(y, Fu)] a* € F, mit kleinstemAs(y, F.)

10: return (P \ a*) schlechtestes Individuum aussortiert

11: end if

Denkbar ware auch die Spezifikation einer minimalen Pojmragrof3e, das wurde
bisher allerdings nicht untersucht. Zu den anderen voetjesi Konzepten finden sich
Studien in Abschnitt 4.3.2.

2.4.4 Parallelisierbarkeit

Aufgrund des steady-state-Ansatzes kann der SMS-EMO/Atigiarallelisiert wer-
den. Die Erzeugung, Fitness-Auswertung und die Hypervehlvarechnung mehre-
rer Individuen kann gleichzeitig durchgefiihrt werden. Biauptroutine des Algo-
rithmus fiihrt die Selektion anhand der berechneten Wertehgsobald ein neues
Ergebnis vorliegt. Dies entspricht einem Master-Slavex#épt in der die Hauptrou-
tine die Master-Funktion einnimmt und an einen Slave diaellé Population wei-
tergegeben wird, auf der er die Prozeduren generate, égafaat-nondominated-sort
und die Hypervolumenberechnung durchfihrt (vgl. Algaritls 2.1). Die Parallelisie-
rung der Hypervolumenberechnung ist aufgrund der hohefzbawiinschenswert.
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Algorithmus 2.5 NSGA-II

1. Py < init() Initialisiere zuféllige Start-Population vgnindividuen
2:t<—0
3: repeat
4:  Parents— binaryTournamentSelectiof;) wéhle Eltern der Nachkommen
5. Offspring— SBX(Parents) erzeuge: Nachkommen durch Rekombination
6:  Offspring«— PolynomialMutationQffspring mutierep Nachkommen
7: F < fast-nondominated-sq@®ffspringuF;) FrontenF = {F1, ..., Fx}
8: while |P,41 UF;| < pdo
9: Py — Py UF; fuge Fronten in Folgepopulation ein
10: i++
11:  end while
12:  crowdingDistanceF;) berechne Besiedelungsdichte

13: {a,..., al"D} — sortDescending;, crowdingDistanck
14: Py — Pyu{a € Fi|j < (n— |Pal)}

15: t«—t+1

16: until Abbruchkriterium erfullt

Zu beachten ist, dass sich die Population der Hauptroutdteend der Hypervolu-
menberechnung eines Slaves andern kann. Der Beitrag ist smfmt mehr aktuell
bzw. fehlerbehaftet.

2.5 \ergleiche mit anderen Verfahren

Aktuelle state-of-the-art EMOA dienten als Vorlagen bei Batwicklung des SMS-
EMOA. Diese und dem SMS-EMOA ahnliche Verfahren, die zditeatstanden, wer-
den hier kurz aufgefiihrt. Die folgenden Verfahren habendein SMS-EMOA ge-
meinsam, dass sie eine Abbildung der Zielfunktionsvektang rellwertige Fitness-
werte verwenden. Diese dienen innerhalb des Selektionsimpe zur Indizierung ei-
ner vollstdndigen Ordnung der ansonsten halbgeordnetdfu#@ktionsvektoren. Die
Selektion entsprechend der S-Metrik wurde auch in andetgistiken integriert, die
hier beschrieben werden. Weitere Moglichkeiten wurdehdrisiur angedacht. Flei-
scher formulierte in [Fle03b] die Idee, das dominierte Hyplumen als zu maximie-
rende Zielfunktion bei Simulated Annealing einzusetzem3érdem schlagt Fleischer
[Fle03a] vor, das Hypervolumen bei Schwarm-Intelligererfghren als Mal? fiir die
Effizienz von Lésungen einzusetzen.

2.5.1 Elitist Non-dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA-I1)

Der NSGA-II von Deb et al. [DAPMO00] wurde als Nachfolger deS®A (Non-
dominated Sorting Genetic Algorithm [SD95]) entwickelteDRang innerhalb der
nicht-dominierten Sortierung dient als primares Selaidigiterium und ein Diversi-
tatsmal als sekundéres. In diversen Studien hat der NS&diAé Leistungsfahigkeit
unter Beweis gestellt und ist ein allgemein bekanntes|ietéds Verfahren.

Die Start-Population der Grofgewird zufallig initialisiert. Eine Generation des NSGA-

Il verlauft wie folgt. Zur Reproduktion werden Individuemmth eine binére Tur-
nierselektion (binary tournament selection) ausgew&dbei werden zwei zufalli-
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Abbildung 2.4:Vergleich von Hypervolumenbeitrag (links) und Besiedgstlichte (rechts).

ge Paare von Individuen gewahlt und die Individuen, die éeats der Vergleichs-
partner sind, werden zu Eltern. Mit dem Elternpaar werderchd&imulated Binary
Crossover (SBX) zwei Nachkommen erzeugt. Man fahrt fod,dé Nachkommen-
population die GréRe erreicht hat. Die Nachkommen werden anschlieRend durch
eine polynomielle Mutation verandert. Nach der Auswertdileg Nachkommenpo-
pulation wird sie mit der Elternpopulation voribergeheedeinigt, sodass dig: +
w)-Selektion durchgefuhrt werden kann. Studien zeigen, disslitistische Selekti-
on gegeniber einer Komma-Strategie in der Pareto-Optimigeinen Leistungsvor-
teil erzielt [Rud01, ZT98]. Zuné&chst wird die Menge der kiduen mit der nicht-
dominierten Sortierung partitioniert. Bei der Selektiar tNachfolgepopulation wer-
den nun die Fronten der Reihe nach (mit aufsteigendem Raghdmmen. Passt
eine Front nicht vollstandig in die Menge, so wird desiedelungsdichte (crowding
distance)als Selektionskriterium verwendet und die besten Indigiddieser Front
entsprechend hinzugefigt, bis die Folgepopulation \dmidig ist.

Definition 2.3 (Besiedelungsdichte (crowding distance)Die  Besiedelungsdichte
G(y, M) ist fur Randpunkte einer Meng¥ definiert als unendlich. Fir die ande-
ren Punktey € R?in M gilt:

d .
Gly,M) = >¢, min{y;—v | i<y, y €M}
1!

+ min{y; — v | vf <wyi,y" €M} (2.5)

Eine algorithmische Berechnung des Mal3es ist in [DAPMOOiizden. Dabei wird
die Front beziglich eines Kriteriums sortiert und einem ynwird der Abstand
zwischen dem néachst kleinerep”(in Formel 2.5) und dem néachst groReren Wert
(y') zugeordnet. Fir alle Zielfunktionen wird die SortierungdlBerechnung analog
durchgefirt und die Werte tber alieZielfunktionen addiert. Den Randpunkten wird
ein unendlich groBer Wert zugewiesen, so dass sie eine tesogute Bewertung er-
halten. Die Laufzeitkomplexitat einer Generation des NSIGi&t bestimmt durch die
nicht-dominierte Sortierung und betragt damitd.?), wie im vorigen Abschnitt er-
lautert.

Die Ahnlichkeit mit dem SMS-EMOA besteht im Einsatz der ndminierte Sortie-
rung als primares Selektionskriterium. Als sekundéaresi@ieinskriterium steht dem
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2.5. VERGLEICHE MIT ANDEREN VERFAHREN

Hypervolumenbeitrag die Besiedelungsdichte gegenilmrb&den Verfahren wer-
den Randlésungen bevorzugt behandelt. Im Spezialfaltewei-dimensionalen Ziel-
raums sind die verwendeten Abstande tatsachlich die geiclie Abbildung 2.4
zeigt. Der Unterschied ist, dass der Hypervolumenbeittdglar Multiplikation von
Abstanden beruht und die Besiedelungsdichte auf der Andiber Hypervolumen-
beitrag ist groRer in Regionen guter Kompromisslésungernuouziert eine Ordnung,
die unserer Meinung nach gegeniiber der Rangordnung derd@hsingsdichte vorteil-
haft ist. Im Beispiel ist ein Punkt beschriftet mit seinermB&eziiglich des betrachte-
ten Selektionskriteriums. Die Punkte mit Rang drei stelllso jeweils die am besten
bewerteten inneren Punkte dar. Die Besiedelungsdichts ddunktes ist allerdings
nur indirekt abhangig von seiner Position, weil es ledlgkiaf den Nachbarpunkten
basiert und nicht auf der Position des Punktes selbst.

2.5.2 Evolution Strategy with Probabilistic mutation (ESP

Huband et al. [HHWBO03] verwenden in ihrem AlgorithmBSP (Evolution Strategy
with Probabilistic mutationkeine Approximation des Hypervolumenbeitrags als se-
kundares Selektionskriterium. Das Selektionsschema Ebh an das des SPEA2 an
(vgl. auch Abschnitt 2.4.1).

Algorithmus 2.6 ESP

1: Py < init() Initialisiere zuféllige Start-Population vgnindividuen
2.t—0

3: repeat

4: Parents— P; wahle Eltern der Nachkommen
5. Offspringx « uniformCrossoveiarent3 erzeuge: Nachkommen
6: Offspringw < intermediateCrossové?érent3

7:  Offspring« probabilisticMutationQffspring mutierep, Nachkommen
8:  evaluateQffspring

9: F < fast-nondominated-sq@®ffspringuF;) FrontenF’ = {F4,...,F\}
10: fitnessCalculatiof¥") Grundfitness und Stérke wie bei SPEA2
11: Pt+1 — Fl
12:  if |Peyq| < pthen Selektion bzgl. Grundfitness
13: {a) ... aln=IP+1D}  sortAscending J;_, F;, Grundfitness)
14: Py =P U{al) |aV) e U, Fi,j < (n—|Piyal)}
15:  elseif|P,41] > pthen Selektion bzgl. HRpprox
16: {aV ... alFf:D} « sortDescending?, HDpprox)
17: Py = {aW|(@V) € Fy,j < pu}
18: endif

19: t—t+1
20: until Abbruchkriterium erfullt

Es wird eine reellwertige Reprasentation verwendet. AterBtindividuen wird de-
terministisch die gesamte aktuelle Population gewahlt emdverden: Nachkom-
men durch Rekombination erzeugt. Man wahlt dazu ein Elaanpnd wahlt fur jede
Entscheidungsvariable zufallig einen Elter, dessen Wegtriommen wird. Die Stra-
tegievariablen werden als Mittelwerte der jeweiligen Eiteerte ibernommen. Das
Rekombinationsschema der Entscheidungsvariablen wardigkret und das der Stra-
tegievariablen als intermediar bezeichnet. Wie der Narsde@®P-Algorithmus andeu-
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KAPITEL 2. S-METRIK SELEKTION (SMS)- EMOA

Abbildung 2.5:Vergleich von exaktem HypervolumenbeitrAg, der vom SMS-EMOA ver-
wendet wird (links) und dem approximativem Beitrag kP, des Algorithmus ESP (rechts).

tet, wird ein neuartiger Mutationsoperator namensbabilistic mutationverwendet.
Mit einer Mutationswahrscheinlichkeit von jewejls, = 1/n, also dem Kehrwert der
Anzahl der Entscheidungsvariablen, wird jede Entschajduariable mutiert. Dieses
Vorgehen ist Ublich bei eine bindren Reprasentation, aberfir reellwertige Such-
raume, bei denen normalerweise jede Entscheidungsvaralilert wird. Fip,,, = 1
entspricht diese Mutation also einem herkdmmlichen Opesr Evolutionstrategi-
en. Vor der Mutation werden die Strategievariablen per Salipassung modifiziert
nach dem Schema, beschrieben von Back et al. [BHS97].

Nach der Funktionsauswertung der Nachkommen wird die fdohtinierte Sortie-
rung durchgefuhrt. Dabei werden zwei zusatzliche Malie &kety mit denen nach
einem Schema aus dem SPEAZ2 die Fitness berechnet wird. &ieeStiner Losung
ist definiert als die Anzahl der Losungen, die sie dominiere Grundfitness einer
Ldsung berechnet sich als die Summe der Starke-Werte ddosimierenden Indivi-
duen. Die Fitness ist somit zu minimieren und nicht-doniei€dsungen haben eine
Fitness von null.

Bei der Selektion wird zun&chst die nicht-dominierte Frismérnommen. Ist die Men-
ge zu klein, werden dominierte Individuen hinzugefigtinReihenfolge ihrer Grund-
fithess bis die Folgepopulation vollstandig ist. Hat digeeFront mehr alg Elemen-

te werden dieapproximativen Hypervolumenbeitragerechnet, die Menge entspre-
chend sortiert und die bestenindividuen ibernommen. Nur bei gleicher Grundfit-
ness werden die approximativen Hypervolumenbeitragestdsrelares Selektionskri-
terium verwendet. Dieser Fall trifft im wesentlichen auf dicht-dominierte Front zu.
Es wird also nicht eine der hinteren Fronten vollstandigigézh des Hypervolumens
bewertet, im Unterschied zum SMS-EMOA.

Definition 2.4 (Approx. Hypervolumenbeitrag (app. hypervdume contribution))
Der approximative Hypervolumenbeitrag Bl,., eines Punktes zu einer Mengé
ist fir Randpunkte definiert als unendlich. Fiir die anderemiRey € R¢ in M gilt

HDappros(y, M) = TI& min{y, —yi | yi <yi, y' € M}. (2.6)

Es wird in jeder Dimension des Zielraums die Differenz zurohsfen Nachbarpunkt
berechnet und die Werte multipliziert. Fir den Fall einegizeimensionalen Ziel-
funktionsraums entspricht dieses Mal3 sogar dem exaktermdginmen-Beitrag wie
er in Definition 2.1 festgelegt ist. In hheren Dimensiontiltsdas Mafl3 allerdings
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lediglich eine Approximation des Beitrag mit unbekanntgpfoximationsgute dar.
Der Vorteil besteht darin, dass das Mafl} effizient zu bereatlsteDie verwendeten
Distanzen erinnern an die Besiedelungsdichte, bei denaiish addiert werden. Der
approximative Hypervolumenbeitrag ist, im Unterschied Basiedelungsdichte, di-
rekt von der Positionen der Punktes selbst abhangig.

Der ESP-Algorithmus wurde auf den ZDT-Funktionen studidiiWBO03]. Ein Ver-
gleich der Ergebnisse mit Hilfe von 50%-Attainment-Suesmit denen von NSGA-
Il und SPEA2 zeigt, dass ESP den anderen Algorithmen Ubkmrled. Huband et al.
schreiben die guten Ergebnisse allerdings dem verwendét&tionsoperator zu.

2.5.3 Indicator-Based Evolutionary Algorithm (IBEA)

Zitzler und Kiinzli [ZK04] stellen fest, dass viele moderng @A mehrere Mal3e zur
Selektion heranziehen, ndmlich eines, dass auf der DomiRafation basiert und die
Konvergenz zur Pareto-Front anstrebt und zuséatzlich Tikehnum eine bestimm-
te Verteilung der Losungen entlang der Pareto-Front zuobea. Préaferenzen des
Entscheiders kdnnen durch diese Techniken direkt in deingprozess integriert
werden. Sie verallgemeinern dieses Konzept in ihhadicator-Based Evolutionary
Algorithm (IBEA)[ZKO04], der eine beliebige Praferenz-Relation als Seteigkriteri-
um verwenden kann.

Algorithmus 2.7 IBEA

1: Py < init() Initialisiere zuféllige Start-Population vgnindividuen
2:t<—0

3: repeat

4:  Parents— binaryTournamentSelectiof;) wéhley Eltern der Nachkommen
5.  Offspring— SBX(Parent$ erzeuge: Nachkommen

6: Offspring— PM(Offspring mutierep, Nachkommen

7:  evaluateQffspring Zielfunktionsauswertung der Nachkommen
8: fitnessCal¢P,U Offspring) Fitnessberechnung nach Formel 2.9 mit Indikator
90 {aM ... al"} — sortDescending?,u Offspring

10: Py = {al) |al) € OffspringuP; , j < u}
11: t—t+1
12: until Abbruchkriterium erftllt

Indikatorfunktionenl sind bindre Relationen im Zielraum, die einem Individuearpa
eine reelle Zahl zuweised: : (y(M), y?) — R. Binare Metriken (siehe [HJ98] fiir
eine Ubersicht) konnen als Indikatoren integriert werdenausgesetzt, sie sind kom-
patibel zur schwachen Outperformance-Relation (vgl. tedim 1.6), sodass ihre in-
duzierte Ordnung nicht der Dominanz-Relation widersgri€lurch den paarweisen
Vergleich sindO(u?) Indikatoraufrufe durchzufiihren, um eine vollstandige 1oy
herzustellen.

In [ZK04] werden zwei Indikatorfunktionen studiert: eérlndikator, der Abstande
zwischen den Lésungen misst und eine Funktion, die dem hWgphenenbeitrag ent-
spricht. Der binare additiveIndikator I+ addiert die Verschiebungen im Zielfunkti-
onsraum, die in jeder Dimension mdglich bzw. erforderlicidsso dass eine Lésung
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luo(B,A)>0
lio(A,B) = -1.,5(B,A) >0
A l.o(A,B)>0 A
*————
B B
I f1 I fl

Abbildung 2.6:Binarer Hypervolumen-Indikatdiy p des IBEA. Bei zwei unvergleichbaren
Punkten sind beide Indikatorwerte positiv (links). Ein atger Wert bedeutet, dass der erste
Punkt den zweiten dominiert (rechts).

y () eine Lésungy(?) schwach dominiert. Der Indikator wurde in [ZTD3] fiir den
Vergleich von Mengen eingefiihrt und wird hier nur fir den Sakall des Vergleichs
zweier Individuen dargestellt.

d
Li(y W, y®) = Sy -y (2.7)
=1

Der Hypervolumen-Indikatofy p ist definiert als

@, r) — 1) 1) — (2
m @y SEPhr) - SHyYhr) falls  y@® <y
laply™,y™) {S({y(l)ay(z)}jf)—S({y(l)},r) sonst (2.8)

wobei S({y(M}, r) den S-Metrik-Wert vory (1) beziiglich des Referenzpunktese-

zeichnet gemal Definition 1.11. Der Indikathyp entspricht dem Hypervolumen-
beitrag einer Losung, allerdings nur innerhalb der beteten zwei-elementigen Teil-
menge der Population. Der exakte Beitrags einer Lésungliatte der gesamten Po-
pulation wie er im SMS-EMOA verwendet wird, wird hier nictgdechnet. Bei beiden
Indikatoren bedeutet ein negativer Werte, dass die ergament-Losung die zweite
dominiert. Der binare Hypervolumenindikator ist in Abhilig 2.6 veranschaulicht.

Der IBEA verwendet eine bindre Turnier-Selektion zur Auklker Eltern-Individuen.
Als Variationsoperatoren wurden bei den Studien der ZD@#DmLZ-Funktionen die
SBX-Rekombination und die PM-Mutation eingesetzt. Flurkltaessfunktion

Fx)= 37 et 6 (2.9)
x@epP\{xM}

ist ein positiver Skalierungsfakter zu spezifizieren. Die Fitness ist zu maximieren
und beziglich ihr wird einéu + p)-Selektion durchgefuhrt. Die Fitnessfunktion ist
kompatibel zur Dominanz-Relation sofern das fir die Intbk@nktion gilt. Es kommt
demnach nicht vor, dass eine Lésung’ einer Lésungy (?) vorgezogen wird, wenn
y ) vony® dominiert wird.

Eine Variante des IBEA, der adaptive IBEA normalisiert dielikatorwerte auf den

Wertebereichl—1, 1]. Der Parameter kann dann fir alle Probleme gleich gewahlt
werden und der Referenzpunkt der S-Metrik kann konstanveletor (2, ..., 2) sein.

42



2.5. VERGLEICHE MIT ANDEREN VERFAHREN

Bei den Experimenten in [ZK04] auf den Funktionen ZDT6, Dhd DTLZ6 wer-
den die verwendeten Indikatorén , Iy p als Qualitdtsmalie der Ergebnismengen ein-
gesetzt. Es zeigt sich eine signifikante Uberlegenheit BEAFVarianten gegeniiber
NSGA-II und SPEA2, was aufgrund der Integration der Indikan in den Optimier-
prozess nicht verwunderlich ist.

2.5.4 Hypervolumenselektion in Archivierungsstrategien

Der SMS-EMOA entspricht weitgehend dem algorithmischame8ta, dass Knowles
und Corne [KCO03] fur EMOA formulierten. Sie beschreiben EM@ls Kopplung von
Erzeuger von Suchpunkten und einem Archiv, das die bestsuarigien speichert (ver-
gleiche Abschnitt 1.5). Manche EMOA integrieren ein Arclii\den Optimierprozess,
wie z. B. der SPEA2 zur Selektion der Eltern. Der SMS-EMOAdiagt innerhalb des
Optimierprozesses kein Archiv. Es ist aber natirlich naglein Archiv aller nicht-
dominierten Losungen zu verwalten, wie bereits in Absding erwahnt.

Algorithmus 2.8 AA Reduce

1. Py« 0 Archiv nicht-dominierter Losungen
2:t<—0

3: repeat

4: o4 «— generaté) erzeuge eine neue Losung
5 P41 < ReducéP; U {o;}) aktualisiere Archiv
6 t—t+1

7: until Abbruchkriterium erfullt

Der SMS-EMOA ahnelt dem Algorithmen-Schema A&... wenn man die Selek-
tion der Folgepopulation mit der Aktualisierung eines Avshvergleicht. AAreduce
verwaltet ein groRenbeschranktes Archiv von nicht-doemten Loésungen. Im Gegen-
satz dazu kann die Population des SMS-EMOA auch dominigrseihgen enthalten.
Eine Archivierungsstrategie, die als in der Reduzierumgjsfion Reduce den Hyper-
volumenbeitrag (siehe Definition 2.1) verwendet, hei3tsARie neuartige Idee beim
SMS-EMOA ist, diese Funktion in den SelektionsoperatoegiBEMOA und damit di-
rekt in den Optimierungsprozess zu integrieren.

Knowles und Corne zeigen, dass das Archiv dersABtrategie gegen eine Teilmen-
ge der Pareto-Front konvergiert. Konvergenz bedeutet théess sich der Zustand des
Archivs, also die Menge der enthaltenen Lésungsvektorieht mehr verandert bei
zukinftigen lterationen. Voraussetzung fir dieses Véehaist ein endlicher Raum
maoglicher Losungsvektoren. AuRerdem muss in jeder lmmgeder Losungsvektor
mit positiver Wahrscheinlichkeit erzeugt werden.

Zunéchst wird die Konvergenz bewiesen. Die archivierte emerandert sich nur,
falls eine echte Verbesserung erzielt wurde, nicht beigBledit. Dazu muss eine nicht-
dominierte Losung gefunden werden, die in das Archiv aufgemen wird, weil es
noch nicht voll ist oder diese Lo6sung mindestens eine ardtareniert. Falls das vori-
ge Archiv zusammen mit der neuen Lésung eine nicht-dontsMenge bildet, wird
die L6sung genau dann aufgenommen, wenn der Austauschmaitarideren Archiv-
I6sung den S-Metrikwert des Archivs erhdht. Aus den obigediBgungen folgt, dass
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sich das Archiv nur dann verandert, wenn der S-Metrikweigst Der S-Metrikwert

kann niemals sinken und daher kann kein schlechterer Zdistas Archivs erneut
angenommen werden. Da die Menge aller Zielfunktionsvekiails endlich voraus-
gesetzt wurde, liegt fur das Archiv eine endliche Zustaretsye vor. Die Konvergenz
folgt, da kein Zustand wiederholt angenommen werden kamus. der Konvergenz
folgt, dass eine Teilmenge der Pareto-Front erreicht wukie ein Widerspruchsbe-
weis zeigt. Falls die konvergierte Menge nicht TeilmengeRreto-Front ist, dann
gibt es einen Losungsvektor, der ein Archivelement dominiird diese Losung ge-
neriert — was nach Voraussetzung mit positiver Wahrsciobikeit passiert —, dann
wird er in das Archiv ibernommen und daher lag noch keine Kayenz vor.

Wegen der Ahnlichkeit zu AA gilt die Eigenschaft auch fir den SMS-EMOA. Auf-
grund des steady-state-Ansatzes wird auch genau eine risued. pro Iteration er-

zeugt und anschlieBend eine Selektion auf dieser und deelid Population durch-

gefuhrt. Der Unterschied, dass der SMS-EMOA auch domimmigisungen in der Po-

pulation enthalt, beeinflusst weder die Konvergenz nockdigerung, der Beweis gilt

also analog. Diese Eigenschaft wurde bereits in Abschidite&vahnt.

Wie in Abschnitt 1.4 erwédhnt, besteht eine Punktmenge mitapem S-Metrikwert,
der fir Mengen einer festen Kardinalitat erzielt werdenrkaaus Pareto-optimalen
Punkten. Knowles und Corne [KCO03] zeigen, dass der S-Me#iik eines mit der
AA s-Strategie verwalteten Archivs gegen ein lokales Optim@mStMetrik konver-
giert. Sie verwenden dabei eine ungewoéhnliche Definitioeglokalen Optimums. Es
bedeutet fur sie, der Austausch genau eines Archivelemahtinem anderen Punkt
bewirkt keine Erhéhung des S-Metrikwerts. Der Austauschmerer Punkte gleich-
zeitig konnte also durchaus noch eine Verbesserung enzigber diese Vorgehen ist
in der Strategie nicht vorgesehen. Es ist also nicht bewjet&ss diese lokalen Op-
tima den bestmdglichen S-Metrikwert annehmen, der mitrefiesten Anzahl nicht-
dominierter Lésungen erzielt werden kann. Die konvergi@tnktmenge sollte ge-
nauer als lokales Optimum der Strategie, aber nicht alddsk@ptimum der S-Metrik
bezeichnet werden.

44
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Berechnung des Hypervolumens

Das durch eine Punktmenge dominierte Hypervolumen zu beesy ist das zentrale
Problem des Selektionsoperators des SMS-EMOA. Die Selektn Individuen er-
folgt auf Grundlage ihrer Hypervolumenbeitrage, die als dasschliel3lich von dem
Individuum dominierte Hypervolumen definiert sind. Mit em Algorithmus, der den
S-Metrikwert einer Menge berechnet, ist der Beitrag bezablar als die Differenz
zwischen dem Hypervolumen der Gesamtmenge und der Mengadeimrbetrachteten
Punkt. Fir die Spezialfille zwei- und drei-dimensionaler ZiaKtionsraume wurden
Algorithmen entwickelt, die die Hypervolumenbeitragesttirbestimmen, indem Tei-
le des Hypervolumens einzelnen Individuen zugeordneteve(dbschnitt 3.2.1). Fir
Raume hoherer Dimension liegen keine derartigen Algorhwor, sodass Beitrége
als Differenz der Hypervolumenwerte zweier Mengen beretiuerden.

Das dominierte Hypervolumen bzw. die S-Metrik ist berelsslaistungsmal3 zur Be-
wertung der Ergebnisse von EMOA etabliert. Zur BerechnwerdgsdMetrik entwickel-
ten Zitzler [Zit01] und Fleischer [Fle03b] Algorithmen, lgbe beide eine worst case
Laufzeit vonO(m?*!) aufweisen (fiinn Punkte imd-dimensionalen Raum). Fiir den
Algorithmus, der als der schnellere gilt, wurden Heuristilentwickelt, die ihn zu-
satzlich beschleunigen. Die Laufzeit ist stark von der Befblge der Punkte bzw. der
Reihenfolge der Dimensionen abhéngig. Die Heuristiketiezan die Eingabemenge
so, dass der schlechtest mdgliche Fall garantiert vermiadlel. Diese bekannten Al-
gorithmen und Heuristiken werden in Abschnitt 3.1 besdiaie

Die Berechnung des dominierten Hypervolumens kann alsi8lfakeines allgemei-
neren geometrischen Problems betrachtet werden, welthdédem’'s measure pro-
blem (KMP)bekannt ist. Fir das KMP gibt es einen Algorithmus mit einaufzeit
von O(m%?1logm) (d > 3). Weder das KMP noch der Algorithmus wurden bisher
in der Forschungsgemeinschaft der evolutiondren Algowh erwdhnt, sodass mit
der vorliegenden Diplomarbeit erstmalig die Berechnurgydteminierten Hypervolu-
mens mit den Erkenntnissen der Computational Geometry nieBang gesetzt wird.
Die Ubertragung der Hypervolumenberechnung auf das KMPdandbeste bekannte
Algorithmus werden in Abschnitt 3.2.2 behandelt.

In diesem Kapitel betrachten wir Zielfunktionsvektoreadeldst von ihrer algorithmischen Erzeu-
gung durch einen EMOA und bezeichnen sie einfack/alénensionale Punkte oder Vektoren.
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3.1 Bekannte Algorithmen

Der AlgorithmusHypervolume by Slicing Objectives (HS@bschnitt 3.1.1) ist ein
einfach zu implementierendes, rekursives Verfahren zue®@mung des Hypervolu-
mens. Studien wurden allerdings zunéchst vernachlaskighit demLebMeasure
Algorithmus (Abschnitt 3.1.3) ein Verfahren prasentietrde, das deutlich schneller
sein sollte. Es stellte sich heraus, dass die Laufzeitkexit@gt von LebMeasure falsch
analysiert wurde, sodass sich das Forschungsinteresdervdem HSO-Algorithmus
zuwandte und zusétzlich Heuristiken (Abschnitt 3.1.2éckelt wurden, um diesen
zu beschleunigen. Als Uberblick tiber den aktuellen Stamdcdeschung werden die
erwahnten Algorithmen hier vorgestellt. Als Argumentewenden die Algorithmen
eine Eingabemenge aus nicht-dominieretimensionalen Punkten und einen Refe-
renzpunkt, fir den vorausgesetzt wird, dass er von allekt@éordominiert wird.

3.1.1 Hypervolume by Slicing Objectives (HSO)

Zitzler implementierte fur die Optimierumgebung ,PISA -afbrm and Program-
ming Language Independent Interface for Search AlgorithBisrZ03] einen Algo-
rithmus zur Berechnung des Hypervolumens [Zit01]. Knowdeschreibt davon un-
abhéangig den Algorithmus in seiner Dissertation [KnoO2hil et al. [WBBHO05,
WHBHO06] nannten das Verfahren nachtragli¢8O (Hypervolume by Slicing Objecti-
ves)und studierten es erstmals ausfihrlich. Der HSO-Algornithrerfolgt das Prinzip
von Sweep-Algorithmen. Das dominieredimensionale Hypervolumen wird rekur-
siv zerteilt, indem die Punktmenge auf eine kleinere AnZainhensionen projiziert
wird. Die Punktmenge wird somit dimensionsweise veradbeind nicht punktweise.

In einem zwei-dimensionalen Raum kann man den Wert der $iVieiner Menge

als Summe der Flacheninhalte von Rechtecken berechne®fnbie Punkte wer-

den aufsteigend beziiglich der ersten Dimension sortiefrsimd dadurch gleichzeitig
bezliglich der zweiten absteigend sortiert, da es sich usr@sht-dominierte Men-
ge handelt. Der S-Metrikwert einer Mendgé = {y), ..., y(™)} beziiglich eines
Referenzpunktes = (1, r3)” berechnet sich dann folgendermaRen.

m

S(M,r) = (r1 =y )2 — 55 + 3~y Y — ) (3.1)
1=2

Die Berechnung ist in Abbildung 3.1 (links) veranschauli@er dominierte Bereich
wird in Rechtecke zerteilt, die ausgehend von einem Punllemersten Dimension
bis zum Referenzpunkt verlaufen und in der zweiten durch rdirhsten Nachbar-
punkt begrenzt sind. Der Flacheninhalt ist durch Formeléicht zu berechnen.

Der HSO-Algorithmus stellt eine Verallgemeinerung desizeimensionalen Verfah-
rens auf hoher dimensionale Raume dar. Es ist ein rekurgerfshren, dass die ein-
zelnen Komponenten der Punkte dimensionsweise bearaiietAlgorithmus 3.1).

Abbildung 3.1 (rechts) zeigt durch die verschiedenen Si@mahgen, wie der Raum

2Das schwach dominierte Hypervolumenwird hier abkiirzesdaininiertes Hypervolumen bezeich-
net.
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3.1. BEKANNTE ALGORITHMEN

Abbildung 3.1: Veranschaulichung der Berechnung von HSO im zwei- und drei-
dimensionalen Zielraum. In der linken Abbildung zeigengliau markierten Flachen die Zer-
legung in Rechtecke. Rechts ist eine andere Menge im dmemiionalen Raum dargestellt
und eine Zerlegung parallel zyg-y,-Ebene angedeutet.

parallel zury,-y»-Ebene in ,Schichten” unterteilt wird. HSO verwendet algmen-
te eine Punktmengd, einen konstanten Referenzpumkind die Anzahl zu betrach-
tender Dimensionek < d der d-dimensionalen Punkte in/. Bei jedem rekursi-
ven Aufruf wird A auf die Menge denicht-k-dominiertenPunkte reduziert uné
um eins erniedrigt. Die Rekursion bricht bei= 2 ab, da dies dem einfachen zwei-
dimensionalen Sonderfall entspricht.

Definition 3.1 (Nicht-k-dominierte Menge (non%-dominated set)) Sei M eine
Menged-dimensionaler Vektoren. Die nicktdominierte MengeV D,,,,+(M, k) von
M enthalt genau die Punkte, die eingeschréankt auf die efsteén Komponenten des
Vektors eine nicht-dominierte Menge bilden.

NDpore(M, k) ={y € M|z € M : (21,...,2k) < (y1,---,Uk)}

Das Hypervolumen wird nun berechnet, indem man den dontémeBereich in
»Schichten® aufteilt und diese in der Dimension rekursigugiert. Dask — 1)-dimen-
sionale Hypervolumen wird rekursiv bestimmt und multifgiz mit der ,Dicke" der
betrachteten Schicht in der ersten Dimension. Man bendégti den Vektornazx,
der den schlechtesten Werthrter Dimension unter denen ia aufweist (vgl. Algo-
rithmus 3.1). Die Dicke der Schicht in der ersten Dimensgtrdiann die Differenz
zwischen den Komponenten der ersten Dimensionnan und dem zuvor schlech-
testen Vektoprev. Die Punkte, die in erster Dimension einen groReren Werhals;
aufweisen, werden anschlieend aus der Mefigeisgeschlossen.

Laufzeit

Fur die Laufzeitkomplexitat des HSO-Algorithmus besdbtréinowles [Kno02] flr
einem-elementige Mengé-dimensionaler Punkte die obere Schraiken*!). Es
gibt bis zum Iterationen der While-Schleife pro Aufruf des AlgorithmiBie Funk-
tion ND,,,. erfordert eine Laufzeit vo®(m?). Der HSO-Algorithmus wirdn mal
auf Ebené: aufgerufen, fik > 3. Die Rekursion stoppt wie erwahnt bei= 2.

Die Laufzeit wird von While et al. [WHBHO06] als Rekursionsgthung dargestellt.

Die FunktionT(m, d) beschreibt die Anzahl 1-dimensionaler Volumenwerte, die i
nerhalb des HSO berechnet werden. Zur einfacheren Beraghmionmt man an, dass

a7



KAPITEL 3. BERECHNUNG DES HYPERVOLUMENS

Algorithmus 3.1 HSO(A, r, k)

1: vol— 0 \olumen initialisieren
2: prey, « ry
3: while (A #0) do
4: A —NDport(A k—1) Nicht-k-dominierte Menge
5.  max« argmaxz|z € A} Vektor mit schlechtester Komponerite
6: if (k< 3)then Sonderfallk = 2
7: Vol _1 <+ max Ausmal in erster Dimension
8: else
9: Volg_1 «— HSO(A,r, k — 1) Aufruf von HSO mit reduzierter Menge
10: endif
11:  vol « vol + vol,_; - |[max —prev | Volumenberechnung

12:  prev; « max

13: A« A\ {z|z1 > max,z € A}
14: end while

15: return vol

die Rekursion erst béi = 1 statt beik = 2 abbricht.

T(m,1)=1 und T(m,d)= f:T(k, d—1) (3.2)
k=1

Die obige Rekursionsgleichung wird mit einem entspreckar®inomialkoeffizienten
gleichgesetzt:

m—l—d—2>' (3.3)

T(m’d):< d—1

Die Aussage wird in [WHBHO6] durch Induktion bewiesen. Egjfodass der HSO-
Algorithmus eine Laufzeit hat, die polynomiell ist in der 2ahl der Punkter, und
exponentiell beziiglich der Dimension des Raum&s wird hierbei angenommen,
dassm > d qilt.

While et al. [WBBHO05] geben ein worst-case Beispiel fir deéB@ Der schlechteste
Fall tritt ein, wenn wéahrend der Ausfiihrung des HSO kein doenter Punkt auftritt,
sodass in jedem Aufruf mit. Punkten gerechnet werden muss. Ein Beispiel ist in
Tabelle 3.1 gegebénFiir die dargestellte Punktmengé = {y(), ..., y®) qilt:
NDport(M, k) = M, furalle2 < k < d. Der Algorithmus schneidet die Vektor-
komponenten von hinten nach vorn ab. Arbeitet man also mitedeten Dimension,
so wird im Folgenden die Menge ohne dige Koordinate betrachtet. In unserem
Beispiel tritt dabei kein dominierter Punkt auf, die Mengesteht also wahrend der
gesamten Bearbeitung ansPunkten.

Implementierung

While et al. [WHBHO06] beschreiben zum besseren VerstandiessLesers eine aus-
fuhrlichere Implementierung des HSO als die hier dargkstebie merken an, dass

3Das Beispiel ist von While et al. WBBHO5] iibernommen und defi Fall der Minimierung ange-
passt.
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3.1. BEKANNTE ALGORITHMEN

Tabelle 3.1Worst case Beispiel fir HSO mit fliatdimensionalen Punkten

yooYy2 ... Yd
y=(5 1 ... 1 )
y@=( 4 2 2 )
y®=(3 3 3 )
yH=( 2 4 4 )
y®'=( 1 5 5 )

der Algorithmus schneller ist, wenn Teilmengen von Punktieekt verarbeitet wer-
den, ohne sie in zusétzlichen Datenstrukturen zu speicbBées entspricht damit der
Darstellung von Knowles [Kno02], die in Algorithmus 3.1 wi&rgegeben ist. Die Gro-
Renordnung der oberen Schranke der Laufzeit der beidemix#isangen ist gleich.

3.1.2 Heuristiken zur Beschleunigung des HSO-Algorithmus

Die Punktmenge des worst case Beispiels in Tabelle 3.1dkt prinzipiell schwierig
fur den HSO. Die Laufzeit ist stark abh&ngig von der Beatbgjsreihenfolge der Ko-
ordinaten. Auch das worst case Beispiel kann effizient ledmtowverden, wenn man
die erste Dimension mit dei-ten Dimension vertauscht. Hat man diese bearbeitet,
so wird die um eine Dimension reduzierte Punktmenge voneemBtnkt dominiert.
Es gilt alsON D,+(A,d — 1) = {y(1}. Die Bearbeitung erfolgt demnach wesent-
lich schneller. Eine denkbare Strategie zur AufbrechurngStieuktur von worst case
Eingaben, ist die zufallige Umsortierung der Eingabemeldgdile et al. [WBBHO05]
entwickelten zwei durchdachte Heuristiken, die eine Umard)y der Dimensionen in
eine viel versprechende Reihenfolge vornehmen. Sie weildevorverarbeitungspha-
se des HSO-Algorithmus eingesetzt.

Heuristik: Maximising the number of Dominated Points (MDP)

Die StrategieMDP (Maximising the number of Dominated Poing&ebt eine Reihen-
folge an, bei der mdglichst viele Punkte méglichst friih inaBeitungsprozess do-
miniert werden und dadurch im entsprechenden Verarbestaigitt wegfallen. Beim
HSO-Algorithmus wird die letzte Dimension zuerst bearteiMan berechnet dazu
die nicht4-dominierte Menge mit = d — 1. Die MDP-Heuristik berechnet nun flr
jede derd Dimensionen jeweils die nicht-dominierte Menge, wobei@i¢sprechen-
de Dimension nicht betrachtet wird. Die Dimension, bei derrdeisten dominierten
Punkte auftreten, wenn man sie ignoriert, wird an das Endevdktors gestellt. In-
nerhalb von HSO wird somit die Grol3e der niéghttominierten Menge fik = d — 1
minimiert.

Die Heuristik kann einmalig oder auch iterativ eingesetetden. Nach einer einma-
ligen Anwendung kann man die Dimensionen entsprechendnderzierten Reihen-
folge ordnen und den HSO-Algorithmus anwenden. Beim iteatvorgehen entfernt
man die beste Dimension und wendet MDP erneut an, um die-basie zu bestim-
men. While et al. [WBBHO05] empfehlen diese mehrfache Anwary] beispielswei-
se bis die Anzahl Dimensionen auf vier reduziert ist. Die fzait von MDP betragt
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KAPITEL 3. BERECHNUNG DES HYPERVOLUMENS

Tabelle 3.2Worst case Beispiel fir die MDP-Strategie aus fiinf dreigfisionalen Punkten.
Links ist die Eingabemenge dargestellt. In der Mitte isteliste Dimension ignoriert und die
grau unterlegten zwei-dimensionalen Punkte werden deminivird die zweite Dimension
ignoriert, so treten nur drei dominierte Punkte auf (rechtsoriert man die dritte Dimension
tritt kein dominierter Punkt auf. MDP wahlt die erste Dimiemsals zuerst zu bearbeitende,

aber die zweite zu wahlen ware besser.
5 1 1 h 1 1 5 1 1
4 2 5 A 2 5 4 2 5
3 3 4 A 3 4 3 3 4
2 4 3 2 4 3 2 A 3
1 5 2 A 5 2 1 5 2

O(m?d?). Alle Punkte werden in allen Dimensionen miteinander \iehgin, was Zeit
O(m?d) einnimmt. Durchgefiihrt fur alle Dimensionen ergibt siolim?d?). Beim
iterativen Vorgehen wird MDP bis zd mal aufgerufen, daher betragt die Laufzeit
O(m?2d3).

Es gibt Falle, in denen im ersten Schritt viele dominiert@l®e auftreten, aber bei
den tieferen Verarbeitungsschritten durch die gewahlibdRdolge sehr viele nicht-
dominierte. Das Beispitin Tabelle 3.2 zeigt einen worst case fiir diese Strategie. Di
linke Tabelle zeigt die vollstandige Menge. In den beidedesian Tabellen sind die
Werte der gewahlten Dimension durchgestrichen und dieiigweminierte Menge
grau unterlegt. Entfernung der ersten Dimension ergibt d@minierte Punkte, bei
der zweiten sind es drei und bei der dritten keine. Die MDiRt8gie wahlt die erste
Dimension als erste zu bearbeitende (vgl. Tabelle 3.2jghitDer Nachteil ist, dass
alle dominierten Punkte sich gegenseitig nicht dominigitere Weiterverarbeitung ist
daher aufwéandig. In der rechten Tabelle ist der Fall daddigésder sich ergibt, wenn
man die zweite Dimension zuerst bearbeitet. Es gibt nurdivaiinierte Punkt, von
diesen dominiert der beste die anderen und der zweitbestériteen. Die Dominanz
gilt also auch noch, wenn man nur eine der beiden Dimensibagachtet.

Heuristik: Minimising the amount of Worst case Work (MWW)

Eine Strategie, die im beschriebenen worst case der MDRe§ie besser abschnei-
den soll, ist die MWW-Heuristik (Minimising the amount of W& case Work). Diese
Strategie simuliert praktisch die ersten Schritte von H8@ herechnet dabei die An-
zahl nicht-dominierter Punkte in jeder Scheibe des Rauras Bearbeitungsaufwand
wird nach oben abgeschétzt durch Gleichung 3.3 des HSOritigaus. Die Werte
werden entsprechend Gleichung 3.2 aufsummiert. While.giBBH05] empfeh-
len auch hier wieder eine iterative Anwendung der Heuriflik Laufzeitkomplexitat
von MWW entspricht der von MDP, alsO(m?2d?) bei einmaliger Anwendung und
O(m?d®) bei bis zud Iterationen.

“Das Beispiel ist von While et al. WBBHO5] Gibernommen und defi Fall der Minimierung ange-
passt.
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3.1. BEKANNTE ALGORITHMEN

Empirische Studien

Die Heuristiken wurden in Verbindung mit dem HSO-Algorithsnauf die Pareto-
Fronten einiger DTLZ-Funktionen [DTLZ02] sowie zufalliggeugte nicht-dominierte
Mengen angewendet (vgl. [WBBHO5]). Es zeigte sich eine R&édo der Laufzeit von
25 — 98%. Beide Strategien vermeiden garantiert den schlechtestghichen Fall.
Die durchschnittliche Laufzeit des HSO gekoppelt mit derat8gien ist fir fast alle
Falle besser als die Laufzeit des HSO ohne eine vorgestdbléairistik. Die Strategie
MWW ergibt in fast allen Testféllen eine bessere LaufzeitMDP. Auf den DTLZ-
Fronten erreicht HSO mit MWW eine nahezu optimale Zeit. Aahdtrukturierten
Pareto-Fronten der DTLZ-Fronten wurde eine wesentliatketé Verbesserung erzielt
als auf den zufallig erzeugten Datensatzen.

3.1.3 LebMeasure-Algorithmus

Der LebMeasuréAlgorithmus von Fleischer [Fle03b] unterteilt das domiteeHyper-
volumen in Hyperquader. Im Unterschied zu HSO verarbeigdtNleasure die Einga-
bemenge punktweise und erzeugt zusatzliche HilfspunktdierStruktur der Punkt-
menge zu vereinfachen.

Zwei-dimensionaler Raum

Der zwei-dimensionale Fall ist in Abbildung 3.2 veransdian. Der Algorithmus
verwaltet die Punkte in einer Liste und arbeitet sie der Reihch ab. Es wird das
dominierte Hypervolumen des ersten Punktes berechnefiugasshliellich von die-
sem schwach dominiert wird. Der Bereich ist in beiden Dinamesn jeweils durch
seine Nachbarpunkte, also den jeweils nachst schlechiéggrbegrenzt. Falls es kei-
nen schlechteren Wert gibt, wird der Referenzpunkt als &egmg herangezogen.
Danach wird der Punkt entfernt und man verfahrt mit den ni&chanalog. Die Hy-
pervolumenwerte ergeben aufaddiert das Hypervolumen dgaBtmenge. Der zwei-
dimensionale Fall ist einfach, weil die zu berechnendelhypervolumina Rechtecke
sind.

»

Y

Abbildung 3.2:Ablauf des Algorithmus LebMeasure im zwei-dimensionaleuiR, wenn
die Punkte in der Reihenfolge?), y(), y(3) gegeben sind. Ein graues Rechteck zeigt jeweils
den Bereich, der exklusiv vom aktuellen Purgkt) dominiert wird, sobald die Punkig(?),
mit j < 4 entfernt sind.
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KAPITEL 3. BERECHNUNG DES HYPERVOLUMENS

Berechnung der Hypervolumenbeitrage

Das Teilhypervolumen, das fiir den ersten Punkt berechmét @ntspricht dem Hyper-
volumenbeitrag des Punktes. Wie in Abbildung 3.2 deutliatdygilt das fiir die wei-
teren Punkte nicht. Der erste Punkt ist bereits aus der Mentfernt, wenn das Teil-
hypervolumen berechnet wird, das exklusiv vom zweiten Pdakniniert wird. Somit
wird ihm auch der Raum zugeordnet, der vom zweiten und votarePunkt dominiert
wird. Die Teilergebnisse des Algorithmus kdnnen dahertrdaiekt in Hypervolumen-
beitrage umgewandelt werden. Um den LebMeasure-Algotithim SMS-EMOA
einzusetzen, empfehlen wir folgendes Vorgehen, das auvubnseon Emmerich et
al. [EBNO5] und Knowles et al. [KCF03] beschrieben wurder Bé&yorithmus wird
mehrfach aufgerufen mit Permutationen der Eingabemeiogéass jeder Punkt ein-
mal der erste in der Bearbeitungsreihenfolge ist. Der Ladsves-Algorithmus wird
abgebrochen, nachdem die Berechnung des Teilhypervokidesrersten Punktes ab-
geschlossen ist. Der berechnete Wert entspricht exakt dgmeridolumenbeitrag des
Punktes.

Ablauf im d-dimensionalen Raum

Im d-dimensionalen Raum stellt das Teilhypervolumen, das irmene Punkt exklusiv
abgedeckt wird, im Allgemeinen keineldimensionalen Hyperquader, sondern eine
komplexere Form dar. Fir die Durchfiihrung von LebMeasuiedbai- und héher-
dimensionalen Raumen werden daher Hilfspunkte herangezdes wird zunachst
wieder das Hypervolumen berechnet, was in jeder Dimensiochdlie ndchst schlech-
teren Werte begrenzt ist. Das entspricht der Approximaties Hypervolumenbei-
trags wie sie im ESP-Algorithmus verwendet wird (vgl. Kaepi2.5.2). Der bearbei-
tete Punkt wird aus der Liste entfernt und es werden Hilf&giin Algorithmus 3.2
spawngyenannt) gesetzt, die gemeinsam das noch nicht bearhditpézvolumen ab-
decken, das der Punkt exklusiv dominierte. Die neuen Pum&tden an den Anfang
der Bearbeitungsreihenfolge gesetzt, sodass mit ihndo@meeiter gearbeitet wird.
Das Vorgehen des Algorithmus im drei-dimensionalen Rauin i8bbildung 3.3 ver-
anschaulicht. Die erste Abbildung zeigt das dominierteun@n von vier Punkten
bezliglich des grau markierten Referenzpunktdsie Bearbeitung beginnt mit Punkt
y(D), dessen Hypervolumenbeitrag in der Abbildung 3.3, a) gratkiert ist. In der
zweiten Abbildung ist der dominierte Hyperquader des Pemhktarkiert. Die unaus-
gefullten Punkte sind die erzeugten Hilfspunkte. In derhséen Abbildung ist der
urspringliche Punkt entfernt und die Hilfspunkte domieieden restlichen Raum ent-
sprechend. In der letzten Abbildung ist die BearbeitungwdesPunkty () exklusiv
dominierten Volumens abgeschlossen und alle Hilfspunkifemt.

Das genaue Verfahren ist Algorithmus 3.2 zu entnehmen. Rearbeiten der Punkte
erfolgt bis die Punktmenge leer ist. Die Punktmenge wirdiireefesten Reihenfolge
verwaltet. Es wird in jedem Schritt der erste Punkt der Mengmvendet und neue
Punkte werden vorn eingefiigt, sodass sie als néchste lfeanverden. In Zeile 7
werden fur den Punkt die nachst schlechteren Werte jedeesinn bestimmt (nachst
groRere bei Minimierungsproblemen). Falls es keinen stideen Wert gibt, wird der
Wert des Referenzpunkteserwendet, daher wird vorausgesetzt, dass dieser von allen
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Abbildung 3.3:Ablauf des Algorithmus LebMeasure im drei-dimensionaleuiR. Gezeigt
ist die Berechnung des Hypervolumenbeitrags yoh, der in Abbildung a) markiert ist. Ab-
bildung b) zeigt den voy (") dominierten Hyperquader. Die Hilfspunkte (unausgefiioek-
te) in Abbildung c) dominieren den restlichen noch nichtedndeiteten vog (1) dominierten
Bereich. In der letzten Abbildung ist der Hypervolumentagjtvony (1) vollstandig berechnet
und der Punkt und alle Hilfspunkte entfernt.

Punkten dominiert wird. Dann wird das Hypervolumen (lop@fj des Hyperquaders
berechnet, der durch die Nachbarpunkte begrenzt ist. Dear@golumen ergibt sich
als Summe dieser Werte.

Die Prozedur spawnPoints in Algorithmus 3.2 generiertdiilinkte, die in einer Liste
names spawns gespeichert werden. Fir einen Punkt werdéfilfaitler For-Schleife
d Hilfspunkte erzeugt, indem jeweils eine Koordinate auf dachst schlechteren Wert
gesetzt wird und die restlichen tbernommen werden. Allésplilnkte werden daher
von dem Punkt, aus dem sie erzeugt wurden, dominiert (vgbildbng 3.3, b). Die
Hilfspunkte werden der Menge hinzugefligt und der erzeug@uhkt entfernt. In Zei-
le 12 wird von der Punktmenge die nicht-dominierte Mengdibrest. Die Prozedur

Algorithmus 3.2 LebMeasured, r)

1: vol —0; list=A Initialisierung
2: while list # () do
3:  lopOffvol=1,0
4:  p = getFirst(list) erster Punkt idist
5. spawns— ()
6: for i=0; i<d; i++ do fur alle Dimensionen
7 w; =min{ ¢; —p; | ¢ > pi, q € {listUr} } néchst schlechterer Wert
8: spawns— spawnPointp, ¢, u;) erzeuge Hilfspunkt aus mit u; stattp;
9: lopOffVol *= u; — p;

10:  end for

11:  vol += lopOff\vol

12:  list — NDfilter(list \{p}, spawnsr) nicht-dom.spawnsn list einfiigen

13: end while

14: return vol
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NDfilter entfernt aulerdem die Punkte, die eine Koordinaitedem Referenzpunkt
gemeinsam haben. Sie tragen nichts zum Hypervolumenwerivbé der Abstand
null zum Referenzpunkt als Faktor im Produkt Uber die Dinemen auftritt.

Laufzeit

Fleischer [Fle03b] behauptete zunéchst, dass die Laufaait_ebMeasure kubisch
in der Anzahl der Punkte ist. Leider ist die Analyse fehlérhda er die Anzahl der
generierten Hilfspunkte unterschétzte. While [WhiO5[gteianhand eines worst case
Beispiels, dass die Laufzeit exponentiell in der Dimensies Raums ist. Fleischer ar-
gumentierte zuvor, dass die Menge der Hilfspunkte einelstget Punktes niemalé
Uberschreitet. Dies gilt tatsachlich stets flur die akeiBlinktmenge, jedoch nicht Giber
den Gesamtverlauf des Algorithmus. Jeder Hilfspunkt kadchktens einen neuen
Hilfspunkt erzeugen und zwar indem die gegeniber dem Ungpspunkt verschlech-
terte Komponente weiter vergréRert wird. Der neue Punkhl&in nicht-dominierter
sein, sobald sein Vorganger entfernt wurde. Alle anderaneinem Hilfspunkt er-
zeugten Punkte sind in zwei Komponenten verschlechtedrgdmer dem Ursprungs-
punkt. Wird der erzeugende Punkt entfernt, so sind die nelil&spunkte immer noch
von den anderen alteren Hilfspunkten dominiert, die nuriireeKomponente ver-
schlechtert wurden. Es gibt also pro Punktmenge immer héobé nicht-dominierte
Hilfspunkte, insgesamt konnen jedoch exponentiell (bbekigler Dimension) viele
Hilfspunkte erzeugt werden. Fleischer verwechselte atsdgsermalien Zeitkomple-
xitat mit Platzkomplexitat.

While [Whi05] zeigt, dass die Anzahl erzeugter Hilfspunktend damit die Laufzeit

— stark von der Bearbeitungsreihenfolge der Punkte abh&igs kann man auch in
Abbildung 3.3 erkennen, denn es gibt eine Reihenfolge, &eiiderhaupt keine Hilfs-

punkte benétigt werden. Das worst case Beispiel des HS©@rfAlgnus aus Tabelle

3.1 trifft ebenso auf LebMeasure zu. Durch eine VerédndedendBearbeitungsreihen-
folge der Punkte kénnte auch LebMeasure beschleunigt welles wurde allerdings
noch nicht untersucht und ist eine offene Forschungsaefgab

3.2 Neue Berechnungsverfahren

3.2.1 Hypervolumenbeitrage in zwei und drei Dimensionen

Fir die Falle zwei-dimensionaler und drei-dimensionaletrdume wurden spezielle
Algorithmen zur Berechnung der Hypervolumenbeitrage. (Rgifinition 2.1), die der
SMS-EMOA bendtigt, entworfen. Die beiden Falle gelten gisidch fur reale An-
wendungsprobleme, daher ist eine besonders effizientenBkitay wiinschenswert.
AulRerdem sollten die Algorithmen einfach zu implementiesein, damit ein Anwen-
der, der nur eine bestimmte Problemdimension bearbeitht nécht in allgemeinere
Verfahren einarbeiten muss. Die folgenden Verfahren beree die Hypervolumen-
beitrage, wie sie im SMS-EMOA zur Selektion bendtigt werdgéin alle Punkte der
gegebenen Menge gleichzeitig. Definiert ist der Beitrag®iRunktes als sein exklu-
sivdominiertes Hypervolumen. Es kann berechnet werdelifferenz zwischen dem
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Abbildung 3.4:Veranschaulichung von MHC. Die Punktmenge wird auf gliey,-Ebene
projiziert. Grautdone markieren die verschiedenen maxémgHohen*.

Hypervolumen der Gesamtmenge und der Menge bei der dechtdta Punkt ausge-
schlossen ist. Die entwickelten Verfahren ordnen Teile disinierten Raums den
Punkten zu. Mehrfache Aufrufe oder die Berechnung von Bifieen der Werte ver-
schiedener Mengen sind daher nicht notwendig.

Zwei-dimensionaler Raum

Fir den zwei-dimensionalen Raum wurde die Berechnung daéBe bereits in Glei-
chung 2.2 vorgestellt. Zur Ubersicht wird sie hier nochnhadgelost vom algorithmi-
schen Uberbau dargestellt. Man sortiert die Vektoren eitemge M bezuglich der
Werte einer Dimension, also beispielsweise aufsteigerdidieh ;. Die resultie-
rende Punktsequenz ist dadurch automatisch absteigetidltogry, sortiert, da eine
nicht-dominierte Menge vorliegt. Fiir dgrten Punkty (), j € {2,...,m —1},inder

sortierten Sequenz der Mendé berechnet sich\ ¢ wie folgt.

Asy P ar) = (g o) - (V-0 ). (3.4)

Die Randpunkte der Menge werden im zwei-dimensionalenifrdlie Folgepopulati-
on des SMS-EMOA Ubernommen. Es ist daher keine Beitraghetex erforderlich.
Ein Beitrag kann jedoch berechnet werden, indem man dendefgunkt als Begren-
zung verwendet.

Drei-dimensionaler Raum

Bei einem drei-dimensionalen Raum liegt bereits die Sctigheit vor, dass der ex-
klusiv dominierte Raum im Allgemeinen nicht die Form einggkrquaders, sondern
eine komplexere Form haben kann (vgl. Abbildung 2.1). Fiir diei-dimensionalen
Fall wurde ein Algorithmus entwickelt, der den dominierfgaum in Quader unter-
teilt. Ihr Volumen ist einfach durch Multiplikation der $enlédngen zu berechnen. Die
Quader werden dann einzelnen Lésungen zugeordnet, saéeznra exklusiv domi-
nierten Raum eines Punktes gehdren. Der Hypervolumeageaitnes Punktes ergibt
sich dann als Summe der Volumina ,seiner” Quader. Der neger8hmusMesh Hy-
pervolume Contribution (MHCist als Pseudo-Code in Algorithmus 3.3 dargestellt.
Abbildung 3.4 veranschaulicht die Funktionsweise an eiBeispiel. Die Grundidee
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Algorithmus 3.3 MHC(A4, r)
1:me |A; A= {sD ... s}
(a1,...,am) — sortAscendings\”, ..., s{™)
(b, ..., bn) — sortAscendingss”, ..., s{™)
g1 < T1; bmg1 <12
heighti][j] < r3; heightZi][j] — r3; forall (i,5) € [m]?
for all (i, ;) € [m]? do
ownerQuantit{i][j] < 0; owner— —1
forall k = 1;k < m;k++do
if sgk) < q; undsgk) < b; then
ownerQuantityi][j]++; owner « k 5™ dominiert Zelle(s, §)
if s*) < height1i][j] then
heightZi][j] — heightli][j]; height%i][j] — s{"
else if s{*) < heightdi][j] und s\ # heighti][;] then
heightZi][j] — s
end if
end if
end for
: end for
. for all (4, 5) € [m]? do
if ownerQuantit{i|[j] == 1 then Zelle exklusiv dominiert?
As(sOWNY 4 1) 4= (a1 —a;) - (b1 — by) - (heighti][j]—heightdi][j])
end if
: end for
return Ags(s™), A, r),..., As(s"™, A,r)

e e e

NNNNNRRRERE
AWNROOXNDUA

ist, die Punkte auf dig;-yo-Ebene zu projizieren und die Koordinaten der dritten Di-
mension als Hohe anzusehen. Fir den dominierten Raum wi@iger in dery;-y--
Ebene erzeugt, sodass durch jede projizierte Vektorkonatedieine Kreuzung verlauft.

Der Algorithmus 3.3 besteht aus drei Abschnitten. Bis zatesr For-Schleife werden
Initialisierungen durchgefiihrt. Die Menge der Eingabégamwird in zwei Sequen-
zen jeweils aufsteigend beztiglich der ersten bzw. der ewé&liimension gespeichert.
An das Ende der Sequenzen wird jeweils die entsprechendelifate des Referenz-
punktes angehangt. In der For-Schleife ab Zeile 6 wird fde jgelle des Gitters in der
y1-y2-Ebene Uberprift, welche Punkte die Zelle schwach dongnidfin Punkt domi-
niert eine Zelle schwach, wenn er den besten Punkt der Zallgo-bei Minimierung
den Eckpunkt mit kleinsten Koordinaten — bezliglich deresrdteiden Dimensionen
schwach dominiert. Die dritte Dimension dient als Hohattait der Zelle. Es werden
fur eine Zelle zwei Werte der dominierenden Punkte gespeichamlich der beste
und der zweit-beste Wert beziiglich der dritten DimensidasB Hohenwerte wurden
zuvor mit der Koordinate des Referenzpunktes initialtsied werden aktualisiert, so-
bald ein besserer Punkt gefunden ist. Fur jede Zelle wirdiaket, wie viele Punkte
sie dominieren. AuRerdem wird bei jeder festgestellten Danme der dominierende
Punkt als Besitzerafvnerin Algorithmus 3.3) der Zelle gespeichert. (Bei mehreren
dominierenden Punkten wird der Besitzer einfach mehrfdmdrschrieben, was be-
langlos ist.) Nachdem die Hohenwerte bestimmt wurden, arench dritten Abschnitt
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des Algorithmus (ab Zeile 19) die Hypervolumenbeitrdgesnrgnet. Der Raum zwi-
schen dem besten und dem zweit-besten Wert wird aussdblieRin dem besten
Punkt dominiert, sofern keine gleichen Werte auftreters Balumen dieses Raums
ist somit Bestandteil des Hypervolumenbeitrags des Pankteer die Anzahl domi-
nierender Punkte einer Zelle wird nun festgestellt, ob esmgesinen oder mehrere
gibt (Zeile 20). Gibt es genau einen dominierenden Punkgik@r als der Besitzer
der Zelle und der Raum zwischen bester und zweit-bestemgiaihlt zu seinem Hy-
pervolumenbeitrag. Das Volumen berechnet sich aus deh&lder Zelle multipliziert
mit der Hohendifferenz von bestem und zweitbestem Wert. ®esamtwert seines
Hypervolumenbeitrags ist somit die Summe ,seiner* Quader.

Laufzeit

Die Laufzeit des Algorithmus ist mid(m?) kubisch in der Anzahl der Punkte und
exponentiell in der Dimension des Raums. Die Zeit ergilt siigrch das Traversieren
der quadratisch vielen Gitterzellen. Pro Zelle ist die Arizier Operationen linear in
m, da die gesamte Punktmenge betrachtet werden muss.

3.2.2 Hypervolumen betrachtet als Klee’s measure problem
3.2.2.1 Klee's measure problem (KMP)

Klee [Kle77] definierte 1977 das Problem, fiir eine Menge woimtervallen auf der
Gerade der reellen Zahlen, die Lange der vereinigten lallerzu bestimmen, wobei
mehrfach enthaltene Bereiche nur einmal gezéhlt werdesseDAufgabe wurde als
Klee's measure problem (KMRekannt. Verallgemeinert auf mehrere Dimensionen
werdend Intervalle zu achsen-parallelen Hyperquadern (cuboidgl)-dimensionalen
euklidischen Raum, deren vereinigter Rauminhalt oder IHygemen (measure, hy-
pervolume) zu berechnenisBpeziell im zwei-dimensionalen Fall handelt es sich um
den Flacheninhalt Uberlappender Rechtecke und im dredéabionalen um das Volu-
men sich schneidender Quader.

Definition 3.2 (d-dimensionaler Hyperquader (d-dimensional cuboid)) Ein d-di-
mensionaler Hyperquadep ist definiert durch das Kreuzprodukt vahintervallen
[ll,ul] X ... X [ld, ud], mitli,ui e Rflri e {1, .. .,d}.

In anderer Sichtweise kann man die oberen und unteren ailgrenzen jeweils als
d-dimensionale Punkte auffassen. Damit ist ein Hyperquéllet (1,u) eindeutig
bestimmt durch die zwei Eckpunkte= (Iy,...,1;) undu = (uq,...,uq). FUr al-

le Punktep des Hyperquaders gilt: < p < u, gemaf der partiellen Ordnung der
Vektoren (siehe Definition 1.1).

Dominiertes Hypervolumen als Klee's measure problem

Das dominierte Hypervolumen, das durch die S-Metrik geemesgrd, kann auf das
KMP (bertragen werden. Dazu muss das durch eine Punktmemg@idrte Hyper-
volumen durch eine Menge von Hyperquadern reprasentientieme Einem Punkt

5In der Computational Geometry sind ,area“ oder ,measurdittib englische Begriffe, ,hypervolu-
me*“ wird in dieser Forschungsgemeinschaft scheinbar nietwwendet.
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wird der Hyperquader zugewiesen, der durch ihn selbst undR#derenzpunkt der
S-Metrik-Berechnung begrenzt ist. Unabhéngig von der Disien des Raums ist ein
Hyperquader durch zwei Eckpunkte, die auf derselben Raagodialen liegen, voll-
standig definiert (vgl. Definition 3.2). Die beiden Eckpumktgen somitl Intervalle
fest und die Problemkodierung des KMP ist erfllt.

In linearer Zeit kann man also aus einer Punktmenge eineagmgenge fir Klee’s
measure problem erzeugen. Die Laufzeit der Algorithmed#&isrKMP ist von hdherer
GroRenordnung, sodass die Zeit fiir die Konvertierung deg&iemenge vernachlas-
sigbar ist. Die Laufzeit der Algorithmen flr das KMP ist daliée Laufzeit fir die
Berechnung des Hypervolumens.

Wird eine nicht-dominierte Menge in eine Menge von Hyperdgra konvertiert, so
haben diese eine spezielle Anordnung. Ein Hyperquadeefstidrt Uber seinen zu-
gehorigen nicht-dominierten Punkt und den Referenzpubdher haben alle Hyper-
guader den Referenzpunkt als ,rechten obere* Ecke, essistddr gro3te enthaltene
Punkt, gemal3 der zugrunde liegenden Ordnung der Vektorg®erlem ist kein Hy-
perquader in einer Menge anderer Hyperquader vollstamditpéien. Dies gilt, weil
alle ,linken unteren* Eckpunkte nicht-dominierte Punkieds Die Frage, inwieweit
derzeitige Algorithmen fur diesen Spezialfall von Klee'sasure problem vereinfacht
und beschleunigt werden kénnen, ist eine zukiinftige Fomrsgsaufgabe.

Algorithmen fiir Klee's measure problem

Klee [Kle77] gibt flir das ein-dimensionale KMP einen Algbrhus mit Laufzeit
O(mlogm) an und Fredman und Weide [FW78] zeigen eine untere Schramke v
Q(mlogm). Bentley [Ben77] betrachtet die Erweiterung des Algoritisnauf zwei
Dimensionen und zeigte, dass die obere Laufzeitschrank&Ne: logm) auch fir
diesen Fall gilt. Das ergibt eine Laufzeitkomplexitat v(m log m) flr die ein- und
zwei-dimensionalen Versionen des KMP. Fir mehr als zweiddisionen ist keine
spezielle untere Schranke bekannt, so dass maf frurlogm) tUbertragen kann, da
das Problem mit zunehmender Dimension nicht einfacher.\videshtley zeigt durch
Verallgemeinerung des Verfahrens fur das zwei-dimens&oRaoblem eine obere
Schranke vorO(m®!logm) fir d > 2. 1980 verbesserten Leeuwen und Wood
[VLW80] die obere Schranke um den Faktogm auf O(m?~1). Der erstmals 1988
vero6ffentlichte Algorithmus von Overmars und Yap [OY88, €l ist mit einer Lauf-
zeit vonO(m%?1logm) fir d > 3 seither der schnellste bekannte Algorithmus fiir
Klee’s measure problem und der Platzbedarf ist@fitn) sehr klein. Dieses Verfah-
ren wird im Folgenden ausfuhrlich beschrieben.

3.2.2.2 Schnellster Algorithmus fiir Klee's measure problm

Der Algorithmus von Overmars und Yap [OY91] ist ein Sweepf&ren, das ein-
dimensionales Problem in mehréré-1)-dimensionale Probleme zerlegt. Oiér-1)-
dimensionale Raum wird durch einen orthogonalen Par8bhanm repréasentiert. Die
Datenstruktur wurde speziell fir Klee's measure probletwimkelt und ist auch fur
andere geometrische Probleme einsetzbar. Zur Berechramgypervolumens wird
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innerhalb des Partitionsbaum eine Zerlegung(des 1)-dimensionalen Raums defi-
niert, wobei die Zellen der Partitionierung den Blatteris @aums entsprechen. Ein-
zelne Zellen sind nicht vollstandig leer oder vollstandigah Hyperquader abgedeckt,
sondern enthalten eine spezielle Gitterstruktur von Hypadern. Diese neue ldee er-
mdglicht eine effiziente Berechnung des tberdeckten Hypemen innerhalb einer
Zelle und die Anzahl bendtigter Zellen ist im Vergleich ziitferen Verfahren geringer.
Bevor die Details des Algorithmus erlautert werden, fuhséreinige Begriffe ein.

Definition 3.3 (i-Grenze, i-Intervall (i-boundary, i-interval)) Die i-Grenzen
{l;, u; } begrenzen den Hyperquad@r= (1, u) in deri-ten Dimension. Als-Intervall
[l;, u;) bezeichnen wir die Ausdehnung des Hyperquaders iri-tlem Dimension. Es
entspricht der Projektion des Hyperquaders aufdte Koordinatenachse.

Definition 3.4 (Scheibe von Grad: (slab at level:)) Eine Scheibe von Grafl(i €
{1,...,d}) ist das kartesische Produkt vahintervallen, wobei viele endlich sind:
I x Iy x ... x I; x R ¢ RY, mit1y, ..., I; Intervalle ausR.

Definition 3.5 ((Partielle) Uberdeckung ((partial) covering)) Ein d-dimensionaler
HyperquaderQ(®) {iberdeckt einen anderef? partiell, falls Q) das Innere von
Q® schneidet. Ein-dimensionaler Hyperquade!) tiberdeckt einen Hyperquader
Q® vollstandig, fallsQ? eine Teilmenge vo@(®) ist (Q2) C QW)).

Aus der Sichtweise der Dominanzrelation kénnen wir sagais ) von Q) voll-
standig tiberdeckt wird, dann domini€t!) den Hyperquade®(?) schwach.

Definition 3.6 (-Saule ¢-pile)) Seien@™® undQ® zwei Hyperquader)™®) heilti-
Saule beziiglick)(?, falls Q) Q3 partiell tiberdeckt und fiir allg-Intervalle mit
j # i gilt: Das j-Intervall vonQ?) ist vollstandig enthalten inj-Intervall vonQ(%).

Hauptroutine des Algorithmus

Die rdumliche Abtastung (sweepst ein Verfahren, das bei diversen geometrischen
Problemen eingesetzt werden kann. Efde- 1)-dimensionaleHyperebene (sweep
hyperplane)wird entlang einer Koordinatenachse — beispielsweiseygekchse —
verschoben. Die Ebene wird diskretisiert Giber sogenafatte- oder Ereignispunk-

te (halting points, event pointbewegt. Bei Klee’s measure problem entsprechen die
Haltepunkte den Positionen, an denen ein Hyperquader ttegler endet, projiziert
auf died-te Koordinatenachse. Konkret hat man eine Mehfjgon m Hyperquadern
gegeben. Die Menge der Haltepunkig = {a(V), ..., a(™)} ist die Menge verschie-
denerd-Grenzen der Hyperquader in M, also Koordinaten @¢i¢en Dimension der
Eckpunkte der Hyperquader. Die Hyperquader, die die Ebatischen dem aktuellen
und dem né&chsten Haltepunkt schneiden, werdealdig bezeichnet. An jedem Hal-
tepunkt andert sich also die Aktivitdt mindestens einesdtigpaders.

Zur Lésung des d-dimensionalen Problems geht man in der trtaume (vgl. Al-

gorithmus 3.4) folgendermalRen vor. Die Abtastebene deg®Werfahren stoppt an
jedem Haltepunkt in/; und unterteilt dadurch den Raunvitl (d — 1)-dimensionale
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Algorithmus 3.4 OverYag M, d) Hauptroutine
10 My ={aWM, ..., a("/)} Menge dek-Grenzen von Hyperquadern if
2: S « Partition M, d — 1) konstruierg(d — 1)-dim. orth. Partitionsbaurfy
3 v—0
4: forall itom’ —1do Sweep entlang-ter Koordinatenachse
5. forall Q € M mitly; = a do Hyperquade€), die beia" beginnen
6: Inser{@, root(.5)) fige Hyperquader in Wurzel vosi ein
7:  end for
8: wg—1 < (d — 1)-dimensionales Hypervolumen der Hyperquade$'in

90 ve—uv+ (@D —a®). vy,

10: forall Q € M mitug = a1 do Hyperquade€), die beia**? enden

11: Deletd @, root(S)) entferne Hyperquader aus Wurzel vén
12:  end for

13: end for

14: returnv Hypervolumem Hyperquader der Mengk/

~Scheiben” (vgl. Definition 3.4). Das von Hyperquadern ddsabgedecktéd — 1)-
dimensionale Volumen einer Scheibe wird jeweils fur diéwat Rechtecke berechnet.
Multipliziert mit der Distanz zwischen dem aktuellen undrdeéchsten Haltepunkt
ergibt sich eind-dimensionale Hypervolumen. Die Summe dieser Teilwetttelds
Gesamtvolumen den Hyperquader aus/.

An jedem Haltepunkt werden Hyperquader, die an diesem Faedihnen in den or-
thogonalen Partitionsbhaum eingefligt (vgl. Zeile 5 und 6 &tgorithmus 3.4). Nach
der Berechnung dgg — 1)-dimensionalen Hypervolumens werden die Hyperquader,
die an dem Haltepunkt enden, aus dem Baum entfernt.

Die Hauptroutine des Algorithmus hat eine Laufzeit votm logm + mF;_1(m)).
F;_1(m)) bezeichnet die Zeit, die fir die Aktualisierung dels— 1)-dimensionalen
orthogonalen Partitionsbaums pro Haltepunkt benétigd viras Einfligen der aktiven
und das Loschen der nicht mehr aktiven Hyperquader sowidkligalisierung des
abgedeckten Hypervolumens erfolgt also innerhalb diesitr Z

Konstruktion des orthogonalen Partitionsbaums

Man bendtigt eine dynamische Datenstruktur, in der(dasl )-dimensionale Volumen
effizient berechnet werden kann. Overmars und Yap [OY91¢hdir dieses Problem
einen sogenanntemthogonalen Partitionsbaum (orthogonal partition tred3 Verall-
gemeinerung eines k-d-Baums [Ben75] entwickelt. Dieseisfie Datenstruktur kann
auch fur andere geometrische Probleme wie z. B. den Umfaerin{pter) oder die
Konturlinie eingesetzt werden. Allgemeine, nicht-orthogle Partitionsbaume waren
zuvor schon durch Willard [Wil82] und Welzl [Wel88] bekannt

Definition 3.7 (k-dim. orthogonaler Partitionsbaum (k-dim. orth. partition tree))

Ein k-dimensionaler orthogonaler Partitionsbaum ist ein balamter binarer Baum,
dessen Knoten jeweils eine Region in Form eilr@gmensionalen Hyperquaders zu-
geordnet ist. Die Wurzel reprasentiert den gesantt@limensionalen Raum. Die Re-
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gionen von Geschwister-Knoten sind disjunkt und die Veayeirg ihrer Regionen ent-
spricht der Region ihres Eltern-Knotens.

Die Regionen der Knoten einer Ebene bilden jeweils den gesakrdimensionalen
Raum.

Zur Losung eineg-dimensionalen KMP wird eiid — 1)-dimensionaler orthogonaler
Partitionsbaum eingesetzt. Im Folgenden gilt dtse- d — 1. Es wird eine speziel-
le Partitionierung des Raums definiert. Diese wird zu BegienHauptroutine (vgl.
Algorithmus 3.4) festgelegt und fur alle’ Teilprobleme verwendet. Die Struktur des
Baums — die Knoten und Kantenbeziehungen — ist also stafmhBaum wird als
dynamische Datenstruktur bezeichnet, weil er durch Eierfiignd Léschen eine va-
riable Anzahl von Hyperquadern verwalten kann. RBeadimensionale Raum wird in
O(ym") = O(m*/?) Zellen unterteilt, indem man pro Koordinatenactiyg/m) In-
tervalle definiert.

Die zugrunde liegende Partitionierung ist folgendermafiafimiert (vgl. Algorithmus
3.5). Zunachst wird dig;-Achse in2,/m Intervalle unterteilt, wobei jedes héchstens
v/m 1-Grenzen enthalt. Dies ist mdglich, daHyperquader hochster?sn Grenzen
pro Dimension {-Grenzen) bilden kbénnen bzw. genatn, wenn alle Grenzen ver-
schieden sind. Diese Scheiben (vgl. Definition 3.4) werderthlieRend bezlglich der
zweiten Koordinaten-Achse unterteilt. Dazu betrachtet fitia jede Scheibe s jeweils
die MengeV; der Hyperquader, die s partiell abdeck®&nwird wiederum unterteilt in
V!, die Menge der d-dimensionalen Hyperquader, die eine hZera der Scheibe s
haben, und die Meng@f, fir die das nicht zutrifft. Jede Scheibe s wird nun an den 2-
Grenzen jedes Hyperquaderslipl unterteilt. AuBerdem teilt man s an jedgfn-ten
2-Grenze der Hyperquader au8. Fur die resultierenden Scheiben s’ wird wiederum
eine Mengéd/y als die Menge der d-dimensionalen Hyperquader betracliéet, par-

tiell abdeckenV} ist die Menge der Hyperquader aus, die 1- oder 2-Grenzen im
Inneren von s’ haben un‘dj die restliche Menge. Die Scheiben werden beziglich der
dritten Koordinate geteilt an den 3-Grenzen der Elementélinnd jeder,/m-ten 3-
Grenze der Elemente amfg,%. So fahrt man analog fort, bis man Scheiben von Grad
hat, also Zellen. Allgemein gesprochen unterteilt man dieefben von Gradbezig-

lich der (i + 1)-Koordinate. Dazu betrachtet man zwei Teilmengen von Hypadern

Algorithmus 3.5 Partition M, d — 1)

1: unterteiley; -Achse in2,/m Intervalle partitionierey; -Achse
2: forall i =2tod —1do partitionierey;-Achse
3 Ve=Vl=V2=10
for all Scheibers der Ebenei— 1) do

Vs «— {Q € M|Q Uberdeckt Scheibepartiell }

V! —{Q € V.|Q hatj-Grenze in Scheibe, mitj < i}

VZeV\V)

unterteile Scheibe ani-Grenze der) € V!

unterteile Scheibe an \/m-teri-Grenze der) € V2
10: end for s unterteilt inO(y/m) Scheiben der Ebene
11: end for

© NP
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und unterteilt entlang jedes Hyperquaders, der gi@renze { < i) in der Scheibe
hat (') und entlang jedey/m-ten Grenze der restlichen Hyperquadér).

Aus der Definition der Partitionierung resultieren Eigdredten, die sich auf die Struk-
tur desk-dimensionalen orthogonalen Partitionsbaums UbertradgenBaum enthalt
die Zellen der Partitionierung in seinen Blattern und derenen Knoten sind entspre-
chend gréRere Regionen zugeordnet.

Satz 3.1 (Eigenschaften des Partitionsbaumdyir einend-dimensionalen orthogo-
nalen Partitionsbaum gemalf obiger Partitionierung gefi@gende Eingenschaften.

1. Die Partitionierung besteht aug(m*/?) Zellen. Der Baum ha® (m*/?) Kno-
ten.

2. Jederk-dimensionale Hyperquader (iberdeckt partiell héchstérs: (v—1)/2)
Zellen, wird also in hochster@(m*~1)/2) Blattern gespeichert.

3. Jede Zelle enthélt nur Saulen (vgl. Definition 3.6). Ddsajso insbesondere
fur die Zellen der Blatter des Baums.

4. Jede Zelle wird von héchste@s./m) Hyperquadern partiell abgedeckt. Jedes
Blatt enthalt somit hdchsters(,/m) Hyperquader.

Beweis 3.1 Die Beweise der Aussagen sind in [OY91] zu finden und werdenrhir
angerissen.

Zu 1. Es werdenr,/m Scheiben von Gratl festgelegt und jede Scheibe von Giad
O(y/m) Scheiben von Grad+ 1 geteilt, furi = 1,...k — 1. Es ergeben sich
alsoO(\/ﬁk) = O(m"/?) Zellen. Der Baum speichert in jedem Blatt eine Zelle
und seine Gesamtzahl an Knoten liegt damit in gleicher Gréféiung.

Zu 2. Uberdeckt ein Hyperquader eine Zelle partiell, darrtéwdt einei-Grenze { €
{1,...,k}) durch diese Zelle. Es giltd(m“~1)/2) Scheiben von Grad — 1.
Jede Scheibe von Gradvird in den folgenderid — ¢) Schritten der Partitionie-
rung inO(m*~9/2) Zellen unterteilt. Dié-Grenze durchlauft als (m(—1)/2.
mE=9)/2) — O(m*-1/2) Zellen,

Zu 3. Eine Scheibe von Gradenthalt héchstens eineGrenze mitj < i eines Hy-
perquaders.

Zu 4. Es kénnen nicht mehr ai3(,/m) Hyperquader eine Zelle abdecken, weil die
Zellen dann zu viele Grenzen enthalten wirde. Dies wirdebaénition der
Partitionierung widersprechen. Die Teilmendgéhhaben jeweils htchstens Kar-
dinalitatO(y/m), weil die Intervalle der Scheiben von Grad 1 nach Definition
nur+/m Grenzen enthalten und das demnach auch fiir alle weiteresrtdifin-
gen gilt.

Der orthogonale Partitionsbaum wird nun folgendermaldégednaut. Die Zellen der
beschriebenen Partition werden in den Blattern des Baumsaltet. Ein Eltern-Knoten
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Algorithmus 3.6 Insert(®,5) und Delete,d)

. [* Einfigen/ Loschen eines Hyperquadéysn Knotend des Partitionsbaurfi */
2: [* EINFUGEN */ I* LOSCHEN */

3: if § ist ein Blattthen

4:  partCovs «— partCovs U {Q} partCovs «— partCovs \ {Q}
5:  aktualisierevols
6
7
8

A

. else if Q) decktregs ab then

totalCovs := totCovg + 1 totalCovs := totalCovs — 1
: if totalCovs > 0then

9:  wols = Volumen vonregs vols = Volumen vonregs
10: else
11: vols = v0l150n(5) + VOlrson(s)
12: end if
13: else if Q) decktregs partiell ab then
14:  Insert(@, Ison()) Delete(, Isong))
15:  Insert@, rsong)) Delete(, rsong))
16: if totalCovs > 0 then
17: vols = Hypervolumen vonregs
18: else
19: vols = v0l150n(5) + VOlrson(s)
20: endif
21: end if

enthdlt die vereinigte Region seiner beiden Kinder und talso die Regionen in sei-
nen Unterbdumen. Der Baum besteht autufen, die jeweils au®(logm) Ebenen
bestehen. Die oberste Stufe enthélt2ién Scheiben von Grad 1 auf unterster Ebe-
ne, sortiert nach ihren, -Koordinaten. Paare benachbarter Scheiben werden jexueils
Knoten zusammengefasst, so dass ein binarer TeilbaunelentBie tieferen Stufen
enthalten analog die TeilbAume der Scheiben von Grad

Einfligen und L6schen von Hyperquadern im orthogonalen Paiitionsbaum

Die Prozeduren zum Einfligen und Léschen von Hyperquadederinbzw. aus dem
orthogonalen Partitionsbaum sind in Algorithmus 3.6 dsigjét. Auf der linken Seite
steht die Einflige-Methode Insert. Die Zeilen, in denen diel.dsch-Methode Delete
von ihr unterscheidet, sind rechts hinzugeftigt. In der Hawpine (Algorithmus 3.4)
werden die Methoden fiir den entsprechenden Hyperquadetamd/urzelknoten des
Baums aufgerufen. Es folgen rekursive Aufrufe fiir die Kinderjenigen Knoten, de-
ren Region durch den Hyperquader partiell Gberdeckt ist.R¥kursion stoppt, wenn
die Region eines Knotens durch den Hyperquader vollstéiiakgdeckt ist oder der
Knoten ein Blatt ist.

Zur Berechnung des Hypervolumens werden einige Informatian den Knoten ge-
speichert. Die Region eines Knotefisvird alsregs bezeichnet. Fir Blatter werden
in einer MengepartCov; die Hyperquader gespeichert, die die Region ¥@thnei-
den (also partiell oder vollstandig Giberdecken), aber digiéh des Eltern-Knoten nur
partiell Gberdecken. Isf ein innerer Knoten, so zeigt der ZahletalCovs an, wie
viele Hyperquader die Region des Knotens vollstandig dtele@ber die des Eltern-
Knotens nur partiell. Jeder Hyperquader beeinflusst héakst(mk—1)/2log m) die-
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sertotalCovEintrage, die entsprechend beim Einfligen oder Léschemetisend
aktualisiert werden muissen. Diese Anzahl ergibt sich, dddgiperquader in héchs-
tensO(m(*—1)/2) Blattern gespeichert ist (vgl. Satz 3.1, 3.) und die Tiefe Baums
O(logm) betragt. Fur jeden Knoten wird das Hypervolumeis seiner Regiomegs
gespeichert, welches durch Hyperquader Gberdeckt wiltk & Region eines in-
neren Knoten vollstandig Uberdeckt wirth{alCovs > 0), entsprichvol; dem Hy-
pervolumen vornregs. Ansonten berechnet sich das Uberdeckte Volumen als Summe
der entsprechenden Werte der beiden Kinder. Der Wurzetknenthalt den gesuch-
ten Wert des Uberdeckten Hypervolumens, der im Baum gdsgréén Hyperquader.
Wie das Uberdeckte Hypervolumen in einem Blatt berechnet, wiird nachfolgend
beschrieben.

Berechnung der Hypervolumens in einer Zelle

Der k-dimensionale Raum — es sei daran erinnert, dass wir d — 1 betrachten —
ist also in Zellen zerlegt. Einzelne Zellen sind nicht vidiedig leer oder vollstandig
durch Hyperquader abgedeckt, sondern enthaltenitterstruktur (trellis)von Hy-
perquadern. Jeder Hyperquader einer Zelle ist ein SauleRatg 3.1, 3.), ein Hyper-
guader hat also in héchstens einer Dimension eine Greneehali der Zelle. In den
restlichen Dimensionen stimmen die Grenzen des Hyperagsiadi¢ denen der Zelle
Uberein oder der Hyperquader ragt Giber die Zelle hinausase dr die Zelle bis zu
ihren Grenzen Uberdeckt. Die Grenzen der Hyperquaderuferigeweils parallel zu
einer Zellwand, da alle Hyperquader achsenparallel sitdi@ Partitionierung ent-
lang von Hyperquadergrenzen erfolgte. Das Hypervolumer@Giters innerhalb einer
Zelle kann effizient berechnet werden. &gidie Lange der Zelle in-ter Dimension.
S; die Summe der Langen déeiSaulen ini-ter Dimension, also das ein-dimensionale
Hypervolumen der auf dig;-Achse projizierteri-Saulen der Zelle. Durch die einan-
der kreuzenden Hyperquader wird ein Gitter gebildet, dasidnerdeckten und nicht
Uberdeckten Komponenten besteht. Das Hypervolumen igbdtarechnen durch das
Prinzip des Ein- und Ausschliel3ens.

> (=t 3 IIs. I = (3.5)

1<a<k 1<j1<.<ja<k \1<i<a  1€{j1,....ja }AIZ£];

Zur Veranschaulichung betrachten wir ein drei-dimendiem&MP mit einem zwei-
dimensionalen orthogonalen Partitionsbaum. Die Zelleden Blattern des Baums
sind und enthalten zwei-dimensionale Rechtecke. Ein Baiggt in Abbildung 3.5
dargestellt. Hier gibt es horizontale und vertikale Reckee Bei horizontalen Rechte-
cken stimmen die vertikalen Rander (linker, rechter Ramd) lei vertikalen Rechte-
cken die horizontalen Rander (oberer, unterer Rand) mizeédwéanden tiberein (oder
gehen Uber diese hinaus). Die Formel 3.5 reduziert sicheigedin Fall auf:

1y — (Zl — Sl)(Zg — Sg) = Z2SI + leg — 5152. (36)

Um die Hyperquader einer Zelle zu verwalten, reicht es ansdienensionale Inter-
valle zu speichern, die die Ausmal3e der Seitenflachen deerdgypder auf den Zell-
wéanden angeben. Zu diesem Zweck verwendet man jeweils Siegmentbaum pro
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Abbildung 3.5:Zwei-dimensionale Zelle im Blatt des zwei-dimensionaleimogonalen Par-
titionsbaums fir ein drei-dimensionales KMP. Die enthadte Hyperquader sind Saulen und
bilden eine GitterstuktutZ bezeichnet die Langen der Zelle und diedie Summe der von
Hyperquadern tGberdeckten Intervalle.

Dimension, als@& DatenstrukturerBy, . . ., By pro Zelle. Einei-Saule wird also ent-
sprechend in den Segmentbau®n eingefiigt. Das Einfligen oder Loschen von Ele-
menten eines Segmentbaums ist in logarithmischer Zeitiatodbie Aktualisierung
des Flacheninhalts einer Zelle kostet dafiftog m ), da wir die Dimensiot = d — 1

als konstant annehmen. Diese geringe Laufzeit ist nur dliechmplizite Reprasenta-
tion der Rechtecke mdoglich.

Ubersicht der Laufzeiten

Die Laufzeit des Algorithmus lasst sich analysieren, insieam die Eigenschaften der
Partitionierung betrachtet. Wie oben erwahnt, betragt digzeit des gesamten Algo-
rithmusO(mlogm + mF,_1(m)), da man zunéchst eine Sortierung der Hyperqua-
dergrenzen bezuglich dérten Koordinate durchfiihrt und durch den Sweep-Prozess
m’ < 2n Probleme der Dimensiod — 1 erhalt, die man in Zeif};_;(m) bearbei-
tet. Es bleibt also die Funktiof;_; (m) zu beschreiben. Digl — 1)-dimensionalen
Probleme werden mit Hilfe des orthogonalen Partitionstsabenechnet. Die Aktuali-
sierung eineg-dimensionalen Partitionsbaums kostgin*~1)/21og m). Fir die L6-
sung degd — 1)-dimensionalen Problems ergibt sich also eine Zeit ¥pn; (m) =
O(m!?=2)/210gm). Die Berechnung desdimensionalen Klee’s measure problem fiir
m Hyperquader ist in Zei® (m logm + mFy_1(m)) = O(m¥?logm) méglich.

Reduzierte Platzkomplexitat durch Streaming

Ein k-dimensionaler orthogonaler Partitionsbaum bendtigh(*+1)/2) Speicherplatz.
Da stets genau eifil — 1)-dimensionaler Baum verwendet wird, hat der Algorithmus
einen Speicherplatzbedarf va(m®/2). Durch eine Technik von Edelsbrunner und
Overmars [EO85], di&treaminggenannt wird, kann der Platzbedarf aufm) ge-
senkt werden. Die Idee ist, dass Datenstrukturen nur kaiestiverden, wenn sie fur
eine Aktualisierung bendtigt werden. Es wird immer nur eligirker Bereich deg-
dimensionalen Raums betrachtet und auf diesem werdentdliitiagen durchgefiihrt,

65



KAPITEL 3. BERECHNUNG DES HYPERVOLUMENS

so dass man eine Zelle erhalt, die zuvor im orthogonalentidagbaum verwaltet
wurde. Die Aktualisierungen, die im Laufe des Sweep-Vadah auftreten, werden
in der Zelle mit Hilfe der Segmentbaume durchgefiihrt. Naatem Schritt wird das
(d—1)-dimensionale Hypervolumen berechnet. Es wird multiplizinit dem entspre-
chenden Wert ded-ten Koordinaten. AnschlieRend wird die Datenstruktusiiat
und ein neuer Bereich analog betrachtet. Weitere DetasetdiAnwendung des Stre-
amings werden von Overmars und Yap [OY91] und grundlegenBeschreibungen
der Streaming Technik von Edelsbrunner und Overmars [E©&&litert.

3.3 Ubersicht und Anwendung der Algorithmen

Zum Abschluss dieses Kapitels soll eine Ubersicht der Algoren gegeben und ihr
Bezug zum SMS-EMOA erlautert werden. Der SMS-EMOA bendtigerhalb seines
Selektionsoperators die Hypervolumenbeitréage der Iddiem. Diese Berechnung ist
die aufwandigste Operation des SMS-EMOA — wenn man dieudtiktionauswertung
nicht betrachtet — und bestimmt daher die Grél3enordnungiskaufzeit.

Fur zwei-dimensionale Zielraume ist die Berechnung detrBgé vonm Punkten
gemafl Formel 3.4 in einer Zeit van(m logm) mdglich. Die Laufzeit einer Gene-
ration des SMS-EMOA (ohne Beriicksichtigung der ZielfuokSauswertung) betragt
fur diesen Fall dan® (. log 1), bei Populationsgrofye

Algorithmus 3.3 ist ein Verfahren, dass die Hypervoluméimbge fir den Spezial-
fall eines drei-dimensionalen Zielfunktionsraums berethDer Algorithmus hat eine
Laufzeit vonO(m?) und fur den SMS-EMOA ergibt sich entsprechend die Laufzeit

O(u?).

Fur die Berechnung der S-Metrik bzw. des dominierten Hyplemmens liegen der
HSO-Algorithmus von Zitzler [Zit01], der LebMeasure-Algihmus von Fleischer
[FleO3b] sowie die Algorithmen zur Lésung des KMP vor, urdenen der Algorith-
mus von Overmars und Yap der schnellste ist. Beim KMP ist dggeH/olumen einer
Menge von Hyperquadern zu berechnen. Es beinhaltet dagri@etechnung der Men-
ge von Hyperguadern, die durch eine nicht-dominierte Ruekge induziert werden
als Spezialfall. HSO und LebMeasure haben eine worst casiéiavonO(m?+!)
fur m d-dimensionale Punkte. Durch Umsortierung der Eingabemé&agn bei bei-
den Algorithmen die Laufzeit gesenkt werden. Durchgefiislutde dies bisher nur flr
HSO, fur den zwei Heuristiken vorliegen, die die Eingabegeeim einer Vorverar-
beitungsphase viel versprechend sortieren. Die worstiKasglexitdt kann dadurch
nicht gesenkt werden, allerdings wird der schlechtest olbglFall garantiert vermie-
den und im average case ergibt sich eine deutliche Besdpleum Die Heuristiken
MDP und MWW haben beide eine Laufzeit vor{m?d?) bei einmaliger Anwendung
und O(m?2d?) bei bis zud iterativen Anwendungen. Der Algorithmus von Overmars
und Yap fiir das KPM hat eine Laufzeitkomplexitat vOm/21og m).

Der Hypervolumenbeitrag eines Punktes ist definiert alsHigservolumen, das er
exklusiv dominiert. Der Beitrag kann bestimmt werden, ind@man das Hypervolu-
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Tabelle 3.3Ubersicht der worst case Laufzeiten der Hypervolumen-Algmen

Laufzeit Laufzeit des SMS-EMOA
HSO O(md'H) O(/Ld+2)
MDP+HSO  O(m?d®) + O(m*+!)  O(u®t?)
MWW+HSO O(m?d?) + O(m*!)  O(udt?)
LebMeasure O(m?+!) O(u+2
OverYap O(m®?logm) O(p(d/2 +h
MHC O(m?) O(p3), furd =3
Formel 3.4  O(mlogm) O(plogp), furd =2

men der gesamten Punktmenge berechnet, und das Hypervollendlenge ohne
den betrachteten Punkt subtrahiert. Um die Beitrage eineiementigen Menge zu
berechnen, sind somit. + 1 Aufrufe eines Hypervolumenalgorithmus erforderlich.
Die Laufzeit einer Generation des SMS-EMOA ist damit um dektér . gréRer als
die Laufzeit des eingesetzten Hypervolumenalgorithmus ¢m= p). Bei Einsatz
von HSO oder von LebMeasure betragt die Laufzeit des SMS-ENMDworst case
O(p4*2). Mit dem Algorithmus von Overmars und Yap ergibt sich einefzait von
O(p\%/2+1 1og 1) fir den SMS-EMOA.

Bei zwei- oder drei-dimensionalen Zielrdumen sind die mdken Algorithmen zur
Berechnung der Hypervolumenbeitrage empfehlenswertEimatz des Algorithmus
von Overmars und Yap flhrt fik = 3 zu einer etwas niedrigeren Laufzeitkomplexitat
des SMS-EMOA, ist allerdings aufgrund seiner aufwéndigatebstrukturen vermut-
lich erst fur Dimensionerd > 3 lohnenswert. Fir hoch-dimensionale Zielfunktons-
raume wird die Anwendung des Algorithmus von Overmars unpl ivimerhalb des
SMS-EMOA empfohlen. Es ist jedoch mdglich, dass der HSO irbieung mit ei-
ner seiner Heuristiken fiir viele Eingabemengen effiziersierZukinftige Analysen
sollen dartiber Aufschluss geben.
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Kapitel 4

Empirische Studien

Die Studien in diesem Kapitel geben Aufschluss Gber die &aristika und die Leis-
tungsfahigkeit des SMS-EMOA. Zunéachst wird im folgendersélimitt 4.1 die Ver-
teilung der Ergebnismengen veranschaulicht. Dazu wirdsti#8-EMOA mit Pareto-
optimalen Lésungen einer Testfunktion initialisiert unasdAugenmerk liegt allein
auf der Verteilung der Population auf der Pareto-Front. @&phische Darstellung
der Ergebnisse auf Pareto-Fronten verschiedener Kriimsulhgine Intuition fur die
Verteilungseigenschaften des SMS-EMOA wecken.

In Abschnitt 4.3 wird ein Benchmarking auf populéren akadehen Testfunktionen
dargestellt. Hierbei werden die Ergebnisse des SMS-EMQAlarien etablierten Ver-
fahren verglichen. Die Studien sind denen von Deb et al. [0k DMMO03b] nach-
empfunden, die zur Prasentation der Algorithmen C-NSGAAH e-MOEA durch-
gefuhrt wurden. Vergleichsstudien auf anderen Algorithweirden hier nicht selbst
durchgefihrt, sondern Ergebnisse aus der Literatur heranggn. Die Studien werden
auf zwei- und drei-kriteriellen Problemen durchgefihried® Falle erscheinen aktu-
ell als typisch fur reale Problemstellungen und sind daloarhesonderem Interesse.
Die ausgewahlten Testprobleme werden zuvor in Abschigittdrgestellt und es wird
erlautert, welche Herausforderungen sie an ein Optimitafieen stellen.

Der SMS-EMOA hat seine Praxistauglichkeit fur reale Profdtellungen gezeigt. Bei
Anwendungen auf aeronautische Optimierprobleme erzigit&MS-EMOA sehr gu-

te Ergebnisse. Wir beschréanken die Darstellung hier ailgedauf die akademischen
Testfunktionen und verweisen fir die Praxisanwendungédiastudien von Naujoks

et al. [NBEO5b, NBEO5a].

4.1 \Verteilung der Ergebnismenge auf der Pareto-Front

Eine Studie soll veranschaulichen, wie der SMS-EMOA Pumnkifeder Pareto-Front
verteilt. Dazu entwickelten Emmerich et al. [EBNO5] einariige von Testfunktion

namens EBN mit Pareto-Fronten variabler Krimmung. Diedfemgseigenschaften
auf der Pareto-Front sollen hier nicht durch Metriken, sanchur durch eine opti-
sche Darstellung beurteilt werden, um eine Intuition denl8ur des Ergebnismengen
des SMS-EMOA zu vermitteln. Die Familie der EBN-Funktiortsesteht aus zwei-
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Abbildung 4.1:Veranschaulichung der Verteilung des SMS-EMOA auf Fumig@ioder EBN-
Familie. Stark gekriimmte Regionen sind dichter besetzt.

kriteriellen Zielfunktionen, deren Krimmung durch einaardnetery € R einstellbar
ist.
n n
) =0 )™, fx) = |w—1)m™, x€[0,1)" (4.1)
i=1 i=1
Der Wert~y = 1 fuhrt zu einer linearen Pareto-Front, wohingegen 1 eine konve-
xe undy < 1 eine konkave Pareto-Front erzeugen. Emmerich [EmmO5gt, ziass
alle Losungerx im Intervall [0, 1]™ Pareto-optimal sind, also der gesamte Definitions-
bereich der Funktion. Die Pareto-Front ist durch die foltieBeziehung der beiden
Zielfunktionswerte analytisch exakt gegeben:

yo = (1 -y, (4.2)

Die Population des SMS-EMOA wird mit zufélligen Paretoiomlen Losungen in-
itialisiert und es interessiert ausschliellich die Véuta der Punkte. Fir die Studie
wurde ein Entscheidungsraum mit= 20 Variablen gewahlt. Abbildung 4.1 zeigt die
Ergebnismengen des SMS-EMOA im Zielfunktionsraum. Die (Pajpon ist jeweils
konvergiert, sie veréndert sich also in nachfolgenden &giomen nicht mehr.

Auf der linearen Pareto-Fronty (= 1) sind die Losungen gleichmafig verteilt, das
heil3t, sie haben alle den gleichen Abstand von einanderd@ahicht-linearen Fron-
ten ist die Verteilung nicht gleichmafig. Die Randlésunden Menge sind tatsach-
lich am Rand der Pareto-Front platziert. Die Regionen nairebéiden Enden der
Pareto-Front sind eher sparlich besetzt und die Dichte nimmstarksten Krimmung
der Pareto-Front zu. Diese Beobachtungen treffen auf kenkade konvexe Pareto-
Fronten gleichermal3en zu.

Die Verteilung erklart sich durch die Definition des Hypdmmens bzw. des Hypervo-

lumenbeitrags. Der Hypervolumenbeitrag ist in Region@ndenen eine starke Ver-
besserung beziglich einer Zielfunktion nur eine minimaedésserung beziiglich der
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anderen bewirkt, sehr klein. Das Produkt der Abstéande zuNd@mbarpunkten wird
bei gleicher Summenlange maximal, wenn die Faktoren gigioR sind. Daher sind
in Regionen, in denen beide Zielfunktionen ,ausgeglichembessert werden kénnen,
die Hypervolumenbeitrage gréRer und es kénnen mehr Puldtiggrt werden. Die-
se Beobachtung erklart auch, dass die BesiedelungsdiebtBlSGA-II, welche auf
der Addition von Abstanden basiert, eine gleichmafiigeeienig bewirkt (vgl. Ab-
schnitt 2.5.1). Wie schon in Abschnitt 2.5.4 bei der Bettang von AAg erwéhnt,
ist nicht bewiesen, dass der S-Metrikwert des SMS-EMOA ekales Optimum der
S-Metrik darstellt. Jedoch lassen die empirischen Ergetenrermuten, dass keine an-
dere Verteilung mit der gleichen Anzahl Pareto-optimaleni®e einen hoheren S-
Metrikwert erreicht. Die erzielte Verteilung auf den nidimtearen Fronten erscheint
vorteilhaft gegeniber einer gleichmafigen VerteilunggiB@en mit Kompromisslo-
sungen, die beide Kriterien relativ gut erfiillen, werdetobheund trotzdem wird die
gesamte Pareto-Front abgedeckt.

4.2 Zwei- und drei-kriterielle akademische Testfunktionen

Dieser Abschnitt erlautert die akademischen Testfunktipmlie in der Forschungs-
gemeinschaft verbreitet sind und aktuell verwendet werderdie Leistungsfahigkeit
von EMOA zu vergleichen. Im folgenden Abschnitt werden dieizkriteriellen ZDT-
Funktionen von Zitzler et al. [ZDTO00] und die drei-kriteten DTLZ-Funktionen von
Deb et al. [DTLZ02] vorgestellt und die Herausforderungtie,sie an ein Optimier-
verfahren stellen, beschrieben.

ZDT-Funktionen

Deb [Deb99] beschreibt ein allgemeines Schema fiir die Kokitsbn von Testfunktio-
nen. Ein zwei-kriterielles Problem mitEntscheidungsvariablenwird folgendermalf3en
definiert.

min fi(x) = fi(x1,...,zs),
min fo(x) = g(zacrs . ran)-h(fr.0) “3

Die Funktionf; hangt von den ersten< n Entscheidungsvariablen ab ugpgerwen-
det die restlichen als Argumente. Die Definitionsbereickeklinktionen sind dem-
nach disjunkt. Die zweite Zielfunktiofi, basiert auf dem gesamten Argumentvektor.
Sie ist definiert als das Produkt vgrund einer Funktior, die wiederum vory; und

g abhangt.

Durch die Funktionery;, ¢ und h kbnnen bestimmte Eigenschaft der Pareto-Front
erzeugt werden. Die Funktiol steuert die Form der Pareto-Front und generiert bei
entsprechender Wahl eine konvexe, konkave oder unzusandmgaende Front. Falls
die beiden nachfolgenden Bedingungen erflillt sind, eitspdie Pareto-Menge den
Vektoren, die die Funktion minimieren. Die Belegung der erstefEntscheidungsva-
riablen ist damit beliebig und jeder Wert vgih optimal.

1. histfur festef;-Werte schwach monoton steigend im zweiten Argungent

2. hist fur festeg-Werte streng monoton fallend im ersten Argumgnt
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Die erste Bedingung gewahrleistet, dass die Pareto-Fiwrglbbal minimale Werte
von g angenommen wird. Somit kann die Anndherung an die ParetotEiurch eine
multimodale Funktiory erheblich erschwert werden. Die Funktighestet somit die
Fahigkeit eines Algorithmus zur Pareto-Front zu konverrieDie zweite Bedingung
fordert konfliktare Zielfunktionerf; und f5, was dazu fuhrt, dass bei festem Wert von
g alle Kombinationen vorf; - und fo-Werten Pareto-optimal sind. Zur Erzeugung von
unzusammenhangenden Pareto-Fronten muss die erste Begiag die Funktior
relaxiert werden. Da def; -Wert unter den oben beschriebenen Bedingungen beliebig
ist, kann dief; -Funktion die Verteilung der Losungen auf der Pareto-Foastimmen.
Durch einef;-Funktion mit einer Tendenz zu bestimmten Werten kann tgiteser-
den, ob ein Algorithmus unter erschwerten BedingungengdgiehmaRige Verteilung
auf der gesamten Pareto-Front erreicht.

Zitzler et al. [ZDTO00] formulieren basierend auf dem obidgshema sechs Testfunk-
tionen, die nach ihren Entwicklern ZDT1 bis ZDT6 genanntdesr. Die Funktion
ZDT5 ist auf diskreten Entscheidungsvariablen definidit. dfen SMS-EMOA wur-
den allerdings bisher nur kontinuierliche Suchraume snignt, sodass ZDT5 bei der
folgenden Prasentation der Funktionen ausgelassen vabeIl€ 4.1 zeigt eine Uber-
sicht der Funktionen und ihre Eigenschaften werden jeweiis umrissen.

Tabelle 4.1Funktionen ZDT1 bis ZDT4 und ZDT®6.
Es gilt fo(x) = g(z2, ..., x,) - h(f1, g). Die Funktionenf; und f sind zu minimieren.

fi(z1) n | Pareto-Front,
h(f1,9) Eigenschaften
g(za, ..., xyn)

ZDT1 | =y 30 | konvex
1—+/fi/g
1+9( Y yzi/(n—1))

ZDT2 | =y 30 | konkav
1—-(fi1/9)?
g wie bei ZDT1

ZDT3 | x1 30 | 5 konvexe Teile,
1—+/(f1/9) — (fi/g) - sin(107 f1) nicht
g wie bei ZDT1 zusammenhangend

ZDT4 | =y 10 | wie ZDT1,
h wie bei ZDT1 multi-modal
14+10(n—1)+ >0, (z2 — 10 cos(4ra;))

ZDT6 | 1 — exp(—4x1) sin®(67x1) 10 | Teilmenge ZDT2,
h wie bei ZDT2 ungleichmafige
1+9( Y, z/(n—1))0% Verteilung

Die Funktion f; ist bei allen ZDT-Funktionen nur von der ersten Entscheiga-
riable abhangig und die Funktianentsprechend von den restlichen. Fur die Funk-
tionen ZDT1 bis ZDT3 werden 30 reellwertige Entscheiduragigblen verwendet,
ZDT4 und ZDT6 sind auf 10 Variablen definiert. Alle Funktionau3er ZDT4 ha-
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ZDT2 Pareto-Front
ZDT6 Pareto-Front
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Abbildung 4.2:Pareto-Front von ZDT3 (links) sowie von ZDT2 und ZDT6 (rexdht

ben einen Definitionsbereich vary € [0,1],7 = 1,...,n fur alle Entscheidungs-
variablen. Bei ZDT4 gilt dies ebenfalls fii;, aber fir die tbrigen Variablen gilt
x; € [-5,5],i = 2,...,10. Die Pareto-Menge ist fur alle ZDT-Funktionen gleich.
Sie besteht aus Vektoren fiir die = ... = x,, = 0 gilt. Der Wert vonz; kann belie-
big sein. Fur alle Funktionen ist daher der Funktionsweért, . . ., x,,) = 1 optimal.

ZDT1 und ZDT4 haben die selbe konvexe Pareto-Front. Die &aigkeit bei ZDT4

ist, dass es parallel zur Pareto-Front viele lokal optirfratmten gibt. Dies wird durch
die multimodale Funktiory hervorgerufen. Bei 10 Entscheidungsvariablen — also 9
Argumentvariablen — weist sizé1? lokal optimale Mengen auf. Die Funktionen ZDT2
und ZDT6 sind konkav, was durch die veranderte Funktienreicht wird. Die Pareto-
Front von ZDTE6 ist eine Teilmenge der Pareto-Front von ZDJdl.(Abbildung 4.2,
rechts). Das Besondere an ZDT6 ist die ungleichméaRige Bidbt Punkte im Ziel-
funktionsraum. Durch die Struktur der Zielfunktigih werden sehr viele Funktions-
werte nahd erzeugt. Nur ca. 5% des Definitionsbereichs liefern Zifiomswerte,
die kleiner al9),5 sind. Die Abdeckung der vorderen Region der Pareto-Frormt ca-
durch erschwert. Abbildung 4.2, rechts zeigt durch den stz ,ZDT6 Verteilung*”
die Verteilung von Pareto-optimalen Zielfunktionswertgeren Urbilder im Entschei-
dungsraum gleichmagig verteilt sind. Gezeigt sind 100 hgen mit aquidistanter -
Werten. Die Funktion ZDT3 hat eine unzusammenhéangendéd?Brent, die aus flunf
leicht konvex gekriimmten Teilen besteht (Abbildung 4.2k4). Durch die enthaltene
Sinus-Funktion ist die Funktiol nicht mehr monoton. Wie aus der oben formulierten
zweiten Bedingung deutlich wird, sind somit nicht mehr &llerte vonz, optimal und

es entsteht eine unzusammenhangende Pareto-Front. Rardi®-optimalen Punkte
gilt g = 1 und damitf, = ¢. Die in Abbildung 4.2 (links) dargestellte zusammenhan-
gende Kurve entspricht daher genau der Funktion

DTLZ-Funktionen

Die DTLZ Testfunktionen wurden nach ihren Entwicklern D&hjele, Laumanns und
Zitzler [DTLZ02] benannt. Ausgehend von einer matheméatsscBeschreibung der
gewtinschten Pareto-Front wird eine Testfunktion konettubas Konzeptionsschema
der Funktionen dhnelt stark dem der ZDT-Funktionen und gfitlit das Erstellen von
Testfunktionen mit beliebiger Dimension des Zielfunkcemums. Die DTLZ-Familie

72



4.2. ZWEI- UND DREI-KRITERIELLE AKADEMISCHE TESTFUNKTIONEN

Tabelle 4.2: Funktionen DTLZ1 bis DTLZ4 fiir drei-kriterdielZielfunktionen.
Die d = 3 Funktionenfy, fa, f3 sind zu minimieren.

fi(zx) n Pareto-
fa(x) v Front
fs(z) o

g(zg, ..., xy,)

DTLZ1 %(1 +g(xdy .- > Tn)) - T1T0 7 | linear
5(1—|—g(xd,...,:nn))-:Ul(l—:ng) 5}
5L+ g(zg, .. yan)) - (1— 1) —
100(|zar| + Yo y(x — 0,5)? — cos(207 (z; — 0,5)))

DTLZ2 | £(1+ g(za, ..., xn)) - cos(5(z1)%) cos(E (z2)%) 12 | konvex
%(1 +g9(xq, ..., xn)) - cos(G(x1)®) sin(F(x2)®) 10
s(L+g(za, ..., xn)) - sin(5 (1)) 1
Z?:d(mi - 075)2

DTLZ3 | f1, f2, f3 wie bei DTLZ2 12 | wie
g wie bei DTLZ1 10 | DTLZ2

1

DTLZ4 | f1, fo, f3 wie bei DTLZ2 mita = 100 12 | wie

g wie bei DTLZ2 10 | DTLZ2
100

umfasst insgesamt neun Funktionen mit verschiedenen &ibaften. Wir betrachten
in unseren Studien die Funktionen DTLZ1 bis DTLZ4, da fliisdidie meisten Ergeb-
nisse in der Literatur vorlagen. Wir beschranken uns aufkthvon drei Kriterien.
Die konkreten Bestandteile der drei-kriteriellen DTLZrktionen sind in Tabelle 4.2
dargestellt.

Die Pareto-Front von DTLZ1 ist eine Hyperebene, die d@hl(ﬁ(x)) = 0,5 be-
schrieben wird. Die Pareto-Fronten von DTLZ2 bis DTLZ4 siddntisch und ent-
sprechen dem Ausschnitt einer Einheitshyperkugel. DietBdfront kann mit Hilfe
der Kugelkoordinatery( ¢ und Radius 1) flil = 3 wie folgt beschrieben werden:

f1(6,90) = fa(0,0) = cosbOcos(p+ 7),
f3(0, ) = sinf (4.4)
mit 0<0<3, —F<¢<

B

Die Pareto-Front ist bei allen DTLZ-Funktionen jeweils algn ersten Quadranten
beschrankt. Die Punkte auf der Hyperkugel bzw. der Hyperelbdlden eine nicht-
dominierte Menge. Die Testfunktion ist so konzipiert, dakks weiteren erreichbaren
Punkte des Zielfunktionsraums oberhalb der Kugel bzw. Eltiegen, sodass die oben
beschriebenen Mengen die Pareto-Fronten darstelleni@itoptimalen Punkte wer-
den erzeugt, indem man die erzeugende Funktion der Paretd-$kaliert.

Die Pareto-Menge von DTLZ1 ist gegeben durch...,x, = 0,5, die vorderen

Entscheidungsvariablen, . . ., 41 kdnnen beliebige Werte annehmen. Die Pareto-
Menge von DTLZ2 bilden die Lésungety, ..., x, = 0,5, da sie zug = 1 fih-
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ren. Die Quadrate der Pareto-optimalen Zielfunktionsevetimmieren sich zu Eins:
> (fi(x))? = 1. Die Anzahl der Entscheidungsvariableergibt sich aus der An-
zahl der Zielfunktioneni und einer Konstante alsn = d + v — 1. Fir DTLZ1
empfehlen Deb et alv = 5, was bei den hier betrachteten drei-kriteriellen Zielfunk
tionen zun = 7 flhrt. Fir DTLZ2 bis DTLZ4 wirdv = 10 verwendet und fihrt zu
n =12.

Analog zum Schema der ZDT-Funktionen, erschweren Moditikader Funktiong
die Anndherung an die Pareto-Front. So kann eine Funktibuiaien lokalen Optima
dazu fuhren, dass ein Optimierverfahren solche nicht Uinelet, oder die Losungs-
dichte kann, analog zu ZDT6, abseits der Pareto-Front ¢sétden. Die gleichma-
Bige Abdeckung der Pareto-Front wird dadurch zusatzlisthavert.

Der Vektor wird fir eined-kriterielle Zielfunktion vor dem Objektparametey ge-
teilt. Eine Funktiory verwendet als Argumente die hinteren Variablen. Diese fonk
g wird bei allen Zielfunktionen auf gleiche Weise als Faktg2(1 + g) eingebunden.
Multipliziert wird dies mit einer Komponente, die von denrgeren Entscheidungsva-
riablenzy, ..., 41 abhangtund sich Uber diZielfunktionen verandert. Fir DTLZ1
sind dies furd > 3 Kriterien folgende Komponenten:

d—1 d—2
fi: Hiﬂi; fa: (H%’)(l—wd—l);
i1 =1

d—3
fo ([=o(==zaa); o fa: (1—m). (4.5)
i=1

Fur die Zielfunktionf; wird die hinterste Entscheidungsvariable als Faktefz ;1)
eingebunden und féllt in der folgenden Zielfunktion wegr BOLZ2 ergeben sich flir
d > 3 Kriterien folgende Komponenten:

d—2

d—1
fi: H cos(z;m/2); fo: (H cos(xiw/2)> sin(zg_17/2) ;
i=1

i=1
d—3
f3: (H COS(SEm/Q)> sin(zg—om/2); ... 5 fq: sin(xy7m/2). (4.6)
i=1

Hierbei wird fur die Zielfunktionf; die hinterste Entscheidungsvariable als Argument
einer Sinusfunktion eingebunden und fallt bei der folgendeelfunktion weg. Die
DTLZ-Funktionen kénnen mit diesem Schema auf eine beleligzahl von Ziel-
funktionen skaliert werden.

4.3 Leistungsvergleiche auf Testfunktionen

Mit den im vorigen Abschnitt vorgestellten Testfunktioneird eine Benchmark-
Studie durchgeftihrt, um die Leistungsfahigkeit des SMScZAMnIt anderen Verfah-
ren vergleichen zu kdnnen. Zunachst werden der Aufbau deli&Sund die verwen-
deten Bewertungsmethoden erlautert. Der darauffolgenukeinitt prasentiert und
bewertet schlief3lich die vom SMS-EMOA erzeugten Ergelaiss
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4.3.1 Aufbau und Auswertung der Experimente
Design der Experimente

Die Experimente sollen einen Vergleich des SMS-EMOA mibkésten Verfahren
ermdglichen. Die ZDT- und DTLZ-Funktionen sind innerhadly #orschungsgemein-
schaft sehr verbreitet und gelten als anerkannte Benchfarktionen. Ein neues
Verfahren muss demnach seine Leistungsfahigkeit auf dektiuwnen unter Beweis
stellen. Aus den Studien von Deb et al. [DMM03a, DMMO03b] &#egunter anderem
fur die Algorithmen NSGA-Il, SPEA2, C-NSGA-Il undMOEA Testergebnisse vor.
Die Experimente fiir den SMS-EMOA sollten méglichst ahndiddedingungen auf-
weisen, daher wurde die Parametrisierung von Deb et al. [DBH soweit wie mdg-
lich tbernommen. Fir die ZDT- und DTLZ-Funktionen der Séewabhn Deb et al. wur-
den jeweils funf Laufe mit verschiedenen Zufallsgener&aaten durchgefuhrt, nur
fur die Funktion DTLZ4 wurden zehn L&aufe durchgefiihrt. FEnc&MS-EMOA wur-
den auf allen Testfunktionen jeweils zehn Laufe durchgefidiese dennoch geringe
Anzahl von Testdaten ermdglicht keine zuverlassige Aussidgr die, den erzeugten
Ergebnismengen zugrunde liegende, Verteilung. Denndicadigen wir aufgrund der
sehr geringen Standardabweichungen die Werte als ausa#gek

Parametrisierung

Fur den SMS-EMOA wird die gleiche Anzahl von Funktionsaudumsgen durchge-
fuhrt wie fur die Algorithmen in der Vergleichstudie von Debal. [DMMO03Db]. Bei
den ZDT-Funktionen sind dies 20.000 Auswertungen und beilELZ-Funktionen
30.000 Auswertungen, mit Ausnahme von DTLZS3, fir die 100.BQnktionsauswer-
tungen durchgefuhrt wurden. Die Populationsgrof3e wurdeuas: 100 festgesetzt.
Die passende Anzahl Generationen ist durch die PopulaioRs und die Anzahl
angestrebter Funktionsauswertungen eindeutig festigedag betragt fir den SMS-
EMOA 19.900 fur die ZDT-Funktionen, da die Initialisierut§0 Auswertungen er-
fordert und in jeder weiteren Generation die Auswertungagegines Nachkommen
durchzufiihren ist. Flr die DTLZ-Funktionen sind es entsipead 29.900 bzw.
999.900 Funktionsauswertungen. Der NSGA-II fuhrt beilspieise 200 Generationen
gemaf seinegd 00 + 100)-Selektionsschemas durch, um auf 20.000 Auswertungen zu
kommen. Als Variationsoperatoren wurden SBX und PM (vglhAng B) eingesetzt.
Die Operatoren wurden identisch zunMOEA parametrisiert, ndmlich mij. = 15

und n,, = 20. Die Wahrscheinlichkeit fir die Durchfiihrung einer Rekanation
wurde alsp. = 1 gewdahlt und die Wahrscheinlichkeit der Mutation einer Eh&s-
dungsvariablen alg,,, = 1/n, also dem Kehrwert der Ladnge des Genoms. Bei den
SMS-EMOA Varianten mit dynamischer PopulationsgroRe wayd,,;; und ti,q. als

100 gewabhit.

Verwendung von Ergebnissen aus der Literatur

Es wurden keine Studien mit anderen Algorithmen als dem 8WM®A durchgefihrt,

sondern nur Ergebnisse aus der Literatur herangezogesn Qat Algorithmen liegen
nur fur bestimmte Parametereinstellungen vor. Es ist mbgtiass ein Algorithmus
mit anderen Einstellungen bessere Werte erzielen kanrP&remeteroptimierung ist
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jedoch nicht Bestandteil dieser Arbeit. Wir gehen im Foligm davon aus, dass die
Entwickler der jeweiligen Algorithmen ihre EMOA bestmdgiioder zumindest viel-
versprechend eingesetzt haben und die gewahlten Parsieretngen daher als repra-
sentativ flr das Verhalten auf den betrachteten Problemgasghen werden kénnen.
Auch fir den SMS-EMOA wurde keine Parameteroptimierungestrgbt. Die Para-
meter der Variationsoperatoren sowie die Populationsgwii¥den nicht in Frage ge-
stellt, sondern vona-MOEA Ubernommen, um eine mdglichst gute Vergleichbarkeit
der Ergebnisse zu gewdhrleisten. Vergleiche mit den in Ahisic2.5 beschriebenen
Verfahren, die dem SMS-EMOA ahnlich sind, waren winschensviulRer flr den
NSGA-II liegen allerdings keine Benchmark-Daten fur digegahren vor und es war
nicht das Ziel dieser Arbeit, andere Algorithmen zu stustier

Bewertung durch Metriken

Die Ergebnismengen der Algorithmen wurden mit der S-Mairik der Konvergenz-
metrik bewertet. Allen S-Metrikberechnungen einer Fumktiegt der selbe Referenz-
punkt zugrunde. Fiir die ZDT-Funktionen ist dies der Punkt; 1,1)7, fur DTLZ1
(0,7;0,7;0,7)T und fiir die Funktionen DTLZ2 bis DTLZ4 ist€4,1;1,1;1,1)7. Der
Referenzpunkt wird von allen Pareto-optimalen Punkterk staminiert, sodass auch
die Randpunkte einen positiven Beitrag zum S-Metrikwefielin. Wie ihn Abschnitt
1.4 veranschaulicht, beeinflusst die Wahl des Referenzparke, durch die S-Metrik
induzierte, Ordnung. Durch einen anderen Referenzpurddrarsich also die absolu-
ten S-Metrikwerte und eventuell auch die entsprechendgfRbye der Algorithmen.
Der jeweilige Referenzpunkt erscheint hier sinnvoll geliydta er recht nahe an der
Pareto-Front liegt und somit keine bestimmte Dimensiondlesaums unverhaltnis-
mafig betont. Durch diese Wahl sind auch bei guten Appratiémen Unterschiede
in der Qualitéat von Ergebnismengen zu erkennen.

Bei der Konvergenzmetrik wird eine Referenzmenge Parptonaler Zielfunktions-
werte erzeugt. Die Kardinalitat der Menge wurde fiir die ZRdRktionen als 1.000
gewahlt, genau wie in der Studie von Deb et al. [DMMO03a]. FliLR1 verwendeten
sie 5.000 Punkte und 8.000 fur DTLZ2, wir wahlen hier eine §emaus 5.050 und
7.953 Punkte, die ein regelméaRiges Muster bilden. Fir e¥fiinglene Losungsmenge
wird nicht der Abstand zur wahren Pareto-Front, sondermAtbstand zur Referenz-
menge gemessen. Das bedeutet, dass auch ein Pareto-eptiuakt einen positi-
ven Abstand von der Referenz-Pareto-Front hat, wenn et gehau einem Punkt
der Referenzmenge entspricht. Um die GroRenordnung didsers einschatzen zu
kénnen, wurden zufallige Mengen von 100 Pareto-optimalemEnten erzeugt und
deren Konvergenzmetrikwert berechnet. QFeiWert ist dabei zuféllig gleichverteilt
auf der Pareto-Front gewéahlt. Es wurden fiir jede Funktiorejis zehn Datensatze
erzeugt, deren Mittelwert und Standardabweichung in déellen 4.3 bis 4.5 als Da-
tensatz ,zufallige PF" (zufallige Teilmenge der Pareto+i) angegeben sind. Die zu-
fallig erzeugten Pareto-optimalen Mengen haben teilwaisen gréfZeren — und damit
schlechteren — Konvergenzmetrikwert als einige der Engefiengen der studierten
Algorithmen. Die Konvergenzwerte der EMOA sind damit saiklelass sie die Ge-
nauigkeit der Analysemethodik tberfordern. Wirde fir dt8EEMOA eine grél3ere
Referenzmenge gewahlt, so wiirde man sich dem tatsachlikbmrergenzwert an-
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nahern. Die Werte des SMS-EMOA konnen auf diese Weise nwebegerden, was
ihm einen Vorteil gegentber den Algorithmen der Studie vai Bt al. [DMMO03a]
verschaffen wirde. Es wurde daher auf eine gréf3ere Refamrge und erhdhte Ge-
nauigkeit verzichtet.

Bei der Funktion DTLZ4 tritt mitunter ein starker Diverdg#@erlust auf. Das fuhrt
dazu, dass die Population nur noch innerhalb einer Ebeteilveder sogar auf einen
einzigen Punkt kollabiert ist. Laufe, deren finale Popolatiber den gesamten drei-
dimensionalen Raum verteilt ist, bezeichnen Deb et al. [D®] als erfolgreiche
Laufe. Sie berechneten die Metrikenwerte nur fir diese & @unfd geben die Anzahl
erfolgreicher Laufe jeweils an. Analog werden die Wertehahier dargestellt. In den
Tabellen 4.3 bis 4.5 ist im Falle versagender Laufe die Ahedlolgreicher Laufe
in Klammern hinzugeflgt. Fur zwei SMS-EMOA Varianten tath Diversitatsverlust
auch bei ZDT2 und ZDT4 auf, der entsprechend angegeben wird.

Ubersicht der betrachteten Varianten des SMS-EMOA

Der SMS-EMOA wurde mit verschiedenen Selektionsvariaptegesetzt, die bereits
in Kapitel 2.4 beschrieben wurden. Zur besseren Ubrsichdevefir die Varianten

kurze, eindeutige Bezeichnungen eingefiihrt. Der origiisS-EMOA, der in Algo-

rithmus 2.1 als Basis-Algorithmus vorgestellt wurde, wiidr ,SMS 1“ genannt. Der
in Abschnitt 2.4.1 prasentierte SMS-EMOA mit der Dominaatdzals sekundarem
Selektionskriterium heil3t im Folgenden ,SMS 2“. Die ebdisfin Abschnitt 2.4.1

vorgestellte Abwandlung, die keine nicht-dominierte #&wting durchfihrt, wird als
~SMS 3 bezeichnet. ,SMS 4" und ,SMS 5" entsprechen den in étirstt 2.4.3 be-

schriebenen Varianten mit dynamischer Populationsgrolie.

Bei der Selektion beziiglich des Hypervolumenbeitrags emid zwei-dimensionalen
Raumen Randpunkte gegenlber den restlichen Punkten eorgrdevorzugt. Fur die
drei-kriteriellen DTLZ-Funktionen wird der Referenzpurder S-Metrik dynamisch
verwaltet, wie in Abschnitt 2.4.2 beschrieben. Die Selmktiezliglich der Dominanz-
zahl fihrt keine Sonderbehandlung der Randpunkte durch.

4.3.2 Qualitat der Ergebnismengen
ZDT-Funktionen

Die Metrikenwerte fiir die ZDT-Funktionen sind in den Takell4.3 und 4.4 darge-
stellt, wobei zur Ubersicht jeweils Ergebnisse aus deni€tugbn Deb et al. [DMMO03a,
DMMO3b] eingefligt sind. Die jeweils besten Werte bezlghkamer Metrik sind fett
gedruckt. Neben den Mittelwerten der Laufe sind auch disggethenden Standardab-
weichungen angegeben. Zur besseren Lesbarkeit ist Zzekaler Rang in der durch
die jeweilige Metrik induzierte Sortierung angegeben. Bengordnung soll dabei
nicht bedeutet, dass die Unterschiede unbedingt signifgiad.

Die Tabellen 4.3 und 4.4 zeigen, dass der SMS-EMOA auf allBii-Eunktionen

aulRer ZDT6 einen deutlich besseren (also grofZeren) Skvetri aufweist als die Ub-
rigen etablierten EMOA. Dies ist nicht erstaunlich, da digi@ierprozess des SMS-
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Tabelle 4.3Ergebnisse von EMOA auf den ZDT-Funktionen ZDT1 und ZDT4

Konvergenz-Metrik S-Metrik

Algorithmus  Mittel Std. Ab. Mittel  Std. Ab.

ZDT1 NSGA-II 0,0005490 6,62e-05 7 0,8701 3,85e-04 9
C-NSGA-Il  0,0006117 7,86e-05 8 0,8713 2,25e-04 6
SPEA2 0,0010059 12,06e-05 9 10,8708 1,86e-04 7
e-MOEA 0,0003955 1,22e-05 1 10,8702 8,25e-05 8
SMS 1 0,0004321 1,84e-05 20,8721 1,20e-05 1
SMS 2 0,0004400 2,80e-05 30,8721 1,17e-05 1
SMS 3 0,0004514  3,23e-05 50,8721 9,62e-06 1
SMS 4 0,0004498 3,37e-05 40,8721 1,33e-05 1
SMS 5 0,0004712 4,82e-05 60,8721 1,73e-05 1

ZDT4 NSGA-II 0,0063900 0,0043 8 0,8613 0,00640 6
C-NSGA-Il  0,0061839 0,0744 7 0,8558 0,00301 8
SPEA2 0,0076928 0,0043 9 0,8609 0,00536 7
e-MOEA 0,0025906 0,0006 2 0,8509 0,01537 9
SMS 1 0,0027225 0,0014 3 0,8676 0,00239 2
SMS 2 0,0036454 0,0025 6 0,8646 0,00512 4
SMS 3 0,0022207 0,0014 1 0,8682 0,00214 1
SMS 4 (5) 0,0029923 0,00074 4 10,8661 0,00365 3
SMS 5 (5) 0,0034771 0,0016 5 0,8642 0,00628 5

zufallige PF  0,0003438  2,38e-05 0,8654 0,00155

EMOA genau darauf hin arbeitet. Der SMS-EMOA erreicht adBer eine sehr gute
Annaherung an die Pareto-Front. Bemerkenswert ist, damsdlle Laufe der Studie
nur eine einzige dominierte Losung auftrat, und zwar berdmktion ZDT4 und Se-

lektionsvariante 2. Ansonsten stellt die finale Populatets eine nicht-dominierte
Menge dar.

Die Ergebnisse des SMS-EMOA bei den verschiedenen Setesktamianten unter-
scheiden sich optisch kaum, daher beschranken sich didddnigien 4.3 bis 4.5 auf
die Darstellung einer Variante, namlich des originalen SEMOA (,SMS 1%). Ge-
zeigtist jeweils der Lauf der zehn Laufe, der den Median bbeki der S-Metrikwerte
darstellt. Man sieht die finale Population dieses Laufséflih ist jeweils die Pareto-
Front eingezeichnet. Zwischen den einzelnen SMS-EMOAaviein sind nur minima-
le Unterschiede zu erkennen. Die einzelnen Varianterngertisich oftmals als Gruppe
gebundelt zwischen die Werte der anderen EMOA ein.

Auf der Funktion ZDT1 erreichen alle SMS-EMOA Varianteni(gerundeten Zah-
len) den gleichen S-Metrikwert, der besser ist als der alheteren EMOA. Den bes-
ten Konvergenzwert stellt derMOEA und die SMS-EMOA Varianten folgen auf
den nachsten Platzen. Alle EMOA erzielen Werte der Konvergmetrik, die dem
Wert der zufalligen Pareto-optimalen Teilmenge (,zufi@liPF*) ahnlich sind. Die
S-Metrikwerte approximieren den optimalen Wert bis zur itereNachkommastelle,
wobei nicht bekannt ist, welcher Wert mit einer Menge von PO@kte erreichbar ist.
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1.2 1.2
ZDT1 Pareto-Front ZDT4 Pareto-Front
SMS-EMOA, finale Population ~ © SMS-EMOA, finale Population ~ ©

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 l
f1 f1

Abbildung 4.3:Finale Population des ,Median-Laufs* des SMS-EMOA auf ZD(libks)
und ZDT4 (rechts).

In Abbildung 4.3 liegen die Punkte optisch alle auf der Raf&tont. Die Punkte in der
rechten Abbildung zu ZDT4 sind unregelmaRiger verteiltialder linken Abbildung
zu ZDT1. Die Verteilung der Punkte auf der Pareto-Front v@TZ lasst erkennen,
dass die Punkte in Bereichen starker Krimmung dichtertiggie es schon auf den
EBN-Funktionen veranschaulicht wurde (vgl. Abschnit)4.1

Wie in Abschnitt 4.2 erwéhnt, hat die Funktion ZDT4 die ghetcPareto-Front wie
ZDT1, ist aber aufgrund lokaler Optima schwieriger zu optian. Die Konvergenz-
werte aller Algorithmen sind um etwa eine Zehnerpotenzsattier als auf der Funkti-
on ZDTL1. Auch der S-Metrikwert ist deutlich kleiner. Der SNEBIOA erreicht bezlg-
lich beider Metriken die besten Werte aller betrachtetefaVieen, und zwar mit ,SMS
3“. Den besten S-Metrikwert nach dem SMS-EMOA erzielt de¥sl|, der aller-
dings den zweit-schlechtesten KonvergenzmetrikwertigdteDer e-MOEA erzielt
den zweit-besten Konvergenzmetrikwert, aber auch deresltdsten Wert beztiglich
der S-Metrik. Die zufalligen Pareto-optimalen Mengen simdrabelle 4.3 nur ein-
mal dargestellt, da beide Funktionen die gleiche ParetotHraben. Der Konvergenz-
Metrikwert dieser Mengen ist nur wenig kleiner als der destére EMOA. Der S-
Metrikwert der Mengen ist deutlich schlechter als der detére EMOA auf der Funk-
tion ZDT1. Bei der Funktion ZDT4 lassen die Konvergenz-NMeaterte erkennen, dass
alle EMOA die lokalen Optima Uberwunden haben und die Pudiktglobal-optimale
Pareto-Front approximieren. Die kleineren S-Metrikwedts etablierten Verfahren
sind daher auf eine schlechtere Verteilung der Punktmemgiekzuflihren. Die SMS-
EMOA Varianten 1, 3 und 4 erzielen als einzige Algorithmearesi besseren S-Metrik-
wert als die zufallig gleichverteilten Mengen. Bei den ¥atien mit dynamischer Po-
pulationsgrof3e zeigt sich bei funf von zehn Laufen ein Gitétsverlust, der dazu
fuhrt, dass die Population zu einem einzigen Punkt kolkaldige Metrikenwerte sind
nur fir die erfolgreichen Laufe berechnet, wie in der Stwdie Deb et al. [DMMO03a].

Auf der konkaven Pareto-Front der Funktion ZDT2 erreichit I8GA-II den besten
Konvergenzwert. Die SMS-EMOA Varianten 2 bis 5 sind beskealde restlichen Ver-
fahren und SMS 1 sortiert sich hinter den C-NSGA-II ein. Bend/arianten SMS 4
und 5 mit dynamischer PopulationsgroR3e treten, wie auclzbdi, Diversitatsver-
luste auf und die Metrikenwerte werden nur fir die jeweilsi @rfolgreichen Laufe
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Abbildung 4.4:Finale Population des ,Median-Laufs* des SMS-EMOA auf ZD(ligks)
und ZDT6 (rechts).

berechnet. Beziiglich der S-Metrik weist der NSGA-II denechtesten Wert auf und
die SMS-EMOA Varianten die besten. Der Wert der Variante &s grof3ten und der
der anderen gleich. Auf der Funktion ZDT6 erzielt der SPEA&Rttich bessere Wer-
te als alle anderen Verfahren. Wie in Abbildung 4.4 (rechtsgrkennen ist, erreicht
die finale Population des SMS-EMOA nicht die Pareto-FroniciAdie Verteilung der
Punkte ist nicht so wie es dem S-Metrikwert zu Gute kommerdeola die wenig ge-
krimmte Region hohef;-Wert dichter besetzt ist als der starker gekriimmte Bereich
Die zufalligen Teilmengen der Pareto-Front erzielen emgien S-Metrikwert, das sie
gleichverteilt erzeugt wurden.

ZDT3 Pareto—Front
SMS-EMOA, finale Population O

fy

Abbildung 4.5:Finale Population des ,Median-Laufes“ des SMS-EMOA auf ZDT

Die Ergebnismenge des SMS-EMOA fiir ZDT3 ist in Abbildung daBgestellt. Man
sieht, dass alle funf Teile der Pareto-Front abgedeckt sintei die linken Teile dich-
ter besetzt sind. Die SMS-EMOA Varianten 1 und 2 erreichem gleichen besten
S-Metrikwert. Danach folgt der-MOEA und die restlichen Verfahren. Die Ubrigen
SMS-EMOA Varianten belegen die letzten Platze. Bezlglieh Kbnvergenzmetrik
erreichen alle SMS-EMOA deutlich bessere Werte als die rmmdeMOA. Unter den
anderen EMOA erreicht derMOEA den besten Konvergenzwert.

Insgesamt scheinen die Funktion ZDT1 und ZDT2 die ,einfaafitsder ZDT-Familie

80



4.3. LEISTUNGSVERGLEICHE AUF TESTFUNKTIONEN

Tabelle 4.4Ergebnisse von EMOA auf den ZDT-Funktionen ZDT2, ZDT3 undsZD
S-Metrik

Konvergenz-Metrik
Algorithmus  Mittel

Std. Ab.

Mittel

Std. Ab.

ZDT2 NSGA-II 0,0003785 1,88e-05 1 10,5372 3,01le-04 9
C-NSGA-II  0,0004001 1,91e-05 6 0,5374 4,42e-04 7
SPEA2 0,0008285 1,14e-04 9 0,5374 2,61le-04 7
e-MOEA 0,0004645 2,47e-05 8 10,5383 6,39e-05 6
SMS 1 0,0004087 2,91e-05 7 10,5388 2,40e-05 2
SMS 2 0,0003947 1,79e-05 3 10,5388 1,47e-05 2
SMS 3 0,0003985 2,07e-05 5 10,5388 3,13e-05 2
SMS 4 (3) 0,0003922 9,53e-06 2 10,5388 1,6le-05 2
SMS 5 (3) 0,0003966  4,09e-06 40,5389 8,78e-06 1
zufallige PF  0,0003616  2,64e-05 0,5296 0,00561

ZDT6 NSGA-II 0,0789611 0,0067 8 10,3959 0,00894 9
C-NSGA-II  0,0794067 0,0110 9 0,3990 0,01154 8
SPEA2 0,0057358 0,0009 1 0,4968 0,00117 1
e-MOEA 0,0679280 0,0118 5 0,4112 0,01573 5
SMS 1 0,0605766 0,0117 3 0,4216 0,01569 3
SMS 2 0,0597853 0,0077 2 0,4227 0,01041 2
SMS 3 0,0622466 0,0091 4 0,4194 0,01211 4
SMS 4 0,0727969 0,0053 7 0,4053 0,00708 7
SMS 5 0,0716449 0,0056 6 0,4068 0,00742 6
zufallige PF  0,0002846  2,36e-05 0,4984 0,00332

ZDT3 NSGA-II 0,0023232 13,95e-05 7 1,3285 1,72e-04 4
C-NSGA-Il  0,0023945 12,30e-05 8 1,3277 9,82e-04 5
SPEA2 0,0026054 15,46e-05 9 1,3276 2,54e-04 6
e-MOEA 0,0017514 7,45e-05 6 11,3287 1,31e-04 3
SMS 1 0,0005455  3,95e-05 51,3295 2,34e-05 1
SMS 2 0,0005367 3,44e-05 41,3295 2,8%e-05 1
SMS 3 0,0005238 3,02e-05 1 1,3212 0,02641 7
SMS 4 0,0005362 5,38e-05 3 11,3212 0,02641 7
SMS 5 0,0005241 4,27e-05 2 11,3128 0,03520 9
zufallige PF  0,0004607  5,03e-05 1,3231 0,00680

zu sein. Sowohl Konvergenz- als auch S-Metrikwerte sind &éhr gut, wobei die
SMS-EMOA Varianten auf der konvexen ZDT1-Funktion einentdehen Vorsprung
beim S-Metrikwert zeigen. Bei den anderen Funktionen zegjeh genau die Schwie-
rigkeiten, die bei der Konzeption der Funktionen intentdieairen. So erschwert die
Multimodalitat der Funktion ZDT4 deutlich die KonvergenarzPareto-Front. Bei
ZDT6 wird durch die ungleichmaRige Dichte der Losungsperihe gleichmalige
Abdeckung der Pareto-Front verhindert. Eine Ausnahmesbhéer der SPEA2, der
mit Abstand die besten Metrikenwerte erreicht. Allerdizg#gt er auf den anderen
Funktionen keine besonderen Leistungen und erreicht teitulie schlechtesten Wer-
te. Der SMS-EMOA erreicht die besten Approximationen dausammenhéngenden
Pareto-Front von ZDT3, die allen anderen Verfahren dehdli§chwierigkeiten be-
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reitet. Auf allen Funktionen auRer ZDT6 stellt eine der SHISOA Varianten den
besten Wert der S-Metrik. Zudem sind die S-MetrikwerteraB&#S-EMOA besser
als die restlichen EMOA auf den Funktionen ZDT1, ZDT2 und ZDBezlglich der
Konvergenz-Metrik erreicht der SMS-EMOA zwei Bestwertamiich auf ZDT3 und
ZDT4. Auch auf den Uibrigen Funktionen sind die Werte des SWWEA auch immer
zumindest im Mittelfeld der Verfahren. Insgesamt ist derSEMOA das Verfahren,
das auf dem Benchmarking der ZDT-Familie am besten absdétneirch die hervor-
ragenden S-Metrikwerte und die gute Konvergenz.

DTLZ-Funktionen

Auf den DTLZ-Funktionen zeigt sich, dass der SMS-EMOA dietfikenwerte der
etablierten EMOA deutlich verbessert. Es wurden nur diejstesten Werte der Stu-
dien von Deb et al. [DMMO03a, DMMO03b] in Tabelle 4.5 Gbernommand es zeigen
sich dennoch groRRe Qualitatsunterschiede zu den Ergebngen des SMS-EMOA.
Leider liegen fir die etablierten EMOA kaum S-Metrikwert&\Die fehlenden Daten
sind in Tabelle 4.5 durch die Abklrzung ,n. b.“ (nicht bekBragrekennzeichnet. Die
Spalten enthalten auch hier wieder den Mittelwert, die @&atabweichung und als
Orientierungshilfe den Rang in der induzierten Sortierung

Den besten Wert der Konvergenz-Metrik bei DTLZ1 erreicht dBIOEA, der sogar
den Wert der zufallig gewéhlten Pareto-optimalen Punkterbietet. Er weist aller-
dings den schlechtesten der dargestellten S-Metrikwaftéen besten S-Metrikwert
der Studien von Deb et al. liefert SPEA2. Der Wert ist allegdinoch deutlich schlech-
ter als die Werte der SMS-EMOA Varianten. Abbildung 4.6 rdig finale Population
des originalen SMS-EMOA.. Es ist wie auf den ZDT-Funktionenldauf gewahlt, der
den Medianwert bezlglich der S-Metrik darstellt. Die Pengind gleichmaRig Gber
die gesamte Pareto-Front verteilt, wobei einige Punkt&tedi@ Rander der Pareto-
Front abdecken. Diese gleichmafige Verteilung korresigonhit der Beobachtung,
dass auf der linearery (= 1) EBN-Funktion (vgl. Abschnitt 4.1) alle Punkte den glei-
chen Abstand haben. Die Seitenansicht der Population iredbten Abbildung zeigt,
dass — zumindest optisch — alle Punkte genau auf der Paretbilegen. Hier wie im
Folgenden sind nur die Ergebnisse des originalen SMS-EMGK$ 1) abgebildet,
da kein Unterschied der Selektionsvarianten zu erkennen is

Bei der Funktion DTLZ2 (Abbildung 4.7) ist fur die Ergebnisngen des SMS-EMOA
ein deutliches Muster zu erkennen. Die drei Eckenpunktekdeglausschnitts sind
exakt mit Punkten besetzt. Daneben ist in jeder Dimensiom leiicke vorhanden. Ne-
ben der Licke ist der Rand der Pareto-Front dicht mit Punkesetzt. Im inneren
Bereich der Pareto-Front sind die vorhandenen PunktehyteiBig verteilt. Dieses
Phanomen der Lucke erklart sich durch die Definition der Hyplemenbeitrage. Die
Punkte am Rand der Pareto-Front — also auf den Ebenen duveligewei Koordi-
natenachsen — erhalten einen Hypervolumenbeitrag, dénata der Wahl des Refe-
renzpunktes abhangt. Wir wahlen den Referenzpunkt immsedeal Vektor der maxi-
malen Werte zu denen eine Eins addiert wird (vgl. Abschnitt2). Die Randpunkte
erhalten somit einen tendenziell h6heren Beitrag als eReinkte. Da Nachbarpunk-
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Tabelle 4.5: Ergebnisse von EMOA auf den DTLZ-Funktionen

Konvergenz-Metrik S-Metrik
Algorithmus Mittel Std. Abw. Mittel Std. Abw.
DTLZ1 SPEA2 0,003338 3,54e-02 7 0,315981 6,98e-04 6
e-MOEA 0,002450 9,52e-05 1 0,298487 n. b.
SMS 1 0,002966 3,42e-04 3 0,316868 1,65e-04 3
SMS 2 0,002981 1,98e-04 4 0,316875 1,11e-04 2
SMS 3 0,002871 1,17e-04 20,316902 7,04e-05 1
SMS 4 0,003068 6,55e-04 5 0,316855 2,68e-04 4
SMS 5 0,003094 6,38e-04 6 0,316845 2,94e-04 5
zufallige PF  0,002531 5,53e-05 0,308870 1,54e-03
DTLZ2 C-NSGA-Il  0,009860 8,8e-04 6 n. b. n. b.
SMS 1 0,006428 2,16e-04 20,757988 3,94e-05 1
SMS 2 0,006429 3,52e-04 3 0,757943 4,42e-05 5
SMS 3 0,006458 3,34e-04 4 0,757965 5,32e-05 4
SMS 4 0,006678 3,50e-04 5 0,757985 5,30e-05 2
SMS 5 0,006368 4,00e-04 1 0,757970 3,08e-05 3
zufdllige PF  0,006428 2,61e-046 0,691109 8,62e-03
DTLZ3 e-MOEA 0,012229 2,23e-03 6 n. b. n. b.
SMS 1 0,006679 2,63e-04 1 0,756251 1,27e-03 2
SMS 2 0,007070 5,71e-04 5 0,754958 1,68e-03 5
SMS 3 0,006727 3,84e-04 2 0,755778 1,28e-03 3
SMS 4 0,006884 5,94e-04 4 0,755074 1,62e-03 4
SMS 5 0,006758 4,05e-04 30,756344 9,00e-04 1
DTLZ4 MOEA (6) 0,009776 2,0e-04 6 n. b. n. b.

SMS 1 (5) 0,006550 4,87e-04 3 0,757977 4,41e-05 2
SMS 2 (5) 0,006537 2,43e-04 2 0,757933 2,70e-05 3
SMS 3 (4) 0,006579  3,56e-05 40,757999 7,86e-05 1
SMS 4 (3) 0,006946 5,64e-04 5 0,757259 1,33e-03 5
SMS5(2) 0,006246 1,30e-04 1 0,757900 4,71e-07 4

te im inneren Bereich jeweils ihren exklusiv dominierteruRabegrenzen, kann im
inneren Bereich der Pareto-Front nur eine begrenzte Ariahkte platziert werden.
Der Abstand zum Rand der Pareto-Front entsteht dadurch dilser Bereich nicht so
stark gekrimmt ist (vgl. Abbildung 4.7, rechts). Wie sche den EBN-Funktionen
veranschaulicht, sind die Bereiche starker Krimmung dichésetzt. Die Seitenan-
sicht (rechts) der Achtelkugel veranschaulicht auch ldags die Punkte genau auf
der Pareto-Front liegen. Die Konvergenzwerte des SMS-EMBA so klein, dass
der beste sogar den Wert der zufalligen Pareto-optimalektBwnterbietet. Der S-
Metrikwert ist deutlich gréf3er als der der zufallig gleienteilten Punkte. Daten ande-
rer EMOA liegen leider nicht vor.

Die Pareto-Fronten von DTLZ3 und DTLZ4 sind identisch zu den DTLZ2. Auf

die graphische Darstellung der Ergebnisse wird verzichesie keine Unterschiede
zwischen diesen Funktionen und den SMS-EMOA Variantenrerie lasst. Die Me-
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DTLZ1 Pareto-Front
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Abbildung 4.6:Finale Population des ,Median-Laufes* des SMS-EMOA auf ZIL

DTLZ2 Pareto-Front

SMS-EMOA, finale Population @ fa
fa DTLZ2 Pareto-Front
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Abbildung 4.7:Finale Population des ,Median-Laufes* des SMS-EMOA auf ZPL

trikenwerte bei DTLZ3 sind insgesamt etwas schlechter @idDJLZ1. Den besten
Konvergenzmetrikwert liefert der originale SMS-EMOA undrdeste Algorithmus
der Studie von Deb et al. ist defMOEA, dessen Wert um mehr als eine Zehner-
potenz. Die Variante SMS 5 liefert den besten S-MetrikwAlibildung 4.8 veran-
schaulicht die aufgetretenen Diversitatsverluste bei PAIDie Population zieht sich
mitunter auf eine Ebene des Raums zusammen, wobei das imdmyenden Studien
auf der f1-fo- oder derf;-f3-Ebene auftrat. AulRerdem passiert es bei den Varianten
mit dynamischer Populationsgréf3e, dass die gesamte Rigmuta einem Punkt kol-
labiert. Dere-MOEA hat unter zehn Laufen sechs, die erfolgreich, alsalanfganzen
drei-dimensionalen Raum verteilt sind. Die SMS-EMOA Vaten mit dynamischer
Populationsgrofie erliegen diesem Diversitatsverlust adifigsten und konnten nur
drei bzw. zwei erfolgreiche Laufe durchfiihren. Deren Meatnwerte sind allerdings
sehr gut.

Vergleich der Varianten

Die Unterschiede zwischen den SMS-EMOA Varianten sind aufmeisten betrach-
teten Funktionen gering. Es zeigt sich, dass die SMS-EMO#akten mit konstanter
Populationsgrof3e (SMS 1 bis 3) im Vergleich zu denen mit dyseher Populations-
grofRe (SMS 4 und 5) robuster sind.

Die Selektionsvarianten mit konstanter Populationsgriifterscheiden sich nur, falls
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DTLZ4 Pareto—Front —
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Abbildung 4.8:Aufgetretene Diversitatsverluste bei DTLZ4

die Population dominierte Individuen enthélt. Bildet digpBlation eine nicht-domi-
nierte Menge, so verwenden alle Varianten den Hypervolleigrag als Selektions-
kriterium. Die Varianten unterscheiden sich daher im wdidmen nur zu Anfang des
Optimierprozesses, bis zum ersten Mal die gesamte Populatif einer Front der
nicht-dominierten Sortierung liegt. Danach schwankt diez&hl der Fronten typi-
scherweise zwischen eins und zwei. Pro Generation wird inundividuum erzeugt

und dieses ist entweder nicht-dominiert oder wird von einditglied der Population

dominiert und liegt somit auf der zweiten Front. Nur falla aeu erzeugtes Individu-
um mehrere Individuen der aktuellen Population dominlexhn die Anzahl Fronten
im Folgenden — kurzfristig und geringfiigig — ansteigen.

Die Variante ,SMS 3, die keine nicht-dominierte Sortiegudurchfihrt, hat sich als
interessante Alternative herausgestellt. Ihr Verhaltesehr &hnlich zu dem von ,SMS
2", aber teilweise sogar wesentlich besser. Die Variamatt den Bestwert der Kon-
vergenzmetrik bei ZDT3 und die Bestwerte beider MetrikehZDT4. Sowohl die
Konvergenzmetrik als auch die S-Metrik Gberdurchschalttzu optimieren, gelingt
einem EMOA nur selten. Eine weitere AuBnahme in dieser 8thifilet SPEA2, der
bei ZDT6 die besten Werte erreicht. Typischerweise giltdiidere EMOA, dass sie
bezlglich einen Metrik einen guten und beziglich der amdeieen umso schlech-
teren Wert erreichen.

Die Varianten mit dynamischer Populationsgrof3e wurden @semtlichen fir den Ein-
satz bei realen Problemstellungen entwickelt, bei denerime kleine Anzahl Funk-
tionsauswertungen durchgefiihrt werden kann und eine Behikenvergenz win-
schenswert ist. Um das Potenzial dieser Selektionsvanani analysieren, misste
man den Verlauf der Algorithmen beobachten und Metriketeviélr eine viel kleine-
re Anzahl von Generationen berechnen. Bei der hier verwtendeohen Anzahl von
Generationen gelang es vielen Algorithmen, gute Werte mickren und die SMS-
EMOA Varianten konntenihre speziellen Fahigkeiten nicisspielen. Es wurden wei-
terhin ihre Nachteile deutlich. Ihre dynamisch verwaltedgulation nicht-dominierter
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Individuen kann sehr klein werden und zu einem starken Bitd@gsverlust fiihren, wie
es bei den Funktionen ZDT2 und ZDT4, sowie verstarkt bei demkEon DTLZ4 be-
obachtet wurde.

Es wurden weitere Varianten des SMS-EMOA entwickelt, dierdings nur als Ver-
gleichsobjekte dienten und nicht als empfehlenswerteatieein prasentiert werden
sollen. Zum Vergleich zu Variante ,SMS 2" wurde im Falle doieiter Punkte ei-
ne zufallige Selektion unter den Punkten der schlechtdstemt durchgefiihrt. Diese
Variante erzielt schlechtere Ergebnisse als ,SMS 2“, dietsthiede sind allerdings
nicht sehr grof3. Andererseits wurde die Selektion auf dstemrnicht-dominierten
Front durch eine zuféllige Wahl ersetzt. Hier zeigen sichtligh schlechtere Ergeb-
nisse. Die Selektion beziiglich des Hypervolumens wird dalsaliejenige angesehen,
die die Qualitat des Verfahren pragt. Wie die vielen guter8SBMOA Varianten zei-
gen, ist diese Selektion in Verbindung mit verschiedenafalieen erfolgreich.

Um deutlichere Unterschiede zwischen den Varianten des-EMOA festzustel-

len, misste der Verlauf der Algorithmen genauer untersuentien. Bei den drei-
dimensionalen DTLZ-Funktionen ist der SMS-EMOA den andaferfahren deutlich
Uiberlegen und es stellt sich die Frage, ob dies nicht sogdr der Fall ware, wenn
der SMS-EMOA eine viel geringere Anzahl Generationen aésagideren Verfahren
durchfiihren wiirde.
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Zusammenfassung

Rekapitulation der Arbeit

Das Design eines guten evolutionaren Algorihtmus zur Meloptimierung (EMOA)
erscheint selbst als mehrkriterielles Problem. Viele whesswerte Anforderungen,
wie eine hohe Qualitat der Lésungsmenge, eine geringe edufad die Robustheit
des Verfahrens, stehen in Konflikt zu einander. Bei dem Erftdes SMS-EMOA (S-
Metrik Selektion EMOA)urde vor allem auf die Qualitat der erzielten Lésungsmenge
Wert gelegt, die — bewertet durch die S-Metrik — moglichst ggin soll. Der SMS-
EMOA integriert dazu die Maximierung des S-Metrikwertes &apulation in den
Optimierprozess. In einem steady-state Selektionsschérdastets die Menge von
Individuen als Folgepopulation ausgewahlt, die den mabém8-Metrikwert erreicht.
Das bedeutet, dass das Individuum, welches den kleinstigra@defert, nicht in die
Folgepopulation tibernommen wird. Der SMS-EMOA hat aul3er pl®blemspezi-
fisch zu wéahlenden Variationsoperatoren die Populatidifgyals einzigen Parameter.

Im einfihrenden Kapitel wurden die Eigenschaften der SriMéteschrieben, um zu
verdeutlichen, warum sie als zu optimierendes QualitéRsenssgewahlt wurde. Die
S-Metrik misst das von der Population dominierte Hypermadn und belohnt so-
wohl eine gute Verteilung als auch die Annaherung an diet@dmont. Aufgrund
der theoretischen Eigenschaften kann sie als eines dechgesten Mal3e zur Be-
wertung von Mengen von Vektoren angesehen werden. Dahdieidtlaximierung
des S-Metrikwertes ein erstrebenswertes Ziel. Der SMS-BME€lchnet sich dadurch
aus, dass der S-Metrikwert seiner Population monotonesteligst und es ist bekannt,
dass der maximale S-Metrikwert von der Pareto-Front angemen wird. Der SMS-
EMOA erzielt nicht nur hervorragende S-Metrikwerte, samderreicht zudem eine
sehr gute Anndherung an die Pareto-Front. Die Ergebnisemesigd dabei Uiber die
gesamte Pareto-Front bis hin zu ihren Randpunkten veutgiltliegen dichter in Re-
gionen von Kompromisslosungen, die alle Zielkriteriemtiwlgut erftllen. Durch die-
se Eigenschaften erreicht der SMS-EMOA eine hohere Qualtgeder andere der
betrachteten EMOA. Seine Uberlegenheit ist bei den diédikellen Funktionen be-
sonders deutlich.

Verschiedene Varianten des SMS-EMOA wurden entwickeltkgmhen im Vergleich
Zu etablierten Verfahren als konkurrenzfahig bezeichrextien. Ein alternatives Se-
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lektionskriterium kann eingesetzt werden, falls die Pafiah dominierte Individuen
enthalt. Es wird das dominierte Individuum aussortiertlclves die grof3te Anzahl
dominierender Individuen aufweist. Dadurch werden Irdlidn in sparlich besetzten
Region des Zielfunktionsraums bevorzugt. Das Selektierialiren hat den Vorteil,
dass es effizienter zu berechnen ist und empirische Studigarg, dass die Variante
gualitativ sehr @hnliche Ergebnisse zum originalen SMS=Miefert. In dieser Ar-
beit wurde eine leichte Abwandlung dieser Variante vorgiisbei der zur Selektion
keine vorausgehende nicht-dominierte Sortierung der Rtpa durchgefiihrt wird.
Der SMS-EMOA wurde dadurch konzeptionell vereinfacht uresd Variante lieferte
ebenfalls sehr gute Ergebnisse. Es liegen aullerdem \amigat, die dynamisch eine
Population nicht-dominierter Individuen verwalten.

Fur die Spezialfalle von zwei- bzw. drei-dimensionalenfiektionsraumen wurden
bereits spezielle Algorithmen zur Berechnung der Hypem@nbeitrage entwickelt.
In dieser Arbeit wurde die Sichtweise des dominierten Hypleimens al¥Klee’s mea-
sure problemeingefuhrt. Dadurch wurde ein Algorithmus gefunden, der téert
der S-Metrik bzw. des dominierten Hypervolumens eineelementigen Menge-
dimensionaler Zielfunktionsvektoren in einer Zeit votim?/2 log m) bestimmt. Zu-
vor lag die obere Schranke der worst case Laufzeithei?*!).

Stand der Forschung zum SMS-EMOA

Es liegen aktuell mehrere Varianten des SMS-EMOA vor, didi@ser Arbeit darge-
stellt wurden. Ein Ubersichtsartikel von Beume et al. [BME@ibt diese Varianten so-
wie aktuelle Ergebnisse wieder. Der SMS-EMOA hat sowohkn Heistungsstudien
auf zwei- und drei-kriteriellen Testfunktionen als auch &eronautischen Optimier-
problemen jeden anderen betrachteten EMOA in der Quakitderielten Lésungs-
menge Ubertroffen.

Der Schwachpunkt des SMS-EMOA ist seine hohe Laufzeit, dielddie Rechen-
zeitintensive Berechnung des dominierten Hypervolumepsagt ist. Flr die Lauf-
zeit einer Generation des SMS-EMOA mit PopulationsgriRglt aktuell die obe-
re Schranke voi®(u(%/2)+11og p) fiir ein d-kriterielles Problem. Obwohl der SMS-
EMOA auch in hoch-dimensionalen Zielfunktionsrdumen bemagende Ergebnisse
erzielt, kann er aufgrund seiner hohen Laufzeit nur fir Rroie mit kleiner Anzahl
von Zielfunktionen uneingeschrankt empfohlen werden. étiien Hypervolumenal-
gorithmus, dessen worst case Laufzeit exponentiell in derahl der Zielfunktionen
ist, entwickelten While et al. [WBBHO05] Heuristiken zu deasBeschleunigung. Mit
Einsatz dieser Verfahren kdnnte sich auch der SMS-EMOA iaraye case effizient
verhalten.

Bei praktischen Anwendungsproblemen sind es oft die Zmfionsauswertungen,
die aufgrund aufwandiger Simulationen die Laufzeit desiBigrprozesses pragen.
Die Rechenzeit des zugrunde liegenden EMOA ist dadurchnséio@lich und der
SMS-EMOA kann als viel versprechendes Optimierverfahrerpfehlen werden.
Durch seinen intelligenten Selektionsoperator solltenebésondere zu guten Ergeb-
nissen fuhren, wenn nur eine geringe Anzahl von Funktiosasattungen durchge-
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fuhrt werden kann, wie es sich auch bei den aeronautisclundPnstellungen zeigte.

Weitergehende Fragestellungen

Detailliertere Studien der SMS-EMOA Varianten im Verglezu anderen etablierten
EMOA sollen Aufschluss tber den Verlauf der AlgorithmengebDie nahere Unter-
suchung der SMS-EMOA Varianten soll dazu dienen, Empfafdaraussprechen zu
kénnen, in welchen Anwendungsszenarien oder bei Problevetaher Struktur eine

Variante vorteilhaft ist. Insbesondere ist die Betrachthai einer kleinen Anzahl von
Funktionsauswertung von Interesse fir Anwendungen ald Rrablemstellungen.

Die Selektion beziiglich des dominierten Hypervolumensdiati in verschiedenen
Varianten von Selektionsoperatoren des SMS-EMOA alsgrith erwiesen. Zudem
wurde von Emmerich et al. [EBNO5] bereits die Kopplung desSSEMOA mit ei-
nem Metamodell untersucht. AuRerdem setzte Emmerich [Esbinibnerhalb des
Metamodells ein Hypervolumen-basiertes Kriterium ein, eime Vorselektion viel
versprechender Individuen durchzufiihren. Es stellt siel-cage, ob auch in anderen
Verfahren der Computational Intelligence der Einsatzeidgpervolumen-Indikators
maoglich ist, wie es beispielsweise fiir Partikel Schwarmi@jarer (PSO) schon an-
gedacht wurde. Diese Frage ist ein aktueller Forschungsgtand genau wie die Fra-
gestellung, wie Praferenzen eines Anwenders durch spegiahlitatsindikatoren ab-
gebildet und angestrebt werden kénnen.

Es ist aktuell unklar, inwieweit der Einsatz des besten Athmus fiir Klee's measure
problem die Laufzeit des SMS-EMOA tatséchlich verbeserkiinftige Laufzeitstu-
dien sollen die Frage klaren, wie stark der SMS-EMOA bei WwetdopulationsgrofRe
und welcher Dimension des Zielfunktionsraums beschldumigl. Eine offene Fra-
ge ist, ob sich fur die spezielle Anordnung der Hyperquadierdurch eine Menge
nicht-dominierter Punkte induziert werden, ein effizieatéAlgorithmus finden lasst.
Denkbar wére auch, dass eine Analyse der Laufzeit des veetem Algorithmus fir
diesen Spezialfall bereits eine kleinere obere Laufzeitsike liefert. Zudem kdnnte
an weiteren Algorithmen fir die im SMS-EMOA zu berechnenHgpervolumenbei-
trage gearbeitet werden. Ein aktuell lebendiges Forscuatget ist auch die Thema-
tik, wie weit die Beschleunigung von Hypervolumenalgaritm durch Heuristiken
ausgereizt werden kann.
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Anhang A

Mathematische Grundlagen

Partiell geordnete Mengen

Die theoretischen Grundlagen partiell geordneter Menger@n hier erlautert in ei-
ner Darstellung, die sich an die von Trotter ([Tro95], Kap8) anlehnt.

Einebindre RelatiorO auf zwei MengemA und B ist ein Teilmenge des kartesischen
Produkts der Mengen, alsd C A x B. Sie besteht damit aus geordneten Paaren
(a,b) € O, fur die man aucluy O b odera < b schreibt. Einer bindren Relation kann
auch nur eine Mengel zugrunde liegen und damit gilt entsprechendC A x A.
Zwei Elemente sindrergleichbar falls x < y odery < z gilt. Fur unvergleichbare
Elemente schreibt man |y.

EineRelationO auf einer Menge\/ heifdt
e reflexiy falls gilt : Vx € M : Oz
o irreflexiv, falls gilt: Az € M : 20z
e transitiv, falls gilt: Vx,y, z € M : Oy AN yOz = 20z
e antisymmetriscialls gilt: Vz,y € M : 20y =z =1y .

Einepartiell geordnete Menge (partially ordered set, posstein PaalP = (M, O)
einer MengeX und einer bindren Relatio@ auf M, die reflexiv, antisymmetrisch
und transitiv ist.M heil3t Grundmenge (ground set) u@dpartielle Ordnung (partial
order). Einestrikte partiell geordnete Mengist irreflexiv (und demnach nicht anti-
symmetrisch) und transitiv.

Eine partiell geordnete Menge ist eikette (chain)auch total oder linear geordnete
Menge), falls alle verschiedenen Elemente paarweiseaietgiar sind. In einefnti-
kette (antichainkind alle verschiedenen Elemente unvergleichbarHgike (height)
einer Menge ist definiert als die maximale Kardinalitat @lleilmengen, die Ketten
sind. DieBreite (width)ist entsprechend die Kardinalitat der grof3ten Antikette.

Ein Elementa € M hei3tminimal falls es kein Elemertt € M mit b < a gibt. Ana-
log heildt ein Element € M maximal falls es kein Elemerti € M gibt mita < b.
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Die Menge der minimalen Elemente und die Menge der maximBlement bilden
jeweils Antiketten.

Dilworth’s Dekompositionstheorem (decomposition thegi®il50] liefert einen Zu-

sammenhang fiir die Partitionierung einer partiell geareimdlenge in Ketten bzw.
Antiketten.

Theorem A.1 (Dekompositionstheorem)Falls eine partiell geordnete Mendge =
(M, P) Breiten hat, dann gibt es eine Patrtitionierung vibhin n. Ketten. FallsP =
(M, P) Hohem hat, dann gibt es eine Partitionierung vahin m Antiketten.

Die Beweise der Aussagen sind in [Tro95] zu finden.
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Anhang B

Algorithmische Erganzungen

Nicht-dominierte Sortierung

Algorithmus B.1 ist die von Deb et al. [DPAMO02] entwickeltmplementierung der
nicht-dominierten Sortierung (vgl. Definition 1.5). Dieqripiele Funktionsweise des
Algorithmus ist Abschnitt 2.2 beschrieben. Die Laufzeihviast-nondominated-sort
betragtO(du?) und die Platzkomplexitad (n?).

Algorithmus B.1 fast-nondominated-sort
1.n,=0 initialisiere Zahler der dominierenden Lésungen
2: S, =10 initialisiere Liste der dominierten Losungen
3: forall p € P;do

4 forall ¢ € P, do
5 if p < qthen
6: Sp =Sy, U{q} figegin S, ein
7 else if¢ < p then
8 np =np+1 erhdhen,,
9 end if
10: end for
11:  if n, = 0 then
12: F, = F,U{p} p wird nicht dominiert und gehért zur 1. Front
13:  endif
14: end for
15: =1
16: while F; # () do
17: H=10 initialisiere nachste Front
18: forall p € F; do
19: forall ¢ € S, do
20: Ng =mng — 1 entferne Elemente der aktuellen Front
21: if ng = 0then
22: H=HU{q} H enthalt die nun nicht dominierten Lésungen
23: end if
24: end for
25: end for
26: 1=1+1
27 F,=H neue aktuelle Front
28: end while
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Variationsoperatoren SBX und PM

Die simulierte bindre Rekombination (simulated binary cra&saSBXEentwickelt von

Deb und Agrawal [DA94] arbeitet mit zwei Eltern und erzeugs &hnen zwei Nach-
kommen. Der SBX-Operator simuliert die Durchfiihrung eidtunkt-Rekombination
wie sie bei einer bindren Reprasentation gebrauchlictDigt.Bitstrings der beiden
Eltern werden dabei an einem zufélligen Trennpunkt zéneitl es entstehen zwei
Nachkommen, indem man jeweils den ersten Teil vom einen @mdzeveiten Teil

vom anderen Elter ibernimmt. Konkret besteht der SBX-Gperus folgenden Re-

chenschritten, die fir jede Entscheidungsvariak&i’é) und :UZ(.OZ) (i = 1,...n) der
Nachkommen durchgefiihrt werden muissen.

1. Erzeuge ein€, 1)-gleichverteilte Zufallsvariable.

2. Berechne den Ausbreitungsfaktor (spread fagigriler im Folgenden den Ab-
stand der Nachkommen von den Elterft)(¢), x(?)(¢) im Genotypraum be-
stimmt.

2uﬁ -1 falls »<0,5

= <#># sonst (8.1

2(1—u)
3. Berechne die Entscheidungsvariabkéﬂ), XZ(02) der Nachkommen wie folgt.

2 = 05((1+8)e() + (1- B2 ()

2

2 = 05((1-8)2N ) + 1+ 8P t)) (B.2)

Den Parameterg; liegt dabei folgende Dichtefunktion zugrunde:

0,5(n.+ 1) falls g<1

P(B) = { 0,5(1¢ + 1)# sonst. (8.3)

Gleichung B.1 entsteht durch eine inverse TransformatemBichtefunktion (siehe
beispielsweise Bronstein [BSMMO00]). So wie der Paramgtein den Gleichungen
B.2 verwendet wird, entspricht er dem Quotienten des Alalstder Nachkommen und

dem Abstand der Elternim Genotypraush:= (5”@(02) _ xg“”) / (:ng)(t) - :cgl)(t)>.

Die polynomielle Mutation (polynomial mutation, PMdn Deb und Goyal [DG96]
addiert zu den Entscheidungsvariablen eine Zufallsvemglder eine polynomielle
Wahrscheinlichkeitsverteilung zugrunde liegt. Man geditder Mutation fiir jede Ent-

scheidungsvariabtego) folgendermaf3en vor.

1. Lege untere und obere Grenzefi" bzw.z* der Werte jeder Entscheidungs-
variablen fest.

2. Erzeuge ein€0, 1)-gleichverteilte Zufallsvariable.
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3. Berechne einen Storfaktor (perturbance factomer die Starke der Mutation
bestimmt. Die Dichtefunktio”(9) seiner polynomiellen Wahrscheinlichkeits-
verteilung lautet:

P(8) = 0,5 (1 + 1) - (1 [o])". (B.4)

Werte flr konkrete; werden dann berechnet als:

1
5 = { 2unmm+1 — 1 falls u < 0,5 (B.5)

1—(2(1— u))’vm1+1 sonst.

4. Berechne die mutierten Entscheidungsvariablen deskéanmenx(©) als:

27 = 2l 4 5, (agrar — gpin. (8.6)

2

Der SMS-EMOA erzeugt als steady-state-Algorithmus nueeiNachkommen pro
Generation. Von den beiden erzeugten Genomen wird einéligigleichverteilt aus-
gewahlt, das dann fir den einen Nachkommen tGibernommen Ricanschlie3ende
Mutation wird dann nur auf dieses eine Genom angewendetd&tirSMS-EMOA
wird die gleiche Parametrisierung wie beisMOEA verwendet, damit die Ergeb-
nisse mit denen aus der Studie von Deb et al. [DMMO03b, DMMG08aglichst gut
vergleichbar sind. Bei der Rekombination wird der Paramete= 15 und fur die Mu-
tationn,, = 20 gewahlt. Wir verwendeten die Implementierung der Opeesiodie
auf der Homepage des Kanpur Genetic Algorithms LaboratéanpGAL) als C-Code
verflgbar ist unter http://www.iitk.ac.in/kangal/codsggml.

ES-Variationsoperatoren

Bei den Studien von Naujoks et al. [NBEO5b, NBEO5a] des SNIBA auf aeronau-
tischen Problemen wurden Vereinfachungen von Variatipesioren eingesetzt, die
traditionell in Evolutionsstrategien bei reellwertigeefrasentation verwendet wer-
den. Es wird eine diskrete Rekombination mit zwei uniforrfadig gewahlten Eltern
x(1, x(2) durchgefiihrt. Bei der Erzeugung eines Nachkommen wircefie Entschei-
dungsvariable zufallig gleichverteilt entschieden, abwam einen oder vom anderen
Elter Ubernommen wird. Es werden konstante Schrittweitamutrt, diese sind also
fur alle Individuen gleich und unterliegen keinem Evolusprozess. Dig-te Ent-

scheidungsvariabtego) berechnet sich also gemaf

(B.7)

2

o) { 2V falls w< 0,5, uzufillig gleichverteiltin [0,1]
(2

xT; sonst

Die Entscheidungsvariablen werden anschlie3end muitielgm eine normalverteilte
Zufallsvariable zu den Werten addiert wird. Der Wert d¢en Entscheidungsvariable
entspricht damit:

:UZ(-O/) = :UZ(-O) + ;- N(0,1). (B.8)

Die Verteilung ist dabei abhéngig von der gewéhlten Scheitle s;, die wie erwahnt
konstantistV (0, 1) steht fur eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwargswert
0 und StandardabweichurngDurch die Multiplikation mit den Schrittweiten wird die
Standardabweichung der Verteilung modifiziert.
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Symbolverzeichnis

Notation

o(?) Der hochgestellte geklammerte Indébezeichnet der-ten Wert
einer durchnummerierten Menge

o Der tiefgestellte Index bezeichnet einen Wert in déiten Dimensi-
on

b ein Kkleiner, fett gedruckter, romischer Buchstabe bezmitieinen
Vektor

i€ [j] ie{l,...,jhieN

Parameter von evolutionaren Algorithmen

a = (w,x,y,z) Individuuma mit Strategievariablew, Genomx, sowie Zielfunkti-
onsvektory und Fitnesx

Ne Verteilungsindex der polynomiellen Verteilung bei Sintdl&inary
Crossover (SBX)
Nm Verteilungsindex der polynomiellen Verteilung bei deryamiel-

len Mutation (PM)

A GroRRe der Nachkommenpopulation

1 Grole der Population

Minit initiale PopulationsgrofRe bei SMS-EMOA-dynPopl und SMBA-
dynPop2

Hmaz maximale Populationsgréf3e bei SMS-EMOA-dynPopl und SMS-
EMOA-dynPop2

w Vektor der Strategie- bzw. Steuervariablen

x Genom bzw. Objektparameter= (z1, . . .x,) eines Individuums

y d-dimensionaler Vektor der Zielfunktionswesgte= (f1(x), . .., fa(x))

eines Individuums
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z Vektor der Fitnesswerte, der von den Zielfunktionswertad der
aktuellen Popualtion abhangt. Amubasiert die Selektion eines Indi-
viduums.

n Anzahl der Objektparameter= (z1, ..., z,)

P Menge von Individuen, verwendet in Prozeduren von EMOA

De Anwendungswahrscheinlichkeit des Rekombinationsopesat

Pm Mutationswahrscheinlichkeit pro Entscheidungsvariable

P, Population det-ten Generation

Parameter von Testfunktionen und Anwendungsproblemen

y Parameter der Testfunktionen EBN
v Parameter der Testfunktionen DTLZ
d Anzahl Kriterien der Zielfunktiorf = (f1, ..., fa),

Dimension des Zielfunktionsraums

Bewertungsfunktionen
Ag(y, M) Hypervolumenbeitrag vog innerhalb der Mengé/

DZ(y, M) Dominanzzahl vory innerhalb der Mengé/

r Referenzpunkt der S-Metrik (M, r)

F; i-te Front der nicht-dominierten Sortierung

Gy, M) Besiedelungsdichte (crowding distance) womnerhalb der Menge
M

K(M,R) Konvergenz-Metrik der Meng&/ bzgl. der Referenzmenge

ND(M) Nicht-dominierte Menge voi//

NDport(M, k) Nicht-k-dominierte Menge void/

R Referenzmenge der Konvergenz-MetiK M, R)
S(M,r) S-Metrik der Mengel! bzgl. des Referenzpunkis
v Anzahl Fronten der nicht-dominierten Sortierung

Variablen der Hypervolumenberechnung
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Menge von Punkten oder Hyperquadern
Kardinalitat einer Menge von Punkten oder Hyperquadern

d-dimensionaler Hyperquadéy = (1, u) mit unteren Intervallgren-
zenl = (Iy,...,lq) und oberen Intervallgrenzen= (uq, ..., uq)
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