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Kapitel 1

Einleitung

Graphen können zur Beschreibung einer Vielzahl von Optimierungsproblemen eingesetzt
werden. Graphalgorithmen nutzen die spezifischen Eigenschaften der Graphen, um diese
zu lösen. Im Folgenden werden Cut-Algorithmen auf Graphen genauer betrachtet. Diese
finden in verschiedensten Bereichen der Optimierung Anwendung. So werden sie in der
Festkörperphysik zur Bestimmung des Grundzustands von Ising-Spingläsern eingesetzt [4,6].
In der VLSI (engl. very-large-scale-integrated) Schaltkreis-Entwicklung werden sie unter
anderem zur Minimierung der Anzahl an VIAs eingesetzt [4]. (Ein VIA, engl. vertical
interconnect access, ist eine elektrische Verbindung zwischen verschiedenen Ebenen in einem
elektrischen Schaltkreis.) In der Informatik finden Cut-Algorithmen zum Beispiel beim
Lösen von quadratischen Funktionen über binären Vektoren, der 0/1-Programmierung,
Anwendung [3].
Optimierungsprobleme können in zwei Kategorien geteilt werden: Maximierungsprobleme
und Minimierungsprobleme. Das Max-Cut-Problem berechnet für einen gegebenen Gra-
phen einen Schnitt mit maximaler Größe. Das Min-Cut-Problem minimiert hingegen die
Größe eines Schnitts. Dabei verbinden die Kanten eines Schnitts F in G = (V,E) zwei
Knotenmengen V1 und V \ V1, sodass δ(V1) = F gilt. Die Größe eines Schnitts ist die
Summe seiner Kantengewichte. Die beiden Probleme können ineinander überführt werden,
indem alle Kantengewichte des Graphen invertiert werden.
Das Min-Cut-Problem für Graphen mit ausschließlich positiven Kantengewichten, und
damit auch das Max-Cut-Problem für Graphen mit ausschließlich negativen Kantengewich-
ten ist in polynomieller Zeit berechenbar [18,28,31]. Für gewichtete Graphen mit beliebigen
Kantengewichten ist das Max-Cut-Problem hingegen NP-schwer [19]. Es existieren jedoch
Verfahren, die den maximalen Schnitt für Instanzen bestimmter Teilklassen der allgemeinen
Graphen in polynomieller Zeit berechnen [24]. Ein bekanntes Beispiel hierfür ist die Klasse
der planaren Graphen [15,23,25,30].
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Ziele der Arbeit

In dieser Arbeit wird die Klasse der k-fast-planaren Graphen eingeführt, die eine Oberklasse
der planaren Graphen und eine Unterklasse der 1-planaren Graphen ist. Ein Graph heißt
1-planar, wenn es eine 2-dimensionale Zeichnung des Graphen gibt, sodass jede Kante
höchstens eine andere Kante des Graphen schneidet. Ein Graph heißt k-fast-planar, wenn er
eine 1-planare Zeichnung mit insgesamt höchstens k Kantenkreuzungen besitzt. In ähnlicher
Form wurden fast-planare Graphen bereits von Hochstein definiert [16]. Allerdings lässt er
offen, wie oft eine Kante geschnitten werden darf und die Anzahl der Kreuzungen wird
nur mit „wenig“ beschrieben. Ziel dieser Arbeit ist es einen Max-Cut-Algorithmus für
k-fast-planare Graphen auf Basis eines Max-Cut-Algorithmus für planare Graphen zu
entwickeln.

Aufbau der Arbeit

Diese Arbeit ist wie folgt strukturiert: In Kapitel 2 werden grundlegende Begriffe und
Notationen definiert, die in den darauf folgenden Kapiteln genutzt werden. Dazu gehören
grundlegende Begriffe der Graphentheorie sowie die Graphklassen der planaren, 1-planaren
und k-fast-planaren Graphen. Auch werden das Max-Cut-Problem sowie zwei Max-Cut-
Algorithmen für planare Graphen vorgestellt. Zuletzt wird noch die Parametrisierbarkeit
von Algorithmen und Problemen eingeführt. In Kapitel 3 werden die Eigenschaften der im
vorherigen Kapitel vorgestellten Graphklassen sowie die Eigenschaften von Schnitten in k-
fast-planaren Graphen untersucht. In Kapitel 4 wird zunächst ein Max-Cut-Algorithmus
für 1-fast-planare Graphen entwickelt. Im Anschluss wird dieser zu einem Max-Cut-
Algorithmus für k-fast-planare Graphen erweitert. Die Resultate aus Kapitel 3 werden
in Kapitel 4 aufgegriffen, um die Korrektheit und Optimalität der entwickelten Max-
Cut-Algorithmen für 1- bzw. k-fast-planare Graphen zu beweisen. In Abschnitt 4.3 wird
ein parametrisierbarer Max-Cut-Algorithmus für 1-planare Graphen mit Parameter k
vorgestellt. Kapitel 4 schließt mit der Vorstellung eines weiteren Ansatzes für einen Max-
Cut-Algorithmus für 1-fast-planare Graphen und den Gründen warum dieser nicht weiter
verfolgt wurde. In Kapitel 5 folgt eine Zusammenfassung der Resultate sowie ein Ausblick
auf die offen gebliebenen Fragen. Im Anhang sind Beweis-Struktur-Graphen zu einigen
längeren Beweisen der Arbeit gegeben. Diese stellen den Zusammenhang der Lemmata,
auf denen ein Beweis basiert, graphisch dar.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel werden grundlegende Begriffe und Notationen eingeführt, die im weiteren
Verlauf der Arbeit benötigt werden. In Abschnitt 2.1 werden grundlegende Begriffe der
Graphentheorie sowie die Graphklassen der planaren, 1-planaren und k-fast-planaren
Graphen vorgestellt. In den folgenden beiden Abschnitten 2.2 und 2.3 werden das Max-
Cut-Problem und zwei Max-Cut-Algorithmen für planare Graphen vorgestellt. Zuletzt
wird in Abschnitt 2.5 noch auf die Parametrisierbarkeit von Algorithmen und Problemen
eingegangen.

2.1 Graphen

Einige Definitionen dieses Abschnitts wurden dem Standardwerk „Graphentheorie“ von R.
Diestel [7] entnommen.

2.1.1 Definition (ungerichteter Graph). Ein Graph G ist ein Tupel (V,E) mit E ⊆
V × V . G heißt ungerichtet, wenn für alle u, v ∈ V gilt: (u, v) ∈ E gdw. (v, u) ∈ E. G hat
keine Schleifen, wenn für alle v ∈ V gilt: (v, v) /∈ E.

In dieser Arbeit ist jeder Graph ungerichtet und hat keine Schleifen. Im weiteren Verlauf
der Arbeit bezeichnet n die Anzahl der Knoten und m die Anzahl der Kanten in einem
gegebenen Graphen.
Die Kanten (u, v) und (v, u) bezeichnen in einem ungerichteten Graphen die selbe Kante;
sie wird zu uv zusammengefasst. Wenn die Knotenmenge V und die Kantenmenge E nicht
explizit angegeben sind, so bezeichnet VG die Knotenmenge des Graphen G und EG seine
Kantenmenge.

2.1.2 Definition (gewichteter Graph). Ein gewichteter Graph ist ein Tripel (V,E, c)
mit c : E → Q, wobei (V,E) ein Graph ist.

Die zusätzliche Gewichtsfunktion c : E → Q weist jeder Kante ein Gewicht zu. Für
die Kurzschreibweise gilt: ce = c(e) für e ∈ E. Um Graphen und gewichtete Graphen
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4 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

zu unterscheiden, spricht man manchmal von ungewichteten Graphen. Oftmals wird ein
ungewichteter Graph (V,E) mit einen gewichteten Graphen (V,E, c) identifiziert, wobei in
diesem Fall die Funktion c jeder Kante den Wert 1 zuweist. Wenn die Gewichtsfunktion eines
gewichteten Graphen G nicht explizit angegeben ist, so bezeichnet cG die Gewichtsfunktion
von G.
In Multigraphen sind – im Gegensatz zu Graphen – Mehrfachkanten erlaubt. Daher werden
Kanten nicht mehr durch ihre Endknoten beschrieben, sondern erhalten eindeutige Namen.
Eine seperate Funktion f ordnet jeder Kante ihre beiden Endknoten zu.

2.1.3 Definition (Multigraph). Ein Multigraph ist ein Tripel M = (V,E, f) mit
f : E → V ×V . M heißt ungerichtet, wenn für alle Kanten e1 ∈ E eine Kante e2 ∈ E \{e1}
existiert, sodass gilt: f(e1) = (u, v) und f(e2) = (v, u) mit u, v ∈ V . Ein gewichteter
Multigraph ist ein QuadrupelM = (V,E, f, c) mit c : E → Q, wobei (V,E, f) ein Multigraph
ist.

Ein Multigraph kann auch Schleifen enthalten; Dies sind Kanten e ∈ E, deren Endknoten
identisch sind (f(e) = vv, v ∈ V ). In einem gewichteten Multigraphen können zwei Kanten
mit dem selben Endknotenpaar verschiedene Gewichte haben. In dieser Arbeit werden
ausschließlich ungerichtete Multigraphen verwendet.

2.1.1 Zeichnung und Einbettung

Für die folgenden Definitionen werden zunächst einige mathematische Begriffe wiederholt.
Eine Strecke zwischen zwei Punkten x, y ∈ R2 in der euklidischen Ebene R2 ist die Menge
sxy = {(1−λ)x+λy | λ ∈ [0, 1]}. Ein Polygonzug zwischen zwei Punkten x, y ∈ R2 ist eine
endliche Vereinigung von aneinander anknüpfenden Strecken

Pxy = (sxp0 , sp0p1 , . . . , spθy)

mit Zwischenpunkten pi ∈ R2. Abkürzend werden nur die Endpunkte zwischen den
einzelnen Strecken notiert: Pxy = (x, p0, p1, . . . , pθ, y). Das Innere eines Polygonzuges wird
mit P̊xy = Pxy\{x, y} bezeichnet.

2.1.4 Definition (Zeichnung). Eine Zeichnung ΓG des Graphen G ist eine Funktion,
die jedem Knoten v ∈ VG eindeutige Koordinaten (x, y) ∈ R2 und jeder Kante vw ∈ EG
einen eindeutigen Polygonzug PΓG

vw zwischen den Koordinaten seiner Endknoten zuweist.

Durch eine Zeichnung wird ein Graph eindeutig in die Ebene eingebettet. Ist durch den
Kontext klar, zu welchem Graphen die Zeichnung ΓG bzw. zu welcher Zeichnung der
Polygonzug PΓG

vw gehört, so werden diese in Kurzform mit Γ bzw. Pvw bezeichnet. Für eine
Kante e = xy in einer Zeichnung Γ bezeichnen Pe und Pxy den selben Polygonzug; es gilt
Γ(e) = Pe = Pxy = Γ(xy). Jeder Graph hat unendlich viele verschiedene Zeichnungen.
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2.1.5 Definition (Kreuzung). Die Menge z = {e, e′} mit e, e′ ∈ EG heißt Kreuzung in
der Zeichnung Γ des Graphen G, wenn gilt:

P̊Γ
e ∩ P̊Γ

e′ 6= ∅

2.1.6 Definition (einfache Kreuzung). Eine Kreuzung z = {e, e′} in Γ heißt einfach,
wenn gilt: ∣∣∣P̊Γ

e ∩ P̊Γ
e′

∣∣∣ = 1

2.1.7 Definition (Eckknoten einer Kreuzung). Die vier Eckknoten einer Kreuzung
z = {ac, bd} sind die Endknoten der Kreuzungskanten: a, b, c, d. Die Eckknoten a und c
bzw. b und d heißen gegenüberliegend, da sie jeweils Endknoten einer Kreuzungskante sind.
Zwei Eckknoten heißen nebeneinanderliegend, wenn sie nicht gegenüberliegend sind.

2.1.8 Definition (Kreuzungszahl). Die Anzahl an Kantenkreuzungen in der Zeichnung
ΓG wird mit σ(ΓG) bezeichnet. Es gilt:

σ(ΓG) =

∣∣∣∣∣∣
⋃

e,e′∈EG, e 6=e′
P̊ΓG
e ∩ P̊ΓG

e′

∣∣∣∣∣∣
2.1.9 Definition (Knoten-Nachbarschaft). Zwei Knoten in einem Graphen G heißen
benachbart, wenn sie durch eine Kante in EG verbunden sind. Die Nachbarn eines Knoten
v ∈ VG sind alle Knoten, die zu v benachbart sind.

Sei π : X → X eine bijektive Abbildung mit π(x) 6= x ∀x ∈ X. Dann heißt (xi1 , . . . , xiθ)
Zyklus auf X, wenn gilt: π : xi1 7→ xi2 , xi2 7→ xi3 , . . . , xiθ−1 7→ xiθ , xiθ 7→ xi1 und
{xi1 , . . . , xiθ} = X.

2.1.10 Definition (sortierte Knoten-Nachbarschaft). Seien v1, . . . , vθ ∈ VG die
Nachbarn des Knoten v ∈ VG. Die sortierten Nachbarn von v in ΓG sind ein Zyklus
(vi1 , . . . , viθ) auf {v1, . . . , vθ}, der die Nachbarn von v in der Reihenfolge der von v ausge-
henden Kanten in ΓG gegen den Uhrzeigersinn sortiert.

a b

cd

......

e1

e2

Abbildung 2.1: Eine einfache Kreuzung z = {e1, e2}.
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a

b c d

e

f g

(a) Graph H

a

b c d

e

f g

(b) Zeichnung ΓH

Abbildung 2.2: Der Graph H und seine Zeichnung ΓH .

2.1.11 Definition (Einbettung). Die Einbettung ΠΓ des Graphen G zur Zeichnung Γ
weist jedem Knoten aus v ∈ VG seine sortierten Nachbarn (vi1 , . . . , viθ) in Γ zu.

Anstatt ΠΓ wird die Kurzform Π verwendet, wenn sowohl der Graph als auch die Zeichnung
aus dem Kontext ersichtlich sind. Jede Zeichnung definiert eine eindeutige Einbettung. Zu
einer Einbettung gibt es jedoch viele verschiedene Zeichnungen.

2.1.12 Beispiel (Zeichnung, Einbettung). Wir betrachten den Graphen H mit
Knotenmenge VH = {a, b, c, d, e, f, g} und Kantenmenge EH = {ab, ad, bc, bf, cd, ce, de, dg,
ef, eg, fg} sowie dessen Zeichnung ΓH (s.Abb. 2.2). Die Zeichnung ΓH ist gegeben durch:

ΓH : a 7→ (4, 6), b 7→ (0, 4), c 7→ (4, 4), d 7→ (8, 4),

e 7→ (4, 2), f 7→ (1, 0), g 7→ (7, 0),

uv 7→ (ΓH(u),ΓH(v)) ∀uv ∈ EH

Die Zeichnung ΓH definiert die Einbettung ΠH . Diese ist gegeben durch:

ΠH : a 7→ (b, d), b 7→ (f, c, a), c 7→ (b, e, d),

d 7→ (a, c, e, g), e 7→ (f, g, d, c),

f 7→ (b, g, e), g 7→ (d, e, f)

2.1.2 Kontraktion und Minoren

Eine Kontraktion auf einem Graphen G entsteht durch die Verschmelzung von zwei Knoten
in G. Alle Kanten, die zuvor zu einem der beiden Knoten führten, führen nun zu dem
neuen Knoten. Die Kantengewichte werden übertragen. Falls von einem Knoten jeweils
eine Kante zu den beiden zu verschmelzenden Knoten führt, so werden deren Gewichte für
die neue Kante aufaddiert.
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2.1.13 Definition (Knotenkontraktion). Gegeben sei ein ungerichteter gewichteter
Graph G = (V,E, c) und zwei Knoten x, y ∈ V . Der gewichtete Graph G/xy = (V ′, E′, c′)
heißt Kontraktion von x und y auf G, wenn folgendes gilt:

V ′ = (V \{x, y}) ∪ {vxy} , wobei vxy /∈ V ∪ E

E′ = {vw ∈ E | x, y /∈ {v, w}} ∪ {uvxy | ux ∈ E\{xy} ∨ uy ∈ E\{xy}}

c′vw =



cvw , wenn vw ∈ E′ ∩ E

cwx , wenn v = vxy ∧ wx ∈ E ∧ wy /∈ E

cwy , wenn v = vxy ∧ wx /∈ E ∧ wy ∈ E

cwx + cwy , wenn v = vxy ∧ wx ∈ E ∧ wy ∈ E

Der kontrahierte Knoten von G/xy gegenüber G, der durch die Kontraktion von x und y
auf G entstanden ist, wird mit vxy bezeichnet. Um mehrere Knoten U = x1x2 . . . xθ mit
xi 6= xj für i 6= j zu einem Knoten zu kontrahieren schreiben wir:

G/U = G/x1x2 . . . xθ = ( . . . ((G/x1x2)/vx1x2x3)/ . . . )/vx1...xθ−1xθ

Der kontrahierte Knoten von G/U gegenüber G, der durch die Kontraktion von U auf
G entstanden ist, wird mit vU bezeichnet. Um mehrere Kontraktionen hintereinander
durchzuführen schreiben wir:

G/X = ( . . . ((G/U1)/U2)/ . . . )/Uθ

mit X = {Ui | Ui ⊆ V ∧ Ui ∩ Uj = ∅ für i, j = 1, . . . , θ, i 6= j}.
Die Knotenkontraktion ist rechtskommutativ, da die kontrahierten Knotenmengen disjunkt
sind und sich untereinander nicht beeinflussen; d.h. es gilt: (G/U1)/U2 = (G/U2)/U1. Im
Folgenden wird die inverse Operation zur Knotenkontraktion definiert.

2.1.14 Definition (Knotenexpansion). Ein Graph G heißt Knotenexpansion von v ∈
VK auf K, wenn gilt:

∃x, y ∈ VG : K = G/xy ∧ v = vxy

x

y
(a) G

vxy

(b) G/xy

x

y
(c) G− xy

Abbildung 2.3: Ein Beispiel für die Knotenkontraktion von x und y in G und die Löschung der
Kante xy aus G. (Idee aus [7])
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Um die Teilmengen W ⊆ VK und F ⊆ EK zurück auf G abzubilden, schreiben wir:

κ−1
xy (W ) =

(W \ {vxy}) ∪ {x, y} , wenn vxy ∈W

W , sonst

κ−1
xy (F,EG) = {uw ∈ F | vxy /∈ {u,w}} ∪ ({ux, uy | uvxy ∈ F} ∩ EG) ⊆ EG

2.1.15 Definition (Kantenlöschung). Gegeben sei ein gewichteter Graph G = (V,E, c)
und eine Kante e ∈ E. Der durch Löschung der Kante e aus G entstehende Graph wird
mit G− e bezeichnet. Es gilt G− e = (V,E\{e}, w) mit we′ = ce′ für alle e′ ∈ E\{e}.

Für Kantenmengen X ⊆ E gilt entsprechend: G−X ist der durch Löschung aller Kanten
e ∈ X aus G entstehende Graph. Die Kantenlöschung ist rechtskommutativ, da die Löschung
einer Kante keine anderen Kanten oder Knoten verändert; d.h. es gilt: (G − e1) − e2 =
(G − e2) − e1. In Abbildung 2.3 ist jeweils ein Beispiel für eine Knotenkontraktion und
eine Kantenlöschung angegeben. Die Graphen sind von Beispielen aus dem Standardwerk
„Graphentheorie“ von R. Diestel [7] inspiriert.

2.1.16 Definition (xy-Weg). Ein xy-Weg in einem Graphen G mit x, y ∈ VG ist eine
Folge von Kanten e1, . . . , eρ, für die gilt:

1. e1 = xv2 und eρ = vρy mit v2, vρ ∈ VG

2. ei = vivi+1 und ei+1 = vi+1vi+2 mit vi, vi+1, vi+2 ∈ VG für alle i ∈ {2, ρ− 2}

Die Knoten v2, . . . vρ heißen innere Knoten des xy-Weges.

2.1.17 Definition (zusammenhängend). Ein Graph G heißt zusammenhängend, wenn
für alle Knoten x, y ∈ VG ein xy-Weg in G existiert.

2.1.18 Definition (k-zusammenhängend). Ein Graph G heißt k-zusammenhängend,
wenn |EG| > k gilt und G−X für alle X ⊆ EG mit |X| < k zusammenhängend ist.

2.1.19 Definition (Teilgraph). Ein Graph G ist ein Teilgraph des Graphen Y , wenn G
durch das Entfernen von Knoten und/oder Kanten aus Y entsteht oder G = Y gilt.

2.1.20 Definition (Minor). Ist G ein Teilgraph von Y und entsteht X aus G durch eine
Folge von Knotenkontraktionen, wobei die kontrahierten Knoten durch eine Kante in G
verbunden sind, so ist X ein Minor von Y .

2.1.21 Definition (Unterteilung). Ein Graph G ist eine Unterteilung des Graphen X,
wenn jede Kante xy in EX einem xy-Weg in G entspricht und die inneren Knoten dieses
Weges jeweils genau Knotengrad 2 haben.
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(a) Graph Y1 (b) G1 ist Teilgraph von Y1 (c) X ist Minor von Y1

Abbildung 2.4: Der Graph Y1, sein Teilgraph G1 und sein Minor X. Die Farben in G1 und X
zeigen an, welche Knoten kontrahiert werden. (Idee aus [7])

(a) Graph Y2 (b) G2 ist Teilgraph von Y2 (c) X top. Minor von Y2

Abbildung 2.5: Der Graph Y2, sein Teilgraph G2 und sein topologischer Minor X. (Idee aus [7])

Ein innerer Knoten zeichnet sich dadurch aus, dass er keine Kanten zu Knoten hat, die
nicht auf seinem xy-Weg liegen.

2.1.22 Definition (topologischer Minor). Ist G ein Teilgraph von Y und eine Unter-
teilung von X, so ist X ein topologischer Minor von Y .

2.1.23 Korollar. Ein topologischer Minor von Y ist ebenfalls ein Minor von Y .

In den Abbildungen 2.4 und 2.5 ist jeweils ein Beispiel für einen Minor und einen to-
pologischen Minor angegeben. Die Graphen sind von Beispielen aus dem Standardwerk
„Graphentheorie“ von R. Diestel [7] inspiriert.
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2.1.3 Planare Graphen

Eine Unterklasse der allgemeinen Graphen sind die planaren Graphen. Ein Graph heißt
planar, wenn er kreuzungsfrei in die Ebene eingebettet werden kann. Kreuzungsfrei heißt,
dass die Polygonzüge verschiedener Kanten sich nicht schneiden.

2.1.24 Definition (planare Zeichnung). Die Zeichnung ΓG eines Graphen G heißt
planar, wenn gilt:

σ(ΓG) = 0

Die Flächen fi einer planaren Zeichnung ΓG sind die einzelnen Gebiete, in die die Kanten
von G die Ebene unterteilen. Jede Fläche ist eindeutig durch ihre begrenzenden Kanten
(bzw. die Reihenfolge ihrer Eckknoten) bestimmt. Eine Fläche ist unbeschränkt: die Außen-
fläche ϕ(ΓG). Die Flächenmenge der planaren Zeichnung ΓG wird mit F(ΓG) bezeichnet.
Abkürzend wird die Außenfläche mit ϕΓ und die Flächenmenge mit FΓ oder FG bezeichnet.

2.1.25 Definition (planare Einbettung). Das Tupel (ΠΓ, ϕΓ) heißt planare Einbettung
zu Γ, wenn Γ eine planare Zeichnung und ΠΓ deren Einbettung ist.

2.1.26 Definition (planarer Graph). Ein Graph heißt planar, wenn für ihn eine planare
Zeichnung existiert.

Wird zu einer planaren Einbettung keine explizite Außenfläche angegeben, so heißt die
Einbettung kombinatorisch. Als abkürzende Notation werden planare Zeichnungen mit Γ0

und planare (kombinatorische) Einbettungen mit Π0 bezeichnet.

2.1.27 Beispiel (planare Zeichnung/ Einbettung, Fläche). Wir betrachten wieder
den Graphen H aus Beispiel 2.1.12. Dieses Mal betrachten wir zwei verschiedene Zeich-
nungen von H, zu sehen in Abbildung 2.6. Die Zeichnung Γ1 ist nicht planar, da sie vier
Kantenkreuzungen enthält. Sie induziert die Einbettung Π1.

Π1 : a 7→ (b, d), b 7→ (f, a, c), c 7→ (b, d, e), d 7→ (a, g, e, c),

e 7→ (f, g, d, c), f 7→ (g, e, b), g 7→ (d, e, f)

Die Zeichnung Γ2 ist planar, da sie keine Kantenkreuzungen enthält. Sie induziert die
kombinatorische Einbettung Π2.

Π2 : a 7→ (b, d), b 7→ (f, c, a), c 7→ (b, e, d), d 7→ (a, c, e, g),

e 7→ (f, g, d, c), f 7→ (g, e, b), g 7→ (d, e, f)

Die Flächen der planaren Zeichnung Γ2 sind in Abbildung 2.6c zu sehen. Es gilt:

f1 = (a, b, c, d), f3 = (c, e, d), f5 = (e, f, g),

f2 = (b, f, e, c), f4 = (d, e, g), f6 = (a, d, g, f, b) = ϕ(Γ2)
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d

e

f g

(a) Nicht planare Zeichnung Γ1 von H.

a

b c d

e

f g

(b) Planare Zeichnung Γ2 von H.

a

b c d

e

f g

f1

f2

f3

f4

f5

f6

(c) Flächen der planaren Zeichnung Γ2 von H.

a

b c d

e

f g

w1

w2

w3

w4

w5

w6

(d) Der duale Graph zur Zeichnung Γ2.

Abbildung 2.6: Zwei verschiedene Zeichnungen des planaren Graphen H sowie die Flächen seiner
planaren Zeichnung.

Das Tupel (Π2, f6) ist die planare Einbettung zur planaren Zeichnung Γ2 von H. Somit ist
H planar.

2.1.28 Definition (dualer Graph). Der duale Graph zu einer planaren Zeichnnung ΓG
ist ein Multigraph D, für den gilt:

i) Für jede Fläche fi ∈ F(ΓG) existiert genau ein korrespondierender Knoten wi ∈ VD.

ii) Für jede Kante e′ ∈ EG mit angrenzenden Flächen fi und fj existiert eine Kante
e ∈ ED, so dass e die beiden Knoten wi und wj , die den Flächen fi und fj entsprechen,
verbindet. Die Kante e ∈ ED ist die duale Kante zu e′ ∈ EG.

iii) Falls G ein gewichteter Graph ist, so werden die Kantengewichte in G auf die korre-
spondierenden dualen Kanten in D übertragen und D wird ein gewichteter Multigraph.

In Abbildung 2.6d ist der duale Graph zur planaren Zeichnung Γ2 (Abb. 2.6c) zum Graphen
H aus Beispiel 2.1.12 zu sehen.
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2.1.4 1-planare Graphen

Eine Oberklasse der planaren Graphen sind die 1-planaren Graphen nach Ringel [29]. Ein
Graph heißt 1-planar, wenn er in die Ebene eingebettet werden kann, sodass jede Kante
höchstens einmal gekreuzt wird; d.h. für jede Kante gilt: der ihr zugehörige Polygonzug
schneidet höchstens einen Polygonzug einer anderen Kante (gemeinsame Endpunkte zählen
nicht als Schnitt). Solche Kantenkreuzungen heißen einfache Kreuzungen (Def. 2.1.6).

2.1.29 Definition (1-planare Zeichnung). Die Zeichnung ΓG eines Graphen G heißt
1-planar, falls gilt:

∀e ∈ EG :

∣∣∣∣∣∣
⋃

e′∈EG\{e}
P̊e ∩ P̊e′

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

Die Menge der sich kreuzenden Kanten in der Zeichnung ΓG wird mit I(ΓG) = {{e, e′} |
e, e′ ∈ EG ∧ P̊e ∩ P̊e′ 6= ∅} bezeichnet.

Die Flächen fi einer 1-planaren Zeichnung ΓG sind die einzelnen Gebiete, in die die Kanten
von G die Ebene unterteilen. Jede Fläche ist eindeutig durch die Reihenfolge ihrer Eckknoten
und ggf. angrenzenden Kreuzung z ∈ I(ΓG) bestimmt. Eine Fläche ist unbeschränkt: die
Außenfläche ϕ(ΓG) (kurz: ϕΓ). Die Flächenmenge der 1-planaren Zeichnung ΓG wird mit
F(ΓG) (kurz: FΓ oder FG) bezeichnet.

2.1.30 Definition (1-planare Einbettung). Das Tupel (ΠΓ, ϕΓ) heißt 1-planare Ein-
bettung zu Γ, wenn Γ eine 1-planaren Zeichnung und ΠΓ deren Einbettung ist.

2.1.31 Definition (1-planarer Graph). Ein Graph heißt 1-planar, wenn für ihn eine
1-planare Zeichnung existiert.

In Abbildung 2.7 sind zwei 1-planare Graphen zu sehen.

2.1.32 Satz (Korzhik und Mohar 2013 [21]). Einen Graphen auf 1-Planarität zu
testen ist NP-schwer.

a b

y

cd

x

e1

e2

(a) Ein 1-fast-planarer Graph.

a b

cd

e

f

(b) Ein 2-fast-planarer Graph.

Abbildung 2.7: Zwei 1-planare Graphen.
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2.1.5 k-fast-planare Graphen

Als Unterklasse der 1-planaren Graphen werden in diesem Abschnitt die k-fast-planaren
Graphen definiert. Ein Graph heißt k-fast-planar, wenn er in die Ebene eingebettet werden
kann, sodass er höchstens k einfache Kreuzungen enthält. D.h. es gibt höchstens k (innere)
Schnittpunkte von jeweils zwei Polygonzügen verschiedener Kanten und jeder Polygonzug
schneidet höchstens einen anderen Polygonzug.

2.1.33 Definition (k-fast-planare Zeichnung). Die Zeichnung ΓG eines Graphen G

heißt k-fast-planar, wenn sie 1-planar ist und σ(ΓG) ≤ k gilt. Die Menge der sich
kreuzenden Kanten in ΓG wird mit I(ΓG) = {{e, e′} | e, e′ ∈ EG ∧ P̊e ∩ P̊e′ 6= ∅}
bezeichnet.

Die Flächen fi einer k-fast-planaren Zeichnung ΓG sind die einzelnen Gebiete, in die die
Kanten von G die Ebene unterteilen. Jede Fläche ist eindeutig durch die Reihenfolge
ihrer Eckknoten und ggf. angrenzenden Kreuzungen zi ∈ I(ΓG) bestimmt. Eine Fläche ist
unbeschränkt: die Außenfläche ϕ(ΓG). Die Flächenmenge der k-fast-planaren Zeichnung ΓG
wird mit F(ΓG) bezeichnet. Abkürzend wird die Außenfläche mit ϕΓ und die Flächenmenge
mit FΓ oder FG bezeichnet.

2.1.34 Definition (k-fast-planare Einbettung). Das Tupel (ΠΓ, ϕΓ) heißt k-fast-
planare Einbettung zu Γ, wenn Γ eine k-fast-planaren Zeichnung und ΠΓ deren Einbettung
ist.

2.1.35 Definition (k-fast-planarer Graph). Ein Graph heißt k-fast-planar, wenn für
ihn eine k-fast-planare Zeichnung existiert.

In Abbildung 2.7 sind ein 1-fast-planarer und ein 2-fast-planarer Graph zu sehen.

2.1.36 Definition (echt k-fast-planarer Graph). Ein Graph G heißt echt k-fast-
planar, wenn für alle seine 1-planaren Zeichnungen ΓG gilt: σ(ΓG) ≥ k.

Aus den Definitionen 2.1.33 und 2.1.36 folgt eine weitere Charakterisierung eines echt
k-fast-planaren Graphen.

2.1.37 Korollar. Ein Graph ist echt k-fast-planar, wenn er k-fast-planar und nicht (k−1)-
fast-planar ist.

Die k-fast-planare Zeichnung zu einem echt k-fast-planaren Graphen ist kreuzungsminimal.
An die Notation der planaren Zeichnungen und Einbettungen angelehnt, werden k-fast-
planare Zeichnungen mit Γk und k-fast-planare (kombinatorische) Einbettungen mit Πk

bezeichnet.
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2.2 Max-Cut-Problem

Zunächst werden einige Grundbegriffe definiert, die für das Max-Cut-Problem benötigt
werden. Diese Definitionen orientieren sich an den Definitionen in [26].

2.2.1 Definition (Schnitt). Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V,E). Eine
Kantenmenge F ⊆ E heißt Schnitt (engl. cut) in G, wenn eine Knotenmenge V1 ⊆ V

existiert, so dass gilt:

F = δ(V1) = {uv ∈ E | u ∈ V1, v ∈ V 1 = V \V1}

Der Schnitt F enthält somit alle Kanten in G zwischen V1 und V 1. Die Knotenmenge, die
den Schnitt F definiert, wird mit V1(F ) bezeichnet.

2.2.2 Definition (Wert eines Schnitts). Für einen Schnitt F ⊆ EG in einem gewich-
teten Graphen G = (V,E, c) bezeichnet

χ(F ) =
∑
e∈F

ce

den Wert des Schnitts F . Für einen ungerichteten Graphen G gilt: χ(F ) = |F |.

Der Wert des Schnitts F in einem gewichteten Graphen ist somit die Summe der Kantenge-
wichte aller Kanten in F . Da jede Kante in einem ungewichteten Graphen G das Gewicht
1 hat, entspricht der Wert eines Schnitts in G der Anzahl der Kanten im Schnitt.

2.2.3 Definition (größerer Schnitt). Gegeben sei ein ungerichteter Graph G und zwei
Schnitte F1, F2 ⊆ EG in G. Der Schnitt F1 heißt größer als F2, wenn χ(F1) > χ(F2) gilt.
F2 heißt kleiner als F1.

Das Max-Cut-Problem kann als Entscheidungsproblem oder als Optimierungsproblem
definiert werden. Im Max-Cut-Entscheidungsproblem (2.2.4) wird nur gefragt, ob es einen
Schnitt im gegebenen Graphen gibt, dessen Wert größer oder gleich einer vorgegebenen
natürlichen Zahl s ist. Das Max-Cut-Optimierungsproblem (2.2.5) berechnet hingegen
einen konkreten Schnitt im gegebenen Graphen, dessen Wert maximal ist. Man kann das
Max-Cut-Problem für gewichtete und ungewichtete Graphen betrachten.

2.2.4 Problem (Max-Cut).
Gegeben: Ungerichteter Graph G, s ∈ N.
Gesucht: Gibt es einen Schnitt F in G mit χ(F ) ≥ s?

2.2.5 Problem (Max-Cut-O).
Gegeben: Ungerichteter Graph G.
Gesucht: argmax

F⊆EG
χ(F ), wobei F ein Schnitt in G ist.
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Das Max-Cut-Problem lässt sich analog für planare, 1-planare und k-fast-planare Graphen
definieren. Im folgenden sind die Max-Cut-Optimierungsprobleme für die drei Graphklas-
sen gegeben. Die Max-Cut-Entscheidungsprobleme lassen sich daraus herleiten, indem
der maximale Schnitt mit Max-Cut-O bestimmt wird und im Anschluss überprüft wird,
ob dessen Wert größer oder gleich s ist.

2.2.6 Problem (Max-Cut-O für planare Graphen).
Gegeben: Ungerichteter planarer Graph G.
Gesucht: argmax

F⊆EG
χ(F ), wobei F ein Schnitt in G ist.

2.2.7 Problem (Max-Cut-O für 1-planare Graphen).
Gegeben: Ungerichteter 1-planarer Graph G.
Gesucht: argmax

F⊆EG
χ(F ), wobei F ein Schnitt in G ist.

2.2.8 Problem (Max-Cut-O für k-fast-planare Graphen).
Gegeben: Ungerichteter k-fast-planarer Graph G, k ∈ N.
Gesucht: argmax

F⊆EG
χ(F ), wobei F ein Schnitt in G ist.

2.3 Max-Cut-Algorithmus für planare Graphen

Karp zeigte 1972, dass das Max-Cut-Problem für allgemeine ungewichtete Graphen
NP-schwierig ist [19]. Für gewisse Teilklassen der Graphen gibt es jedoch Polynomialzeital-
gorithmen. Ein bekanntes Beispiel ist die Klasse der planaren Graphen [15].

Planare Graphen

In den 1970er Jahren entwickelten Orlova und Dorfman (1972) und Hadlock (1975) unab-
hängig voneinander einen Max-Cut-Algorithmus für planare Graphen mit nicht-negativen
Gewichten [15,27]. Beide Ansätze nutzen die Dualität des Max-Cut-Problems in planaren
Graphen zum Max-Eulerkreis-Problem. Denn ein (maximaler) Schnitt im planaren
Graph entspricht einem (maximalen) Eulerkreis in dessen dualem Graphen [15]. Das
Max-Eulerkreis-Problem kann auf das Chinese-Postman-Problem übertragen werden.
Letzteres wurde von Edmonds und Johnson 1973 auf das Min-T-Join-Problem reduziert,
welches durch eine Kombination des Kürzeste-Wege- und Min-Matching-Problems
gelöst werden kann [8]. Da die Berechnung des Matchings die Laufzeit dominiert, beträgt
die Laufzeit des Max-Cut-Algorithmus von Hadlock O(n3). Der Max-Cut-Algorithmus
für ungewichtete planare Graphen von Hadlock ist in Algorithmus 2.1 zu sehen [15].
Mutzel stellte 1990 einen Polynomialzeitalgorithmus für das Max-Cut-Problem für pla-
nare Graphen mit beliebigen Gewichten vor [25]. Um die negativen Kantengewichte zu
berücksichtigen, löst sie das Min-T-Join-Problem mit den Beträgen der Kantengewichte.
Die Laufzeit ihres Algorithmus beträgt O(n3). Ihr angepasster Max-Cut-Algorithmus für
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planare Graphen ist in Algorithmus 2.2 abgebildet [25,26]. Im selben Jahr stellten Shih,
Wu und Kuo ebenfalls einen Max-Cut-Algorithmus für planare Graphen mit beliebigen
Gewichten vor [30]. Die Laufzeit ihres Algorithmus beträgt O(n3/2 logn). Dies ist die bisher
beste obere Schranke für die Laufzeit eines Max-Cut-Algorithmus für planare Graphen.
Des Weiteren existieren Polynomialzeitalgorithmen für das Max-Cut-Problem auf schwach
bipartiten Graphen [14], auf Graphen mit positiven Gewichten, die nicht zum K5 kontra-
hiert werden können [2], auf Graphen, die keine langen ungeraden Kreise enthalten [13], und
auf Graphen, die kreuzungsfrei auf einem Torus eingebettet werden können [12]. Die ersten
beiden Graphklassen sind jeweils Oberklassen der planaren Graphen [14]. Liers und Pardella
stellten 2009 einen neuen Ansatz für einen Max-Cut-Algorithmus für planare Graphen
vor. Dieser hat ebenfalls eine Laufzeit von O(n3/2 logn), soll jedoch in der Praxis schneller
laufen als der bis dahin schnellste Max-Cut-Algorithmus für planare Graphen [23].
Für die Notation im Pseudocode der Algorithmen von Hadlock und Mutzel wird der Begriff
der symmetrischen Differenz eingeführt.

2.3.1 Definition (symmetrische Differenz 4). Für eine Menge von Teilmengen
{T1, . . . , Tl} ⊆ P(M) einer Menge M ist die symmetrische Differenz der Mengen Ti ⊆M
mit i ∈ I = {1, . . . , l} wie folgt definiert:

4i∈ITi =
⋃
i∈I

Ti \
⋂
i∈I

Ti

2.3.2 Satz (Optimalität und Korrektheit [25, 26]). Algorithmus 2.2 berechnet einen
maximalen Schnitt für einen gewichteten planaren Graphen G.

2.3.3 Satz (Laufzeit [25, 26]). Die Laufzeit des Algorithmus 2.2 beträgt O(n3) bei Ein-
gabe eines planaren Graphen G mit n Knoten.
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MaxCut0(G,Γ0
G)

Eingabe: ungerichteter planarer Graph G mit Zeichnung Γ0
G

Ausgabe: maximaler Schnitt F ⊆ EG
1: D ← dualer Graph zu Γ0

G

2: T ← {v ∈ VD | v hat ungeraden Grad}
3: for each vw ∈ T 2 do
4: Φvw ← kürzester vw-Weg in D
5: cvw ← |Φvw|
6: end for
7: H ← (T, T 2, c) // berechne vollständigen Graphen
8: M ← minimales perfektes Matching in H
9: J ←4vw∈M Φvw

10: FD ← ED \ J // berechne Eulermenge
11: F ← zu FD dualen Kanten aus EG

Algorithmus 2.1: Max-Cut-Algorithmus für planare Graphen [15,26]

GewMaxCut0(G,Γ0
G)

Eingabe: ungerichteter gewichteter planarer Graph G = (VG, EG, c) mit c : EG → Q und
Zeichnung Γ0

G

Ausgabe: maximaler Schnitt F ⊆ EG
1: D = (VD, ED, w)← dualer gewichteter Graph zu Γ0

G

2: E+
D ← {e ∈ ED | we ≥ 0}

3: E−D ← {e ∈ ED | we < 0}
4: T ← {v ∈ VD | v hat ungeraden Grad in (VD, E+

D)}
5: for each vw ∈ T 2 do
6: Φvw ← kürzester vw-Weg in D bezüglich |w|
7: tvw ←

∑
e∈Φvw |we|

8: end for
9: H ← (T, T 2, t) // berechne vollständigen Graphen

10: M ← minimales perfektes Matching in H
11: J ←4vw∈M Φvw

12: FD ← (E+
D \ J) ∪ (E−D ∩ J) // berechne Eulermenge

13: F ← zu FD dualen Kanten aus EG

Algorithmus 2.2: Max-Cut-Algorithmus für gewichtete planare Graphen [25,26]
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2.4 Zeichenalgorithmen

Fárys Theorem besagt, dass für jeden planaren Graphen eine planare Zeichnung mit
ausschließlich geraden Kanten existiert [9,11]. Fraysseix, Pach und Pollack stellten 1988 ein
Verfahren vor, welches eine solche Zeichnung für planare Graphen mit n Knoten mit O(n)
Speicherplatz in O(n logn) Zeit berechnet [11]. Somit kann aus einem gegebenen planaren
Graphen eine planare Zeichnung des Graphen in polynomieller Zeit berechnet werden.
Einen Graphen auf 1-Planarität zu testen ist nach Korzhik und Mohar (2013) NP-schwer
[21]. Daher muss zum Zeichnen eines 1-planaren Graphen in polynomieller Zeit eine 1-
planare Einbettung des Graphen gegeben sein [17, 20]. Für 1-planare Graphen ist die
Berechnung einer Zeichnung mit ausschließlich geraden Kanten bisher nur für Teilklassen
gelöst. Hong et.al. [17] stellten 2012 einen Polynomialzeitalgorithmus vor, der eine 1-
planare Zeichnung mit ausschließlich geraden Kanten für eine Teilklasse der 1-planaren
Graphen berechnet. Diese Teilklasse schließt alle Einbettungen aus, deren Zeichnung einen
Bulgari- oder einen Gucci-Graph nach Hong et.al. enthalten. Bekos et.al. [5] stellten 2017
einen Linearzeitalgorithmus vor, der für jede 1-planare Zeichnung bzw. dessen 1-planare
Einbettung eine 1-planare Zeichnung mit folgenden Eigenschaften erzeugt: Alle Kanten der
Zeichnung bestehen aus höchstens zwei geraden Teilstecken und Kanten schneiden sich
ausschließlich im rechten Winkel. Somit kann aus einer gegebenen 1-planaren Einbettung
eines Graphen eine 1-planare Zeichnung in polynomieller Zeit berechnet werden.
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2.5 Parametrisierbarkeit

Die hohe Komplexität legt nahe das Max-Cut-Problem unter dem Aspekt der Parametri-
sierbarkeit zu betrachten. Ein Algorithmus heißt parametrisierbar mit Parameter k, wenn
seine Laufzeit in eine berechenbaren Funktion, die vom Parameter k abhängt, und in ein
Polynom, das von der Größe der Eingabe abhängt, zerlegt werden kann. Dabei muss der
Parameter k in polynomieller Zeit aus der Eingabe berechnet werden können. Die folgenden
Definitionen orientieren sich an Flum [10].

2.5.1 Definition (FPT-Algorithmus). Ein Algorithmus A mit Eingabe X heißt para-
metrisierbar mit Parameter k (engl. fixed parameter tractable, kurz: FPT), wenn es einen
in polynomieller Zeit aus X berechenbaren Parameter k gibt, sodass bei Eingabe X der
Algorithmus A eine Laufzeit von O(f(k) · p(|X|)) hat, wobei f eine berechenbare
Funktion und p ein Polynom ist.

Des Weiteren sind Probleme, die sich durch einen parametrisierbaren Algorithmus lösen
lassen, ebenfalls parametrisierbar.

2.5.2 Definition (FPT-Problem). Ein Entscheidungsproblem heißt parametrisierbar
mit Parameter k (engl. fixed parameter tractable, kurz: FPT), wenn es einen FPT-
Algorithmus mit Parameter k gibt, der es löst.

Die Klasse aller parametrisierbaren Entscheidungsprobleme heißt FPT.
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Kapitel 3

Eigenschaften

In diesem Kapitel werden die Eigenschaften der planaren, 1-fast-planaren und k-fast-
planaren Graphen untersucht. Es gilt folgender hierarchischer Zusammenhang zwischen
den in Kapitel 2 definierten Graphklassen:

planar ⊆ 1-fast-planar ⊆ k-fast-planar ⊆ 1-planar

Im Anschluss werden in Abschnitt 3.4 die Eigenschaften von Schnitten in k-fast-planaren
Graphen untersucht.

3.1 Planare Graphen

Folgende Eigenschaften der planaren Graphen wurden aus „Graphentheorie“ von R. Diestel
[7] übernommen.

3.1.1 Satz (Whitney 1932 [7]). Die planare Einbettung eines 3-zusammenhängenden
planaren Graphen ist (bis auf Symmetrie) eindeutig.

3.1.2 Satz (Eulersche Polyederformel für die Ebene [7]). Für jede planare Zeich-
nung eines zusammmenhängenden, planaren Graphen G mit n ≥ 1 Knoten, m Kanten und
l Flächen gilt: n−m+ l = 2

3.1.3 Lemma (zur Eulersche Polyederformel für die Ebene [7]). Jeder planare
Graph mit n ≥ 3 Knoten hat höchstens 3n− 6 Kanten.

3.1.4 Satz (Kuratowski 1930, Wagner 1937 [7, 22,32,33]). Ein Graph G ist genau
dann planar, wenn G weder K5 noch K3,3 als topologischen Minor enthält.

In Abbildung 3.1 sind die nicht-planaren Graphen K5 und K3,3 abgebildet.

21
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a

b

c d

e

(a) K5

a b c

def

(b) K3,3

Abbildung 3.1: Die Clique K5 und der vollständige bipartite Graph K3,3 sind nicht planar.

3.2 1-fast-planare Graphen

Da in diesem Abschnitt ausschließlich 1-fast-planare Graphen betrachtet werden, wird –
insbesondere für die Beweise – Folgendes als Konvention festgelegt:

Sei G ein echt 1-fast-planarer Graph mit 1-fast-planarer Zeichnung Γ und
Kantenkreuzungsmenge I(Γ) = {{e1, e2}}. Die sich kreuzenden Kanten seien
e1 = ac und e2 = bd.

Zur vereinfachten Darstellung sei die in G enthaltene Kreuzung o.B.d.A. von der Form wie
in Abbildung 3.2a zu sehen. Die Kanten zwischen den Eckknoten der Kreuzung – außer e1

und e2 – dürfen ggf. überlappende Kantenzüge sein (s.Abb. 3.2b). Warum diese Annahme
getroffen werden kann, wird in Satz 3.2.17 und Korollar 3.2.18 gezeigt. Bevor diese jedoch
in Abschnitt 3.2.4 bewiesen werden können, werden zunächst die Eigenschaften des K5 und
des K3,3 in Abschnitt 3.2.2 und 3.2.3 betrachtet. Davor wird in Abschnitt 3.2.1 untersucht
wie die Kreuzung aus einem 1-fast-planaren Graphen entfernt werden kann.

3.2.1 Entfernen einer Kreuzung

In diesem Abschnitt werden sechs Möglichkeiten zum Entfernen der Kreuzung aus einem 1-
fast-planaren Graphen vorgestellt. Dabei kann die Kreuzung entweder durch das Entfernen
einer Kreuzungskante (vgl.Abb. 3.2c) oder durch die Kontraktion von zwei nebeneinander-
liegenden Eckknoten (vgl.Abb. 3.2d) planarisiert werden. Dies wird in den folgenden
Lemmata bewiesen.

3.2.1 Lemma. Die Graphen G− e1 und G− e2 sind planar, wenn G ein 1-fast-planarer
Graph mit 1-fast-planarer Zeichnung Γ und I(Γ) = {{e1, e2}} ist.

Beweis. In den Zeichnungen Γ−e1 und Γ−e2 wurde jeweils eine der beiden sich kreuzenden
Kanten gelöscht. Daher wurde die einzige Kreuzung in Γ eliminiert und die resultierenden
Zeichnungen sind planar. Nach Definition 2.1.26 sind die Graphen G − e1 und G − e2

demnach planar. �
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3.2.2 Lemma. Die Graphen G/ab, G/ad, G/bc und G/cd sind planar, wenn G ein 1-
fast-planarer Graph mit 1-fast-planarer Zeichnung Γ und I(Γ) = {{ac, bd}} ist.

Beweis. In den Graphen G/ab, G/ad, G/bc und G/cd wurden jeweils zwei nebeneinander-
liegende Eckknoten der einzigen in G enthaltenen Kreuzung verschmolzen. Die zwei zu
verschmelzenden Knoten waren jeweils Endknoten einer der beiden sich kreuzenden Kanten
e1 = ac bzw. e2 = bd. Daher ist der neue verschmolzene Knoten Endknoten beider Kanten
e1 und e2. Da die zwei Kanten nun einen gemeinsamen Endknoten haben, können sie so
gezeichnet werden, dass sie sich nicht mehr kreuzen. Somit wurde die einzige Kreuzung in
G entfernt und die resultierenden Graphen sind planar. �

Die folgende Aussage folgt direkt aus der Definition einer Kantenlöschung (2.1.15). Sie gilt
insbesondere für e ∈ {e1, e2}.

3.2.3 Korollar. Die Summe aller Kantengewichte in einem 1-fast-planaren Graphen G
ist um cG(e) größer als die Summe aller Kantengewichte in G− e mit e ∈ EG.

3.2.4 Lemma. Die Summe aller Kantengewichte in einem 1-fast-planaren Graphen G ist
um höchstens cG(xy) größer als die Summe aller Kantengewichte des planaren Graphen
G/xy mit xy ∈ {ab, ad, bc, cd}.

Beweis. G/ab, G/ad, G/bc und G/cd entstehen aus G, indem zwei nebeneinanderliegende
Eckknoten verschmolzen werden. Alle so entstandenen Doppelkanten werden zu einer
Kante verschmolzen (Def. 2.1.13) und die Gewichte werden addiert. Somit ändert sich die

a b

cd

......

e1

e2

(a) Vereinfachte Darstellung einer ein-
fachen Kreuzung in G.

a b

cd

...... e1

e2

(b) Eine einfache Kreuzung in G.

a b

cd

......
e2

(c) G− e1

a b

vcd

...... e1 ∪ ad e2 ∪ bc

(d) G/cd

Abbildung 3.2: Zwei einfache Kreuzungen in G und zwei Möglichkeiten diese zu entfernen (blaue,
gepunktete Kanten sind zusammengelegte Kanten).
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Summe der Kantengewichte nur, wenn es in G eine direkte Kante zwischen den beiden
verschmolzenen Knoten gibt (xy ∈ EG). Diese verschwindet nach der Knotenkontraktion
ersatzlos. Daher reduziert sich der Summe der Kantengewichte um höchstens cxy. Falls xy
nicht in EG liegt, gilt: cxy = 0. �

3.2.2 Eigenschaften des K5

In diesem Abschnitt werden die Eigenschaften des K5 genauer betrachtet.

3.2.5 Lemma. Der Graph K5 ist echt 1-fast-planar.

Beweis. Gegeben sei der Graph K5 = (V,E) mit V = {a, b, c, d, e} und E = {ab, ac, ad, ae,
bc, bd, be, cd, ce, de} aus Abbildung 3.3a. Wähle folgende Zeichnung des K5 (s.Abb. 3.3b):

ΓK5 : a 7→ (2, 4), b 7→ (1, 2), c 7→ (0, 0), d 7→ (4, 0), e 7→ (3, 2),

ab 7→ ((2, 4), (1, 2)), ac 7→ ((2, 4), (0, 4), (0, 0)),

ad 7→ ((2, 4), (4, 4), (4, 0)), ae 7→ ((2, 4), (3, 2)),

bc 7→ ((1, 2), (0, 0)), bd 7→ ((1, 2), (4, 0)), be 7→ ((1, 2), (3, 2)),

cd 7→ ((0, 0), (4, 0)), ce 7→ ((0, 0), (3, 2)), de 7→ ((4, 0), (3, 2))

Da sich nur die Kanten-Polygonzüge Pce = ((0, 0), (3, 2)) und Pbd = ((1, 2), (4, 0)) im Punkt
(2, 4

3) schneiden (vgl. Abb. 3.3b), ist ΓK5 eine 1-fast-planare Zeichnung und K5 ist demnach
1-fast-planar. Laut Satz 3.1.4 ist K5 nicht planar, also ist K5 nach Korollar 2.1.37 echt
1-fast-planar. �

Aus Lemma 3.2.5 und Definition 2.1.21 ergibt sich folgendes Korollar.

3.2.6 Korollar. Jede Unterteilung des K5 ist echt 1-fast-planar.

3.2.7 Lemma. Die kombinatorische 1-fast-planare Einbettung ΠK5 des K5 ist (bis auf
Symmetrie) eindeutig.

ΠK5 : a 7→ (b, e, d, c), b 7→ (a, c, d, e), c 7→ (a, d, e, b), d 7→ (a, e, b, c), e 7→ (a, b, c, d)

Beweis. Da der K5 ein vollständiger Graph mit fünf Knoten ist, können vier beliebige
Knoten ausgewählt werden, um eine Kreuzung in einer Zeichnung des K5 zu erzeugen.
Diese vier Knoten bilden einen vollständigen Graphen mit vier Knoten. Die Kanten werden
so angeordnet, dass genau eine Kreuzung entsteht (vgl. b, c, d, e in Abb. 3.3). Da diese vier
Knoten alle an die aktuelle Außenfläche angrenzen, können sie alle durch eine Kante mit
dem fünften Knoten (a) verbunden werden ohne eine weitere Kantenkreuzung zu erzeugen.
Da die Knoten zum Erzeugen dieser 1-fast-planaren Zeichnung beliebig gewählt wurden,
ist dies – bis auf Symmetrie und konkrete Koordinatenwahl – die einzige Möglichkeit den
K5 einzubetten. �
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Aus Definition 2.1.22 und Abbildung 3.3b ergibt sich folgendes Korollar.

3.2.8 Korollar. Der K4 ist ein topologischer Minor des K5.

3.2.9 Lemma. In einer 1-fast-planaren Zeichnung des K5 können höchstens zwei Eckkno-
ten der Kreuzung an dieselbe Fläche angrenzen. Diese Eckknoten müssen nebeneinander-
liegend sein.

Beweis. Zwei gegenüberliegende Eckknoten (z.B. b, d in Abb. 3.3b) in einer Zeichnung
des K5 können nicht an dieselbe Fläche angrenzen, da sie auf den inneren Flächen durch
die andere Kreuzungskante (ce) und auf den äußeren Flächen durch die Kanten (ac, ae)
zwischen den anderen beiden Eckknoten (c, e) und dem fünften Knoten (a) getrennt werden.
Insbesondere können auch keine drei Eckknoten der Kreuzung an eine Fläche angrenzen,
da drei Eckknoten immer zwei gegenüberliegende Eckknoten beinhalten. Daher bleibt
nur noch die Möglichkeit, dass zwei nebeneinanderliegende Eckknoten an dieselbe Fläche
angrenzen. Dies ist in Abbildung 3.3b zu sehen. �

Aus Lemma 3.2.9 und Definition 2.1.21 ergibt sich folgendes Lemma.

3.2.10 Lemma. In einer 1-fast-planaren Zeichnung einer Unterteilung des K5 können
höchstens zwei Eckknoten der Kreuzung an dieselbe Fläche angrenzen. Diese Eckknoten
müssen nebeneinanderliegend sein.

Beweis. Sei U eine Unterteilung des K5. Da jede Kante im K5 einem Weg in U entspricht,
gibt es zu jeder 1-fast-planaren Zeichnung von U eine 1-fast-planare Zeichnung des K5 mit
identischen Flächen, wobei die Begrenzung einer Fläche in ΓU gegebenenfalls mehr Knoten
enthält als die Begrenzung der selben Fläche in ΓK5 . Daher folgt die Aussage analog zum
Beweis von Lemma 3.2.9 und mit Lemma 3.3.7. �

a

b

c d

e

(a) 1-fast-planarer Graph K5

a

b

c d

e

(b) 1-fast-planare Zeichnung ΓK5

Abbildung 3.3: Der 1-fast-planare Graph K5 und seine Zeichnung ΓK5 mit ΓK5 : a 7→ (2, 4),
b 7→ (1, 2), c 7→ (0, 0), d 7→ (4, 0), e 7→ (3, 2).
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3.2.3 Eigenschaften des K3,3

In diesem Abschnitt werden die Eigenschaften des K3,3 genauer betrachtet.

3.2.11 Lemma. Der Graph K3,3 ist echt 1-fast-planar.

Beweis. Gegeben sei der Graph K3,3 = (V,E) mit V = {a, b, c, d, e, f} und E = {ad, ae, af,
bd, be, bf, cd, ce, cf} aus Abbildung 3.4a. Wähle folgende Zeichnung des K3,3 (s.Abb. 3.4b):

ΓK3,3 : a 7→ (1, 2), b 7→ (3, 6), c 7→ (5, 2), d 7→ (5, 4), e 7→ (3, 0), f 7→ (1, 4),

ad 7→ ((1, 2), (5, 4)), ae 7→ ((1, 2), (3, 0)), af 7→ ((1, 2), (1, 4)),

bd 7→ ((3, 6), (5, 4)), be 7→ ((3, 6), (6, 6), (6, 0), (3, 0)), bf 7→ ((3, 6), (1, 4)),

cd 7→ ((5, 2), (5, 4)), ce 7→ ((5, 2), (3, 0)), cf 7→ ((5, 2), (1, 4)),

Da sich nur die Kanten-Polygonzüge Pad = ((1, 2), (5, 4)) und Pcf = ((5, 2), (1, 4)) im
Punkt (3, 3) schneiden (vgl. Abb. 3.4b), ist ΓK3,3 eine 1-fast-planare Zeichnung und K3,3

ist demnach 1-fast-planar. Laut Satz 3.1.4 ist K3,3 nicht planar, also ist K3,3 nach Korollar
2.1.37 echt 1-fast-planar. �

Aus Lemma 3.2.11 und Definition 2.1.21 ergibt sich folgendes Korollar.

3.2.12 Korollar. Jede Unterteilung des K3,3 ist echt 1-fast-planar.

3.2.13 Lemma. Die kombinatorische 1-fast-planare Einbettung ΠK3,3 des K3,3 ist (bis
auf Symmetrie) eindeutig.

ΠK3,3 : a 7→ (d, f, e), b 7→ (d, e, f), c 7→ (d, f, e), d 7→ (a, c, b), e 7→ (a, b, c),

f 7→ (a, c, b)

Beweis. Um genau eine Kreuzung in einer Zeichnung des K3,3 zu erzeugen, müssen jeweils
zwei der vier Eckknoten aus einer der beiden Knotenmengen (V1 und V2) des bipartiten

a b c

def

(a) 1-fast-planarer Graph K3,3

a c

df

e

b

(b) 1-fast-planare Zeichnung ΓK3,3

Abbildung 3.4: Der 1-fast-planare Graph K3,3 und seine Zeichnung ΓK3,3 mit ΓK3,3 : a 7→ (1, 2),
b 7→ (3, 6), c 7→ (5, 2), d 7→ (5, 4), e 7→ (3, 0), f 7→ (1, 4).
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Graphen K3,3 gewählt werden (z.B. a, c ∈ V1 und f, d ∈ V2 in Abb. 3.4). Die vier Knoten
bilden den bipartiten Graphen K2,2 mit einer Kreuzung. Die verbleibenden zwei Knoten
und ihre ausgehenden Kanten müssen so angeordnet werden, dass keine weitere Kreuzung
entsteht. Der dritte Knoten aus den beiden Knotenmengen (b ∈ V1 bzw. e ∈ V2) muss
demnach zwischen den beiden Knoten aus der jeweils anderen Knotenmenge (f, d ∈ V2

bzw. a, c ∈ V1) angeordnet werden. Die Kante zwischen diesen beiden dritten Knoten (be)
kann außen herum gelegt werden, da die beiden Knoten beide die Außenfläche berühren.
Da die Knoten zum Erzeugen dieser 1-fast-planaren Zeichnung beliebig gewählt wurden,
ist dies – bis auf Symmetrie und konkrete Koordinatenwahl – die einzige Möglichkeit den
K3,3 einzubetten. �

Aus Definition 2.1.22 und Abbildung 3.4b ergibt sich folgendes Korollar.

3.2.14 Korollar. Der K4 ist ein topologischer Minor des K3,3.

3.2.15 Lemma. In einer 1-fast-planaren Zeichnung des K3,3 können höchstens zwei Eck-
knoten der Kreuzung an die selbe Fläche grenzen. Diese Eckknoten müssen nebeneinander-
liegend sein.

Beweis. Seien V1 und V2 die beiden Knotenmengen des bipartiten Graphen K3,3. Da die
Kanten im K3,3 nur zwischen diesen beiden Knotenmengen verlaufen und zwei gegenüber-
liegende Eckknoten der Kreuzung in einer Zeichnung des K3,3 durch eine Kante verbunden
sind, gilt: Einer der beiden Eckknoten liegt in V1 und der andere liegt in V2. Also sind
jeweils zwei der vier Eckknoten aus einer der beiden Knotenmengen. Im Folgenden wird
gezeigt, dass zwei gegenüberliegende Eckknoten nicht an die selbe Fläche angrenzen können.
Dazu werden zwei gegenüberliegende Eckknoten der Kreuzung in einer Zeichnung des
K3,3 betrachtet. Zur Veranschaulichung werden die Überlegungen auf die 1-fast-planare
Zeichnung des K3,3 in Abbildung 3.4b übertragen. Seien a und d die betrachteten Knoten
aus Abbildung 3.4b. Auf den inneren Flächen werden die beiden betrachteten Eckknoten
durch die andere Kreuzungskante getrennt. Diese entspricht der Kante cf in Abbildung
3.4b. Auf den äußeren Flächen trennen sie die Kante zwischen den beiden Knoten des
K3,3, die keine Eckknoten der Kreuzung sind, – be in Abbildung 3.4b – und die vier
Kanten zwischen jeweils einem dieser beiden Nichteckknoten und den zwei Eckknoten,
die jeweils in der anderen Knotenmenge des K3,3 liegen – bd, bf und ec, ea in Abbildung
3.4b. Daher können zwei gegenüberliegende Eckknoten nicht an die selbe Fläche angrenzen.
Insbesondere können auch keine drei Eckknoten der Kreuzung an eine Fläche angrenzen,
da drei Eckknoten immer zwei gegenüberliegende Eckknoten beinhalten. Es bleibt nur noch
die Möglichkeit, dass zwei nebeneinanderliegende Eckknoten an die selbe Fläche angrenzen.
Dies ist in Abbildung 3.4b zu sehen. �

Aus Lemma 3.2.15 und Definition 2.1.21 ergibt sich folgendes Lemma.
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3.2.16 Lemma. In einer 1-fast-planaren Zeichnung einer Unterteilung des K3,3 können
höchstens zwei Eckknoten der Kreuzung an die selbe Fläche angrenzen. Diese Eckknoten
müssen nebeneinanderliegend sein.

Beweis. Sei U eine Unterteilung desK3,3. Da jede Kante imK3,3 einemWeg in U entspricht,
gibt es zu jeder 1-fast-planaren Zeichnung von U eine 1-fast-planare Zeichnung des K3,3

mit identischen Flächen, wobei die Begrenzung einer Fläche in ΓU gegebenenfalls mehr
Knoten enthält als die Begrenzung der selben Fläche in ΓK3,3 . Daher folgt die Aussage
analog zum Beweis von Lemma 3.2.15 und mit Lemma 3.3.7. �

3.2.4 Anwendung vom Satz von Kuratowski und Wagner

Mit dem Satz von Kuratowski und Wagner (3.1.4) und den Eigenschaften des K5 und des
K3,3 kann nun folgende Aussage über 1-fast-planare Graphen bewiesen werden.

3.2.17 Satz. Jeder echt 1-fast-planare Graph G enthält den K5 oder den K3,3 als topo-
logischen Minor.

Beweis. Sei G ein beliebiger echt 1-fast-planarer Graph. Da jede Zeichnung von G min-
destens eine Kreuzung enthält, ist G nicht planar. Laut dem Satz von Kuratowski und
Wagner (3.1.4) ist ein Graph genau dann nicht planar, wenn er den K5 oder den K3,3 als
topologischen Minor enthält. Demnach enthält G den K5 oder den K3,3 als topologischen
Minor. �

Folgendes Korollar kann leicht aus Satz 3.2.17 gefolgert werden, da K4 ein topologischer
Minor des K5 und des K3,3 ist (Korollare 3.2.8 und 3.2.14).

3.2.18 Korollar. Jeder echt 1-fast-planare Graph G enthält den K4 als topologischen
Minor.
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3.3 k-fast-planare Graphen

Da in diesem Abschnitt ausschließlich k-fast-planare Graphen betrachtet werden, wird –
insbesondere für die Beweise – Folgendes als Konvention festgelegt:

Sei G ein echt k-fast-planarer Graph mit k-fast-planarer Zeichnung Γ und Kan-
tenkreuzungsmenge I(Γ) = {z1, . . . , zk}, wobei zi = {ei1, ei2} für i = 1, . . . , k
gilt. Die sich kreuzenden Kanten der Kreuzung zi seien ei1 = aici und ei2 = bidi.
Die vier Eckknoten der Kreuzung zi sind somit ai, bi, ci und di.

Dabei sind die Bezeichnungen für die vier Eckknoten ai, bi, ci und di einer Kreuzung zi
symbolisch (als Zeiger) zu verstehen, d.h. auch wenn ein Knoten v Teil mehrerer Kreuzungen
ist (z.B. v = ai = bj) und in einer anderen Kreuzung zj verschmolzen wird (z.B. zu vbjcj ),
dann wird für die Kreuzung zi der Zeiger des betroffenen Knoten auf den entsprechenden
neuen Knoten aktualisiert (ai = vbjcj ).

3.3.1 Lemma. Jeder k-fast-planare Graph mit m Kanten hat eine k-fast-planare Zeich-
nung Γ mit höchstens m

2 Kreuzungen.

Beweis. Da jede Kante in Γ höchstens eine andere Kante schneidet, kann es höchstens
halb so viele Kreuzungen geben wie Kanten. Wenn jede Kante genau eine andere Kante
schneidet, gilt k = m

2 . �

3.3.2 Korollar. Jeder 1-planare Graph mit m Kanten hat eine 1-planare Zeichnung mit
höchstens m

2 Kreuzungen.

3.3.1 Entfernen einer Kreuzung

Wie im 1-fast-planaren Fall (Abschnitt 3.2.1) kann eine Kreuzung in einem k-fast-planaren
Graphen auf sechs verschiedene Möglichkeiten entfernt werden: Entweder durch das Ent-
fernen einer Kreuzungskante (vgl.Abb. 3.2c) oder durch die Kontraktion von zwei neben-
einanderliegenden Eckknoten (vgl.Abb. 3.2d). Dies wird in den folgenden Lemmata bewie-
sen.

3.3.3 Lemma. Die Graphen G − ei1 und G − ei2 sind echt (k − 1)-fast-planar für i =
1, . . . , k, wenn G ein echt k-fast-planarer Graph mit k-fast-planarer Zeichnung Γ und
I(Γ) = {z1, . . . , zk} mit zi = {ei1, ei2} ist.

Beweis. Da jede Kante in Γ höchstens einmal gekreuzt wird (s.Def. 2.1.33), kann durch
das Entfernen einer Kante höchstens eine Kreuzung entfernt werden. War die entfernte
Kante eine Kreuzungskante, so enthält die entstandene Zeichnung eine Kantenkreuzung
weniger. Also sind Γ− ei1 und Γ− ei2 (k − 1)-fast-planar, da jeweils eine Kreuzungskante
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der Kreuzung zi entfernt wurde. Demnach sind G− ei1 und G− ei2 echt (k− 1)-fast-planar,
da Γ eine Zeichnung von G mit minimaler Kreuzungszahl war und durch das Entfernen
der Kante nur eine Kreuzung eleminiert wurde. �

3.3.4 Lemma. Die Graphen G/aibi, G/aidi, G/bici und G/cidi sind (k − 1)-fast-planar
für i = 1, . . . , k, wenn G ein echt k-fast-planarer Graph mit k-fast-planarer Zeichnung Γ
und I(Γ) = {z1, . . . , zk} mit zi = {aici, bidi} ist. Wenn die verschmolzenen Knoten nur
Eckknoten von einer einzigen Kreuzung in Γ waren, so ist die Knotenkontraktion echt
(k − 1)-fast-planar.

Beweis. In den Graphen G/aibi, G/aidi, G/bici und G/cidi wurden jeweils zwei neben-
einanderliegende Eckknoten einer in G enthaltenen Kreuzung zi verschmolzen. Die zwei zu
verschmelzenden Knoten sind jeweils Endknoten einer der beiden sich kreuzenden Kanten
ei1 = aici und ei2 = bidi. Daher ist der neue verschmolzene Knoten Endknoten beider
Kanten ei1 und ei2. Da die zwei Kanten nun einen gemeinsamen Endknoten haben, können
sie so gezeichnet werden, dass sie sich nicht mehr kreuzen. Somit wurde die Kreuzung zi
entfernt und der resultierende Graph ist (k − 1)-fast-planar. Wenn die verschmolzenen
Knoten nicht Eckknoten einer weiteren Kreuzung in I(Γ) waren, sind die Graphen echt
(k − 1)-fast-planar, da durch das Verschmelzen der Knoten nur eine einzige Kreuzung in G
eliminiert wurde und Γ eine Zeichnung von G mit minimaler Kreuzungszahl war. �
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3.3.2 Eigenschaften einer Kreuzung

In den Abbildungen A.1a und A.1c im Anhang sind die Beweis-Struktur-Graphen der
folgenden beiden Aussagen dargestellt.

3.3.5 Lemma. Jede Kreuzung eines k-fast-planaren Graphen G ist in einem echt 1-fast-
planaren Teilgraphen von G enthalten, der den K5 oder den K3,3 als topologischen Minor
enthält.

Beweis. Seien Gi die Graphen, die nur noch die i-te Kreuzung zi enthalten. Jede Kante in
Γ wird höchstens einmal geschnitten und ist somit höchstens Teil einer Kreuzung. Daher
kann durch die folgende Wahl von Gi die Kreuzung zi nicht entfernt werden:

Gi = G−
⋃
j 6=i

ej1

Zunächst wird per Induktion nach k gezeigt, dass die Graphen Gi echt 1-fast-planar sind.
IA: Für k = 1 enthält G nur eine Kreuzung und G1 = G ist echt 1-fast-planar.
IV: Für jeden echt (k−1)-fast-planaren Graphen G sind die k−1 Teilgraphen G1, . . . , Gk−1

(wie oben beschrieben) echt 1-fast-planar.
IS: Sei G ein echt k-fast-planarer Graph mit I(ΓG) = {z1, . . . , zk}. Nach Lemma 3.3.3
sind die Graphen Hj = G − ej1 für j = 1, . . . , k echt (k − 1)-fast-planar. Nach IV hat
jeder von ihnen k − 1 Teilgraphen Hj

i (i = 1, . . . , k − 1), die jeweils echt 1-fast-planar sind.
Wähle Gi = Hk

i für i = 1, . . . , k − 1 und Gk = H1
k−1. Diese Teilgraphen von G sind somit

ebenfalls echt 1-fast-planar und sie entsprechen den oben beschriebenen Gi.
Laut Satz 3.2.17 enthalten demnach alle Gi den K5 oder den K3,3 als topologischen Minor.
Da der K5 und der K3,3 echt 1-fast-planar sind (Lemmata 3.2.5 und 3.2.11), sind die
Kreuzungskanten der i-ten Kreuzung dieselben Kanten, die sich auch in der Unterteilung
des K5 bzw. des K3,3 kreuzen. �

Folgendes Korollar kann leicht gefolgert werden, da der K4 ein topologischer Minor des K5

und des K3,3 ist (Korollare 3.2.8 und 3.2.14).

3.3.6 Korollar. Jede Kreuzung eines k-fast-planaren Graphen G ist in einem echt 1-fast-
planaren Teilgraphen von G enthalten, der den K4 als topologischen Minor enthält.

Die folgenden Lemmata beziehen sich auf die Definition einer Fläche in einer k-fast-planaren
Zeichnung (Abschnitt 2.1.5) und die Eckknoten eine Kreuzung (Def. 2.1.7).

3.3.7 Lemma. Zwei nebeneinanderliegende Eckknoten einer einfachen Kreuzung in einer
Zeichnung Γ liegen mindestens an einer gemeinsamen Fläche.

Beweis. Da die vier Eckknoten der Kreuzung und der Schnittpunkt der zwei Kreuzungskan-
ten jeweils durch eine Teilkante verbunden sind, grenzen jeweils zwei nebeneinanderliegende
Eckknoten und der Schnittpunkt der zwei Kanten an dieselbe Fläche. �
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Abbildung 3.5: Beispiele zur Veranschaulichung des Beweises von Lemma 3.3.10

In Abbildung A.1b im Anhang ist der Beweis-Struktur-Graph des folgenden Lemmas
dargestellt.

3.3.8 Lemma. In einer k-fast-planaren Zeichnung Γ können höchstens zwei Eckknoten
einer Kreuzung z an dieselbe Fläche angrenzen. Diese Eckknoten müssen nebeneinander-
liegend sein.

Beweis. Sei z ∈ I(Γ) eine beliebige Kreuzung in Γ. Nach Lemma 3.3.5 ist z in einem
Teilgraphen von G enthalten, der den K5 oder den K3,3 als topologischen Minor enthält.
Aus diesem Teilgraphen von G werden nun minimal viele Kanten und Knoten entfernt,
sodass er eine Unterteilung des K5 bzw. des K3,3 wird. Durch das Entfernen von Kanten
(und Knoten) aus Γ können Flächen höchstens zusammengelegt werden, aber nicht getrennt
werden, d.h. die Anzahl an Eckknoten, die an dieselbe Fläche angrenzen, kann nicht kleiner
werden. Nach Lemma 3.3.7 grenzen schon vor dem Entfernen der Kanten und Knoten
jeweils zwei nebeneinanderliegende Eckknoten an eine gemeinsame Fläche. Mit Lemmata
3.2.10 und 3.2.16 folgt die Aussage. �

3.3.9 Lemma. Zu jeder Kreuzung in einer k-fast-planaren Zeichnung gibt es vier angren-
zende Flächen, die jeweils die Kreuzung selbst und zwei nebeneinanderliegende Eckknoten
der Kreuzung beinhalten.

Beweis. Wenn zwei Kanten sich schneiden, wird die Fläche in vier Teilflächen geteilt. Die
Kreuzung kann nur an genau diese vier Teilflächen angrenzen. Da nach Korollar 3.3.6
jeweils zwei nebeneinanderliegende Eckknoten durch einen Weg verbunden sind und nach
Lemma 3.3.7 jeweils zwei nebeneinanderliegende Eckknoten und die Kreuzung, zu der sie
gehören, an eine gemeinsame Fläche angrenzen, sind die vier Flächen, die an die Kreuzung
angrenzen, nicht miteinander verbunden. �

In Abbildung A.1d im Anhang ist der Beweis-Struktur-Graph des folgenden Lemmas
dargestellt.

3.3.10 Lemma. Zwei verschiedene Kreuzungen z1, z2 ∈ I(Γ) eines echt k-fast-planaren
Graphen G mit k-fast-planarer Zeichnung Γ können höchstens zwei Eckknoten gemein
haben; diese müssen in beiden Kreuzungen nebeneinanderliegend sein.
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Beweis. Angenommen, es gäbe zwei verschiedene Kreuzungen z1, z2 ∈ I(Γ), die sich drei
Eckknoten a, b, c ∈ VG teilen (s.Abb. 3.5a). Demnach gibt es drei mögliche Kreuzungskanten
zur Auswahl: ab, ac, bc. Da jeweils zwischen zwei Eckknoten eine Schnittkante verläuft, muss
von dem dritten Knoten (z.B. b) eine Kante durch die gewählte Kreuzungskante (ac) zum
vierten Eckknoten der ersten Kreuzung (d) verlaufen. Dann gibt es jedoch keine Möglichkeit
mehr, eine der anderen beiden Kanten (ab bzw. bc) von dem der Kante gegenüberliegenden
Knoten aus (c bzw. a) zu schneiden, ohne die zuvor eingezogene Kante (bd) erneut zu
schneiden. Daher können sich zwei verschiedene Kreuzungen höchstens zwei Eckknoten
teilen.
Teilen zwei Kreuzungen z1, z2 ∈ I(Γ) sich zwei Eckknoten, so gibt es jeweils zwei Mög-
lichkeiten pro Kreuzung, diese zu wählen: Entweder sind die Eckknoten gegenüberliegend
oder nebeneinanderliegend. Zwei gegenüberliegende Eckknoten in z1 schließen die Mög-
lichkeit von zwei gegenüberliegenden Eckknoten in z2 aus, da sonst eine Kante zweimal
geschnitten oder eine Doppelkante eingezogen werden müsste (s.Abb. 3.5b); was jeweils
Definition 2.1.33 bzw. 2.1.1 widerspricht. Wenn zwei Eckknoten nebeneinanderliegend
sind, so grenzen sie nach Lemma 3.3.9 an eine gemeinsame Fläche. Da nach Lemma 3.3.8
gegenüberliegenden Eckknoten nicht an dieselbe Fläche angrenzen können, sind die Fälle,
in denen die zwei Eckknoten in einer Kreuzung nebeneinanderliegend und in der anderen
Kreuzung gegenüberliegend sind, unmöglich. Es verbleibt nur die Möglichkeit, dass die
zwei Eckknoten in beiden Kreuzungen nebeneinanderliegend sind. �

Die folgende Definition folgt aus Lemma 3.3.10.

3.3.11 Definition. Zwei Kreuzungen zi, zj ∈ I(Γ) heißen horizontal benachbart, wenn sie
sich die Knoten bi = aj und ci = dj teilen, und sie heißen vertikal benachbart, wenn sie sich
die Knoten ci = bj und di = aj teilen.

Das folgende Korollar folgt aus Lemma 3.3.5 und der Definition einer Fläche in einer
k-fast-planaren Zeichnung.

3.3.12 Korollar. Jede Fläche einer k-fast-planaren Zeichnung hat höchstens eine angren-
zende Kreuzung.
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3.3.3 Entfernen aller Kreuzungen

Enthält ein Graph bzw. dessen Zeichnung mehrere einfache Kreuzungen, so können diese
durch die im vorherigen Abschnitt vorgestellten Operationen sukzessive entfernt werden,
um einen planaren Graphen zu erhalten. Um diese Graphen benennen zu können, wird die
folgende Notation eingeführt.

3.3.13 Definition. Sei G ein echt k-fast-planarer Graph wie global gegeben. Für eine
feste Sortierung der Kreuzungen (z1, . . . , zk) kodiert der String i1 . . . ik, welche Kreuzung
bereits auf welche Art im Graphen Gi1...ik entfernt wurde. Dabei gilt für alle j = 1, . . . , k :
ij ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Die Bedeutung des j-ten Zeichens ist wie folgt:

ij =



0 ,Kreuzung zj existiert noch

1 , ej1 wurde entfernt

2 , ej2 wurde entfernt

3 , cj und dj wurden verschmolzen

4 , bj und cj wurden verschmolzen

5 , aj und bj wurden verschmolzen

6 , aj und dj wurden verschmolzen

Aus den Lemmata 3.3.3 und 3.3.4 folgt: Wenn ij 6= 0 gilt, so wurde die Kreuzung zj in Gi1...ik
entfernt. Im Folgenden sind ein paar Beispiele für verschiedene Graphen Gi1...ik angegeben.
Dabei kodiert il einen String, der aus l Wiederholungen des Zeichens i ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}
besteht.

3.3.14 Beispiel (zu Definition 3.3.13).
G1k = G−

⋃
j=1,...k ej1

G2k = G−
⋃
j=1,...k ej2

G32k−1 = (G/c1d1)−
⋃
j=2,...k ej2

G340k−2 = (G/c1d1)/b2c2

G342k−2 = ((G/c1d1)/b2c2)−
⋃
j=3,...k ej2

G0k = G

G10k−1 = G− e11

G20k−1 = G− e12

G30k−1 = G/c1d1

G40k−1 = G/b1c1

G0i−140k−i = G/bici

Wenn zwei Kreuzungen sich zwei Knoten teilen, kann es passieren, dass nachdem die erste
Kreuzung durch Knotenkontraktion entfernt wurde, die zweite auch verschwindet, weil die
beiden kontrahierten Knoten Eckknoten beider Kreuzungen waren (vgl. Lemma 3.3.10).
Wenn die Kreuzungen in G nur durch die Fälle 1 − 4 aus Definition 3.3.13 aktiv aus G
entfernt werden, geben die Fälle 5 und 6 an, dass eine Kreuzung passiv entfernt wurde. Im
Fall ij = 5 (bzw. ij = 6) wurde die Kreuzung zj passiv entfernt, indem eine vertikal (bzw.
horitontal) benachbarte Kreuzung zi, mit der sich zj zwei Eckknoten teilt, entfernt wurde.
Dies geschieht, wenn zi durch den Fall 3 (bzw. 4) entfernt wird, d.h. die zwei Knoten cidi
(bzw. bici) verschmolzen werden. Hierzu kann ein Beispiel betrachtet werden.
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(b) H46 = H/bc
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(c) H04 = H/ef

a

vbc
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vef

(d) H44 = (H/ef)/cd

Abbildung 3.6: Zwei Reihenfolgen zum Entfernen beider Kreuzungen aus H. Abb. 3.6b zeigt
das Resultat der Reihenfolge z1, z2 und Abb. 3.6d zeigt das Resultat der Reihenfolge z2, z1 (blaue,
gepunktete Kanten sind zusammengelegte Kanten).

3.3.15 Beispiel. Betrachtet wird der Graph H aus Abbildung 3.6a mit den horizontal
benachbarten Kreuzungen z1 = {ac, bd} und z2 = {bf, ce}. Wird zuerst z1 durch Kno-
tenkontraktion von bc entfernt, so entsteht der Graph H46 (Abb. 3.6b). In diesem Fall
impliziert die Art wie die erste Kreuzung z1 entfernt wurde (i1 = 4) die Art wie die zweite
Kreuzung z2 verschwindet (i2 = 6). Die Kreuzung z2 wird passiv entfernt. Die restlichen
Fälle (i2 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} für i1 = 4) können nicht mehr auftreten, was in dem Baum aus
Abbildung 3.9a dazu führt, dass der entsprechende Teilbaum (mit i1 = 4) kürzer ist als der
Rest des Baums. Wird allerdings zuerst z2 durch Knotenkontraktion von ef (Abb. 3.6c)
und im Anschluss z1 durch Knotenkontraktion von bc entfernt, so entsteht der Graph H44

(Abb. 3.6d). Die resultierenden Graphen H46 und H44 sind nicht identisch und hängen
von der Reihenfolge ab, in der die Kreuzungen aus H entfernt werden. Die resultierenden
Bäume für beide Reihenfolgen sind in Abbildung 3.9 abgebildet.

3.3.16 Korollar. Wenn sich zwei Kreuzungen in I(Γ) zwei Eckknoten teilen, kann die
Reihenfolge, in der die beiden Kreuzungen entfernt werden, die resultierenden Graphen
verändern.

3.3.17 Korollar. Wenn sich zwei Kreuzungen in I(Γ) zwei Eckknoten teilen, werden, im
Fall einer Kontraktion der beiden gemeinsamen Eckknoten, beide Kreuzungen gleichzeitig
entfernt – eine Kreuzung aktiv und die andere Kreuzung passiv.

Es gibt einen weiteren Fall, in dem eine Kreuzung passiv entfernt werden kann. In diesem
Fall müssen sich zwei Kreuzungen nur einen Eckknoten teilen. Wird dieser gemeinsame
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(b) K20 = K − df
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(c) K23 = (K − df)/cd
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(d) K∗3 = K/cd

Abbildung 3.7: Die aus K entstehenden Graphen für die Reihenfolge z1, z2 und z2, z1 (blaue,
gepunktete Kanten sind zusammengelegte Kanten).

Eckknoten in der ersten Kreuzung mit einem anderen Knoten verschmolzen, sodass die
Kreuzungskanten der zweiten Kreuzung so gezeichnet werden können, dass sie sich nicht
mehr schneiden, wurde die zweite Kreuzung passiv entfernt. Dieser Fall ist allerdings
schwieriger zu erkennen und lässt sich in der eingeführten Notation nicht abbilden. Auch
hierzu kann ein Beispiel betrachtet werden.

3.3.18 Beispiel. Betrachtet wird der Graph K mit Zeichnung ΓK aus Abbildung 3.7a
und Kantenkreuzungsmenge I(ΓK) = {z1, z2}, wobei z1 = {eg, df} und z2 = {ac, bd} gilt.
Wenn zuerst z1 durch Löschung der Kante e12 = df entfernt wird (Abb. 3.7b) und im
Anschluss z2 durch Knotenkontraktion von cd entfernt wird, so entsteht der Graph K23

(Abb. 3.7c). Wird hingegen zuerst z2 durch Knotenkontraktion von cd entfernt, so werden
die Kanten e12 = df und cf zu einer Kante verschmolzen. Die neue Kante fvcd kann nun
(wie zuvor cf) so gezeichnet werden, dass sie e11 = eg nicht mehr schneidet (Abb. 3.7d).
Dadurch wurden in diesem Spezialfall durch eine Knotenkontraktion zwei Kreuzungen
gleichzeitig planarisiert. Die Kreuzung z1 wurde passiv entfernt. Da die Planarisierung
von z1 in keine der sechs vordefinierten Fälle passt, wird der entstehende Graph mit K∗3
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bezeichnet (Abb. 3.7d). Die resultierenden Graphen K23 und K∗3 unterscheiden sich im
Gewicht der Kante fvcd,welches von der Reihenfolge abhängt, in der die Kreuzungen aus
K entfernt werden.

3.3.19 Korollar. Wenn sich zwei Kreuzungen in I(Γ) einen Eckknoten teilen und die Eck-
knoten der beiden Kreuzungen durch direkte Kanten verbunden sind, kann die Reihenfolge,
in der die beiden Kreuzungen entfernt werden, die resultierenden Graphen verändern.

3.3.20 Korollar. Wenn sich zwei Kreuzungen in I(Γ) einen Eckknoten teilen und die
Eckknoten der beiden Kreuzungen durch direkte Kanten verbunden sind, können beide
Kreuzungen gleichzeitig entfernt werden – eine Kreuzung aktiv, durch Kontraktion des
gemeinsamen Eckknotens mit einem anderen Eckknoten und die andere Kreuzung passiv,
durch Neuzeichnen der Kreuzungskanten.

Für den Fall, dass G keine zwei Kreuzungen enthält, die sich zwei Eckknoten teilen oder
deren Eckknoten durch direkte Kanten verbunden sind, wenn sie sich einen Eckknoten
teilen, wird nun bewiesen, dass die Reihenfolge, in der die Kreuzungen aus G entfernt
werden, nichts an den Graphen Gi1...ik mit ij = 1, 2, 3, 4 für j = 1, . . . , k ändert.

3.3.21 Lemma. Die Reihenfolge, in der die Kreuzungen z1, . . . , zk aus G entfernt werden,
ändert nichts an den Graphen Gi1...ik mit ij = 1, 2, 3, 4 für j = 1, . . . , k, wenn G keine zwei
Kreuzungen enthält, die sich zwei Eckknoten teilen oder deren Eckknoten durch direkte
Kanten verbunden sind, wenn sie sich einen Eckknoten teilen.

Beweis. Sei zl1 , zl2 , . . . zlk eine beliebige Reihenfolge zur Entfernung der Kreuzungen aus G,
wobei l1, l2, . . . lk eine Permutation von 1, 2, . . . k ist. Im Folgenden werden die Auswirkungen
auf die entstehenden Graphen Gi1...ik mit ij ∈ {1, 2, 3, 4} für j = 1, . . . , k untersucht, wenn
zwei beliebige Kreuzungen zlp und zlq mit p < q in der Reihenfolge vertauscht werden.
Durch das Entfernen der Kreuzungen zlp+1 . . . zlq−1 werden o.B.d.A. die Kreuzungen zlp
und zlq nicht verändert. Falls doch, so werden die 2q− 2p− 1 Vertauschungen von direkten
Nachbarn betrachtet, indem zuerst zlp jeweils 1 Position nach rechts bis an Position q − 1
und im Anschluss zlq jeweils 1 Position nach links bis an Position p getauscht wird.
Es gibt drei mögliche Fälle, wie die zwei Kreuzungen planarisiert werden können. Diese
werden nun genauer betrachtet.
Fall 1: Beide Kreuzungen werden durch Kantenlöschung planarisiert
Für die Löschung von zwei Kanten aus G ist die Reihenfolge, in der diese gelöscht werden,
irrelevant, da die Löschung einer Kante keine anderen Kanten oder Knoten verändert.
Fall 2: Eine Kreuzung wird durch Kantenlöschung, die andere durch Knotenkontraktion
planarisiert
Die Knotenkontraktion entfernt höchstens die Kante zwischen den kontrahierten Knoten
(Def. 2.1.13). Da nach Lemma 3.3.10 die Endknoten einer Schnittkante nicht Eckknoten
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zy

x

Abbildung 3.8: Beispiel zu Fall 2 im Beweis von Lemma 3.3.21

einer anderen Kreuzung sein können, kann die Kante zwischen den kontrahierten Knoten
nicht die Schnittkante einer anderen Kreuzung sein. Die Kantenlöschung entfernt nur die
Kante zwischen zwei gegenüberliegenden Eckknoten x und y einer Kreuzung. Falls zwei
Kreuzungen sich jedoch einen Eckknoten y teilen und dieser in der Knotenkontraktion von
y und z verschmolzen wurde, könnte nach der Knotenkontraktion eine Kante zwischen x
und z entfernt werden (graue, gestrichelte Kante in Abb. 3.8). Diese kann jedoch nicht
existieren, da nach Voraussetzung die Eckknoten zweier verschiedener Kreuzungen aus I(Γ)
nicht durch direkte Kanten verbunden sind, wenn sie sich einen Eckknoten teilen.
Demnach können auch eine Kantenlöschung und eine Knotenkontraktion beliebig vertauscht
werden.
Fall 3: Beide Kreuzungen werden durch Knotenkontraktion planarisiert
Laut Voraussetzung können sich zwei Kreuzungen höchstens einen Eckknoten teilen. Daher
werden für die Knotenkontraktion zwei Fälle betrachtet:
Fall 3a: Die Eckknotenmengen sind disjunkt
In diesem Fall, ist die Reihenfolge, in der die beiden Eckknotenpaaren kontrahiert werden,
irrelevant, da die Kontraktion der zwei Eckknoten der einen Kreuzung keinen Einfluss auf
die Eckknoten oder Kanten der anderen Kreuzungen hat.
Fall 3b: Die zwei Kreuzungen teilen sich einen Eckknoten
Falls der gemeinsame Eckknoten nicht kontrahiert wird, gilt die Argumentation von Fall
3a. Falls der gemeinsame Eckknoten Teil einer bzw. beider Knotenkontraktionsmengen
ist, so wird durch die eine bzw. die erste Kontraktion zwar der Name des gemeinsamen
Knoten geändert (er wird zum kontrahierten Knoten), aber die andere Kreuzung bleibt
danach immer noch bestehen. Falls zwei Knotenkontraktion blpclp , clqdlq ausgeführt werden,
die den gemeinsamen Knoten clp = clq enthalten, so entspricht dies der Kontraktion der
Menge U = blpclpdlq . Da am Ende alle drei Knoten zu einem verschmolzen sind, ist die
Reihenfolge, in der sie verschmolzen werden, irrelevant. �
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3.3.22 Lemma. Die Graphen Gi1...ik mit ij = 1, 2, 3, 4, 5, 6 für j = 1, . . . , k sind – so sie
existieren – planar. Wenn sich zwei Kreuzungen in G jeweils höchstens einen Eckknoten
teilen und die Eckknoten zwei verschiedener Kreuzungen aus I(Γ) nicht durch direkte Kanten
verbunden sind, sind die Graphen Gi1...ik mit ij = 1, 2, 3, 4 für j = 1, . . . , k eindeutig.

Beweis. Die Planarität der Graphen folgt durch rekursive Anwendung der Lemmata 3.3.3
und 3.3.4, da in jedem Schritt mindestens eine Kreuzung entfernt wird. Die Eindeutigkeit der
Graphen Gi1...ik mit ij = 1, 2, 3, 4 für j = 1, . . . , k folgt aus Lemma 3.3.21. Sie entsprechen
den 4k Blättern des Baums in Abbildung 3.10. �

In Abbildung 3.10 ist das sukzessive Entfernen der Kreuzungen aus einem k-fast-planaren
Graphen G durch jeweils einen der vier Fälle 1− 4 aus Definition 3.3.13 graphisch in einer
Baumstruktur mit Verzweigungsgrad 4 dargestellt. In der ersten Ebene (σ = k − 1) wurde
die Kreuzung z1 entfernt und die Graphen der Ebene sind (k − 1)-fast-planar (Lemmata
3.3.3 und 3.3.4). In der zweiten Ebene (σ = k − 2) wurden die Kreuzungen z1 und z2

entfernt und die Graphen der Ebene sind (k − 2)-fast-planar. In der untersten Ebene
(σ = 0) wurden alle Kreuzungen entfernt. Der Baum hat Verzweigungsgrad 4 und Tiefe
k. Die Blätter des Baums entsprechen den 4k planarisierten Versionen von G: Gi1...ik mit
ij = 1, 2, 3, 4 für j = 1, . . . , k.
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3.3.4 Anwendung der eulerschen Polyederformel für die Ebene

Mit dem Lemma zur eulerschen Polyederformel für die Ebene (3.1.3) kann nun eine obere
Schranke für die Kantenanzahl in k-fast-planaren Graphen bewiesen werden. Mit Lemma
3.3.1 folgt eine Verallgemeinerung der Aussage auf 1-planare Graphen. In Abbildung A.1e
im Anhang ist der Beweis-Struktur-Graph der beiden folgenden Lemmata dargestellt.

3.3.23 Lemma. Jeder k-fast-planare Graph mit n ≥ 3 Knoten hat höchstens 3n− 6 + k

Kanten.

Beweis. Nach Lemma 3.1.3 hat jeder planare Graph mit n ≥ 3 Knoten höchstens 3n− 6
Kanten. Da jeder k-fast-planare Graph G durch die Löschung jeweils einer Kreuzungskante
aller k Kreuzungen in ΓkG planar wird (rekursive Anwendung von Lemma 3.3.3), enthält G
höchstens 3n− 6 + k Kanten. �

3.3.24 Lemma. Jeder 1-planare Graph mit n ≥ 3 Knoten hat höchstens 6n− 12 Kanten.

Beweis. Wähle ein k, dass G k-fast-planar ist. Sei m die Anzahl an Kanten in G. Nach
Lemma 3.3.23 gilt m ≤ 3n − 6 + k. Mit Lemma 3.3.1 folgt m ≤ 3n − 6 + m

2 . Wird die
Ungleichung mit 2 multipliziert und wird m subtrahiert, so ergibt sich die Aussage. �

Aus Lemma 3.3.1 und 3.3.24 folgt eine verallgemeinerte obere Schranke für die Anzahl an
einfachen Kreuzungen in einem 1-planaren Graphen.

3.3.25 Korollar. Jeder 1-planare Graph mit n ≥ 3 Knoten hat eine 1-planare Zeichnung
mit höchstens 3n− 6 Kreuzungen.
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3.4 Schnitte in k-fast-planaren Graphen

In diesem Abschnitt werden zunächst alle Möglichkeiten für einen Schnitt durch eine
Kreuzung betrachtet. Im Anschluss werden die Anforderungen an eine Schnittübertra-
gung zwischen einer Kantenlöschung bzw. Knotenkontraktion und dem Originalgraphen
betrachtet.

3.4.1 Mögliche Schnitte durch eine Kreuzung

Um alle Möglichkeiten zur Aufteilung der vier Eckknoten einer Kreuzung auf zwei Mengen
zu berechnen, wird zunächst die Symmetrie von Knotenfärbungen auf Graphen definiert.

3.4.1 Definition (c-Knotenfärbung). Eine c-Knotenfärbung f : V → {1, 2, . . . , c}
weist jedem Knoten in V eine von c verschiedenen Farben zu.

3.4.2 Definition (Symmetrie). Für einen Graphen G heißen zwei 2-Knotenfärbungen
farbsymmetrisch, wenn die eine Färbung durch Invertierung der Farben aus der anderen
Färbung hervorgeht.

...... ......

Abbildung 3.11: Ein Beispiel für zwei farbsymmetrische 2-Knotenfärbungen.

3.4.3 Lemma. Es gibt 8 Möglichkeiten die vier Eckknoten einer Kreuzung durch einen
Schnitt in zwei Mengen aufzuteilen.

Beweis. Ein Schnitt teilt die Knotenmenge eines Graphen in zwei Teilmengen. Um darzu-
stellen zu welcher Teilmenge ein Knoten gehört, wird jedem Knoten eine von zwei Farben
zugewiesen, sodass die Endknoten einer Schnittkante unterschiedlich eingefärbt sind. Um
die Anzahl der Möglichkeiten eines Schnitts durch eine Kreuzung zu berechnen, werden die
möglichen Farbbelegungen für die vier Eckknoten abgezählt. Dafür wird 4 Mal – für jeden
Knoten einmal – mit Zurücklegen aus einem Topf mit zwei Farben gezogen. Das entspricht
24 = 16 Möglichkeiten für die Farbverteilung auf die vier Knoten. Diese 16 Fälle lassen
sich in 8 · 2 farbsymmetrische Fälle aufteilen. Da nicht die spezifische Mengenzugehörigkeit
relevant ist, sondern die Verbindung zweier Knoten mit unterschiedlichen Farben, werden
die farbsymmetrischen Fälle nicht weiter betrachtet und es verbleiben 8 relevante Fälle.
Diese lassen sich in drei Gruppen aufteilen:
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......

(a)

......

(b)

......

(c)

......

(d)

......

(e)

......

(f)

......

(g)

......

(h)

Abbildung 3.12: Die 8 Fälle zur Aufteilung der Eckknoten einer Kreuzung auf zwei durch einen
Schnitt separierte Mengen. (Schnittkanten sind rot und geschwungen)

1. Alle Knoten in einer Menge und kein Knoten in der anderen Menge

2. Drei Knoten in einer Menge und ein Knoten in der anderen Menge

3. Zwei Knoten in einer Menge und zwei Knoten in der anderen Menge

Die erste Gruppe enthält 1, die zweite 4 und die dritte 3 der 8 Fälle. Somit decken diese
drei Gruppen alle 8 Fälle ab. Die 8 Möglichkeiten die vier Eckknoten einer Kreuzung durch
einen Schnitt in zwei Mengen aufzuteilen sind:

(a) Alle Knoten in einer Menge

(b) Drei Knoten in einer Menge ohne a

(c) Drei Knoten in einer Menge ohne d

(d) Drei Knoten in einer Menge ohne c

(e) Drei Knoten in einer Menge ohne b

(f) Jeweils zwei horizontal nebeneinanderliegende Eckknoten in einer Menge

(g) Jeweils zwei vertikal nebeneinanderliegende Eckknoten in einer Menge

(h) Jeweils zwei gegenüberliegende Eckknoten in einer Menge

In Abbildung 3.12 sind diese acht Fälle graphisch dargestellt. �

3.4.4 Lemma. Wenn sich zwei Kreuzungen zwei Eckknoten teilen, dann gibt es zwei
Möglichkeiten die beiden gemeinsamen Eckknoten durch einen Schnitt auf zwei Mengen
aufzuteilen. Für jeden der beiden Fälle gibt es jeweils 16 Möglichkeiten die sechs Eckknoten
beider Kreuzungen durch einen Schnitt in zwei Mengen aufzuteilen.
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......

(a)

......

(b)

Abbildung 3.13: Die 2 Fälle zur Aufteilung der zwei gemeinsamen Eckknoten zweier Kreuzungen
auf zwei durch einen Schnitt separierte Mengen. (Schnittkanten sind rot und geschwungen)

Beweis. Wenn sich zwei Kreuzungen zwei Eckknoten teilen, so gibt es für diese beiden
Eckknoten folgende Möglichkeiten durch einen Schnitt auf zwei Mengen aufgeteilt zu
werden: Entweder sind die beiden Eckknoten in derselben Menge (s.Abb. 3.13a) oder sie
werden durch den Schnitt getrennt (s.Abb. 3.13b). Es wird o.B.d.A. angenommen, dass
die Kreuzungen horizontal benachbart sind. Die folgenden Aussagen lassen sich leicht auf
zwei vertikal benachbarte Kreuzungen übertragen, indem alle betrachteten (Teil-)Graphen
um 90◦ gedreht werden. Nun wird untersucht, welche Fälle aus Lemma 3.4.3 für die
beiden Kreuzungen kombiniert werden können. Die Farbbelegung kann vertauscht werden,
damit die gemeinsamen Eckknoten in den kombinierten Fällen die gleichen Farben haben.
Wenn die beiden gemeinsamen Eckknoten in derselben Menge sind, so sind nur die Fälle
(a),(b),(c),(g) für die linke Kreuzung und (a),(d),(e),(g) für die rechte Kreuzung möglich.
Werden die beiden gemeinsamen Eckknoten durch den Schnitt getrennt, so sind nur die
Fälle (d),(e),(f),(h) für die linke Kreuzung und (b),(c),(f),(h) für die rechte Kreuzung
möglich. Daraus ergeben sich jeweils 4 · 4 = 16 Möglichkeiten zur Aufteilung der sechs
Eckknoten der beiden Kreuzungen auf zwei Mengen. �

3.4.2 Schnittübertragung

Die folgenden Aussagen nennen die Anforderungen an eine Schnittübertragung zwischen
einer Kantenlöschung bzw. Knotenkontraktion und dem Originalgraphen. In Abbildung
A.3c im Anhang sind die Zusammenhänge der Lemmata dieses Abschnitts graphisch
dargestellt.

3.4.5 Lemma (Schnittübertrag von G− e nach G).
Für die Graphen G und G− e mit e ∈ EG gilt:
Wenn F ein Schnitt in G− e ist, dann ist F ebenfalls ein Schnitt in G.

Beweis. Sei F ein Schnitt in L = G− e mit e ∈ EG. Nach Definition 2.1.15 gilt VL = VG

und EL = EG \ {e}. Sei V1 ⊆ VL die Knotenmenge, die F definiert (Def. 2.2.1). Da
F ⊆ EL ⊆ EG und V1 ⊆ VL = VG gilt und F ein Schnitt in L ist, ist F ebenfalls ein Schnitt
in G. �
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3.4.6 Lemma (Schnittübertrag von G/xy nach G).
Für die Graphen G und K = G/xy mit x, y ∈ VG gilt:

1. Ist F ein Schnitt in K, dann ist κ−1
xy (F,EG) ein Schnitt in G.

2. Es gilt χ(F ) = χ(κ−1
xy (F,EG)) für alle Schnitte F ⊆ EK in K.

Beweis. Sei G ein Graph mit x, y ∈ VG und K = G/xy.

1. Sei F ein Schnitt in K. Also existiert nach Definition 2.2.1 eine Knotenmenge,
die diesen definiert: diese Knotenmenge sei V1. Wird diese Knotenmenge durch
Knotenexpansion von vxy auf G übertragen, so entsteht die Menge V ′ = κ−1

xy (V1, EG)
(s.Def. 2.1.14). Die Knotenmenge V ′ definiert den Schnitt F ′ = δ(V ′) in G. Diese
Kantenmenge entsteht, indem F ebenfalls durch Knotenexpansion von vxy auf G
projiziert wird: F ′ = κ−1

xy (F,EG). Laut Definition 2.2.1 ist F ′ ein Schnitt in G.

2. Sei F ⊆ EK ein Schnitt in K. Es gilt χ(F ) =
∑
e∈F cK(e). Die Gewichte in F ′ =

κ−1
xy (F,EG) entsprechen entweder einem Kantengewicht in F oder einem Anteil eines

Kantengewichtes in F . Da alle Kanten in F auf eine oder mehrere Kanten in F ′

übertragen werden und die Gewichte sich dabei nicht verändern, sondern nur aufgeteilt
werden, gilt:

χ(F ) =
∑
e∈F

cK(e) =
∑
e′∈F ′

cG(e′) = χ(F ′) = χ(κ−1
xy (F,EG))

�

3.4.7 Lemma (Schnittübertrag von G nach G− e).
Für die Graphen G und G− e mit e ∈ EG gilt:
Wenn F ein Schnitt in G ist und e /∈ F gilt, dann ist F ebenfalls ein Schnitt in G− e.

Beweis. Sei e ∈ EG, F ein Schnitt in G mit e /∈ F und L = G− e. Nach Definition 2.2.1
existiert eine Knotenmenge, die F definiert: diese Knotenmenge sei V1. Da e nicht in F
liegt und nach Definition 2.1.15 VL = VG und EL = EG \ {e} gilt, definiert V1 ebenfalls
einen Schnitt in L. Demnach ist F = δ(V1) ebenfalls ein Schnitt in G− e. �

3.4.8 Lemma (Schnittübertrag von G nach G/xy).
Für die Graphen G und K = G/xy mit x, y ∈ VG gilt:

1. Ist F ein Schnitt in G und gilt xy /∈ F , dann ist κxy(F ) ein Schnitt in K.

2. Es gilt χ(F ) = χ(κxy(F )) für alle Schnitte F ⊆ EG \ {xy} in G.

Beweis. Sei G ein Graph mit x, y ∈ VG und K = G/xy.
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1. Sei F ein Schnitt in G mit xy /∈ F . Also existiert nach Definition 2.2.1 eine Knoten-
menge, die F definiert: diese Knotenmenge sei V1. Wird diese Knotenmenge durch
Knotenkontraktion von xy auf K übertragen, so entsteht die Menge V ′ = κxy(V1)
(s.Def. 2.1.13). Da xy nicht in F liegt, gilt entweder x, y ∈ V1 oder x, y /∈ V1. Dement-
sprechend liegt vxy entweder in V ′ oder nicht. Die Knotenmenge V ′ definiert den
Schnitt F ′ = δ(V ′) in K. Diese Kantenmenge entsteht, indem F ebenfalls durch
Knotenkontraktion von xy auf K projiziert wird: F ′ = κxy(F ). Laut Definition 2.2.1
ist F ′ ein Schnitt in K.

2. Sei F ⊆ EG \ {xy} ein Schnitt in G. Es gilt χ(F ) =
∑
e∈F cG(e). Die Gewichte in

F ′ = κxy(F ) entsprechen entweder einem Kantengewicht in F oder der Summe von
zwei Kantengewichten in F (vgl. Def. 2.1.13). Da xy nicht in F liegt, ist das Gewicht
dieser Kante nicht relevant. Dies ist die einzige Kante, deren Gewicht nicht auf eine
Kante in K übertragen wird. Daher gilt:

χ(F ) =
∑
e∈F

cG(e) xy/∈F=
∑
e′∈F ′

cK(e′) = χ(F ′) = χ(κxy(F ))

�

Im Folgenden werden die 8 Fälle (a)–(h) zur Aufteilung der Eckknoten einer Kreuzung
auf zwei durch einen Schnitt separierten Mengen aus Lemma 3.4.3 weiter betrachtet (vgl.
Abb. 3.12, S. 44).

3.4.9 Lemma. Wenn der Schnitt F eines k-fast-planaren Graphen G für die vier Eck-
knoten einer Kreuzung zi in G den Fällen (a), (c), (e) oder (h) entspricht, dann ist F
ebenfalls ein Schnitt in G1 = G− ei1. Ist F ein maximaler Schnitt in G, so ist F auch in
G1 maximal.

Beweis. Sei F ein Schnitt in G, der für die vier Eckknoten der Kreuzung zi in G einem
der Fälle (a), (c), (e) oder (h) entspricht; demnach gilt ei1 /∈ F . Sei G1 = G− ei1. Nach
Lemma 3.4.7 ist F ebenfalls ein Schnitt in G1.
Sei F nun ein maximaler Schnitt in G mit ei1 /∈ F . Angenommen es gäbe einen Schnitt
F ′ in G1, der größer als F ist. Nach Lemma 3.4.5 wäre F ′ ebenfalls ein Schnitt in G.
Dann wäre F ′ in G ebenfalls größer als F , was der Voraussetzung widerspricht, dass F ein
maximaler Schnitt in G ist. Also ist F ebenfalls ein maximaler Schnitt in G1. �

3.4.10 Lemma. Wenn der Schnitt F eines k-fast-planaren Graphen G für die vier Eck-
knoten einer Kreuzung zi in G den Fällen (a), (b), (d) oder (h) entspricht, dann ist F
ebenfalls ein Schnitt in G2 = G− ei2. Ist F ein maximaler Schnitt in G, so ist F auch in
G2 maximal.

Beweis. Analog zu dem Beweis von Lemma 3.4.9, mit den folgenden Ersetzungen:
Fälle (a), (c), (e) oder (h) 7→ Fälle (a), (b), (d) oder (h); G1 7→ G2; ei1 7→ ei2. �
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3.4.11 Lemma. Wenn der Schnitt F eines k-fast-planaren Graphen G für die vier Eck-
knoten einer Kreuzung zi in G den Fällen (a), (b), (e) oder (f) entspricht, dann ist
F3 = κcidi(F ) ein Schnitt in G3 = G/cidi. Es gilt χ(F ) = χ(F3). Ist F ein maximaler
Schnitt in G, so ist F3 auch in G3 maximal.

Beweis. Sei F ein Schnitt in G, der für die vier Eckknoten der Kreuzung zi in G einem
der Fällen (a), (b), (e) oder (f) entspricht, und sei V1 die ihn definierende Knotenmenge.
Da F einem der Fällen (a), (b), (e) oder (f) entspricht, gilt ci, di ∈ V1 oder ci, di ∈ VG \ V1.
Daraus folgt: cidi /∈ F . Sei G3 = G/cidi. Nach Lemma 3.4.8 ist F3 = κcidi(F ) ein Schnitt
in G3 und es gilt χ(F ) = χ(F3).
Sei F nun ein maximaler Schnitt in G. Angenommen es gäbe einen Schnitt F ′ in G3, der
größer als F ist. Nach Lemma 3.4.6 wäre κ−1

cidi
(F ′, EG) ebenfalls ein Schnitt in G und

dieser wäre wertgleich mit F ′. Dann wäre κ−1
cidi

(F ′, EG) in G ebenfalls größer als F , was der
Voraussetzung widerspricht, dass F ein maximaler Schnitt in G ist. Also ist F3 = κcidi(F )
ebenfalls ein maximaler Schnitt in G3. �

3.4.12 Lemma. Wenn der Schnitt F eines k-fast-planaren Graphen G für die vier Eck-
knoten einer Kreuzung zi in G den Fällen (a), (c), (d) oder (f) entspricht, dann ist
F ′ = κaibi(F ) ein Schnitt in G′ = G/aibi. Es gilt χ(F ) = χ(F ′). Ist F ein maximaler
Schnitt in G, so ist F ′ auch in G′ maximal.

Beweis. Analog zu dem Beweis von Lemma 3.4.11, mit den folgenden Ersetzungen:
Fälle (a), (b), (e) oder (f) 7→ Fälle (a), (c), (d) oder (f); G3 7→ G′; ci 7→ ai; di 7→ bi;
F3 7→ F ′. �

3.4.13 Lemma. Wenn der Schnitt F eines k-fast-planaren Graphen G für die vier Eck-
knoten einer Kreuzung zi in G den Fällen (a), (b), (c) oder (g) entspricht, dann ist
F4 = κbici(F ) ein Schnitt in G4 = G/bici. Es gilt χ(F ) = χ(F4). Ist F ein maximaler
Schnitt in G, so ist F4 auch in G4 maximal.

Beweis. Analog zu dem Beweis von Lemma 3.4.11, mit den folgenden Ersetzungen:
Fälle (a), (b), (e) oder (f) 7→ Fälle (a), (b), (c) oder (g); G3 7→ G4; di 7→ bi; F3 7→ F4. �

3.4.14 Lemma. Wenn der Schnitt F eines k-fast-planaren Graphen G für die vier Eck-
knoten einer Kreuzung zi in G den Fällen (a), (d), (e) oder (g) entspricht, dann ist
F ′ = κaidi(F ) ein Schnitt in G′ = G/aidi. Es gilt χ(F ) = χ(F ′). Ist F ein maximaler
Schnitt in G, so ist F ′ auch in G′ maximal.

Beweis. Analog zu dem Beweis von Lemma 3.4.11, mit den folgenden Ersetzungen:
Fälle (a), (b), (e) oder (f) 7→ Fälle (a), (d), (e) oder (g); G3 7→ G′; ci 7→ ai; F3 7→ F ′. �



Kapitel 4

Max-Cut-Algorithmen

Die hier vorgestellte Idee für einen Max-Cut-Algorithmus für k-fast-planare Graphen
besteht darin, den Graphen so abzuwandeln, dass er planar wird. Beim betrachteten
Ansatz wird der Graph für jede Kreuzung auf vier verschiedene Weisen variiert, sodass
der resultierende Graph planar wird und der Max-Cut-Algorithmus für planare Graphen
angewendet werden kann. Im ersten Abschnitt 4.1 wird der Ansatz zunächst auf 1-fast-
planare Graphen angewendet. Im Anschluss wird er in Abschnitt 4.2 auf k-fast-planare
Graphen verallgemeinert. In Abschnitt 4.3 wird auf Basis des entwickelten Algorithmus ein
FPT-Algorithmus mit Parameter k für das Max-Cut-Problem auf 1-planaren Graphen
vorgestellt. Das Kapitel schließt mit der Vorstellung eines weiteren Ansatzes für einen
Max-Cut-Algorithmus für 1-fast-planare Graphen und den Gründen warum dieser nicht
weiter verfolgt wurde.

4.1 Gewichtete 1-fast-planare Graphen

Da in diesem Abschnitt ausschließlich 1-fast-planare Graphen betrachtet werden, wird –
insbesondere für die Beweise – Folgendes als Konvention festgelegt:

Sei G ein gewichteter echt 1-fast-planarer Graph mit 1-fast-planarer Zeichnung
Γ und Kantenkreuzungsmenge I(Γ) = {z} mit z = {ac, bd}. Die sich kreuzenden
Kanten seien e1 = ac und e2 = bd.

Nach Lemma 3.3.5 sind alle Eckknoten einer Kreuzung paarweise entweder durch eine Kante
(z.B. e1 und e2) oder durch einen Kantenzug verbunden. Zur vereinfachten Darstellung sei
die in G enthaltene Kreuzung o.B.d.A. von der Form wie in Abbildung 4.1b zu sehen. Die
Kanten zwischen den Eckknoten der Kreuzung – außer e1 und e2 – dürfen ggf. überlappende
Kantenzüge sein, wie in Abbildung 4.1a zu sehen. Diese Annahmen können laut Satz 3.2.17
und Korollar 3.2.18 getroffen werden. Da in den folgenden Aussagen und ihren Beweisen

49
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a b

cd

...... e1

e2

(a) Eine einfache Kreuzung in G.

a b

cd

......

e1

e2

(b) Vereinfachte Darstellung einer einfachen
Kreuzung in G.

Abbildung 4.1: Zwei Möglichkeiten einer einfachen Kreuzung in G.

keine Kantengewichte erwähnt oder ausgenutzt wurden, gelten sie sowohl für ungewichtete
also auch für gewichtete 1-fast-planare Graphen.
Bei dem nun betrachteten Ansatz zur Berechnung eines maximalen Schnitts in einem 1-fast-
planaren Graphen G wird G auf vier verschiedene Weisen planarisiert. Diese Veränderungen
beziehen sich jeweils auf die einzige im Graphen enthaltene Kreuzung der Kanten e1 und
e2 (s.Abb. 4.1). Die vier Variationen von G sehen wie folgt aus: In den ersten beiden
Variationen wird jeweils eine der sich kreuzenden Kanten gelöscht (vgl. Def. 2.1.15). In
den weiteren beiden Variationen werden die vier Eckknoten der Kreuzung betrachtet und
es wird jeweils ein horizontal und ein vertikal nebeneinanderliegendes Eckknotenpaar zu
einem Knoten kontrahiert (vgl. Def. 2.1.13).

1. Entferne e1: G− e1 (s.Abb. 4.2a)

2. Entferne e2: G− e2 (s.Abb. 4.2b)

3. Verschmelze zwei Knoten horizontal: G/cd (s.Abb. 4.2c)

4. Verschmelze zwei Knoten vertikal: G/bc (s.Abb. 4.2d)

Die Lemmata 3.2.1 und 3.2.2 zeigen, dass die so entstandenen neuen Graphen planar sind.
Daher kann ein Max-Cut-Algorithmus für gewichtete planare Graphen auf die vier neuen
Graphen angewendet werden.

Algorithmus

Im Folgenden wird der Max-Cut-Algorithmus GewMaxCut1 für 1-fast-planare Graphen
vorgestellt (Alg. 4.1). Im Algorithmus werden zunächst die vier neuen Graphen aus
Abbildung 4.2 erzeugt (Z. 1–4). Im Anschluss wird für jeden neuen Graphen ein Max-
Cut-Algorithmus für gewichtete planare Graphen aufgerufen (Z. 6). Zum Schluss wird
der Schnitt mit maximalem Gewicht χ(Fi) bestimmt (Z. 8) und zurück gegeben (Z. 16).
Falls der Schnitt F3 oder F4 das maximale Gewicht hat, so werden die Schnittkanten durch
Knotenexpansion wieder zurück auf G übertragen (Z. 9–15), bevor sie als Lösung zurück
gegeben werden.
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GewMaxCut1(G,Γ, I(Γ))

Eingabe: Gewichteter ungerichteter 1-fast-planarer Graph G mit 1-fast-planarer Zeichnung
Γ und Kantenkreuzungsmenge I(Γ) = {{e1 = ac, e2 = bd}}.
Ausgabe: Maximaler Schnitt F ⊆ EG

1: G1 = G− e1, Γ0
1 = Γ− e1 // s.Abb. 4.2a

2: G2 = G− e2, Γ0
2 = Γ− e2 // s.Abb. 4.2b

3: G3 = G/cd, Γ0
3 = Γ/cd // s.Abb. 4.2c

4: G4 = G/bc, Γ0
4 = Γ/bc // s.Abb. 4.2d

5: for i = 1, 2, 3, 4 do
6: Fi = GewMaxCut0(Gi,Γ0

i )
7: end for
8: j = argmax

1≤i≤4
χ(Fi) // Def. 2.2.2

9: if j ∈ {1, 2} then
10: F = Fj

11: else if j == 3 then
12: F = κ−1

cd (F3, EG)
13: else
14: F = κ−1

bc (F4, EG)
15: end if
16: return F

Algorithmus 4.1: Gewichteter Max-Cut-Algorithmus für 1-fast-planare Graphen

a b

cd

......
e2

(a) G− e1

a b

cd

......
e1

(b) G− e2

a b

vcd

...... e1 ∪ ad e2 ∪ bc

(c) G/cd

a

vbc

d

......

e1 ∪ ab

e2 ∪ cd

(d) G/bc

Abbildung 4.2: Mögliche Fälle eine Kreuzung zu entfernen (blau-gepunktete Kanten sind zusam-
mengelegte Kanten).
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a b

y

cd

x

e1

e2

(a) Zeichnung Γ1 des K3,3

a b

y

cd

x

(b) Max-Cut in K3,3 − e1

a b

y

cd

x
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Abbildung 4.3: Beispiel zur Max-Cut-Berechnung in dem ungewichteten 1-fast-planaren Graphen
K3,3 (blau-gepunktete Kanten sind zusammengelegte Kanten mit Gewicht 2; rot-geschwungene
und rot-blau-geschwungene Kanten sind Schnittkanten; schwarz-gestrichelte Kanten sind nicht im
Schnitt enthalten).

Bevor die Korrektheit und Optimalität des vorgestellten Algorithmus bewiesen werden,
wird dessen Vorgehensweise an einem Beispiel verdeutlicht.

4.1.1 Beispiel. Wir betrachten den ungewichteten 1-fast-planaren Graphen K3,3. Als
Eingabe erhält Algorithmus 4.1 den Graphen K3,3, dessen 1-fast-planare Zeichnung Γ1

aus Abbildung 4.3a und die Kantenkreuzungsmenge I(Γ1) = {{ac, bd}}. Die in Zeile 1–
4 berechneten planaren Graphen und ihre in Zeile 6 berechneten Schnitte sind in den
Abbildungen 4.3b–4.3e zu sehen, dabei sind die rot- bzw. rot-blau-geschwungenen Kanten
im jeweiligen Schnitt enthalten. Die maximalen Schnitte in K3,3 − e1 (Abb. 4.3b) und
K3,3 − e2 (Abb. 4.3c) haben beide den Wert 8 und der maximale Schnitt in K3,3/cd

(Abb. 4.3d) hat einen Wert von 6. Die blau-gepunkteten Kanten in K3,3/bc (dvbc, avbc und
vbcy) wurden bei der Knotenkontraktion von b und c zusammengelegt und haben daher ein
höheres Gewicht (= 2), als die restlichen Kanten (= 1). Somit hat der maximale Schnitt in
K3,3/bc (Abb. 4.3e) einen Wert von 9 und ist damit der größte berechnete Schnitt. Dieser
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wird im Anschluss in Zeile 14 zurück auf K3,3 übertragen. Der maximale Schnitt in K3,3

ist in Abbildung 4.3f zu sehen.

Korrektheit und Optimalität

Nun muss noch gezeigt werden, dass Algorithmus 4.1 einen gültigen und optimalen Schnitt
berechnet. Dafür werden die in Abschnitt 3.2 und 3.4 bewiesenen Eigenschaften genutzt.
In den Abbildungen A.2a und A.2b im Anhang sind die Beweis-Struktur-Graphen der
folgenden beiden Sätze dargestellt.

4.1.2 Satz (Korrektheit). Der Algorithmus 4.1 berechnet einen gültigen Schnitt für
einen 1-fast-planaren Graphen G.

Beweis. Sei G ein 1-fast-planarer Graph, wie global gegeben (s.S. 49). Seien Gi die vom
Algorithmus 4.1 berechneten Graphen (Z. 1–4). Nach Lemma 3.2.1 und 3.2.2 sind die
Graphen Gi planar. Daher berechnet ein Max-Cut-Algorithmus für gewichtete planare
Graphen jeweils einen gültigen Schnitt Fi für Gi (Alg. 4.1, Z. 6). Laut Zeile 8 im Algorithmus
4.1 wird der Größte dieser vier Schnitte Fi auswählt. Laut Lemmata 3.4.5 und 3.4.6 werden
die Schnitte Fi korrekt auf G übertragen und erhalten ihre Werte (vgl. Alg. 4.1, Z. 9–15),
d.h. F = GewMaxCut1(G,Γ) ist ein gültiger Schnitt in G. �

4.1.3 Satz (Optimalität). Der maximale Schnitt eines 1-fast-planaren Graphen G ist
nicht größer als der vom Algorithmus 4.1 berechnete Schnitt.

Beweis. Sei G ein 1-fast-planarer Graph, wie global gegeben (s.S. 49), F ∗ ein maximaler
Schnitt in G und F = GewMaxCut1(G,Γ) der vom Algorithmus 4.1 berechnete Schnitt. Seien
Gi die vom Algorithmus 4.1 berechneten Graphen (Z. 1–4). Nach Lemma 3.4.3 muss F ∗

die Eckknoten der Kreuzung z in G entsprechend einem der Fälle (a)–(h) in zwei Mengen
teilen.

Fall (a),(c),(e) oder (h): Nach Lemma 3.4.9 ist F ∗ wertgleich mit einem maximalen
Schnitt in G1. Da G1 nach Lemma 3.2.1 planar ist, berechnet der Algorithmus
GewMaxCut0 einen maximalen Schnitt F1 in G1 (Alg. 4.1, Z. 6). Da F wertgleich mit
dem größten der vier Schnitte Fi ist (Alg. 4.1, Z. 8; Lemma 3.4.5), folgt:

χ(F ∗) 3.4.9= χ(Max-Cut(G1)) 3.2.1= χ(GewMaxCut0(G1)) 4.1(6)= χ(F1)
4.1(8)
≤ χ(F )

Fall (b) oder (d): Nach Lemma 3.4.10 ist F ∗ wertgleich mit einem maximalen Schnitt
in G2. Da G2 nach Lemma 3.2.1 planar ist, berechnet der Algorithmus GewMaxCut0

einen maximalen Schnitt F2 in G2 (Alg. 4.1, Z. 6). Da F wertgleich mit dem größten
der vier Schnitte Fi ist (Alg. 4.1, Z. 8; Lemma 3.4.5), folgt:

χ(F ∗) 3.4.10= χ(Max-Cut(G2)) 3.2.1= χ(GewMaxCut0(G2)) 4.1(6)= χ(F2)
4.1(8)
≤ χ(F )
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Fall (f): Nach Lemma 3.4.11 ist F ∗ wertgleich mit einem maximalen Schnitt in G3. Da G3

nach Lemma 3.2.2 planar ist, berechnet der Algorithmus GewMaxCut0 einen maximalen
Schnitt F3 in G3 (Alg. 4.1, Z. 6). Da F wertgleich mit dem größten der vier Schnitte
Fi ist (Alg. 4.1, Z. 8; Lemma 3.4.6), folgt:

χ(F ∗) 3.4.11= χ(Max-Cut(G3)) 3.2.2= χ(GewMaxCut0(G3)) 4.1(6)= χ(F3)
4.1(8)
≤ χ(F )

Fall (g): Nach Lemma 3.4.13 ist F ∗ wertgleich mit einem maximalen Schnitt in G4.
Da G4 nach Lemma 3.2.2 planar ist, berechnet der Algorithmus GewMaxCut0 einen
maximalen Schnitt F4 in G4 (Alg. 4.1, Z. 6). Da F wertgleich mit dem größten der
vier Schnitte Fi ist (Alg. 4.1, Z. 8; Lemma 3.4.6), folgt:

χ(F ∗) 3.4.13= χ(Max-Cut(G4)) 3.2.2= χ(GewMaxCut0(G4)) 4.1(6)= χ(F4)
4.1(8)
≤ χ(F )

In allen Fällen wurde gezeigt, dass F ∗ nicht größer als F ist. �

4.1.4 Theorem. Algorithmus 4.1 berechnet einen maximalen Schnitt für 1-fast-planare
Graphen bei gegebener 1-fast-planarer Zeichnung.

Beweis. Durch die Sätze 4.1.2 und 4.1.3 ergibt sich die Korrektheit und Optimalität von
Algorithmus 4.1. �

Laufzeit

Für die Laufzeitbeweise wird o.B.d.A. angenommen, dass als Datenstruktur Listen verwen-
det werden. Effizientere Datenstrukturen können die Laufzeit in der Praxis beschleunigen.
Bevor die Laufzeit von Algorithmus 4.1 untersucht wird, werden zunächst die Laufzeiten
zur Berechnung einer Kantenlöschung, einer Knotenkontraktion und einer Knotenexpansion
betrachtet. Die Laufzeit einer Kantenlöschung folgt direkt aus Definition 2.1.15.

4.1.5 Korollar. Die Berechnung des Graphen G− e mit e ∈ EG benötigt höchstens |EG|
Schritte.

Die Laufzeiten einer Knotenkontraktion und einer Knotenexpansion folgen ebenfalls aus
ihren Definitionen, sind jedoch nicht so offensichtlich und werden daher bewiesen.

4.1.6 Lemma. Die Berechnung des Graphen G/xy mit x, y ∈ VG benötigt höchstens
4|EG|+ 2|VG|+ 1 Schritte.

Beweis. Die Erzeugung einer Kontraktion von x und y auf G (Def. 2.1.13) setzt sich aus
folgenden Teilberechungen zusammen, die jeweils die folgenden Laufzeiten haben. Das
Entfernen der beiden zu verschmelzenden Knoten x und y aus VG benötigt höchstens 2|VG|
Schritte und das Hinzufügen des verschmolzenen Knoten vxy benötigt einen Schritt. Beim
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Verschmelzen der Kanten muss für jede Kante e überprüft werden, ob nur x oder nur y oder
keiner der beiden Knoten Endknoten der Kante e ist. Im Anschluss muss eine neue bzw. die
alte Kante zur neuen Kantenmenge E′ hinzugefügt werden. Das Verschmelzen der Kanten
benötigt demnach höchstens 3|EG| Schritte. Beim Berechnen der neuen Kantengewichte
muss jedes Kantengewicht aus EG \ {xy} auf eine Kante in E′ übertragen werden. Dafür
werden höchstens |EG| Schritte benötigt. Zusammengefasst ergibt sich eine Laufzeit von
höchstens 4|EG|+ 2|VG|+ 1 Schritten für die Berechnung einer Knotenkontraktion. �

4.1.7 Lemma. Die Berechnung einer Knotenexpansion κ−1
xy (F,E) der Kantenmenge F ⊆

E benötigt höchstens 2|F | · |E| Schritte.

Beweis. Die Erzeugung einer Knotenexpansion von v auf F (Def. 2.1.14) setzt sich aus
folgenden Teilberechungen zusammen, die jeweils die folgenden Laufzeiten haben. Sei
c die Anzahl an Kanten in F , die v als Endknoten haben. Alle Kanten in F , die den
kontrahierten Knoten v nicht als Endknoten haben, werden in die neue Kantenmenge
übernommen. Diese Berechnung benötigt höchstens 2(|F | − c) Schritte. Für jede Kante in
F , die den kontrahierten Knoten v als Endknoten hat, wird überprüft, ob sie einer oder
zwei Kanten in E entspricht. Diese Berechnung benötigt höchstens 2c · |E| Schritte. Wird c
durch |F | nach oben abgeschätzt, so ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von höchstens 2|F | · |E|
Schritten. �

In Abbildung A.2c im Anhang ist der Beweis-Struktur-Graph des folgenden Satzes und
des daraus resultierenden Theorems dargestellt.

4.1.8 Satz. Die Laufzeit des Algorithmus 4.1 beträgt O(T (n) + n2) bei Eingabe eines
1-fast-planaren Graphen G mit n Knoten und m Kanten, wobei T (n) die Laufzeit des
verwendeten Max-Cut-Algorithmus für planare Graphen ist.

Beweis. Die Kantenlöschung in Zeile 1 und 2 benötigen nach Korollar 4.1.5 jeweils höchstens
m Schritte. Die Knotenkontraktion in Zeile 3 und 4 benötigen nach Lemma 4.1.6 jeweils
höchstens 4m+ 2n+ 1 Schritte. Die Knotenexpansion in Zeile 12 und 14 benötigt nach
Lemma 4.1.7 jeweils höchstens 2m|F3| bzw. 2m|F4| Schritte. Da diese Größen jedoch
unbekannt sind, schätzen wir sie durch 2m2 nach oben ab. Nach Lemma 3.3.24 gilt
2m2 ≤ 2(6n− 12)2. Der längste Verzweigungsweg in Zeile 9–15 (zu Zeile 14) hat somit eine
Länge von höchstens 2(6n−12)2 +3 Schritten. Die vier Aufrufe des Max-Cut-Algorithmus
für gewichtete planare Graphen in Zeile 6 haben jeweils eine Laufzeit von T (n). Somit
beträgt die Gesamtlaufzeit höchstens O(T (n) + n2). �

Betrachten wir nun die konkrete Laufzeit des Algorithmus 4.1 für zwei verschiedene
Max-Cut-Algorithmen für gewichtete planare Graphen: Wird der Algorithmus 2.2 von
Mutzel [25,26] verwendet, so beträgt die Laufzeit des Algorithmus 4.1 O(n3). Wird hingegen
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einer der Algorithmen von Shih, Wu und Kuo [30] oder von Liers und Pardella [23] verwendet,
so beträgt die Laufzeit des Algorithmus 4.1 O(n2). Dabei hat der Algorithmus von Mutzel
eine Laufzeit von O(n3) (Satz 2.3.3) und die Algorithmen von Shih, Wu und Kuo und
von Liers und Pardella haben eine Laufzeit von O(n3/2 · logn) [23,30]. Somit erzielt der
Algorithmus 4.1 die beste Laufzeit, wenn einer der Max-Cut-Algorithmen für gewichtete
planare Graphen von Shih, Wu und Kuo oder von Liers und Pardella genutzt wird.

4.1.9 Theorem. Die bestmögliche Laufzeit des Algorithmus 4.1 beträgt O(n2) bei Eingabe
eines 1-fast-planaren Graphen G mit n Knoten.

Beweis. Wird einer der Max-Cut-Algorithmen für gewichtete planare Graphen von Shih,
Wu und Kuo oder von Liers und Pardella in Algorithmus 4.1 verwendet, so gilt T (n) =
O(n3/2 · logn) [23, 30]. Da O(n3/2 · logn + n2) = O(n2) gilt, folgt die Aussage aus Satz
4.1.8. Eine Verbesserung der Laufzeit des Max-Cut-Algorithmus für planare Graphen
hätte keine Auswirkungen auf die asymptotische Laufzeit des Algorithmus 4.1, da n2 die
Laufzeit dominiert. �
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4.2 Gewichtete k-fast-planare Graphen

Da in diesem Abschnitt ausschließlich k-fast-planare Graphen betrachtet werden, wird –
insbesondere für die Beweise – Folgendes als Konvention festgelegt:

Sei G ein echt k-fast-planarer Graph mit k-fast-planarer Zeichnung Γ und Kan-
tenkreuzungsmenge I(Γ) = {z1, . . . , zk}, wobei zi = {ei1, ei2} für i = 1, . . . , k
gilt. Die sich kreuzenden Kanten der Kreuzung zi seien ei1 = aici und ei2 = bidi.
Die vier Eckknoten der Kreuzung zi sind somit ai, bi, ci und di.

Nach Lemma 3.3.5 sind alle Eckknoten einer Kreuzung paarweise entweder durch eine
Kante (z.B. ei1 und ei2) oder durch einen Kantenzug verbunden. In Abbildung 4.1 (S.
50) sind zwei Möglichkeiten einer einfachen Kreuzung in G abgebildet. Zur vereinfachten
Darstellung betrachten wir o.B.d.A. Kreuzungen von der Form wie in Abbildung 4.1b zu
sehen (Korollar 3.2.18). Dabei sind die Bezeichnungen für die vier Eckknoten ai, bi, ci und
di einer Kreuzung zi symbolisch (als Zeiger) zu verstehen, d.h. wenn ein Knoten v Teil
mehrerer Kreuzungen ist (z.B. ai = bj = v) und in einer anderen Kreuzung zj verschmolzen
wird (z.B. zu vbjcj ), so wird für die Kreuzung zi der Zeiger des betroffenen Knoten auf den
entsprechenden neuen Knoten aktualisiert (ai = vbjcj ).
In Kapitel 3.3 wurden sechs Möglichkeiten zur Planarisierung einer Kreuzung in einem
k-fast-planaren Graphen vorgestellt. Wie im Algorithmus 4.1 für 1-fast-planare Graphen
werden für jede Kreuzung vier der sechs Möglichkeiten genutzt, um diese zu entfernen:
Entweder durch das Entfernen jeweils einer Kreuzungskante (Abb. 4.2a, 4.2b; S. 51) oder
durch die Kontraktion von jeweils zwei horizontal bzw. vertikal nebeneinanderliegenden
Eckknoten (Abb. 4.2c, 4.2d; S. 51). Nach Lemma 3.3.22 sind die so entstehenden Graphen
planar. Daher kann ein Max-Cut-Algorithmus für gewichtete planare Graphen auf die
(bis zu 4k verschiedenen) neuen planaren Graphen angewendet werden.

Algorithmus

Wir wollen nun den rekursiven Max-Cut-Algorithmus GewMaxCutk für k-fast-planare
Graphen betrachten (Alg. 4.2). Falls der übergebene Graph G – bzw. dessen Zeichnung
Γ – noch Kreuzungen enthält, so erzeugt Algorithmus 4.2 für eine beliebige Kreuzung z
aus I(Γ) die vier oben beschriebenen Teilgraphen und ruft sich im Anschluss vier Mal
(jeweils mit einem der erzeugten Graphen als Eingabe) rekursiv auf (Z. 6–11). Ein Aufruf
des Algorithmus Contract (Alg. 4.3) überprüft im Fall einer Knotenkontraktion zuvor,
ob die zu verschmelzenden Knoten Eckknoten weiterer Kreuzungen in I(Γ) sind (Alg. 4.3:
Z. 5, 11) und löscht diese Kreuzungen aus der Kantenkreuzungsmenge (Alg. 4.3: Z. 21),
da sie durch die Kontraktion der gemeinsamen Knoten passiv entfernt werden (Korollar
3.3.17). Contract überprüft ebenfalls, ob einer der zu verschmelzenden Knoten Teil einer
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weiteren Kreuzung ist, und benennt diesen in der Kantenkreuzungsmenge um (Alg. 4.3: Z.
7, 13, 16, 18). In Algorithmus 4.2 wird in jedem Rekursionsschritt der Schnitt mit dem
maximalen Gewicht bestimmt (Z. 12) und zurück gegeben (Z. 21). Falls der Schnitt F3

oder F4 das maximale Gewicht hat, werden die Schnittkanten durch eine Knotenexpansion
wieder zurück auf den vorherigen Graphen übertragen (Z. 13–20), bevor sie als Lösung
weitergegeben werden. Ist der übergebene Graph planar (I(Γ) == ∅), so wird für ihn
ein Max-Cut-Algorithmus für gewichtete planare Graphen aufgerufen (Z. 2) und der
berechnete Schnitt zurückgegeben (Z. 21).
Bevor die Korrektheit und Optimalität des vorgestellten Algorithmus bewiesen werden,
wird dessen Vorgehensweise an einem Beispiel verdeutlicht.

GewMaxCutk(G,Γ, I(Γ))

Eingabe: Gewichteter ungerichteter k-fast-planarer Graph Gmit k-fast-planarer Zeichnung
Γ und Kantenkreuzungsmenge I(Γ) mit k = |I(Γ)|.
Ausgabe: Maximaler Schnitt F ⊆ EG

1: if I(Γ) == ∅ then
2: F = GewMaxCut0(G,Γ)
3: else
4: wähle ein Element z = {e1 = ac, e2 = bd} ∈ I(Γ)
5: I′ = I(Γ) \ {z}
6: F1 = GewMaxCutk-1(G− e1,Γ− e1, I′)
7: F2 = GewMaxCutk-1(G− e2,Γ− e2, I′)
8: I3 = Contract(I′, c, d, vcd)
9: F3 = GewMaxCut|I3|(G/cd,Γ/cd, I3)

10: I4 = Contract(I′, b, c, vbc)
11: F4 = GewMaxCut|I4|(G/bc,Γ/bc, I4)
12: j = argmax

1≤i≤4
χ(Fi) // Def. 2.2.2

13: if j ∈ {1, 2} then
14: F = Fj

15: else if j == 3 then
16: F = κ−1

cd (F3, EG)
17: else
18: F = κ−1

bc (F4, EG)
19: end if
20: end if
21: return F

Algorithmus 4.2: Gewichteter Max-Cut-Algorithmus für k-fast-planare Graphen
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Abbildung 4.4: Beispiel zur Max-Cut-Berechnung in einem ungewichteten 2-fast-planaren Gra-
phen H (blau-gepunktete Kanten sind zusammengelegte Kanten mit Gewicht 2; rot-geschwungene
und rot-blau-geschwungene Kanten sind Schnittkanten; schwarz-gestrichelte Kanten sind nicht im
Schnitt enthalten).

4.2.1 Beispiel. Wir betrachten den ungewichteten 2-fast-planaren Graphen H aus Abbil-
dung 4.4a mit den horizontal benachbarten Kreuzungen z1 = {ac, bd} und z2 = {bf, ce}.
Als Eingabe erhält Algorithmus 4.2 den Graphen H, dessen 2-fast-planare Zeichnung Γ2

aus Abbildung 4.4a und die Kantenkreuzungsmenge I(Γ2) = {z1, z2}. Die in den Zeilen 6,
7, 9 und 11 berechneten 1-fast-planaren Graphen und ihre rekursiv berechneten Schnitte
(vgl. Bsp. 4.1.1) sind in den Abbildungen 4.4b–4.4e zu sehen, dabei sind die rot- bzw.
rot-blau-geschwungenen Kanten im jeweiligen Schnitt enthalten. Die maximalen Schnitte
in H − e11 (Abb. 4.4b) und H − e12 (Abb. 4.4c) haben beide einen Wert von 16 und
der maximale Schnitt in H/bc (Abb. 4.4e) hat einen Wert von 12. Die blau-gepunkteten
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Kanten in H/cd (avcd, bvcd und svcd) wurden bei der Knotenkontraktion von c und d

zusammengelegt und haben daher ein höheres Gewicht (= 2), als die restlichen Kanten
(= 1). Somit hat der maximale Schnitt in H/cd (Abb. 4.4d) einen Wert von 17 und ist
damit der größte berechnete Schnitt. Dieser wird im Anschluss in Zeile 16 zurück auf H
übertragen. Der maximale Schnitt in H ist in Abbildung 4.4f zu sehen.

Korrektheit und Optimalität

Nun muss noch gezeigt werden, dass der Algorithmus 4.2 einen gültigen und optimalen
Schnitt berechnet. Für den Beweis der Korrektheit muss gezeigt werden, dass in jedem
Rekursionsschritt des Algorithmus 4.2 die Schnitte der betrachteten Teilgraphen korrekt
auf G zurück übertragen werden. Die Reihenfolge, in der die Kreuzungen aus G entfernt
werden, ist dabei irrelevant. In Abbildung A.3a im Anhang ist der Beweis-Struktur-Graph
des folgenden Satzes dargestellt.

4.2.2 Satz (Korrektheit). Der Algorithmus 4.2 berechnet einen gültigen Schnitt für
einen k-fast-planaren Graphen G.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach k:
IA: Für k = 0 ruft der Algorithmus 4.2 einen Max-Cut-Algorithmus für gewichtete
planare Graphen auf. Dieser berechnet einen gültigen Schnitt für G, da G planar ist.
IV: Die Aussage gilt für einen (k − 1)-fast-planaren Graphen.
IS: Sei G ein k-fast-planarer Graph wie global gegeben (s.S. 57) und zi eine beliebige
Kreuzung in G. Seien G1 = G − ei1, G2 = G − ei2, G3 = G/cidi und G4 = G/bici

die vom Algorithmus 4.2 berechneten Graphen (Z. 6–11). Nach Lemma 3.3.3 und 3.3.4
sind die Graphen Gi (k − 1)-fast-planar. Daher kann die Induktionsvoraussetzung (IV)
angewendet werden und ihre rekursiv durch Algorithmus 4.2 berechneten Schnitte Fi sind
gültig (vgl.Z. 6–11). Der Algorithmus 4.2 wählt den größten dieser vier Schnitte aus (Z. 12)
und überträgt ihn auf G (Z. 13–20). Laut Lemmata 3.4.5 und 3.4.6 werden die Schnitte
Fi korrekt auf G übertragen und erhalten ihre Werte, d.h. F = GewMaxCutk(G,Γ) ist ein
gültiger Schnitt in G. �

Für den Beweis der Optimalität muss hingegen gezeigt werden, dass der Algorithmus
– unabhängig von der Reihenfolge, in der die Kreuzungen aus G entfernt werden – für
jede Kreuzung alle 8 Möglichkeiten zur Aufteilung der vier Eckknoten auf zwei Mengen
berücksichtigt (vgl. Lemma 3.4.3) und somit eine optimale Lösung findet.
Einen Spezialfall bilden die passiv entfernten Kreuzungen. Dieser wird in den beiden
folgenden Lemmata betrachtet. In den Abbildungen A.3b und A.3c im Anhang sind die
Beweis-Struktur-Graphen der beiden Lemmata dargestellt.
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Contract(I, x, y, vxy)

Eingabe: Kantenkreuzungsmenge I, die zu verschmelzenden Knoten x, y und der ver-
schmolzene Knoten vxy.
Ausgabe: Kantenkreuzungsmenge, in der jedes Vorkommen von x oder y durch vxy

ersetzt wurde und in der alle Kantenpaare entfernt wurden, die sich nicht mehr kreu-
zen.

1: H = ∅ // Menge der Kanten, die sich nicht mehr kreuzen
2: for z = {e1, e2} ∈ I do
3: if e1 == xv then
4: if e2 == yw then
5: H = H ∪ z
6: else
7: e1 = vxyv

8: end if
9: else if e1 == yv then

10: if e2 == xw then
11: H = H ∪ z
12: else
13: e1 = vxyv

14: end if
15: else if e2 == xv then
16: e2 = vxyv

17: else if e2 == yv then
18: e2 = vxyv

19: end if
20: end for
21: return I \H

Algorithmus 4.3: Algorithmus zum Verschmelzen der Knoten x, y in I, der das Ergebnis von sich
nicht mehr kreuzenden Kantenpaaren bereinigt.

4.2.3 Lemma. Falls zwei Kreuzungen sich zwei Eckknoten teilen und eine von beiden im
Algorithmus 4.2 passiv – durch Kontraktion der gemeinsamen Knoten in der anderen Kreu-
zung – entfernt wird, so werden für die beiden Kreuzungen trotzdem alle 32 Möglichkeiten
zur Aufteilung der sechs Eckknoten auf zwei Mengen berücksichtigt.

Beweis. Seien zi und zj zwei beliebige Kreuzungen in G, die sich zwei Eckknoten teilen. Sei
F der von Algorithmus 4.2 berechnete Schnitt. Laut Lemma 3.3.10 müssen die gemeinsamen
Eckknoten nebeneinanderliegend sein. Wir nehmen o.B.d.A. an, dass die Kreuzungen
horizontal benachbart sind. Die folgenden Aussagen lassen sich leicht auf zwei vertikal
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benachbarte Kreuzungen übertragen, indem alle betrachteten (Teil-)Graphen um 90◦

gedreht werden.
Sei zi die linke und zj die rechte Kreuzung (vgl.Abb. 3.13, S. 45). Dann gilt: bi = aj und
ci = dj . Laut Lemma 3.4.4 gibt es 2 Möglichkeiten zur Aufteilung der zwei gemeinsamen
Eckknoten auf zwei Mengen.
Fall 1: Die gemeinsamen Knoten werden nicht vom Schnitt F getrennt
Laut Lemma 3.4.4 entsprechen in diesem Fall die Eckknoten von zi in F einem der Fälle
(a), (b), (c) oder (g) aus Lemma 3.4.3. Nach Lemma 3.4.13 ist F wertgleich mit dem
maximalen Schnitt in G/bici. Da durch das Verschmelzen der gemeinsamen Knoten bi = aj

und ci = dj beide Kreuzungen gleichzeitig entfernt werden, muss noch überprüft werden,
ob alle verbleibenden Möglichkeiten zur Aufteilung der vier Eckknoten von zj in G/bici
berücksichtigt werden; Diese sind nach Lemma 3.4.4: (a), (d), (e) oder (g). Falls F für die
Eckknoten von zj einem dieser Fällen entspricht, so ist F nach Lemma 3.4.14 wertgleich
mit dem maximalen Schnitt in G/ajdj . Da bici = ajdj gilt, ist der Graph identisch zu
G/bici. Somit werden alle 16 Möglichkeiten zur Aufteilung der sechs Eckknoten in Fall 1
im Graphen G/bici berücksichtigt.
Fall 2: Die gemeinsamen Knoten werden vom Schnitt F getrennt
Laut Lemma 3.4.4 entsprechen in diesem Fall die Eckknoten von zi in F einem der Fälle
(d), (e), (f) oder (h). Falls F für die Eckknoten von zi dem Fall (e) oder (h) / (d) / (f)
entspricht, so ist dieser wertgleich mit dem maximalen Schnitt in G− ei1 / G− ei2 / G/cidi
(Lemma 3.4.9 / 3.4.10 / 3.4.11). In diesem Fall werden die gemeinsamen Knoten nicht
verschmolzen und die Kreuzung zj bleibt nach Entfernen der Kreuzung zi noch bestehen.
Es verbleiben nach Lemma 3.4.4 noch vier Möglichkeiten zur Aufteilung der vier Eckknoten
von zj in F : (b), (c), (f) oder (h). Falls F für die Eckknoten von zj dem Fall (c) oder (h) /
(b) / (f) entspricht, so ist dieser wertgleich mit dem maximalen Schnitt in G− ej1 / G− ej2
/ G/cjdj (Lemma 3.4.9 / 3.4.10 / 3.4.11). Mit Lemma 3.4.9, 3.4.10 und 3.4.11 folgt: alle 16
Möglichkeiten zur Aufteilung der sechs Eckknoten in Fall 2 werden in den neun Graphen
G′ − ej1, G′ − ej2 und G′/cjdj mit G′ ∈ {G− ei1, G− ei2, G/cidi} berücksichtigt. �

4.2.4 Lemma. Falls eine Kreuzung im Algorithmus 4.2 passiv entfernt wird, werden für
sie trotzdem alle 8 Möglichkeiten zur Aufteilung der vier Eckknoten auf zwei Mengen
berücksichtigt.

Beweis. Es gibt zwei Möglichkeiten für eine Kreuzung passiv entfernt zu werden. Entweder
durch die Kontraktion zweier Eckknoten, die sie sich mit einer weiteren Kreuzung teilt, (vgl.
Korollar 3.3.17 und Beispiel 3.3.15) oder durch die Kontraktion einer ihrer Eckknoten, den
sie sich mit einer anderen Kreuzung teilt, mit einem Eckknoten der anderen Kreuzung, wo-
durch eine Kreuzungskante so gezeichnet werden kann, dass sie die andere Kreuzungskante
nicht mehr schneidet (vgl. Korollar 3.3.20 und Beispiel 3.3.18). Der zweite Fall wird von
dem betrachteten Algorithmus nicht berücksichtigt, d.h. die Kreuzung wird im Algorithmus
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nicht passiv entfernt, sondern verbleibt in der Kantenkreuzungsmenge, um aktiv entfernt
zu werden. Der erste Fall wird durch den Aufruf des Algorithmus 4.3 im Algorithmus 4.2
berücksichtigt. Für diesen Fall zeigt Lemma 4.2.3 die gewünschte Aussage. �

Für den folgenden Beweis der Optimalität des Algorithmus 4.2 werden die Erkenntnisse aus
Abschnitt 3.3 und 3.4 genutzt. In Abbildung A.3d im Anhang ist der Beweis-Struktur-Graph
des folgenden Satzes dargestellt.

4.2.5 Satz (Optimalität). Der maximale Schnitt eines k-fast-planaren Graphen G ist
nicht größer als der vom Algorithmus 4.2 berechnete Schnitt.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach k:
IA: Für k = 0 ruft der Algorithmus 4.2 einen Max-Cut-Algorithmus für gewichtete
planare Graphen auf. Dieser berechnet einen maximalen Schnitt für G, da G planar ist.
IV: Die Aussage gilt für einen (k − 1)-fast-planaren Graphen.
IS: Sei G ein k-fast-planarer Graph wie global gegeben (s.S. 57), zi eine beliebige
Kreuzung in G, F ∗ ein maximaler Schnitt in G und F der vom Algorithmus 4.2 berechnete
Schnitt. Nach Lemma 3.4.3 muss F ∗ die Eckknoten der Kreuzung zi in G entsprechend
einem der Fälle (a)–(h) (s.S. 44) in zwei Mengen teilen.

Fall (a),(c),(e) oder (h): Nach Lemma 3.4.9 ist F ∗ wertgleich mit einem maximalen
Schnitt in G − ei1. Da G − ei1 nach Lemma 3.3.3 (k − 1)-fast-planar ist, kann die
Induktionsvoraussetzung (IV) angewendet werden. Sei F1 ein maximaler Schnitt in
G − ei1 nach Algorithmus 4.2, Zeile 6. Da F wertgleich mit dem größten der vier
Schnitte Fi ist (Alg. 4.2, Z. 12; Lemma 3.4.5), folgt:

χ(F ∗) 3.4.9= χ(Max-Cut(G− ei1))
(IV)
≤ χ(GewMaxCutk-1(G− ei1)) 4.2(6)= χ(F1)

4.2(12)
≤ χ(F )

Fall (b) oder (d): Nach Lemma 3.4.10 ist F ∗ wertgleich mit einem maximalen Schnitt
in G− ei2. Da G− ei2 nach Lemma 3.3.3 (k− 1)-fast-planar ist, kann die Induktions-
voraussetzung (IV) angewendet werden. Sei F2 ein maximaler Schnitt in G− ei2 nach
Algorithmus 4.2, Zeile 7. Da F wertgleich mit dem größten der vier Schnitte Fi ist
(Alg. 4.2, Z. 12; Lemma 3.4.5), folgt:

χ(F ∗) 3.4.10= χ(Max-Cut(G− ei2))
(IV)
≤ χ(GewMaxCutk-1(G− ei2)) 4.2(7)= χ(F2)

4.2(12)
≤ χ(F )

Fall (f): Nach Lemma 3.4.11 ist F ∗ wertgleich mit einem maximalen Schnitt in G/cidi. Da
G/cidi nach Lemma 3.3.4 (k − 1)-fast-planar ist, kann die Induktionsvoraussetzung
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(IV) angewendet werden. Sei F3 ein maximaler Schnitt in G/cidi nach Algorithmus
4.2, Zeile 9. Da F wertgleich mit dem größten der vier Schnitte Fi ist (Alg. 4.2, Z. 12;
Lemma 3.4.6), folgt:

χ(F ∗) 3.4.11= χ(Max-Cut(G/cidi))
(IV)
≤ χ(GewMaxCutk-1(G/cidi))

4.2(9)= χ(F3)
4.2(12)
≤ χ(F )

Fall (g): Nach Lemma 3.4.13 ist F ∗ wertgleich mit einem maximalen Schnitt in G/bici. Da
G/bici nach Lemma 3.3.4 (k − 1)-fast-planar ist, kann die Induktionsvoraussetzung
(IV) angewendet werden. Sei F4 ein maximaler Schnitt in G/bici nach Algorithmus
4.2, Zeile 11. Da F wertgleich mit dem größten der vier Schnitte Fi ist (Alg. 4.2,
Z. 12; Lemma 3.4.6), folgt:

χ(F ∗) 3.4.13= χ(Max-Cut(G/bici))
(IV)
≤ χ(GewMaxCutk-1(G/bici))

4.2(11)= χ(F4)
4.2(12)
≤ χ(F )

Nun muss noch der Fall betrachtet werden, dass eine Kreuzung passiv entfernt wird. Falls
es mindestens eine Kreuzung zj gibt, die sich zwei Eckknoten mit zi teilt, und diese
gemeinsamen Eckknoten in einem der Fälle (f) oder (g) verschmolzen werden, so werden
alle Kreuzungen planarisiert, die die verschmolzenen Knoten als Eckknoten hatten (Lemma
3.3.4). Aus Lemmata 4.2.3 und 4.2.4 folgt, dass in diesem Fall alle Möglichkeiten zur
Aufteilung der Eckknoten von zj berücksichtigt werden, d.h. auch für die passiv entfernte
Kreuzung zj wird ein optimaler Schnitt gefunden.
In allen Fällen wurde gezeigt, dass F ∗ nicht größer als F ist. Da die Kreuzung zi beliebig
gewählt wurde, ist die Aussage unabhängig von der Reihenfolge, in der die Kreuzungen
aus G entfernt werden. �

4.2.6 Theorem. Algorithmus 4.2 berechnet einen maximalen Schnitt für k-fast-planare
Graphen bei gegebener k-fast-planarer Zeichnung.

Beweis. Durch die Sätze 4.2.2 und 4.2.5 ergibt sich die Korrektheit und Optimalität von
Algorithmus 4.2. �
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Laufzeit

Für die Laufzeitbeweise wird o.B.d.A. angenommen, dass als Datenstruktur Listen verwen-
det werden. Effizientere Datenstrukturen können die Laufzeit in der Praxis beschleunigen.
Bevor die Laufzeit von Algorithmus 4.2 untersucht wird, betrachten wir zunächst die
Laufzeit von Algorithmus 4.3.

4.2.7 Lemma. Der Algorithmus 4.3 benötigt höchstens t2 + 5t+ 1 Schritte bei Eingabe ( I,
x, y, vxy) mit t = |I|.

Beweis. Sei c die maximale Anzahl an Kreuzungen in I, die sowohl x als auch y als
Eckknoten enthalten. Es gilt c = |H| und c ≤ t = |I|. Ein Aufruf des Algorithmus 4.3
benötigt höchstens 1 + t · 5 + c · t Schritte. Diese Laufzeit ergibt sich aus dem Anlegen
einer leeren Liste in Zeile 1, der Anzahl von Wiederholungen der Schleife in Zeile 2 (|I| = t)
multipliziert mit der Länge des längsten Verzweigungswegs innerhalb der Schleife (zu Zeile
18) und dem Entfernen der c Elemente in H aus I in Zeile 21. Schätzen wir c durch t nach
oben ab, ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von höchstens t2 + 5t+ 1 Schritten. �

In Abbildung A.3e im Anhang ist der Beweis-Struktur-Graph des folgenden Satzes und
des daraus resultierenden Theorems dargestellt.

4.2.8 Satz. Die Laufzeit des Algorithmus 4.2 beträgt O(4k · (T (n) + n2)) bei Eingabe
eines k-fast-planaren Graphen G mit n Knoten, wobei T (n) die Laufzeit des verwendeten
Max-Cut-Algorithmus für planare Graphen ist.

Beweis. Auf eine Reduktion der Größe von G nach einem rekursiven Aufruf wird in diesem
Beweis verzichtet, da es an der asymptotischen Laufzeit nichts ändert. Seien daher n = |VG|
und m = |EG| feste Konstanten.
Sei I die Kantenkreuzungsmenge in Γ. Sei L(k) die Laufzeit des Algorithmus 4.2 mit
k = |I|. Um die Laufzeit eines Rekursionsschritts zu berechnen, betrachten wir zunächst
die Laufzeiten der einzelnen Schritte im Algorithmus:
Tritt die Abbruchbedingung in Zeile 1 in Kraft (k = 0), so wird ein Max-Cut-Algorithmus
für gewichtete planare Graphen aufgerufen. Dieser hat eine Laufzeit von T (n). Zusammen
mit den Operationen in Zeile 1 und 21 ergibt sich für k = 0 die folgende rekursive Laufzeit:
L(0) = T (n) + 2
Für den Fall k > 0 wird die Bedingung in Zeile 1 trotzdem überprüft. Dies benötigt einen
Schritt. Da als Datenstruktur eine Liste vorausgesetzt wurde, benötigt die Operation in
Zeile 4 einen Schritt und die Löschen-Operation in Zeile 5 benötigt höchstens k Schritte.
Die beiden Kantenlöschungen in Zeile 6 und 7 benötigen nach Korollar 4.1.5 höchstens
2m Schritte. Da ein Element aus I entfernt wurde (Z. 5), gilt |I′| = k − 1. Somit und nach
Lemma 4.2.7 benötigen die beiden Aufrufe von Contract (Alg. 4.3) in Zeile 8 und 10
höchstens 2 · ((k− 1)2 + 5 · (k− 1) + 1) Schritte. Die beiden Knotenkontraktionen in Zeile 9
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und 11 benötigen nach Lemma 4.1.6 höchstens 2 · (4m+2n+1) Schritte. Die vier rekursiven
Aufrufe des Algorithmus 4.2 in den Zeilen 6, 7, 9 und 11 haben jeweils eine Laufzeit von
höchstens L(k − 1), da in jedem Schritt mindestens eine Kreuzung entfernt wird (Lemma
3.3.3 und 3.3.4). Die Knotenexpansion in Zeile 16 bzw. 18 benötigt nach Lemma 4.1.7
jeweils höchstens 2m|F3| bzw. 2m|F4| Schritte. Da diese Größen jedoch unbekannt sind,
schätzen wir sie durch 2m2 nach oben ab. Der längste Verzweigungsweg in Zeile 13 – 19 (zu
Zeile 18) hat somit eine Länge von höchstens 2m2 + 3 Schritten. Mit den 4 + 1 Schritten
der Operationen in Zeile 12 und 21 ergibt sich folgende rekursive Laufzeit für k > 0:

L(k) ≤ 1 + 1 + k + 2m+ 2 · ((k − 1)2 + 5 · (k − 1) + 1) + 2 · (4m+ 2n+ 1)

+ 4 · L(k − 1) + 4 + (2m2 + 3) + 1

= 4 · L(k − 1) + 2k2 + 7k + 2m2 + 10m+ 4n+ 6

Da n und m Konstanten sind, wird zur besseren Lesbarkeit des Beweises die Variable
c = 2m2+10m+4n+6 eingeführt. Im Folgenden wird zunächst die Intuition zur Abschätzung
der Rekursionsformel durch eine konkrete Laufzeit gegeben.

L(k) ≤ 4 · L(k − 1) + 2k2 + 7k + c

= 4 · [4 · [4 · [. . . [4 · [4 · (T (n) + 2) + 2 · 12 + 7 · 1 + c]

+ 2 · 22 + 7 · 2 + c]

. . .]

+ 2 · (k − 2)2 + 7 · (k − 2) + c]

+ 2 · (k − 1)2 + 7 · (k − 1) + c]

+ 2k2 + 7k + c]

= 4k · [T (n) + 2] + 4k−1 · (2 · 12 + 7 · 1 + c)

+ 4k−2 · (2 · 22 + 7 · 2 + c)

+ . . .

+ 42 · (2 · (k − 2)2 + 7 · (k − 2) + c)

+ 41 · (2 · (k − 1)2 + 7 · (k − 1) + c)

+ 40 · (2k2 + 7k + c)

= 4k · [T (n) + 2] +
k∑
i=1

4k−i · (2i2 + 7i+ c)

Im Folgenden wir diese Abschätzung der Rekursionsformel per Induktion nach k bewiesen.
IA: Für k = 0 gilt:

L(0) = T (n) + 2 = 1 · [T (n) + 2] + 0 = 40 · [T (n) + 2] +
0∑
i=1

40−i · (2i2 + 7i+ c)
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IV: Es gilt: L(k − 1) ≤ 4k−1 · [T (n) + 2] +
∑k−1
i=1 4(k−1)−i · (2i2 + 7i+ c)

IS: Für k > 0 gilt:

L(k) ≤ 4 · L(k − 1) + 2k2 + 7k + c

IV
≤ 4 ·

(
4k−1 · [T (n) + 2] +

k−1∑
i=1

4(k−1)−i · (2i2 + 7i+ c)
)

+ 2k2 + 7k + c

= 4k · [T (n) + 2] +
k−1∑
i=1

4k−i · (2i2 + 7i+ c) + 4k−k · (2k2 + 7k + c)

= 4k · [T (n) + 2] +
k∑
i=1

4k−i · (2i2 + 7i+ c)

Somit gilt die Abschätzung der Rekursionsformel durch eine konkrete Laufzeit. Diese wird
nun weiter vereinfacht.

L(k) ≤ 4k · [T (n) + 2] +
k∑
i=1

4k−i · (2i2 + 7i+ c)

= 4k · [T (n) + 2 +
k∑
i=1

4−i · (2i2 + 7i+ c)]

≤ 4k · [T (n) + 2 +
k∑
i=1

4−i · (2k2 + 7k + c)]

∗1= 4k · [T (n) + 2 + 1
3 ·
(

1−
(1

4

)k)
· (2k2 + 7k + c)]

= 4k · [T (n) + 2] + 4k · 1
3 ·
(

1−
(1

4

)k)
· (2k2 + 7k + c)

∗c= 4k · [T (n) + 2] + 1
3 · (4

k − 1) · (2k2 + 7k + 2m2 + 10m+ 4n+ 6)

≤ 4k · [T (n) + 2] + 1
3 · 4

k · (3k2 + 9k + 3m2 + 12m+ 6n+ 6)

= 4k · [T (n) + 2 + k2 + 3k +m2 + 4m+ 2n+ 2]
∗2
≤ 4k · [T (n) + 2 +

(
m

2

)2
+ 3 ·

(
m

2

)
+m2 + 4m+ 2n+ 2]

= 4k · [T (n) + 2 + 1
4 ·m

2 + 3
2 ·m+m2 + 4m+ 2n+ 2]

∈ O(4k · [T (n) +m2 + n])

∗1 Durch Anwendung der geometrischen Summe folgt:

k∑
i=1

4−i =
k∑
i=0

(1
4

)i
− 1 =

1−
(

1
4

)k+1

1− 1
4

− 1 = 4
3 ·
(

1−
(1

4

)k+1
)
− 1

= 1
3 −

1
3 ·
(1

4

)k
= 1

3 ·
(

1−
(1

4

)k)
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∗c Zur besseren Lesbarkeit wurde die Variable c = 2m2 + 10m+ 4n+ 6 eingeführt.
∗2 Da jede Kante höchstens eine andere Kante schneidet, folgt k ≤ m

2 (Lemma 3.3.1).
Schätzen wirm durch 6n−12 nach oben ab (Lemma 3.3.24), so ergibt sich die Gesamtlaufzeit
von O(4k · (T (n) + n2)). �

Betrachten wir nun die konkrete Laufzeit des Algorithmus 4.2 für zwei verschiedene
Max-Cut-Algorithmen für gewichtete planare Graphen: Wird der Algorithmus 2.2 von
Mutzel [25, 26] verwendet, so beträgt die Laufzeit des Algorithmus 4.2 O(4k · n3). Wird
hingegen einer der Algorithmen von Shih, Wu und Kuo [30] oder von Liers und Pardella [23]
verwendet, so beträgt die Laufzeit des Algorithmus 4.2 O(4k ·n2). Dabei hat der Algorithmus
von Mutzel eine Laufzeit von O(n3) (Satz 2.3.3) und die Algorithmen von Shih, Wu und
Kuo und von Liers und Pardella haben eine Laufzeit von O(n3/2 · logn) [23, 30]. Somit
erzielt der Algorithmus 4.2 die beste Laufzeit, wenn einer der Max-Cut-Algorithmen für
gewichtete planare Graphen von Shih, Wu und Kuo oder von Liers und Pardella genutzt
wird.

4.2.9 Theorem. Die bestmögliche Laufzeit des Algorithmus 4.2 beträgt O(4k · n2) bei
Eingabe eines k-fast-planaren Graphen G mit n Knoten.

Beweis. Wird einer der Max-Cut-Algorithmen für gewichtete planare Graphen von Shih,
Wu und Kuo oder von Liers und Pardella in Algorithmus 4.2 verwendet, so gilt T (n) =
O(n3/2 · logn) [23, 30]. Da O(n3/2 · logn + n2) = O(n2) gilt, folgt die Aussage aus Satz
4.2.8. Eine Verbesserung der Laufzeit des Max-Cut-Algorithmus für planare Graphen
hätte keine Auswirkungen auf die asymptotische Laufzeit des Algorithmus 4.2, da n2 die
Laufzeit dominiert. �
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4.3 Gewichtete 1-planare Graphen

Da in diesem Abschnitt ausschließlich 1-planare Graphen betrachtet werden, wird – insbe-
sondere für die Beweise – Folgendes als Konvention festgelegt:

Sei G ein 1-planarer Graph mit 1-planarer Zeichnung Γ.

Der Max-Cut-Algorithmus für k-fast-planare Graphen lässt sich zu einem parametri-
sierbaren Max-Cut-Algorithmus für 1-planare Graphen mit Parameter k erweitern. Der
Parameter k gibt dabei die Anzahl der einfachen Kantenkreuzungen in einer gegebenen
1-planaren Zeichnung an. Der Algorithmus Kantenkreuzungsmenge (Alg. 4.4) berechnet für
eine gegebene 1-planare Zeichnung ΓG den Parameter k sowie die Kantenkreuzungsmenge
der Zeichnung. Dazu überprüft er für jedes Kantenpaar aus EG, ob sich die Polygonzüge
der Kanten in ΓG schneiden.

4.3.1 Lemma. Algorithmus 4.4 berechnet die Menge und Anzahl aller sich kreuzenden
Kantenpaare in der Zeichnung Γ des Graphen G.

Beweis. In Zeile 3 des Algorithmus wird für alle Kantenpaare aus EG (Z. 2) überprüft, ob
sie sich schneiden. Da in Zeile 4 alle Kantenpaare, die sich in Γ schneiden, zur Menge K
hinzugefügt werden, enthält K in Zeile 7 alle Kreuzungen in Γ. Zudem wird die aktuelle
Anzahl an Kreuzungen in K in der Variablen k gespeichert (Z. 1, 4). Diese ist zusammen
mit K Teil der Ausgabe in Zeile 7. Somit berechnet Kantenkreuzungsmenge die Menge K
und Anzahl k aller sich kreuzenden Kantenpaare in der Zeichnung Γ. �

Wir werden nun sehen, dass sich die Menge der Kantenkreuzungen in polynomieller Zeit
berechnen lässt.

Kantenkreuzungsmenge(G,Γ)

Eingabe: Gewichteter ungerichteter Graph G mit Zeichnung Γ
Ausgabe: Kantenkreuzungsmenge I(Γ) und k = |K|

1: K = ∅; k = 0;
2: for e1, e2 ∈ EG do
3: if z = {e1, e2} ist eine Kreuzung in Γ then
4: K = K ∪ {z}; k = k + 1;
5: end if
6: end for
7: return (K, k)

Algorithmus 4.4: Berechnet die Menge und Anzahl aller Kreuzungen I(Γ) in einer 1-planaren
Zeichnung Γ.
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4.3.2 Lemma. Algorithmus 4.4 hat eine Laufzeit von O(l2 ·m2) bei Eingabe des Graphen
G mit Zeichnung Γ, wobei l die maximale Anzahl an Teilstrecken, aus denen ein Polygonzug
PΓ
e besteht, und m die Anzahl an Kanten in G bezeichnet.

Beweis. Um zu überprüfen, ob ein Kantenpaar {e1, e2} ⊆ EG eine Kreuzung in Γ ist (Z. 3),
muss überprüft werden, ob P̊Γ

e1 ∩ P̊
Γ
e2 6= ∅ gilt. Bezeichne #(PΓ

e ) die Anzahl der Teilstrecken
aus denen der Polygonzug PΓ

e besteht. Dann kann in höchstens #(PΓ
e1) ·#(PΓ

e2) Schritten
überprüft werden, ob sich zwei Teilstrecken von P̊Γ

e1 und P̊Γ
e2 schneiden. Sei l der maximale

Wert den #(PΓ
e ) für alle Polygonzüge PΓ

e mit e ∈ EG annimmt. Da die Schleife in Zeile 2
genau m2 Mal ausgeführt wird und die Überprüfung der Bedingung in Zeile 3 höchstens l2

Schritte benötigt, liegt die Laufzeit des Algorithmus insgesamt bei O(l2 ·m2). �

Der Max-Cut-Algorithmus für 1-planare Graphen nutzt den von Kantenkreuzungsmenge

berechneten Parameter k, um mit dem Max-Cut-Algorithmus für k-fast-planare Graphen
den maximalen Schnitt durch die gegebene 1-planare Zeichnung zu berechnen. Da der
Algorithmus 4.5 das Max-Cut-Entscheidungsproblem löst, wird zum Schluss überprüft,
ob er berechnete Schnitt mindestens eine vorgegebene Größe s hat.

4.3.3 Satz (Korrektheit). Algorithmus 4.5 berechnet, ob es in einem 1-planaren Graphen
G mit 1-planarer Zeichnung Γ einen Schnitt der Größe s oder größer gibt.

Beweis. Nach Lemma 4.3.1 wird die Kantenkreuzungsmenge und die Anzahl an Kreuzungen
in Γ korrekt berechnet (Z.1). Da G nun nach Definition 2.1.35 k-fast-planar ist, berechnet
GewMaxCutk in Zeile 2 nach Theorem 4.2.6 einen maximalen Schnitt in G. In Zeile 3 wird
überprüft, ob der Wert des berechneten Schnitts größer oder gleich dem vorgegebenen
Wert s ist. �

Die Optimalität des in Algorithmus 4.5 berechneten Schnitts folgt aus Satz 4.2.5 und
Lemma 4.3.1. Betrachten wir nun die Laufzeit von Algorithmus 4.5.

4.3.4 Satz (Laufzeit). Algorithmus 4.5 hat eine Laufzeit von O(4k · n2 + l2 · n2) bei
Eingabe eines 1-planaren Graphen G mit n Knoten und 1-planarer Zeichnung Γ mit k
einfachen Kreuzungen, wobei l die maximale Anzahl an Teilstrecken bezeichnet, aus denen
ein Polygonzug PΓ

e mit e ∈ EG besteht.

Beweis. Nach Lemma 4.3.2 benötigt der Aufruf von Kantenkreuzungsmenge in Zeile 1
O(l2 ·m2) Schritte. Ein Aufruf von GewMaxCutk in Zeile 2 benötigt nach Theorem 4.2.9
O(4k · n2) Schritte. Die Überprüfung der Bedingung in Zeile 3 benötigt höchstens |F | ≤ m
Schritte. Somit hat der längste Verzweigungsweg in Zeile 3 – 7 (zu Zeile 6) eine Länge von
höchstens m+ 1 Schritten. Wird m durch 6n− 12 nach oben abgeschätzt (Lemma 3.3.24),
so ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von O(4k · n2 + l2 · n2) für Algorithmus 4.5. �
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GewMaxCut1-pl(G,Γ)

Eingabe: Gewichteter ungerichteter 1-planarer Graph G mit 1-planarer Zeichnung Γ und
s ∈ N.
Ausgabe: Gibt es einen Schnitt F in G mit χ(F ) ≥ s?

1: (K, k) = Kantenkreuzungsmenge(G,Γ)
2: F = GewMaxCutk(G,Γ,K)
3: if χ(F ) ≥ s then
4: return true
5: else
6: return false
7: end if

Algorithmus 4.5: Max-Cut-Algorithmus für gewichtete 1-planare Graphen

Betrachten wir nun die konkrete Laufzeit des Algorithmus 4.5 für bestimmte Werte des
Parameters l. Bekos et.al. stellten 2017 einen Polynomialzeitalgorithmus vor, der für jede
1-planare Einbettung eines Graphen eine 1-planare Zeichnung erzeugt, in der alle Kanten
aus höchstens zwei geraden Teilstecken bestehen und Kanten sich ausschließlich im rechten
Winkel schneiden [5]. Daher existiert für jeden 1-planaren Graphen eine 1-planare Zeichnung
mit l ≤ 2. Wird solch eine Zeichnung als Eingabe für Algorithmus 4.5 verwendet, so gilt:

4.3.5 Theorem (Laufzeit). Algorithmus 4.5 hat eine Laufzeit von O(4k ·n2) bei Eingabe
eines 1-planaren Graphen G mit n Knoten und 1-planarer Zeichnung Γ mit k Kreuzungen,
wenn Γ mit dem Algorithmus von Bekos et.al. [5] erzeugt wurde.

Beweis. Da die 1-planare Zeichnung Γ von G mit dem Algorithmus von Bekos et.al. erzeugt
wurde, bestehen alle Kanten in Γ aus höchstens zwei geraden Teilstecken [5]. Es gilt l ≤ 2.
Somit folgt die Aussage aus Satz 4.3.4. �

Betrachten wir den Max-Cut-Algorithmus für 1-planare Graphen nun unter dem Aspekt
der Parametrisierbarkeit.

4.3.6 Satz (FPT). Der Max-Cut-Algorithmus für 1-planare Graphen (4.5) ist parame-
trisierbar mit Parameter k bei gegebener 1-planarer Zeichnung Γ, wobei k die Anzahl der
Kreuzungen in Γ bezeichnet.

Beweis. Sei der betrachtete Parameter k die Anzahl an Kantenkreuzungen in Γ. Diese kann
nach Lemmata 4.3.1 und 4.3.2 in polynomieller Zeit mit Algorithmus 4.4 berechnet werden
(Zeile 1). Nach Satz 4.3.4 beträgt die Laufzeit von Algorithmus 4.5 O(4k · n2 + l2 · n2),
wobei l die maximale Anzahl an Teilstrecken bezeichnet, aus denen ein Polygonzug PΓ

e mit
e ∈ EG besteht. Die Laufzeit kann durch O(4k · (l2 · n2)) nach oben abgeschätzt werden.
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Für f(k) = 4k und p(|G|, |Γ|) = l2 · n2 folgt mit Definition 2.5.1, dass Algorithmus 4.5 ein
FPT-Algorithmus mit Parameter k ist. �

Da soeben ein FPT-Algorithmus für das Max-Cut-Problem für 1-planare Graphen bei
gegebener 1-planarer Zeichnung vorgestellt wurde, kann folgende Aussage getroffen werden.

4.3.7 Theorem (FPT). Das Max-Cut-Problem für 1-planare Graphen ist parametri-
sierbar mit Parameter k bei gegebener 1-planarer Zeichnung Γ, wobei k die Anzahl der
Kreuzungen in Γ bezeichnet.

Beweis. Da in Satz 4.3.6 bewiesen wurde, dass ein FPT-Algorithmus mit Parameter k
existiert, der das Max-Cut-Problem für 1-planare Graphen bei gegebener 1-planarer
Zeichnung löst, folgt die Aussage aus Definition 2.5.2. �

Das parametrisierbare Max-Cut-Problem für 1-planare Graphen mit Parameter k liegt
bei gegebener 1-planarer Zeichnung in der Komplexitätsklasse FPT, wobei k die Anzahl
der Kreuzungen in der gegebenen Zeichnung ist.
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4.4 Ein anderer Ansatz

Der hier vorgestellte Ansatz wurde als erste Idee zur Entwicklung eines Max-Cut-Algo-
rithmus für ungewichtete 1-fast-planare Graphen verfolgt. Dessen Entwicklung sowie die
Gründe, warum er nicht weiter verfolgt wurde, werden in diesem Abschnitt kurz dargestellt.

a b

cd

......

(a) Einfache Kreuzung

a b

cd

......

(b) Einfache Kreuzung mit Hilfsknoten

Abbildung 4.5: Einfügen eines Hilfsknotens auf einer einfachen Kreuzung.

Die grundlegende Idee zur Entwicklung eines Max-Cut-Algorithmus für ungewichtete
1-fast-planare Graphen besteht auch hier darin, den Graphen so abzuwandeln, dass er
planar wird, um den Max-Cut-Algorithmus für planare Graphen anwenden zu können.
Dazu wird bei diesem Ansatz auf jede Kreuzung ein Knoten gesetzt, wie in Abbildung
4.5 zu sehen. Im Anschluss kann der Max-Cut-Algorithmus für planare Graphen (Alg.
2.1) angewendet werden und der duale Graph wird gebildet (s.Abb. 4.6). Nachdem im
dualen Graphen ein maximaler Eulerkreis gefunden wurde, muss bei der Übertragung
der Eulerkanten (im dualen Graphen) auf die Schnittkanten (im ursprünglichen Graphen)
jedoch das vorherige Einfügen des zusätzlichen Hilfsknoten berücksichtigt werden.

Abbildung 4.6: Planarisierte Kreuzung mit dualem Graphen D

Die Notation in diesem Abschnitt richtet sich nach den in Algorithmus 2.1 auf Seite 17
verwendeten Variablennamen. Sei G ein planarer Graph mit planarer Zeichnung Γ0

G. Sei
D der duale Graph zur Zeichnung Γ0

G. Die Kantenmenge J bezeichnet einen minimalen
T -Join in D, wobei T alle Knoten aus D mit ungeradem Grad beinhaltet. Die Kantenmenge
FD = ED \ J ist ein maximaler Eulerkreis in D.
Betrachten wir zunächst welche Möglichkeiten zur Wahl der Eulerkanten es für die vier
künstlich erzeugten Kanten im dualen Graphen gibt. Für den Beweis wird folgendes Lemma
benötigt.
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(a) Keine Eulerkante (b) Eine Eulerkante (c) Zwei Eulerkanten

(d) Zwei Eulerkanten (e) Drei Eulerkanten (f) Vier Eulerkanten

Abbildung 4.7: Mögliche Wahl der Eulerkanten FD im dualen Graphen D.
(FD: blau und geschwungen, J : schwarz und gerade)

4.4.1 Lemma. Alle Pfade aus J haben minimale Länge in D.

Beweis. Die Kantenmenge J ⊆ ED ergibt sich aus einem minimalen Matching M in
dem gewichteten vollständigen Graphen H. Dieser setzt sich aus allen Knoten des dualen
Graphen D mit ungeradem Grad und Kanten mit der Länge des kürzesten Weges zwischen
diesen Knoten in D als Kantengewichten zusammen (s.Alg. 2.1). Das Matching M in H
induziert durch die symmetrische Differenz der in D verwendeten Kanten die Kantenmenge
J in D. Da das Matching nicht in D, sondern in H berechnet wurde, sind angrenzende
Kanten in J möglich. Da das MatchingM jedoch minimal (in Bezug auf die Kantengewichte)
in H ist, müssen alle Pfade in J auch minimal (in Bezug auf die Länge eines Pfades zwischen
zwei Knoten) in D sein. �

4.4.2 Lemma. Für die vier künstlich erzeugten Kanten im dualen Graphen D gibt es 11
Möglichkeiten zur Wahl der Eulerkanten. Lässt man die punktsymmetrischen Fälle weg,
verbleiben vier mögliche Optionen zur Kantenauswahl (s.Abb. 4.7c-4.7f).

Beweis. Wir färben die Eulerkanten blau und die Nicht-Eulerkanten schwarz. Um die
Anzahl der Möglichkeiten zur Wahl der Eulerkanten in dem gegebenen Teilgraph zu
berechnen, zählen wir die möglichen Farbbelegungen für die vier Kanten ab. Dafür ziehen
wir 4 Mal – für jede Kante einmal – mit Zurücklegen aus einem Topf mit zwei Farben. Das
entspricht 24 = 16 Möglichkeiten für die Farbverteilung auf die vier Kanten. Diese lassen
sich in drei Gruppen aufteilen:

1. Alle Kanten in einer Menge und keine Kante in der anderen Menge

2. Drei Kanten in einer Menge und ein Kanten in der anderen Menge

3. Zwei Kanten in einer Menge und zwei Kanten in der anderen Menge

Die erste Gruppe enthält 2, die zweite 8 und die dritte 6 der 16 Fälle. Für die erste Gruppe
sind die beiden Fälle in den Abbildungen 4.7a und 4.7f zu sehen. Für die zweite Gruppe
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sind die ersten vier Fälle in Abbildung 4.7b (rotiert um 0◦, 90◦, 180◦ und 270◦) und die
weiteren vier Fälle in der Abbildung 4.7e (rotiert um 0◦, 90◦, 180◦ und 270◦) zu sehen. Für
die dritte Gruppe sind die ersten vier Fälle in Abbildung 4.7c (rotiert um 0◦, 90◦, 180◦ und
270◦) und die weiteren zwei Fälle in der Abbildung 4.7d (rotiert um 0◦, 90◦) zu sehen.
Die beiden Fälle mit keiner bzw. nur einer Eulerkante aus Abbildung 4.7a und 4.7b können
allerdings nicht eintreten. Betrachten wir die beiden Fälle separat. (Die Notation orientiert
sich an den in Algorithmus 2.1 verwendeten Bezeichnungen. Die Eulerkantenmenge FD
entspricht dem Komplement der Kantenmenge J ⊆ ED.)

Fall (a) Da jeder Pfad, der einen Kreis enthält, kürzer wird, wenn man den Kreis entfernt,
kann die Kantenmenge J (schwarze Kanten) nach Lemma 4.4.1 keine Kreise enthalten.
Somit kann Fall (a) in FD = ED \ J nicht vorkommen.

Fall (b) Die schwarzen geraden Kanten in Abbildung 4.7b entsprechen der Kantenmenge
J . Der Weg über die blaue geschwungene Kante ist allerdings kürzer als der Umweg über
zwei zusätzliche Kanten. Somit kann nach Lemma 4.4.1 Fall (b) in FD = ED \ J nicht
vorkommen.
Also müssen wir von den 16 (rechnerisch möglichen) Fällen die 5 Fälle aus den Abbildungen
4.7a und 4.7b (rotiert um 0◦, 90◦, 180◦ und 270◦) abziehen. Es verbleiben 11 Möglichkeiten
zur Wahl der Eulerkanten. Diese werden durch die vier Abbildungen 4.7c-4.7f repräsentiert.�

Umwandlung der Eulerkanten in Schnittkanten

Nun müssen die Eulerkanten im dualen Graphen D wieder zurück auf G übertragen werden.
Dabei muss jedoch das vorherige Einfügen des zusätzlichen Hilfsknotens berücksichtigt
werden. Betrachten wir nun für die vier Möglichkeiten zur Wahl der Eulerkanten im
Teilgraph der Kreuzung des dualen Graphen D (s.Abb. 4.7c-4.7f) die vier Übertragungen
auf einen Schnitt in G.

Fall (c) Falls jeweils eine duale Teilkante beider Kreuzungskanten in der Eulermenge
enthalten ist, sind beide Kreuzungskanten im Schnitt enthalten.

Abbildung 4.8: Umwandlung Eulerkanten zu Schnittkanten (Fall c)
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Fall (d) Falls beide dualen Teilkanten einer Kreuzungskanten in der Eulermenge enthalten
sind, ist diese Kreuzungskante nicht im Schnitt enthalten.

Abbildung 4.9: Umwandlung Eulerkanten zu Schnittkanten (Fall d)

Fall (e) Falls nur eine duale Teilkante der einen Kreuzungskanten und beide dualen
Teilkanten der anderen Kreuzungskante in der Eulermenge enthalten sind, ist die erste
Kreuzungskanten im Schnitt und die zweite Kreuzungskante nicht im Schnitt enthalten.

Abbildung 4.10: Umwandlung Eulerkanten zu Schnittkanten (Fall e)

Fall (f) Falls beide dualen Teilkanten beider Kreuzungskanten in der Eulermenge enthal-
ten sind, ist keine der beiden Kreuzungskanten im Schnitt enthalten.

Abbildung 4.11: Umwandlung Eulerkanten zu Schnittkanten (Fall f)

In den Fällen (d), (e) und (f) stellt sich die Frage, ob der berechnete Schnitt maximal sein
kann, da die Größe des berechneten Eulerkreises im dualen Graphen um 2 bzw. 4 größer ist,
als der übertragene Schnitt. Da durch diese Frage der Optimalitätsbeweis immer komplexer
wurde, wurde dieser Ansatz verworfen, um einen anderen Ansatz zu verfolgen. Ob es sich
lohnt diesen Ansatz weiter zu verfolgen oder ob es ein Gegenbeispiel gibt, bleibt offen.



Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war, einen Max-Cut-Algorithmus für k-fast-planare Graphen auf
Basis eines Max-Cut-Algorithmus für planare Graphen zu entwickeln. Dafür wurde in
Kapitel 4 zunächst ein Max-Cut-Algorithmus für 1-fast-planare Graphen mit der Laufzeit
O(n2) entworfen. Dieser wurde im Anschluss zu einem rekursiven Max-Cut-Algorith-
mus für k-fast-planare Graphen mit Laufzeit O(4k · n2) erweitert. Da in Abschnitt 4.3
gezeigt werden konnte, dass die Anzahl der Kreuzungen in einer 1-planaren Zeichnung in
polynomieller Zeit berechenbar ist, konnte der Max-Cut-Algorithmus für k-fast-planare
Graphen außerdem zu einem parametrisierbaren Max-Cut-Algorithmus für 1-planare
Graphen mit Parameter k bei gegebener 1-planarer Zeichnung mit k Kreuzungen erweitert
werden. Dieser hat eine Laufzeit von O(4k · n2), wenn die verwendete Zeichnung mit dem
Algorithmus von Bekos et.al. [5] erzeugt wurde. Theorem 4.3.7 zeigt, dass das Max-Cut-
Problem für 1-planare Graphen bei gegebener 1-planarer Zeichnung Γ parametrisierbar
mit Parameter k ist, wobei k die Anzahl der Kantenkreuzungen in Γ angibt, und somit in
der Komplexitätsklasse FPT liegt.
Weitere Resultate dieser Arbeit sind eine obere Schranke von 6n − 12 für die Anzahl
der Kanten in einem 1-planaren Graphen (Lemma 3.3.24) und eine obere Schranke von
3n − 6 für die Anzahl der Kreuzungen in einer 1-planaren Zeichnung (Lemma 3.3.25).
Des Weiteren wurden in Abschnitt 3.3 die Eigenschaften von Kreuzungen untersucht, die
sich Eckknoten teilen. Lemma 3.3.8 zeigt, dass zwei Kreuzungen in einem k-fast-planaren
Graphen sich höchstens zwei Eckknoten teilen können und diese nebeneinanderliegend
sein müssen. Zudem wurden die Probleme aufgezeigt, die entstehen können, wenn zwei
Kreuzungen sich Eckknoten teilen. So wurde in Abschnitt 3.3 der Begriff einer passiv
entfernten Kreuzung eingeführt. In Bezug auf Schnitteigenschaften wurde in Abschnitt
3.4 gezeigt, dass es acht Möglichkeiten gibt einen Schnitt durch eine Kreuzung zu legen.
Außerdem wurden in Abschnitt 3.3 sechs Möglichkeiten aufgezeigt eine einfache Kreuzung
aus einem Graphen zu entfernen. Satz 4.2.5 zeigt, dass es ausreicht für jede Kreuzung

77
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vier dieser Möglichkeiten zu betrachten, um einen maximalen Schnitt in dem betrachten
Graphen zu finden.
Es bleibt offen, ob das Max-Cut-Problem für 1-planare Graphen ohne gegebene Zeichnung
ebenfalls parametrisierbar ist. Ein möglicher Ansatz dazu könnte den 2013 von Bannister
et.al. [1] vorgestellten FPT-Algorithmus für den 1-Planaritätstest auf Graphen mit Para-
meter v nutzen, wobei v die Größe einer minimalen Knotenüberdeckung in G bezeichnet.
Die zu überprüfende Hypothese wäre, ob der FPT-Algorithmus zum 1-Planaritätstest
von Bannister et.al. [1] zusammen mit dem Zeichenalgorithmus für 1-planare Graphen
von Bekos et.al. [5] und dem vorgestellten FPT-Max-Cut-Algorithmus für 1-planare
Graphen (bei gegebener Zeichnung) zu einem parametrisierbaren Max-Cut-Algorithmus
für 1-planare Graphen (ohne gegebene Zeichnung) zusammengefügt werden können.
Zudem verbleibt die Aufgabe der Implementierung der Algorithmen aus Kapitel 4 sowie die
Untersuchung der praktischen Laufzeiten durch experimentelle Laufzeittests. Des Weiteren
bleibt die Frage offen, ob der in Abschnitt 4.4 vorgestellte Ansatz zur Entwicklung eines
Max-Cut-Algorithmus für 1-fast-planare Graphen möglicherweise doch funktioniert oder
ob es ein Gegenbeispiel gibt.
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Anhang A

Beweis-Struktur-Graphen

In diesem Kapitel sind Beweis-Struktur-Graphen zu einigen längeren Beweisen der Arbeit
gegeben. Diese stellen den Zusammenhang der Lemmata, auf denen ein Beweis basiert,
graphisch dar.

3.3.5

3.2.5 3.2.11 3.2.17

3.1.4

3.3.3

(a) Für Lemma 3.3.5

3.3.8

3.2.9

3.2.10

3.3.7

3.2.16

3.2.15

3.3.5

...

(b) Für Lemma 3.3.8

3.3.6

3.2.8 3.2.14 3.3.5

...

(c) Für Korollar 3.3.6

3.3.10

3.3.8

...
3.3.9

3.3.6

...
3.3.7

(d) Für Lemma 3.3.10

3.3.24

3.3.1

3.1.2

3.1.3

3.3.23

3.3.3

(e) Für Lemma 3.3.24

Abbildung A.1: Beweis-Struktur-Graphen für Abschnitt 3.3
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4.1.2

3.2.1 3.2.2 3.4.5 3.4.6

(a) Für Satz 4.1.2

4.1.3

3.2.1 3.2.2 3.4.3

3.4.5

3.4.9

3.4.7

3.4.10

3.4.6

3.4.11

3.4.8

3.4.13

(b) Für Satz 4.1.3

4.1.8

4.1.9

3.3.24

...
4.1.5 4.1.6 4.1.7

(c) Für Satz 4.1.8 und Theorem 4.1.9

Abbildung A.2: Beweis-Struktur-Graphen für Abschnitt 4.1
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4.2.2

3.3.3 3.3.4 3.4.5 3.4.6

(a) Für Satz 4.2.2

4.2.4

3.3.17 3.3.20 4.2.3

...

(b) Für Lemma 4.2.4

4.2.3

3.3.10

...
3.4.3

3.4.4

3.4.5

3.4.9

3.4.7

3.4.10

3.4.6

3.4.13

3.4.11

3.4.8

3.4.14

(c) Für Lemma 4.2.3

4.2.5

3.3.3 3.3.4

3.4.3

3.4.4

3.4.5

3.4.9

3.4.7

3.4.10

3.4.6

3.4.11

3.4.8

3.4.13 4.2.3

...
4.2.4

...

(d) Für Satz 4.2.5

4.2.8

4.2.9

3.3.1

3.3.3

3.3.4

3.3.24

...
4.1.5

4.1.6

4.1.7

4.2.7

(e) Für Satz 4.2.8 und Theorem 4.2.9

Abbildung A.3: Beweis-Struktur-Graphen für Abschnitt 4.2
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