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Evolutionare Algorithmen (EA)

(1+1)-EA: Schrittweite  Zufallsvektor

Wahle X© e R, s,>¢>0, k=0 einfachstes Modell
while (s> ¢) { der Evolution:
Y = XK + s, . mk Mutation
if f(Y)<f(X®) then X&)=Y ;s,.,,=as
(Y) < f(X®) w1 = 8%(8,) } Selektion

else X&) = XK ;s =a(sy)

k++

Schrittweitenanpassung: z.B.

Wie sollte die

a‘(s)=s/y Mutationsverteilung
y€(0,1) gewahlt werden?
a(s)=s-vy
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Evolutionére Algorithmen (EA)

Forderungen an Such- / Mutationsverteilung von m®)

Keine Richtung ohne Grund bevorzugen — Symmetrie um 0
Kleine Anderungen wahrscheinlicher als groRe — Unimodal mit Modus 0
Steuerbar: GrofRe der Umgebung, Streuung —s Parametrisierbar

Leicht erzeugbar

g w2

=
(¢
T T
symmetrisch, multimodal symmetrisch, unimodal
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Evolutionare Algorithmen (EA)

1
Gleichverteilung  f(z) = oy 1(_?,‘?_)(:5)

nE —— » symmetrisch
T2p ==- * unimodal
nEr « steuerbar — r
« leicht erzeugbar:
0E 4
m=r(2u-1)
04 1 wobei u € [0,1)
gleichverteilt
i ) (aus Bibliothek)
azf il ! 4
! !
| |
i i
1 1
o \ L I 1 1
-3 -2 -1 1] 1 2 3
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Evolutionére Algorithmen (EA)

.'.,1—2 P
Betaverteilung fim(x) = :

VT r(p)

wef r=1

Qe
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(1—a22)P-L. L pmy(@)

* symmetrisch
* unimodal
« steuerbar —r, p

* leicht erzeugbar
(Bibliothek)
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Evolutionare Algorithmen (EA)

Normalverteilung  fon(z) =

» symmetrisch
* unimodal
« steuerbar —» o

« nicht ganz so
leicht erzeugbar
(Bibliothek)
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Evolutionére Algorithmen (EA)

1
Cauchyverteilung fm(z) = —

cT
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* symmetrisch
* unimodal
* steuerbar — ¢

* leicht erzeugbar
(Bibliothek)

Besonderheit:

unendliche Varianz
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Evolutionare Algorithmen (EA)

Hoherdimensionale Suchraume: Symmetrie? Unimodalitat? Steuerbarkeit?

l

Rotationssymmetrie

Definition:
Sei T eine (n x n)-Matrix mit TT = | . (I,: n-dim. Einheitsmatrix)

T heilt orthogonale Matrix oder Rotationsmatrix. n

Beispiel:

7= cosw —sinw
“ | sinw cosw

y=T'r = Vektor x wurde um Winkel w gedreht
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Evolutionére Algorithmen (EA)

Definition:
n-dimensionaler Zufallsvektor x heidt
spharisch symmetrisch oder rotationssysmmetrisch

d
& x = T'x fir jede orthogonale Matrix T. [ ]

x L y bedeutet: x hat die gleiche Verteilung wie y

Beispiel: Gleichverteilung auf Kreis (Hyperkugel der Dimension n = 2)

u gleichverteilt in [0,1] = © =2nu

d [ COSw
T = .
Sinw
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Evolutionare Algorithmen (EA)

Satz:

[
Zufallsvektor x rotationssymmetrisch < x = r u(, wobei
r nichtnegative Zufallsvariable und

um Zufallsvektor mit Gleichverteilung auf n-dim. Hyperkugelrand mit Radius 1. =

Bemerkung:
1 €T
r und u™ sind stochastisch unabhéngig, u® = Tzl
w

Erzeugung von rotationssymmetrischen Zufallsvektoren:

1. Wahle zufallige Richtung u™
2. Wahle zuféllige Schrittlange r
3. Multiplikation: x = r u

Evolutionére Algorithmen (EA)

Beispiel: Multivariate Normalverteilung

Zufallsvektor m erzeugbar via

1. m=o-(my,my,..., mn),

wobei m; ~ N(0,1) stoch. unabh., oder

2. m=r-u, wobei r ~ yu(c), u~ U(dSr(1)).

f !

x—Verteilung mit Gleichverteilung
n Freiheitsgraden  auf Hyperkugelrand

oS (r)={xeR":||x||=r} Hyperkugelrand
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Evolutionare Algorithmen (EA)
Beispiel: Multivariate Cauchyverteilung
Zufallsvektor m erzeugbar via
1. m=¢-(my,mo,...,mn)/mg,
wobei m; ~ N(0, 1) stoch. unabh., oder
2. m=r-u, wobei r/n~ F, 1, u~U(DSy(1)).
F-Verteilung mit (n,1) Gleichverteilung
Freiheitsgraden auf Hyperkugelrand

Achtung:

Zufallsvektor aus n unabh. Cauchy-Zufallsvariablen nicht rotationssymmetrisch!
- | technische universitat G. Rudolph: Praktische Optimierung = WS 2008/09
L J dortmund 12




Evolutionére Algorithmen (EA)

(1+1)-EA mit Schrittweitenanpassung (1/5-Erfolgsregel, Rechenberg 1973)

Idee:
» Wenn viele erfolgreiche Mutationen, dann Schrittweite zu klein.

» Wenn wenige erfolgreiche Mutationen, dann Schrittweite zu grof.

bei infinitesimal
kleinem Radius ist
Erfolgsrate = 1/2

Ansatz:
« Protokolliere erfolgreiche Mutationen in gewissem Zeitraum

» Wenn Anteil gréRer als gewisse Schranke (z. B. 1/5),
dann Schrittweite erhéhen,
sonst Schrittweite verringern
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Evolutionare Algorithmen (EA)

Satz:

(1+1)-EA mit 1/5-artiger Schrittweitensteuerung konvergiert fiir streng konvexe
Probleme zum globalen Minimum mit linearer Konvergenzordnung.

Jagerskiipper 2006

lineare Konvergenzordnung:
E[ f(Xioq) — | X I < c - E[f(X,) -] mitce (0,1)

deshalb im allgemeinen, multimodalen Fall:

= schnelle Konvergenz zum lokalen Optimum

Anmerkung: gleiche Konvergenzordnung wie Gradientenverfahren!

Evolutionére Algorithmen (EA)
Konvergenzproblematik bei der Schrittweitenanpassung

g(x) 4 erhéhe Schrittweite bei Erfolg, sonst verkleinern

solange kein Erfolg: o, = o, - y* mit y € (0,1)

Annahme: X, =0

Frage: Wird lokales Optimum sicher verlassen (Ubergang zu [z-6,z+8]) ?
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Evolutionare Algorithmen (EA)
Sei g, Wahrscheinlichkeit, im Schritt k das lokale Optimum zu verlassen.
Kriterium fur sicheres Verlassen:
00 00 ) 1
1I-J[[Q-g) =1 [[(Q-q) =0« > Iog—1 = o9
k=1 k=1 k=1 — gk

Kriterium fur unsicheres Verlassen:

o0 o0 o0 1
1-J[[Q-g) <1< [[(Q-q) >0« ) log—— <
k=1 k=1 =1 L1

Vereinfachung des log-Terms ——
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Evolutionére Algorithmen (EA)

Lemma:

1 T
Seix € (0,1). Dann gilt: x < log ( ) < .r
1—= 11—z

Beweis:
1 0 gt
Reihenentwicklung 109 (—) =—log(l—z)= Z -
1—=x =1 1
1=
o0 gyt o0 o0 T
also: O<z < < = i1 =
L LTTL T
i=1 i=1 i=0
q.e.d.
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Evolutionare Algorithmen (EA)

Hinreichendes Kriterium flr unsicheres Verlassen:

o0

= 1
- < E : - < - 5 q < o0
1—q 1—aq \1-q1,=

=

Lemma weil g, monoton fallend

o0
3 log-
1

b=

p=P{0— (z-8,z+3)} = P{z-8<Z<z+3} = F,(z+8)-F,(z-9) ?
=238f) (z-5+6-28) mite(0,1) Mittelwertsatz der
Differentialrechnung!

Annahme: Dichte f,(-) von Z ist unimodal
dann: 23 f,(z+8) < p, < 2 & f,(z-9) und deshalb: q, = 2 & f,(z-8)

- technische universitat G. Rudolph: Praktische Optimierung = WS 2008/09
18

LU dortmund

Evolutionére Algorithmen (EA)

1 22
Z sei normalverteilt 7(r) = ———exp|——=5
fz(@) a2 ( 20’2)

2 1 (2 — 8)2
< g = dyf——exp|— o
Pk =k \' p( QJE

™ T

Any exp(anf)

wobei
A=58(2/m)1/2, B=(z-82/2, g = 1/o}.

[+ -]
Y lagl <00 falls
Sei mp=mBFmitB=1/y>1 L=s

/ im [ag]"* = <00
& Bk

Z ————= 57 konvergiert nach Wurzelkriterium!
=y exp(B g 52F)

= kein sicheres Entkommen von lokalen Optima!

G. Rudolph: Praktische Optimierung = WS 2008/09
1

1 N
T1 technische universitat 9

Evolutionare Algorithmen (EA)

Schrittweitensteuerung nach Rechenberg:

Individuum (x, o) vye(@O,1)CR

# Verbesserungen

ok-2K) /v falls > 1/5 wahrend Ak Mutationen

ok = # Mutationen

o(k-2K) . v sonst

Problem: keine Konvergenz mit W'keit 1
aber: schnelle Konvergenz zum lokalen Optimum + W'keit > 0 dieses zu verlassen!

= kein globales Verfahren, aber gutes nicht-lokales Verhalten!

Beobachtung: Anpassung o sprunghaft = Anpassung kontinuisieren!
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Evolutionére Algorithmen (EA)

Schrittweitensteuerung nach Schwefel:
Individuum (x, o) : auch Strategieparameter wie o werden mutiert
Mutation:

1. o4 =0, -exp(N(0,12))
2. X =X+ 0,4 - N(O, T)

t=1/n12

Wichtig: die bereits mutierte Schrittweite wird verwendet!

+Schrittweite* o wird multiplikativ verandert (logarithmisch normalverteilt),

neue Schrittweite wird verwendet bei additiver Veranderung der Position

4= | technische universitat
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Evolutionére Algorithmen (EA)

f(x) = %2 x'Ax+b'x + ¢

Wie erzeugt man solche Mutationsverteilungen?

Z~N(0,0%21)) = rotationssymmetrisch (I, = Einheitsmatrix mit Rang n)
Z ~ N(0, D?2) = ellipsoid, achsenparallel (D = diag(s;, ..., 5,), Diagonalmatrix)
Z ~N(0, C) = ellipsoid, frei beweglich (C = Kovarianzmatrix)

C = C' (symmetrisch) und V¥x: x'Cx > 0 (positiv definit)
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Evolutionare Algorithmen (EA)

Bisher: rotationssymmetrische Mutationen

Isolinie gleicher
Wrkeitsdichte

\
Isolinie { x : f(x) =a }

guter Fortschritt falls f(x) = || x |2

f(x) = VaxAx + b'x + ¢ (Héhenlinie)

Idee:
Mutationsverteilung
wie Hoéhenlinien

geringer Fortschritt wg. starker Krimmung ]
ausrichten

11 | technische universitat
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Evolutionare Algorithmen (EA)

Wie muss Kovarianzmatrix € gewé&hlt werden?

Ansatz: Taylor-Reihenentwicklung

f(x + h) = f(x) + 'V f(x) + ¥ h'V2(x) h + R(x, h)

linear quadratisch Restterme (ignorierbar, da h klein)

V2(x) = H(x) Hessematrix

— enthalt Informationen uber Skalierung und Orientierung der Hohenlinien

— Es wird sich zeigen: Wahle C = H-!
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Evolutionére Algorithmen (EA)

Approximation: f(x) = %2 x'Ax+bx +c

Koordinatentransformation: x=Qy

=f(Qy) =% (Qy)’A(Qy) +b"(Qy) +c
=%y QAQy+b'Qy+c
=% yQBBQy+bQy+c
=% y(QB)(BQ)y + b‘Qy +c
=%yy+b' Bly+c
S

rotationssymmetrische
Héhenlinien!

technische universitat
« dortmund

= Hessematrix H = A

Q: (n x n) - Matrix

mit Cholesky-Zerlegung A =B'B
sei jetzt Q = B

also: wir bendtigen
Dreiecksmatrix Q bzw. B!
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Evolutionare Algorithmen (EA)

B-1

= durch Koordinatentransformation mit B-* wird Problem kugelsymmetrisch!

= also kugelsymmetrische Mutation transformieren!
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Evolutionére Algorithmen (EA)

Satz:

Seiy ~ N(0, I) und Q‘Q eine positiv definite Matrix mit Rang n.

Dann x = Q'y ~ N(0, Q'Q).

= mit Q' = B-" kénnen wir Mutationsverteilungen wie gewlinscht ausrichten!

aber: woher bekommen wir Matrix Q?

= Selbstanpassung der Matrixelemente wie bei Schrittweite nach Schwefel

daH=A=BB,istH'= (BB)" = B(B) =,, C = Q'Q

Q entsteht durch Cholesky-Zerlegung von C, ist also Dreiecksmatrix

— Skalierungsfaktoren je Zeile herausziehen: in Diagonalmatrix S ablegen

— QzerlegbarinQ =S -T mitt;=1(S hat n Parameter, T hat n(n-1)/2 Parameter)

=1 | technische universitat
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Satz:
Jede sym., pos. definite Matrix A ist zerlegbar via A = T'DT und umgekehrt,

wobei T orthogonale Matrix (T* = T-') und D Diagonalmatrix mit d;; > 0.

= also wahlen wir S = D'2, so dass A = (TS)(TS)

Satz:

Jede orthogonale Matrix T kann durch das Produkt von n(n-1)/2 elementaren
Rotationsmatrizen R; () dargestelit werden:

-1 n
=] II Ryl
=1 j=t+1

Rj(®) = wie Einheitsmatrix, jedoch mit r; =r; = cos o, r; = -; = -sin ®
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Evolutionére Algorithmen (EA)

Geometrische Interpretation

durch Q'y = TSy wird rotationssymmetrischer Zufallsvektor y
1. zunachst achsenparallel skaliert via Sy

2. und dann durch n(n-1)/2 elementare Rotationen in gewiinschte
Orientierung gebracht via T(Sy)

Mutation der Winkel o :
ot = (0® + W + 1) mod (2r) - © € (-m, n]

wobei W ~ N(0, x2) mit k = 5°7 / 180°

— Individuum jetzt: (x, o, @) mit n Schrittweiten (Skalierungen) + n(n-1)/2 Winkel

Praxis zeigt:
Idee gut, aber Realisierung nicht gut genug (funktioniert nur fiir kleines n)
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Evolutionare Algorithmen (EA)

Wie kdnnte man sonst noch an Matrixelemente von Q kommen? (Rudolph 1992)

Modellannahme: f(x) ~ %2 X'Ax + b’x + ¢
Beobachtung: Bei (u* 1) — Selektion werden 2 Paare (x, f(x)) berechnet.
= Falls » > n(n+1)/2 + n + 1, dann Uberbestimmtes lineares Gleichungssystem:

f(xq) = 2 x,'Ax; + b, + C

: v=(A,b,c)hatn(n-1)/2+n+1zu
fx,) = % x "Ax, + bx, +C schatzende Parameter, wobei A = B'B
= multiple lineare Regression flirf=Xv — Xf=XXv — (XX)'Xf=v
= aus Schatzer v = (A, b, c) bekommen wir Hessematrix H = A

= Cholesky-Dekomposition von H und Matrixinversion liefert Q

Praxis zeigt: funktioniert sehr gut, aber zu hoher Aufwand: (X'X)! kostet O(n®)
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Evolutionére Algorithmen (EA)

Idee: Matrix C nicht in jeder Generation schatzen, sondern iterativ ndhern!
(Hansen, Ostermeier et al. 1996ff.)

— Covariance Matrix Adaptation Evolutionary Algorithm (CMA-EA)

Setze initiale Kovarianzmatrix auf C© =1

I
C = (1-0) CO + 1 D w, d, df n :,Lernrate” € (0,1)

i=1
1k
m= — Z T\ Mittelpunkt aller selektierten Eltern Aufwand:
Hiz=1 O(un2 + n3)
d=(x,-m)/o Sortierung: f(x;,;,) < f(x;,) < ... <f(x, ;)
dydy dyds e dpdy
. dady dady - dad, ist positiv semidefinite
dyadisches Produkt: dd* = ( : . ) .
dydy dyds oo dypdy, Streuungsmatnx
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Evolutionare Algorithmen (EA)

Variante:
1 &
m= — Z ;- Mittelpunkt aller selektierten Eltern
Hi=1
PN = (1 - %) pO + (x (2 - %) Ber) 2 (MO — mMED ) / 5O ,Evolutionspfad*
p@ =0 x € (0,1)
C) = I,

Aufwand: O(n2)

C+) = (1 - 1) CO + 1 p® (pOY

— Cholesky-Zerlegung: O(n?) fir C®
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Evolutionére Algorithmen (EA)

State-of-the-art: CMA-EA
— erfolgreiche Anwendungen in der Praxis

— insbesondere wenn Zielfunktionsauswertung zeitaufwandig

(z.B. Zielfunktionsauswertung durch Simulationsprogramm)

Implementierungen im WWW verfligbar
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Evolutionare Algorithmen (EA)

(p/ppw , A)-CMA-ES (one generation cycle)
For =1 To A
st — VCNi(0,T) (L1)
Yi—y+os (L2)
fi = flvi) (L3)
End
Y =¥y +oisiw (L4
—_—
1 /1 1 P
p—(l1-——p+—2—— ) Vet (S)w (L5)
o 1\.‘ ™ T
C— (1 - i) e+t [ ! pp’ (1~ L ){SSTLW} (L6)
Te Te | pef Haff
J—
; 1 [1 1 —_ .
Po — (1 - —) Pe+4/—|2- —) Ve (IN(0, I))w (LT)
To A‘v To To
T — TExXp {HP;,H—;\\} (L8)
AN~

Parameter:

A Nachkommen
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Evolutionére Algorithmen (EA)

(yt/p1, A)-CMA-0-SA-ES (one generation cycle) (Beyer/Sendhoff 2008)
For I =1 To A T< Tope = (2N) 172
o1 — (o) Mi0:1) (R1)
st — VEN;(0,T R2
B «0.1) (R2) @ = 1+ N(N+1)/(20)
Z; — 08 (R3)
Yi—¥V+z (R4)
fr = f(yi) (R5)
End
y—y+(z (R6)

C— (17l) :+l<ssT> (R7)

c
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