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MOP: Pareto-Gradientenabstiegsverfahren

Annahme: Zielfunktion differenzierbar
« d = 1: (monokriteriell)
v € Rn ist Abstiegsrichtung in x € R” wenn Vf(x)' v <0
»d > 1: (multikriteriell)
v € Rn ist Abstiegsrichtung in x € R" wenn V i=1,...,d: Vf,(x)'v<0

bzw. max { Vf(x)'v:i=1,...,d} <0

= Bewegung von x in Richtung v mit geeigneter Schrittweite s

fuhrt zu einer Lésung y = x + s - v, die x dominiert: f(y) < f(x)

MOP: Pareto-Gradientenabstiegsverfahren

Berechnung einer Abstiegsrichtung v fir gegebenes x
Ansatz: max { Vf(x)' v:i=1,...,d } - min!

unter [| vl <1

< Vo — min!
unter lineares
Vi=t,...,d: V £(X) VS v, Optimierungsproblem (LP)
Vi=1,...,d: =1 <y, <1
Bestimmung der Schrittweite s
finde groRtes s mit  f(x +s-v)<f(x) +s-J(x) v , J(x) Jacobi-Matrix

bzw. Vi=1,...,d: f(x + s - v) £ f(x) + s - Vf(x)' v und echt kleiner fur mindestens ein i
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Arbeitsdefinition:
Metaheuristik =,

Algorithmischer Rahmen fiir eine Losungsstrategie,
bei der viele Bestandteile initial unspezifiziert sind.

= viele algorithmische Bestandteile kdnnen ausgetauscht werden,
ohne die generelle Lésungsstrategie zu verandern

= viele verschiedene Algorithmen

= Aufbau einer Theorie mihsam
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Multikriterieller (1+1)-EA: Was ware zu dndern?
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Beispiel: Monokriterieller (1+1) — EA (,evolutionarer Algorithmus*)
wihle zg € X zufillig; setze k=0 wihle zg € X zufillig; setze k=0
repoat repeat
Yk = T+ my Mutation Yk = Tk t+m
falls f(yx) € B(f{xx)) dann g1 = g Selekiion falls f(yx) € B(f(zx)) dann zx 4y = yx
sonst Tipy1 = Tk sonst Tr41 = Tg
k=k-11 k=k+41
antil Stoppkriterium erfullt mtil Stoppkriterium erfilllt
1. Mutationsvektoren — keine Anderung nétig!
B(z°) = {zeF:z=x2%}

(hier: unspezifiziert)
2. Selektion — Neudefinition:

. . Zufallsvektor
= keine Anderung an der Rahmenstruktur des Algorithmus!
6

J X —R Zelfunktion (— min!)
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Zielwerte, die besser als z° sind

B(z9) ={zeF:z2<:0
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Beispiel: Monokriterielles Threshold Accepting (TA)
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B(z’) ={zeF:z=x20} “better than” z0
Iz°) ={zeF:z|z°} “incomparable to“ z° wiihle xg € X zuféillig; setze k=0
W(z0) ={zeF:20<z} “worse than* z0
repeat
Multikriterieller (1+1)-EA: U = T + g
falls f(yx) € B(f(zx) +T1) dann o1 =gy
120) W(z) sonst Tet1 = Tk
Tip1 =T, k=k+1
= mtil Stoppkriterium erfilllt
z0 B(z°) 15(z°) M. . Zufallsvektor  (hier: unspezifiziert) Threshold T, > 0
f:X =R Zielfunktion (— min!) Ty monoton fallend — 0
B(z9) ={z€ F:2<2%  Zelwerte, die besser als 2° sind

verwerfen
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akzeptieren
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Idee bei monokriteriellem Threshold Accepting (TA) Multikriterielles Threshold Accepting: Was wére zu &ndern?

» Akzeptiere jede Verbesserung wahle zo € X ZUfﬁ"ig; setze k=0
» Akzeptiere zu Anfang der Suche auch grof3e Verschlechterungen SRR
» Akzeptiere danach immer geringere Verschlechterungen Y = Tk + Mg
falls f(yx) € B(f(zx) +T3) dann o3 = 3

= am Ende nahezu keine Akzeptanz von Verschlechterungen mehr sonst Tr41— Tk
= Verlassen von lokalen Optima durch Akzeptanz von Verschlechterungen THI =4(Ty), k=k+1

mtil Stoppkriterium erfilllt
Regeln fur T,:

Tc=cT4, ce(0,1)
T =Ty/ (k12 <a>0
T, =Ty / log(k+1)

1. T, wird m-dimensionaler Vektor (ein Threshold je Zielgréke oder einer fir alle)
weitere Regeln denkbar

und wohl auch im Einsatz 2. gof. m verschiedene T, — Verringerungsregeln
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B(z%) ={zeF:z=<2%} “better than® z0 Alternative Akzeptanzregeln fir multikriterielles TA
Iz°) ={zeF:z||z°} ‘incomparable to* 20 & > 0 = Verschlechterung bzgl. Ziel i
W(z0) ={zeF:20<z} “worse than* z0

Sei §; = fi(yi) — £ (X)-
Multikriterielles TA:

8; < 0 = Verbesserung bzgl. Ziel i
h(z°) e 1. max{8:i=1..m}sT, — f(y)€B(f(x)+ T (1,...,1))
= 2. Y ,wmax{§,0}<T,
Konvexkombination wy,...w,
20 B(z°) 1,(z%) 3. X w§sT,
4.

akzeptieren  verwerfen
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B(z%)
1(z%)

={zeF:z<x2%}
={zeF:z||2°}

“better than“ z0

“incomparable to* z0

B(z0) ={zeF:z=2%} “better than” z0
Iz0) ={zeF:z|z°} “incomparable to“ z°
W(z0) ={zeF:z0=<z} “worse than* z0
MTA: >,w max{35,0}<T,
11(z% W(z°)
=
z0 B(z%) 1,(2°)
akzeptieren  verwerfen
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Beispiel: Monokriterielles Simulated Annealing (SA)
wihle zg € X zufillig; setze k=0
Tepoat
¥ = ox +my
falls f(y) € B(f(zx)) dann zp 41 =14
falls f(yx) € W(f(zx))
falls u < exp(—Afi/Tg) dann xp1 1 = 1
sonst Tp41 = T
Ter1=7(Tk): k=k+1
mtil Stoppkriterium erfiillt
M, : Zufallsvektor u ~ U[0,1], T, — 0 monoton fallend
B(z9) ={ze F:2<2z%  Zelwerte, die besser als 20 sind
W(z9) ={ze F:z>20 Zielwerte, die schlechter als z° sind
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W(z0) ={zeF:z0<z} “worse than* z°
MTA: X,w,§ =T,
14(2°) W(z0)
=
z0 B(z°) 1,(z%)
akzeptieren  verwerfen
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Idee beim monokriteriellem Simulated Annealing:

Akzeptiere auch schlechtere Lésungen mit abnehmender Wahrscheinlichkeit,
um aus lokalen Optima zu entkommen!

Satz (Hayek 1988, Haario & Saksman 1991)

T, =T,/ log(k + 1), m, mit beschranktem Trager
= SA konvergiert gegen globales Optimum mit W'keit 1 [ ]

— sehr langsame Temperaturverringerung!
— Praxis: T, =¢ - T, mitc € (0,1)
Satz (Belisle 1992)

T,=ck- Ty, ce(0,1) und supp(m,) = R"
= SA konvergiert zum globalen Optimum mit W'keit 1 []
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Multikriterielles Simulated Annealing: Was wére zu &ndern?
wihle zg € X zufdllig; setze k=0
repeat
yp =z t+my
falls f(y,) € B(f(x3)) dann ap41 =
falls f(y) € WS (zx)
falls u < ezp(—Ay/Tx) dann zxy1 = g
sonst Tl — Tk
Ter1=7(Te) k=k+1
until Stoppkriterium erfllit
8i(k) = filyi) — fi(x) Ac=max{ §(k) :i=1,..m}
Bz ={zeF:z<2z Zelwerte, die besser als 20 sind
W) ={z€F:z>20} Zelwerte, die schlechter als 20 sind
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B(z) ={zeF:z=x2"} “better than" z0
I(z2°) ={zeF:z|2°} “incomparable to* z°
W(z%) ={zeF:20=<z} “worse than® z0

Multikriterielles SA:

1,(z9) W(z9)

20 B(z°) 1,(z%)

akzeptieren

verwerfen
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Multikriterielles Simulated Annealing: Serafini (1992)
wdhle zg € X zufillig; setze k=0
Tepeat
Ve=2zZr+my
falls f(y;) € B(f(xx)) dann zp41 = %
sonst

falls u < #(8(k),T},) dann zg 1 =g,

sonst Tpp1 = Tk
Tet1=7(Tp): k=k+1
mtil Stoppkriterium erfilllt
9: R™ xR, — [0,1]
8 (K) = (8;(k), ..., 8(k) )" mit  §;(k) = fi(y,) — fi(x)
supp(m,) kann beschréankt sein
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MSA (Serafini 1992)
Sei f(y) € B(f(zy)), so dass Ji: §;(k) > 0.

exp ( S w 5i(k)f’1k-)

i=1,6;(k)=>0

_ M exn(=0;(k)/Ty)
P(5(k), T)) = ¢ i=1,6;(k)>0

zzgl. zusammengesetzte Regeln:  9(+) = a¥1(-) + (1 — a) d2(-)
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MSA (Engrand et al. 1998) MSA (Engrand et al. 1998)
T T
Ersatzzielfunktion f(z) = Z log fi(x) Skalarisierung! Ersatzzielfunktion f(x) = Z log fi(x)
i=1 U i=1
— erfordert Vi:Vx: f(x)>0 vermutlich nicht alle .
Lésungen erreichbar! Ansatz: g(x) = exp(f(x)) —— Vi:V x:g{(x)>0
Afr, = fly)— f(x) lokale und globale Minimalstellen identisch!
m m
= Z log fé(y) - Z log ff(:r) m m
’5:11 i=1 Ersatzzielfunktion g(z) = Y gi(x) =m Y w;gi(x)  mitw,=1/m
i=1 i=1
= > (log fi(y) — log fi(x))
i=1
m ;
= Z log (@) = kann nur Pareto-optimale Losungen im konvexen Zielbereich finden!
i=1 fa(‘r)
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Beispiel: Monokriterielles Tabu Search (TS)
Bisher: Ein Lauf — ein Lésungskandidat

wihle zg € X zufillig; setze Ly =) und k=0
repeat

T 1 = argmin{f{z) : z € N(zg) \ Lg}

L1 = tail(append(Ly, zg), £)

k=k + 1 Ansatz: Einsammeln nicht-dominierter L6sungen

until Stoppkriterium erfullt

Erwiunscht: Approximation der Paretomenge

— Knowles & Corne (2000): Pareto-Archived ES (PAES)

Tabu-Liste L, mit max. Lange 0

zugeschnitten fur

Nachbarschaft N(x) von x € X diskrete Probleme

— auch schlechtere neue Punkte werden akzeptiert!
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(1+1)-PAES (Knowles & Corne 2000)

wihle zg € X zufilllg; Ag = {zg}; setze k=0

repaat
V== +my
falls f(u) € B(f(zx)) dann zp 1y = 1y Ap = AgU {m}
sonst falls f(y,) € W(F(zg)) dann =541 = =3
sonst falls Ja € 4y : f() € W(f(a)) dann zgyy =z
sonst g4y = replace(Ay, Zx. vk)
k=k+4+1

wmtil Stoppkriterium erfillit

A : Archiv zum Zeitpunkt k
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(1+1)-PAES (Knowles & Corne 2000)

replace(Ay, =g, yr):=

falls Ag nicht voll

A = AU {m}

Talls 1essCrowded(yy, x; Ax) dann return y;

sonst raturn z
sonst

falls 3a € Ag : lessCrowded(yy, a; Az)

A= ArU{mk 4= A\ {a}
falls 1leasCrowded(y;, 3; Ax) dann return ¥
sonst rotorn g
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(1+1)-PAES (Knowles & Corne 2000)

boolean lessCrowded(y, z: A):=
return cell(y; A).size() < cell(x; A).slze();

Idee: Zielraum unterteilen in Raster mit 2¢ - s Zellen (cells); d = dim(F)

f)

most Speichereffiziente
° crowded Implementierung méglich
— quadtree

o (size = 3)

fi
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