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Kapitel 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden Newal
Arbeitsdefinition:
Metaheuristik =,
Algorithmischer Rahmen fur eine Losungsstrategie,
bei der viele Bestandteile initial unspezifiziert sind. u

= viele algorithmische Bestandteile konnen ausgetauscht werden,
ohne die generelle Losungsstrategie zu verandern

= viele verschiedene Algorithmen

= Aufbau einer Theorie muhsam

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden
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Beispiel: Monokriterieller (1+1) — EA (,evolutionarer Algorithmus®)

wahle xg € X zufallig; setze £k =0

repeat

yk = a’:k —I— mk » Mutation

falls f(yx) € B(f(z1)) dann 11 = yp } |
Selektion
sonst Ll41 — Tk

Ek=k-+1
until Stoppkriterium erfullt

M. . Zufallsvektor (hier: unspezifiziert)
f: X — R Zielfunktion (— min!)

B(z9) ={z€ F:2<29  Zelwerte, die besser als 20 sind

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden
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Forderungen an Such- / Mutationsverteilung von 7171

Keine Richtung ohne Grund bevorzugen — Symmetrie um O
Kleine Anderungen wahrscheinlicher als groRRe — Unimodal mit Modus 0
Steuerbar: Grolde der Umgebung, Streuung —s Parametrisierbar

Leicht erzeugbar

o > b -~
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v

symmetrisch, multimodal symmetrisch, unimodal
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1
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* symmetrisch
* unimodal
* steuerbar —r

* leicht erzeugbar:
m=r(2u-—1)
wobei u € [0,1)

gleichverteilt
(aus Bibliothek)
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T1—2p. |_(p-|—%),1 2

VT (p)

Betaverteilung [ (x) =

. . . - = * symmetrisch
e unimodal
 steuerbar —r, p

* leicht erzeugbar
(Bibliothek)
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72

eEXp | ———

Normalverteilung f,,(z) = 5 2
o

1
oV 2T

* symmetrisch
e unimodal
e steuerbar — o

* nicht ganz so
leicht erzeugbar
(Bibliothek)
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1. 1
cr 1+ (1+9)?

Cauchyverteilung fm(x) =

fu,3) —— * symmetrisch
e unimodal
» steuerbar — ¢

* leicht erzeugbar
(Bibliothek)

Besonderheit:

unendliche Varianz

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden 8
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Hoherdimensionale Suchraume: Symmetrie? Unimodalitat? Steuerbarkeit?

|

Rotationssymmetrie

Definition 5.1:
Sei T eine (n x n)-Matrix mit T'T =1 . (I,: n-dim. Einheitsmatrix)
T heil3t orthogonale Matrix oder Rotationsmatrix. u
Beispiel:
7 — [ COSw — Sin w
| sinw cosw
y="Tx = Vektor x wurde um Winkel w gedreht

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden
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Definition 5.2:

n-dimensionaler Zufallsvektor x heildt

sphdarisch symmetrisch oder rotationssysmmetrisch

d
< x = T'x fur jede orthogonale Matrix T. u

X 4 y bedeutet: x hat die gleiche Verteilung wie y

Beispiel: Gleichverteilung auf Kreis (Hyperkugel der Dimension n = 2)

u gleichverteilt in [0,1] = © = 27U / \

d COSw

Sin w

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden 10
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Satz 5.1:

d
Zufallsvektor x rotationssymmetrisch < x = r u(™, wobei
r nichtnegative Zufallsvariable und

um Zufallsvektor mit Gleichverteilung auf n-dim. Hyperkugelrand mit Radius 1. =

Bemerkung:

i T

Iz |

r und u( sind stochastisch unabhangig, u®

Erzeugung von rotationssymmetrischen Zufallsvektoren:

1. Wahle zufallige Richtung u(™
2. Wahle zufallige Schrittlange r
3. Multiplikation: x = r u(

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden 11
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Beispiel: Multivariate Normalverteilung

ZiifFAallevinlyAv s AvroniirnahAar vl
£ IdIODVENLUI 77/t TlLouywvwdl vid
1 A — — { nnn A PO
L e — O = (71t 4,171, s I1im, ),
wobei m; ~ N(0,1) stoch. unabh., oder
P N Ve \ v L N Y / a \ \
) m = 7r .9 ANOoDhel r» ~u ~log) U~/ 10O0S-(1))
=" 11 v I w, V V N\ N I \V/’ w \ g \VU,L\-L//I

y—Verteilung mit  Gleichverteilung
n Freiheitsgraden  auf Hyperkugelrand

oS, (r={xeRn:||x||=r} Hyperkugelrand

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden 12
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Beispiel: Multivariate Cauchyverteilung

Zufallsvektor m erzeugbar via

1. m=o0-(mq,mop,...,mpn)/mg,
wobei m; ~ N(0,1) stoch. unabh., oder
2. m=r-u, wobeir/n~ F,1, u~U(05r(1)).
F—Verteilung mit (n,1) Gleichverteilung
Freiheitsgraden auf Hyperkugelrand
Achtung:

Zufallsvektor aus n unabh. Cauchy-Zufallsvariablen nicht rotationssymmetrisch!

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden 13
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Multikriterieller (1+1)-EA: Was ware zu andern?

wahle xg € X zufallig; setze £k =0

repeat

Y = T + my

falls f(yr) € B(f(zg)) dann zp 41 =y
sonst Lh4+1 — Tk
kEk=k+1

until Stoppkriterium erfullt

1. Mutationsvektoren — keine Anderung nétig!
2. Selektion — Neudefinition: B(z°) = { zeF: z<2°}

= keine Anderung an der Rahmenstruktur des Algorithmus!

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden
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B(z0) ={zeF:z=<20}
(z0) ={zeF:z]||2°}

W(z0) ={zeF:20<z}

11(z°)

W(z9)

“better than“ z9
“incomparable to* z°

“worse than“ z°

Multikriterieller (1+1)-EA.:

Z0 B(z°)

1,(z°)

v

akzeptieren  verwerfen

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden
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Beispiel: Monokriterielles Threshold Accepting (TA)

wahle xg € X zufallig; setze £ =0

repeat

Y = T+ my

falls f(yr) € B(f(z) +T) dann xp41 = yi
sonst Tp41 = Tk
Tyog1 =7(Ty), k=k+1

until Stoppkriterium erfullt

M. . Zufallsvektor (hier: unspezifiziert) Threshold T, 20

f:X — R Zielfunktion (— min!) T, monoton fallend — 0

B(z9) ={z€ F:2<29  Zelwerte, die besser als z° sind

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden 16
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Idee bei monokriteriellem Threshold Accepting (TA)

» Akzeptiere jede Verbesserung
» Akzeptiere zu Anfang der Suche auch grol3e Verschlechterungen

» Akzeptiere danach immer geringere Verschlechterungen

= am Ende nahezu keine Akzeptanz von Verschlechterungen mehr

= Verlassen von lokalen Optima durch Akzeptanz von Verschlechterungen

Regeln fur T,:

T,=cT.,ce(0,1)
T,=T,/(k+1)F ,>0 >
T,=T,/log(k+1)

weitere Regeln denkbar
und wohl auch im Einsatz

/

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden 17
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Multikriterielles Threshold Accepting: Was ware zu andern?

wahle xg € X zufallig; setze £ =0

repeat
Yk = T + mg
falls f(yx) € B(f(xy) + 1)) dann x4
sonst Th41

Tyhg1 =7(Ty), k=k+1
until Stoppkriterium erfullt

Yk
o

1. T, wird m-dimensionaler Vektor (ein Threshold je Zielgrofe oder einer fur alle)

2. ggf. m verschiedene T, — Verringerungsregeln

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden 18



““//
Kapitel 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden Suww

B(z0) ={zeF:z=<20}
(z0) ={zeF:z]||2°}

W(z°) ={zeF:20<2z}

11(z°)

W(z9)

“better than“ z9
“incomparable to* z°

“worse than“ z°

Multikriterielles TA:

4

Z0 B(z°)

1,(z°)

akzeptieren  verwerfen

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden 19
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Alternative Akzeptanzregeln fur multikriterielles TA

0, > 0 = Verschlechterung bzgl. Ziel i
Sei §; = fi(y,) — i (x)-

0; <0 = Verbesserung bzgl. Ziel i

1. max{§:i=1,..m}sT, — f(y)eB(f(x)+T,-(1,...,1)")

N

2. 2,wmax{s,0}=T,
> Konvexkombination w,,...w

3. 2w, 5 =T,

4.

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden 20
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B(z0) ={zeF:z=<20}
(z0) ={zeF:z]||2°}

W(z°) ={zeF:20<2z}

11(z°)

W(z9)

Z0 B(z°)

1,(z°)

v

“better than“ z9
“incomparable to* z°

“worse than“ z°

MTA: > .w max{d,0}=<T,

akzeptieren  verwerfen

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden

21



““//
Kapitel 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden \\\\/

B(z0) ={zeF:z=<20}
(z0) ={zeF:z]||2°}

W(z°) ={zeF:20<2z}

11(z°)

W(z9)

“better than“ z9
“incomparable to* z°

“worse than“ z°

MTA: 2> ,w,d =T,

4

Z0 B(z°)

1,(z°)

akzeptieren  verwerfen

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden 22
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Beispiel: Monokriterielles Simulated Annealing (SA)

wahle zg € X zufallig; setze £ =0

repeat

Y = T+ My,

falls f(yx) € B(f(z)) dann zp41 = yy
falls f(yx) € W(f(zk))

falls u < exp(—Afr/Ty) dann x4 = yi
sonst Tp41 = T
Tpt1 =(Tk) k=k+1
until Stoppkriterium erfullt
Mg . Zufallsvektor u ~ U[0,1], T, — 0 monoton fallend

B(z®) ={ze€ F:2<29  Zelwerte, die besser als z° sind
W) ={ze€ F:z>29  Zelwerte, die schlechter als z0 sind

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden 23
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A\ A\ \ L\

Idee beim monokriteriellem Simulated Annealing:

Akzeptiere auch schlechtere Losungen mit abnehmender Wahrscheinlichkeit,
um aus lokalen Optima zu entkommen!

Satz (Hayek 1988, Haario & Saksman 1991)

T, =T,/ log(k + 1), m,_mit beschranktem Trager
= SA konvergiert gegen globales Optimum mit Wkeit 1 u

— sehr langsame Temperaturverringerung!

— Praxis: T,,,=c- T, mitc € (0,1)

Satz (Belisle 1992)

T =ck- Ty, c €(0,1) und supp(m,) = R
= SA konvergiert zum globalen Optimum mit W'keit 1 -

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden 24
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Multikriterielles Simulated Annealing: Was ware zu andern?

wahle zg € X zufadllig; setze £k =0

repeat
Yk = T + my
falls f(yx) € B(f(zx)) dann zp4 1 = yy
falls f(yg) € W(f(sck))
falls u < Emp(/Tk) dann Th41
sonst Tht1 =

Tht1 =7Tk); k=k+1
until Stoppkriterium erfullt

Yk

|
S
e

6(k) = fi(yi) — fi(x,) A =max{ (k) :i=1,.m}
B(z%) ={ze F:2=<20]
Wi ={zeF:z>2%

Zielwerte, die besser als z° sind

Zielwerte, die schlechter als z° sind

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden
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B(z0) ={zeF:z=<20}
(z0) ={zeF:z]||2°}

W(Zz%) ={zeF:20<2z}

11(z°)

W(z9)

“better than“ z9
“incomparable to* z°

“worse than“ z°

Multikriterielles SA:

4

Z0 B(z°)

1,(z°)

akzeptieren  verwerfen

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden 26
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Multikriterielles Simulated Annealing: Serafini (1992)
wahle zg € X zufallig; setze £ =0
repeat
Yr = Tp T+ my,
falls f(yx) € B(f(xg)) dann xpyq1 = yg

sonst
falls u <|9(6(k),Ty) dann xp4 1 = yg
sonst Le4+1 — Tk

Tht1 =7Tk) k=k+1
until Stoppkriterium erfullt

3: Rm"x R, — [0,1]
6(k) = (84(K), ..., 8y(k) )" mit §;(k) = fi(y,) — fi(x,)

supp(m,) kann beschrankt sein

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden
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MSA (Serafini 1992)
Sei f(yr) & B(f(xx)), so dass i : d6;(k) > 0.

m
ar S\ \ H \ exp(_éi(k}l/*k)
3(0(k),Ty) = ¢ i=1,6;(k)>0
min {exp(—w; §;(k)/T}) : 6;(k) > 0}
=1,....m
max {exp(—w; d;(k)/Ty) : §;(k) > 0}
| 1=1,...;m
zzgl. zusammengesetzte Regeln:  9(-) = a¥1(-) + (1 — a) ¥>(+)

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden 28
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MSA (Engrand et al. 1998)

Ersatzzielfunktion f(x) = log f;(x)

— erfordert Vi:Vx: f(x)>0

f(y) = f(@)
Z log f;(y) — Z log f;()

A

Z (log fi(y) — log f;(z))
1=1

Skalarisierung!
U

vermutlich nicht alle
Losungen erreichbar!

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden
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MSA (Engrand et al. 1998)

7 AN

Ersatzzielfunktion f(x) = L

/“\
\.4’

Ansatz: g(x) = exp(f(x)) —— Vi:Vx:g(x)>0

l

lokale und globale Minimalstellen identisch!

Ersatzzielfunktion g(x) = Z gi(x) =m Z w; g;(x)  mitw, =1/m
=1 1=1

= kann nur Pareto-optimale Losungen im konvexen Zielbereich finden!

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden 30
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Beispiel: Monokriterielles Tabu Search (TS)

wahle xg € X zufadllig; setze L, = () und

repeat
xp41 = argmin{f(z) : x € N(xy) \ Lg}
Lj41 = tail(append(Ly, x), £)
k=k+1

until Stoppkriterium erfullt

k=20

Tabu-Liste L, mit max. Lange 14
Nachbarschaft N(x) von x € X

— auch schlechtere neue Punkte werden akzeptiert!

zugeschnitten fur
diskrete Probleme

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden
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Bisher: Ein Lauf — ein Losungskandidat

Erwuinscht: Approximation der Paretomenge

Ansatz: Einsammeln nicht-dominierter Losungen

— Knowles & Corne (2000): Pareto-Archived ES (PAES)

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden
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(1+1)-PAES (Knowles & Corne 2000)

wahle xg € X zufdllig; Ag = {zg},; setze k=0

repeat
Yk = T + my
falls f(yx) € B(f(zg)) dann xpy 1 = yg; Ap = A U{y}
sonst falls f(y;c) c W(f(:lfk)) dann Tp41 = T
sonst falls 3a € A : f(yx) € W(f(a)) dann zp4 1 = x;
sonst x4 = replace(Ag, Tk, Yi)
k=k+1

until Stoppkriterium erfullt

A, : Archiv zum Zeitpunkt k

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden 33
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A\ A\ \ L\

(1+1)-PAES (Knowles & Corne 2000)

replace( Ay, T, Yr):=

falls A, nicht voll
A = A U{yk}
falls lessCrowded(yy, xj; Ap) dann return y;

sonst return xj
sonst

falls Ja € Ay : lessCrowded(y;, a; Aj)

A = Ap U{yk), A = Ap \ {a}
falls lessCrowded(yy, zr; Ax) dann return y;
sonst return

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden
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(1+1)-PAES (Knowles & Corne 2000)
boolean lessCrowded(y, x; A):=
return cell(y; A).size() < cell(x; A).size();
Idee: Zielraum unterteilen in Raster mit 29 s Zellen (cells); d = dim(F)
f2A
[.
Fe most Speichereffiziente
ST | crowded Implementierung moglich
: adtree
o (size = 3) -
()
[ o ‘
f1

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 5: Metaheuristiken — Einzelpunktmethoden 35



