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Definition 2.1:

Binare Relation R — A x A, wobei A eine Menge.

Binare Relation auf A heil3t

* reflexiv, falls Va € A: (a,a) € R,

* irreflexiv, falls Va € A: (a,a) ¢ R,

« symmetrisch, falls Va,b € A: (a,b) e R= (b,a) e R

« asymmetrisch, falls Va,b € A: (a,b) e R= (b,a) ¢ R

» antisymmetrisch, falls Va,b € A: (a,b) e Rund (b,a) e R =a=b
« transitiv, falls va,b,c € A: (a,b) e Rund (b,c) e R=(a,c) e R

* total (oder konnex), falls Va,b € A: (a,b) € Roder (b,a) e R
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Definition 2.2:

Binare Relation auf A heildt

» Quasiordnung (oder Praordnung) <> reflexiv, transitiv

- Aquivalenzrelation <> reflexiv, transitiv, symmetrisch

« partielle Ordnung (oder Halbordnung) < reflexiv, transitiv, antisymmetrisch
* lineare Ordnung < totale Halbordnung

« strenge partielle Ordnung < irreflexiv, transitiv m

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 2: Grundlagen
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Definition 2.3:
Sei A eine Menge und R eine Relation Uber A. Das Paar (A, R) heil3t

» quasigeordnete Menge, falls R Quasiordnung
» halbgeordnete Menge, falls R Halbordnung

« total oder linear geordnete Menge, falls R lineare Ordnung

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 2: Grundlagen
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Satz 2.1:

Sei (A, X) eine quasigeordnete Menge.

(1) Falls a < b <= a < b und nicht b < a, dann < strenge Halbordnung.

(2) Falls a ~ b :<> a < b oder b < a, dann ~ Aquivalenzrelation.

Beweis:

ad (2): ~ reflexiv (weil < reflexiv) und symmetrisch (durch Definition).
Sei a,b,c € A: a~ b und b ~ c. Aus Transitivitat von < folgt:
asbsc=ax<c und c<b<a=c<a,sodassaus

a<c und c<a endlich a~c folgt.

ad (1): <irreflexiv (durch Definition).

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 2: Grundlagen
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Definition 2.4:

Sei (A, X) eine halbgeordnete Menge und < strenge Halbordnung gemal} Satz 1.

* Falls a < b fur gewisse a,b € A, dann wird b von a dominiert.

* Verschiedene a,b € A sind vergleichbar, falls entweder a < b oder b < a;
sonst sind sie unvergleichbar (symbolisiert durch a || b).

* (A, X) heil’t Kette, falls alle verschiedene a,b € A vergleichbar.

* (A, X) heil3t Antikette, falls alle verschiedene a,b € A unvergleichbar. u

Bemerkungen:

» Kette = linear geordnete Menge
* (R, <) ist Kette

* (RY, ) mitx sy : = Vi x, £y und x #y ist keine Kette fur d > 1.

o (2)(4) e (2) = (3) o (2)1(2)

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 2: Grundlagen
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Definition 2.5:

Sei (A, X) eine halbgeordnete Menge und < strenge Halbordnung gemal} Satz 1.
a* € A minimales Element falls kein a € A existiert mit a < a*.
M(A,x) bezeichnet Menge der minimalen Elemente.

M(A,x) vollsténdig, falls Va € A existiert a* € M(A,<) mit a* < a. m

Bemerkungen:

* minimale Elemente haben gewisse ,,Optimalitatseigenschaft”

* M(A,x) vollstandig, falls A endlich (und fur viele andere Falle) u

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 2: Grundlagen
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Wie finden wir Menge der minimalen Elemente M(A,x) ?

Annahme: A sei endlich mitn = |A|

Algorithmus 2.1:

A* = { } // am Ende: A* = M(AX)
for (i = 1; i £ |A|; i++) {
for (j = 1; j < |A]|; j++)
if (a[j] < a[i]) break;

if (j > |A|) then A* = A* U { a[i] }

— geht das schneller?

> Laufzeit: O(n?)

y

Nein! In dieser Allgemeinheit nicht!

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 2: Grundlagen
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Beschleunigung moglich, falls Halbordnung bestimmte Struktur hat!

Halbordnung im R9 flir d > 1:

ab & VvVi=1,..d as<b ANa#b
1/ \8/ |\6 2
8 6\ |/9\ |/4 2 4

erste Verbesserung: falls a[i] < a[j] dann Element j aus Liste |[6schen

Beispiel: Algorithmus 1

118
4 5|1

Laufzeit: O(n?) wie gehabt!

— keine Verbesserung der worst case Schranke

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 2: Grundlagen 9
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besser:

Beispiel: Algorithmus 2.2

513 (71211894 |6(5|1|8|6 (4|2
5|14 (7|83 |5|1|7|6(8|7]|6[9]|4|3|2]|5

sortieren bzgl. 1. Komponente (bei Gleichheit bzgl. 2. Komponente) | O(n log n)

r1|12|2344556667;88889
15 /6712 /317 316 417 415818 I 4151917

wahle 2. Komponente des 1. Elements

—» l0sche alle Elemente rechts davon bis 2. Komponente kleiner

— dieses Element wird neues Auswahlelement

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 2: Grundlagen 10
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Definition 2.6
Sei x, y €R4. x heisst lexikographisch kleiner als y, wenn qilt:

X R Y & Entweder x; <y, oder X, =y, A (Xi,15 -5 Xg) Siex Vit -+ Yg)-

x(  x@ .., x("W eRI heisst lexikographisch geordnet <

X Sy X Sy o Sy X .

ex

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 2: Grundlagen 11
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Lemma 2.1

Sei x| x@ | ..., x(" lexikographisch geordnet.
Vi=1,..,n1:3j>ix0=<x0,

Beweis:

Folgt unmittelbar aus lexikographischer Sortierung.

Lemma 2.2

Sei X ={x(M [ x@ ... x(}lexikographisch geordnet.

Dann ist x(V € M(X, <).
Beweis:

Folgt unmittelbar aus Lemma 2.1.

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 2: Grundlagen
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Korrektheit von Algorithmus 2.2 furd = 2

« Sei X ={x(N x@ .. x("}lexikographisch geordnet.

«Seiie{1,...,n}derart, dass xi) € M(X, <).

— Wg. Lemma 2.2 konnen wir miti = 1 beginnen.

EsqiltVj:j>i:

X, < x,0) oder X, = x,0) oder X, > x,0)
U U U
x® < x0) X < x0) v x) = x0) x () || X0 und Ik > J: x(k) < x@)
da wenn wenn da (Lemma 2.0
1. Komponente 1. Komp. 1. Komp. 1. Komponente U

< =
= ) ) x0 € M(X, <)

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 2: Grundlagen 13
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Lemma 2.3:
Sei C4(n) max. Anzahl Vergleiche, um M(V, <) mit finitem V C R9zu bestimmen.-

Es qgilt: C,.4(n) = C4(n) fird 22 und n = |V| < cc.

Beweis:

z.Z.. Berechnung fur (d-1)-dim. Menge nicht schwerer als fur d-dim. Menge!
-Sei U C R+ mit |U| =n = C_,(n) Vergleiche ndtig fur M(U, <).

- Erweitere jedes u € U mit weiterer Komponente mit demselben Wert w
=V =4 (U, W) = (uy, Uy, ..., Uy, W) € V.

- Offensichtlich: u € M(U, <) < v =(u, w) € M(V, <), da w = const. fur alle u.

- Wir brauchen C4(n) Vergleiche fur M(V, =)
und bekommen M(U, <) durch Streichen der zusatzlichen Komponente w
= wir erhalten M(U, <) in hochstens C4(n) Vergleichen!

= C,,(n) < Cy(n) .

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 2: Grundlagen 14
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d>2,n=29qgeN

Algorithmus 2.3

R={x(), ..., x(02)} S ={x(2+1) x(M}und jeweils lex. sortieren
R* = M(R, <), S* = M(S, =)

T*={seS*|AreR*r<s}

Ausgabe: R* U T*

B 0 =

C4(n) <2 C,(n/2) + F, (n/2, n/2)
\ J
Y

>
Schritt 2 Schritt 3

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 2: Grundlagen 15
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d>2,n=29qgeN Fy
n n n I
Cu(n) < 204 (=) 4+ Fy (22
a(n) < d<2>+ d(z 2)
—1
n mn
< 200+ Y 2 Fu (5 5)
P
Z N d—3
< n+Q 22 Iog<22>

Kung et al. (1975),
JACM 22(4):469-476

= n+Qn Z log (22)d_3

< n+@nk<logn>d 3 = O(n(logn)?=2)

Rudolph: MOMH (SS 2006) e Kap. 2: Grundlagen 16



