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Das bestimmte Riemann-Integral

Gegeben seien ein Intervall [a, b] € R und eine endliche Anzahl
von Punkten xg, Xy,...,Xpmita=Xxp < Xy <--- < Xp = b.
Dann heiBBt Z = (xo, . . ., Xn) eine Zerlegung von |a, b] und

|Z| := max{x; — x;_1 : i = 1,..., n} das Feinheitsmal3 der
Zerlegung Z.

Eine Zerlegung hei3t dquidistant, wenn die Intervalle [ x;_1, X;]|
furi=1,..., nalle gleich grof3 sind.




Das bestimmte Riemann-Integral

Definiton 8.2

Sei f : [a, b] — R beschrankt (Vx € [a, b] : |f(x)] < K < o) und
Z eine Zerlegung auf [a, b]. Wir nennen
n

s(Z) = > (x; — xj_1) - inf{f(x) : x € [xj_1, Xj]} die Untersumme
=1
und I .
S(Z) = > (xi — xj—1) - sup{f(x) : x € [xi_1, x;]} die Obersumme
1

=
von f bezlglich der Zerlegung Z.




Das bestimmte Riemann-Integral

Definition 8.3

Eine Zerlegung Z wird eine Verfeinerung von Zerlegung Z
genannt (in Zeichen: Z < Z), wenn Z alle Punkte von Z enthlt.
Eine Zerlegung Z, die genau die Punkte von Z und Z enthilt,
soll Uberlagerung von Z und Z heiBenund mit Z = Z + Z
bezeichnet werden.




Das bestimmte Riemann-Integral

Lemma 8.4
Sei f(x) auf [a, b] beschrankt mit [f(x)| < K und Z eine
Zerlegung von [a, b]. Die Zerlegung Z entstehe aus Z durch
Hinzunahme eines zusatzlichen Punktes. Dann gilt:

Q s(2) < s(2) < s(2) + 2K|Z|

Q S(2) > S(2) > S(Z) - 2K|Z| |




Das bestimmte Riemann-Integral

Jede Untersumme ist kleiner oder gleich jeder Obersumme.




Das bestimmte Riemann-Integral
Definition 8.6

Die Funktion f(x) sei auf [a, b] beschrankt. Man nennt
b
/f(x) dx :=sup{s(Z) : Z ist eine Zerlegung von [a, b]}
_a

das untere (Riemann-)Integral und

b
/f(x) dx :=inf{S(Z) : Z ist eine Zerlegung von [a, b]}

a

das obere (Riemann-)Integral.

(Fortsetzung der Definition auf nachster Folie)
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Das bestimmte Riemann-Integral

Definition 8.6 (Fortsetzung)

Sind unteres und oberes Riemann-Integral gleich, dann heif3t
f(x) Uber [a,b] (Riemann-) integrierbar und

b
/f(x)dx :=sup s(Z) =inf §(2)
z V4

das (Riemann-)Integral von f Gber [a, b]. Man nennt a (bzw. b)
die untere (bzw. obere) Integrationsgrenze und x die
Integrationsvariable.




Das bestimmte Riemann-Integral

b
Es gilt [f(x)dx <
a




Das bestimmte Riemann-Integral

Sei f auf [a, b] beschrankt und Z, eine Folge von Zerlegungen
mit |Z,| — 0 fur n — oo. Dann gilt

a) nli_)moO s(Z,) = sgp s(Z) und

b) lim_S(Zy) = inf S(2)




Das bestimmte Riemann-Integral

Satz 8.9 (Riemannsches Integrabilitatskriterium)

Sei f(x) auf [a, b] beschrankt.

f(x) € Rla,b] & Ve >0:3Z(): S(Z) —s(Z2) < e
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Das bestimmte Riemann-Integral

Satz 8.10

a) f(x) stetig auf [a, b] = f(x) € RJa, b].
b) f(x) auf [a, b] monoton = f(x) € R|a, b).
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Das bestimmte Riemann-Integral

Definition 8.11

Sei f(x) auf [a, b] beschrankt, Z = (xo, X1, ..., Xn) €ine
Zerlegung von [a, b] und X; € [xj_1, Xx;] firi=1,...,n. Man
nennt

n

o(Z,%) =Y (% — xi-1) - f(%)

i=1

die (Riemannsche) Zwischensumme von f auf [a, b].




Das bestimmte Riemann-Integral

Lemma 8.12

Sei f(x) auf [a, b] beschrankt. Fir jede Zerlegung Z von [a, b]
und beliebiges ¢ > 0 gibt es Zwischenpunkte X und X mit

a) s(Z)<o(Z,x) <s(Z)+eund
b) S(Z)—e<a(Z,%) < S(2)
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Das bestimmte Riemann-Integral

Satz 8.13

Sei f auf [a, b] beschrankt, Z, eine Folge von Zerlegungen mit
|Zy| — 0 fir n — oo mit passenden Zwischenpunkten x("). Es
gilt f € R|a, b] & Jede Riemansche Zwischensumme
konvergiert. In diesem Fall sind alle Grenzwerte gleich und sie
haben den Wert

n—o0

b
lim o(Z,, %) :/f(x)dx =: |
a




Das bestimmte Riemann-Integral

Satz 8.14

Sind f und g auf [a,b] integrierbar, so ist fir beliebige
Konstanten « und g auch dir Funktion af + gg auf [a, b]

integrierbar und es ist
b

[(af(x)+ Bg(x))dx = a- aff(x)dx + ﬁfg(x)dx

a




Das bestimmte Riemann-Integral

Satz 8.15

Seien f(x) und g(x) integrierbar auf [a, b]. Dann gilt:
a) max{f(x),g(x)}, min{f(x), g(x)} sowie |f(x)| € R|a, b].
b) Falls f(x) < g(x) fur alle x € [a, b], dann
b

[f(x)dx < fg(x) dx.

b
[f(x)dx

a

c)

b
< JIf(x)[ dx




Das bestimmte Riemann-Integral

Satz 8.16 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei f € R[a, b] und m < f(x) < M fiir x € [a, b]. Dann ist

a m f Ydx < M- (b-— a).

a
b) Ist f(x) auf [a, b] zudem stetig, dann existiert ein x € (a, b)
mit

b
/ f(x)dx = (b — a)f(%).




Das bestimmte Riemann-Integral

Satz 8.17 (Erweiterter Mittelwertsatz)

Sei p(x) > 0 fur x € [a, b] und p(x) sowie f(x) - p(x)
integrierbar auf [a, b]. Wenn m < f(x) < M auf [a, b], dann

m [p(x dx<fp x)dx<Mjp(x
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Das bestimmte Riemann-Integral

Satz 8.18

Sei f(x) auf [a, b] beschrankt und a < ¢ < b. Es qilt:
fe Rla, bl < f € Rla, c]und f(x) € R[c, b]. In diesem Fall ist

ff(x) dx = fcf(x) dx + ff(x) dx.
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Das bestimmte Riemann-Integral

Definition 8.19

b a
Fira < bund f € R[a, b] wird [f(x)dx = — [f(x) dx sowie
a

b
c

[f(x)dx = 0 fur c € [a, b] festgelegt.

c
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Das bestimmte Riemann-Integral

Satz 8.20

Sei f € R[a, b] und [c, d] C [a, b].

d
/f(x) dx = F(d) — F(c)
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Der Zusammenhang zwischen Differential- und
Integralrechnung

Sei f € R[a, b] und in X € [a, b] stetig. Dann ist fir ein ¢ € [a, b]
X
die Funktion F(x) = [f(t)dt in X differenzierbar und

c
F'(x) = f(x). Ist also f stetig auf [a, b], so ist F stetig
differenzierbar und F'(x) = f(x) fur alle x € [a, b]
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Der Zusammenhang zwischen Differential- und
Integralrechnung

Definition 8.22

Sei die Funktion f(x) in [a, b] erklart. Eine Funktion F(x) mit
der Eigenschaft F'(x) = f(x) auf [a, b] soll Stammfunktion oder
unbestimmtes Integral von f(x) heiBen. Wir schreiben daftr

F(x) = [f(x)dx
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Der Zusammenhang zwischen Differential- und
Integralrechnung

Satz 8.23

Ist F(x) auf [a, b] stetig differenzierbar, so gilt

b

F(b) — F(a) = / F(tydt,

a

und furr x, ¢ € [a, b] entsprechend

F(x) = F(c) + /F/(t)dt.
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Die Technik des Integrierens

Definition 8.24 (Notation)
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Die Technik des Integrierens

Satz 8.25 (Partielle Integration)

Seien f(x) und g(x) auf [a, b] stetig differenzierbar. Dann gilt

/ (x) - g'(x) dx = f(x) - g(x)
b
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Die Technik des Integrierens

Satz 8.26 (Substitutionsregel)

Sei f stetig auf (a, b) und g stetig differenzierbar auf (a, 3),
wobei

@ 9({a, B)) C (a,b) und

@ g(a) =a,g(B) =b.
Dann ist
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Die Technik des Integrierens

Satz 8.27

o / fax + b)dx — 15 F(ax + b) fiir F/(x) = f(x).

e/f ). F(x dx:lfz(x).

0 [ ax = toglf(x).
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Die Technik des Integrierens

Satz 8.28
Jede rationale Funktion ist elementar integrierbar.
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Uneigentliche Integrale

Definition 8.29 (unbeschrankter Integrationsbereich)

Sei f auf [a, o) erklart und Uber jedes [a, c] fir a< ¢ < oo
integrierbar. Man legt fest :

]Of(x)dx = lim /cf(x)dx

C—00

Wenn der Limes existiert, dann existiert das uneigentliche
Integral und es wird konvergent genannt (andernfalls
divergent).

Entsprechend definieren wir fir ein Intervall (—oco, ]
JEf(x)dx = lime_, oo [2f(x) dx

und fir ganz R = (—o0, 00)

[ f(x)dx = [ f(x)dx + [°f(x)dx

fir ein beliebiges a € R, wobei beide Integrale auf der rechten
Seite existieren mussen.
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Uneigentliche Integrale
Definition 8.30

@ Sei f € RJc, b fur jedes ¢ mit a < ¢ < b und
limy_, o+ |f(x)| = co. Man definiert
f:f(x) dx = lim fcbf(x) dx, falls der Limes existiert.
c—a

@ Seif € R[a,c] fur jedes c mita< ¢ < bund
limy_,p- |f(Xx)| = co. Man definiert
JPf(x)dx == Iing [7f(x) dx, falls der Limes existiert.
c—b—

© Seif e Rlc,d|flrallec,dmita<c<d< bund
limy_, o+ |f(x)] = oo sowie lim,_,,- |f(x)| = occ.
Man definiert unter Ruckfihrung auf die Félle 1.) und 2.)
JPH(x)dx == [SF(x)dx + [Lf(x)dx, (a < ¢ < b)
falls beide uneigentlichen Integrale auf der rechten Seite
existieren.
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Exkurs: Differentialgleichungen

Definition 8.31

Eine Gleichung der Form f(t, x, x, X, ...) = 0 heif3t gewdhnliche
Differentialgleichung (DGL). Die Ordnung der héchsten
auftretenden Ableitung heif3t die Ordnung der DGL.
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Differentialrechnung im R”

16. Juli 2014
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Grundlagen des R”

Definition 9.1

Seien Ay, Ao, ..., A, beliebige Mengen.
Die Menge Ay x Ap X --- X Ap =

{(a1,a2,...,an) | a1 € Aj,a2 € Aa,...,an € Ap}

wird kartesisches Produkt genannt.

lhre Elemente (a4, ao, . . ., an) heiBen n-Tupel und
jeder Eintrag a;, (i = 1,...n) Komponente.

Zwei n-Tupel a und a sind gleich, also a = 3,
wenn g, = g; firallei=1,...n
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Grundlagen des R”

Definition 9.2

Die Menge R" = {(xy,...,Xxn) | X; e Rfuri=1,...n} heiBt
n-dimensionaler Euklidischer Raum. Die n-Tupel x € R"
werden auch als Vektoren bezeichnet.

Anmerkung:

Typischerweise werden Vektoren als Spaltenvektoren
X

aufgefasst. Also x = | : | = (xy,...,x,)", wobei das
Xn

hochgestellte T kennzeichnet, dass der Zeilenvektor
transponiert und damit ein Spaltenvektor ist.
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Grundlagen des R”

Definition 9.3

Seien x,y € R"und X\ € R.
Q@ x+y=(x+y1,...,xn+ yn)T Addition
Q@ )x = (\xq,...,\x,)" Skalarmultiplikation
Q x"y =xqyy + - + Xnyn Skalarprodukt
Q ||x|| = VxTx Euklidische Norm
Q d(x,y) = ||x — y|| Abstand von x und y
QO x<ysVi=1,...,n:x <y;kleiner gleich
Q@ x<ysVi=1,...,n:x <y,kleiner

28



Grundlagen des R”

Definition 9.4
Seie > 0und x € R". Dann wird
U(x) ={X e R" | || X — x]| < e} eine e-Umgebung von x
genannt. Fir eine Menge M C R” heif3t ein Element x € R"
@ innerer Punktvon M, wenn ein ¢ > 0 mit U(x) C M
existiert;
@ Randpunktvon M, wenn fir jedes £ > 0 Elemente
X, X € U-(x) existieren mit X € Mund X ¢ M;
@ isolierter Punkt von M, wenn ein ¢ > 0 mit U.(x) N M = {x}
existiert;
@ Haufungspunkt von M, wenn fir jedes € > 0 ein Element
X € U:(x) N M mit X # x existiert.

Die Menge aller inneren Punkte von M wird mit I\oﬂ oder int(M),
die Menge aller Randpunkte mit 9M bezeichnet.

(Fortsetzung auf nachster Folie)
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Grundlagen des R”

Definition 9.4 (Fortsetzung)

Eine Menge M C R” heil3t offen,

wenn jeder Punkt von M ein innerer Punkt ist,
und sie hei3t abgeschlossen,

wenn sie alle ihre Haufungspunkte enthalt.
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Grundlagen des R”

Definition 9.5 (Normkonvergenz)

Eine Folge (xx) mit x, € R” fir kK > 0 konvergiert gegen a € R”",
wenn || xx — a|| — 0 fir kK — oc.
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Grundlagen des R”

Satz 9.6

Im R ist Normkonvergenz gleichbedeutend mit
komponentenweiser Konvergenz, also

(k)

I % =0 Vi=1,....,n: " = %

fir k — oo.
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Grundlagen des R”

Sei x € R"und || - || die Euklidische Norm. Es gilt

0 < max{|x,.... xal} < IIxl < Vi-max{ixils.... [xal} -
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Stetigkeit im R”

Definition 9.8

Sei f: M — R mit M C R” eine Funktion und a € R” ein
Haufungspunkt von M. Dann bedeutet

lim f(x) = b

Ve>0:36>0:Vxe M\ {a}:|x—al|l <d=|f(x)—b|<e.
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Stetigkeit im R”

Definition 9.9

Eine Funktion f : M — R mit M C R" heif3t stetiginx € M <
Fir jede Folge (xx) mit xx € R”, die gegen X strebt, konvergiert
f(xx) gegen f(X).

Ist f in jedem x € M stetig, so heil3t f stetig auf M.
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Partielle Ableitungen

Definition 9.10

Seien f : M — R mit M C R” und e(%) der k-te Einheitsvektor
firk =1,...,nimR" mit &) = 1 und ) = 0 fiir i # k. Der

Limes 0
. I p—
im f(x+ h-e)—f(x)
h—0 h
— i O Xt X A P X Xn) = F(X4 - Xn)
= lim
h—0 h
of(x
=: B(X,-) =: fx,(x) =: Dif(x)

hei3t partielle Ableitung (1. Ordnung) von f nach x; an der
Stelle x € M, sofern er existiert.

(Fortsetzung auf nachster Folie)
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Partielle Ableitungen

Definition 9.10 (Fortsetzung)
Der aus den partiellen Ableitungen 1. Ordnung gebildete Vektor

.
Vi(x) := gradf(x) = (81‘()() 5f(X))

0Xq ’ ’ X4

wird Gradient genannt. Sind diese partiellen Ableitungen stetig,
dann ist f in x stetig partiell differenzierbar und wir schreiben in
diesem Fall f € C'.

v
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Partielle Ableitungen

Definition 9.11

Sei f: M — R mit M C R". Wenn die n partiellen Ableitungen 1.
Ordnung existieren und stetig sind, dann werden fur
ihj=1,....n

r(x) _ (X)) _
oxxi —ox hzg (X)

partielle Ableitungen 2. Ordnung von fnach x; und x; an der
Stelle x € M genannt.

(Fortsetzung auf nachster Folie)
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Partielle Ableitungen

Definition 9.11 (Fortsetzung)

Die aus den partiellen Ableitungen 2. Ordnung gebildete
quadratische Matrix

d2f(x) d2f(x) o 82f(x)

0X10X4  0X10Xo 0X10Xn

5 Pix)  Pf(x)  0%f(x)
V f(X) = H(X) = OXo0X4 OXoOXo OXo0Xn
d2f(x) d2f(x) . 92f(x)

OXn0Xq4  OXpOXo OXnOXn

heiBt Hesse-Matrix. Sind die partiellen Ableitungen allesamt
stetig, so schreiben wir f € C2.
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Minima und Maxima

Satz 9.12 (Satz von Schwarz)

Istf: M — Rmit M CR"in C?,dann fiy, = fyx Vi,j=1,...,n.
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Minima und Maxima

Definition 9.13

Seif: M —RmitMCR"
a) x* € M heiBt globale Minimalstelle von f, falls

Vx € M: f(x*) < f(x).

Der Wert f(x*) wird dann globales Minimum genannt.
b) x* € M hei3t lokale Minimalstelle von f, falls

de > 0:Vx e U(x*)NM: f(x*) < f(x).

Der Wert f(x*) wird dann lokales Minimum genannt.

c) Entsprechend spricht man von Maximalstellen und
Maxima, wenn die Ungleichungen umgekehrt werden.
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Minima und Maxima

Satz 9.14 (notwendiges Kriterium)

Sei f : M — R flr offenes M C R”".

Ist x* € M lokale Extremalstelle von f und ist f in x* partiell
differenzierbar, so ist Vf(x*) = (0,0,...,0)".

52



Minima und Maxima

Satz 9.15

Sei f : M — R mit offenem M C R". Wenn die partiellen
Ableitungen 2. Ordnung existieren und stetig sind und
auBerdem Vf(x*) = (0,0,...,0)7 fur ein x* € M gilt,

dann ist x* eine

a) lokale Minimalstelle, wenn Vx € R"\ {0}: xTV2f(x*) x > 0
b) lokale Maximalstelle, wenn Vx € R"\ {0}: x” V2f(x*) x < 0.

Ist xTV2f(x*) x fir mindestens ein x negativ und ein x positiv,
so liegt kein Extremum vor.
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