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Grundlagen des R”

Definition 9.1

Seien A1, Ay, ..., A, beliebige Mengen. Die Menge

Al X Ay X --- X A, = {(21,32,...,2,,) | ay €EA,ap € Ay, ..., a, €
An} wird kartesisches Produkt genannt. lhre Elemente
(a1,a2,...,ap) heiRen n-Tupel und jeder Eintrag a;, (i =1,...n)
Komponente. Zwei n-Tupel a und 3 sind gleich, also a = 3 wenn
a; = 3; firalle/=1,...n




Grundlagen des R”

Definition 9.2

Die Menge R" = {(x1,...,xp) | x; € Rfiir i =1,...n} heifit
n-dimensionaler Euklidischer Raum. Die n-Tupel x € R” werden
auch als Vektoren bezeichnet.

Anmerkung:

Typischerweise werden Vektoren als Spaltenvektoren aufgefasst.
X1

Also x = | : | =(x1,...,x,)7, wobei das hochgestellte T
Xn

kennzeichnet, dass der Zeilenvektor transponiert und damit ein
Spaltenvektor ist.
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Grundlagen des R”

Definition 9.3

Seien x,y € R? und A € R.
O x+y=0a+y1, .., % +ya)" Addition
Q@ M = (Ax1,...,Ax,)" Skalarmultiplikation
© xTy =xiy1 + -+ + Xayn Skalarprodukt
Q ||x|| = VxTx Euklidische Norm
@ d(x,y) = |lx — y|| Abstand von x und y
QO x<y&eVi=1,...,n:x <y kleiner gleich
Q@ x<y&sVi=1,...,n:x <y kleiner




Grundlagen des R”

Definition 9.4

Sei e >0 und x € R". Dann wird U.(x) = {Xx e R" | ||Xx — x|| < &}
eine e-Umgebung von x genannt. Fiir eine Menge M C R” heifit ein
Element x € R”

@ innerer Punkt von M, wenn ein € > 0 mit U.(x) C M existiert;

@ Randpunkt von M, wenn fiir jedes ¢ > 0 Elemente
X, X € U:(x) existieren mit X € M und X ¢ M;

o isolierter Punkt von M, wenn ein € > 0 mit U-(x) " M = {x}
existiert;

o Hiaufungspunkt von M, wenn fiir jedes € > 0 ein Element
X € U(x) N M mit X # x existiert.

Die Menge aller inneren Punkte von M wird mit M oder int(M), die
Menge aller Randpunkte mit OM bezeichnet. Eine Menge M C R”

heilt offen, wenn jeder Punkt von M ein innerer Punkt ist, und sie

heilt abgeschlossen, wenn sie alle ihre Haufungspunkte enthilt.
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Grundlagen des R”

Definition 9.5 (Normkonvergenz)

Eine Folge (xx) mit xx € R" fiir k > 0 konvergiert gegen a € R”,
wenn ||x, — al| — 0 fiir k — oo.
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Grundlagen des R”

Satz 9.6

Im R" ist Normkonvergenz gleichbedeutend mit komponentenweiser
Konvergenz, also

Hx(k)—)"(H—>0¢>Vi:1,...,n:xi(k)—>>~(,-

fur kK — oo.
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Grundlagen des R”

Sei x € R" und || - || die Euklidische Norm. Es gilt

0 < max{[xal,.... Jxal} < lIxl < vAmax{fxal,..., x|}
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Stetigkeit im R”

Definition 9.8
Sei f : M — R mit M C R” eine Funktion und a ein
Haufungspunkt von M. Dann bedeutet

lim f(x)=b <

X—a

Ve>0:30 >0:Vxe M\{a}:|x—a|]| <d=|f(x)—b|<e.
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Stetigkeit im R”

Definition 9.9

Eine Funktion f : M — R mit M C R” heillt stetig in X € M <
Fiir jede Folge (xx) mit x, € R”, die gegen X strebt, konvergiert
f(xx) gegen f(X). Ist f in jedem x € M stetig, so heifit f stetig auf
M.

44



Partielle Ableitungen

Definition 9.10

Seien f : M — R mit M C R” und e(¥) der k-te Einheitsvektor fiir
k=1,...,nim R" mit e,((k) =1 und e,-(k) = 0 fiir i # k. Der Limes

f(x+h-e)) —f(x)

/llno h
li f(X17' ces Xi—1, Xi h7XI'+1a" 'aXn) — f(X]_,.. o aXn)
= lim
h—0 h
=: ag)(:,() =: f;(x) =: Dif (x)

heit partielle Ableitung (1. Ordnung) von f nach x; an der Stelle
x € M, sofern er existiert.

(Fortsetzung auf nichster Folie)
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Partielle Ableitungen

Definition 9.10 (Fortsetzung)
Der aus den partiellen Ableitungen 1. Ordnung gebildete Vektor

.
Vf(x) := gradf(x) = <8;)(<>1()7.” ’ agf:;))

wird Gradient genannt. Sind diese partiellen Ableitungen stetig,
dann ist f in x stetig partiell differenzierbar und wir schreiben in
diesem Fall f € C.
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Partielle Ableitungen

Definition 9.11

Sei f : M — R mit M C R". Wenn die n partiellen Ableitungen 1.
Ordnung existieren und stetig sind, dann werden fir j,j =1,...,n

PF(x) _ 0fy(x)

oxjx; ox;

= ()

partielle Ableitungen 2. Ordnung von f nach x; und x; an der Stelle
x € M genannt.

(Fortsetzung auf néchster Folie)
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Partielle Ableitungen

Definition 9.11 (Fortsetzung)

Die aus den partiellen Ableitungen 2. Ordnung gebildete
quadratische Matrix

PPf(x) *f(x) . 0Pf(x)

Ox10x1  Ox10x2 0x10Xn

5 PPf(x)  *f(x)  9*f(x)
V f(X) = H(X) = 8X28X1 6X26X2 6X26Xn
Pf(x) *f(x) . 0Pf(x)

OxpnOx1  OxpOx2 OxnOXn

heilt Hesse-Matrix. Sind die partiellen Ableitungen allesamt stetig,
so schreiben wir f € C2.
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Minima und Maxima

Satz 9.12 (Satz von Schwarz)

Ist f : M — Rmit M CR"in C?, dann f,, = £ Vi, j=1,....n.

17
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Minima und Maxima

Definition 9.13
Seif:M — R mit MCR”
a) x* € M heiRt globale Minimalstelle von f, falls

Vx € M: f(x*) < f(x).

Der Wert f(x*) wird dann globales Minimum genannt.
b) x* € M heilt lokale Minimalstelle von f, falls

Je > 0:Vx eU(x")NM : f(x*) < fF(x).

Der Wert f(x*) wird dann lokales Minimum genannt.

¢) Entsprechend spricht man von Maximalstellen und Maxima,
wenn die Ungleichungen umgekehrt werden.




Minima und Maxima

Satz 9.14 (notwendiges Kriterium)

Sei f : M — R fiir offenes M C R".

Ist x* € M lokale Extremalstelle von £ und ist 7 in x* partiell
differenzierbar, so ist Vf(x*) = (0,0,...,0)7.
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Minima und Maxima

Satz 9.15
Sei f : M — R mit offenem M C R". Wenn die partiellen
Ableitungen 2. Ordnung existieren und stetig sind und auRerdem
Vf(x*) =(0,0,...,0)7 fiir ein x* € M gilt, dann ist x* eine
a) lokale Minimalstelle, wenn Vx € R™\ {0}: x" V2f(x*) x > 0
b) lokale Maximalstelle, wenn Vx € R\ {0}: xTV2f(x*) x < 0.

Ist x7 V2f(x*) x fiir mindestens ein x negativ und ein x positiv, so
liegt kein Extremum vor.




