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1. Zweiwertige und mehrwertige
Logik. Zusammenhang zwischen
Logik und Mengenlehre. Scharfe
und unscharfe Mengen

1.1 Der aristotelische Wahrheitsbegriff. Zweiwertige Logik

Die wichtigsten Gebilde von deskriptiven (beschreibenden) Sprachen sind die Aussagen.
Eine Aussage A als syntaktisches Gebilde hat eine Semantik, d. h. sie besagt, daf} sich
bestimmte Dinge in einer bestimmten Weise verhalten oder — etwas allgemeiner — dafl
in einem gegebenen Medium ein bestimmter Zustand vorliegt.
Ist diese Beschreibung eindeutig, so sagt man mit ARISTOTELES, daf

o A WAHR sei, falls der von A beschriebene Zustand tatséchlich vorliegt, und daf
e A FALSCH sei, falls der von A beschriebene Zustand nicht vorliegt.

(,Aristotelischer Wahrheitsbegriff®)

Anmerkung

Die in diesen Formulierungen gebrauchten Begriffe wie ,,Sprache®, , syntaktisches Gebil-
de“, ,,Semantik“, ,,Beschreibung®, ,Zustand* usw. werden zunéchst rein ,intuitiv* ver-
wendet, entsprechend ihrer umgangssprachlichen Bedeutung; korrekte Definitionen wer-
den spiter entwickelt.

Beispiele
1. Al —def 2—|— 1= 3

Diese Aussage beschreibt (im Medium der natiirlichen Zahlen) einen Sachverhalt
eindeutig, und dieser Sachverhalt liegt vor, also ist die Aussage A; WAHR.

2. Ay =452+ 1=4.
Wiederum eindeutige Beschreibung eines Sachverhalts, aber dieser Sachverhalt liegt
nicht vor, also ist A, FALSCH.

3. As =4 Fritz ist 184 cm gro8.

FEindeutige Beschreibung eines Zustandes; Aj ist wahr bzw. falsch, wenn Fritz diese
Grofle hat bzw. nicht hat.
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Anmerkung

Die ,,Bestimmung“ des Wahrheitswertes einer Aussage wird hier noch nicht als
Problem behandelt; es wird vielmehr vorausgesetzt, dafl die entsprechenden Proze-
duren stets erfolgreich ausfithrbar sind.

4. Ay =4 Fritz ist grof.

Wie ist eine Semantik dieser Aussage definiert?

1. Maglichkeit: A, ist WAHR (bzw. FALSCH), falls die GroéBe von Fritz 184 cm
oder mehr betrégt (bzw. weniger als 184 cm betrégt).

Semantische Paradoxie

a) Hat Fritz die Grofle 184 cm, dann ist er ,grofi“.
b) Hat er die Grofle 183.9 cm, dann ist er nicht grof}, also ,klein*.

Anmerkung zur Terminologie

»Paradoxie*: Unverstidndlich, unserem , natiirlichen“ Empfinden nicht entspre-
chend.

»Antinomie“: Logisch widerspruchsvoll.

Beispiel Der Dorfbarbier ist derjenige im Dorf, der alle rasiert, die sich
nicht selbst rasieren. Die Frage ,Wer rasiert den Dorfbarbier?“ fithrt zu
dem logischen Widerspruch:

Der Dorfbabier rasiert sich selbst genau dann, wenn er sich nicht
selbst rasiert.

2. Maoglichkeit: Man nimmt zur Kenntnis und akzeptiert, daf§ der aristotelische
Wahrheitsbegriff und die zweiwertige Logik nicht ausreichen, um die Bezie-
hung Syntax — Semantik, also Sprache — Realitét hinreichend genau zu erfassen.

Ausweg Man verwendet mehr als zwei Wahrheitswerte, geht also zur mehrwertigen
Logik tiber.

Weiteres Musterbeispiel fiir mehrwertige Logik:
Bewertung des Wahrheitsgehaltes der Aussagen von Studenten in Priifungen:
Notenskala (d. h. ,,Wahrheitswerte®“) hier in Dortmund fiir Vordiplom- und Diplom-
priifungen:
1,1.3,1.7,2,2.3,2.7,3,3.3,3.7,4, 5,

also 11 (Wahrheits-) Werte, davon
10 ,,positive* (bestanden)

1 ,negativer” (nicht bestanden)

Merke
Die bisherige Informatik beruht (in der Regel) auf der zweiwertigen Logik, sowohl die
Software als auch die Hardware.

Fiir mehr Informationen zu diesen einleitenden Darstellungen vergleiche man z. B. das
dreibéndige Werk iiber mathematische Logik von GUNTER ASSER: [1-3].
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1.2 Zweiwertige Pradikate. Scharfe Mengen

Grundlage aller mathematischen Betrachtungen ist die Mengenlehre. Die Mengenlehre
ihrerseits basiert auf Logik.

Ausgangspunkt ist der Begriff eines Universums (Individuenbereich, Grundbereich, Do-
main).

Beispiele fiir Universa

1. Uy: Alle natiirlichen Zahlen von 2 bis 9 (Grenzen eingeschlossen).

Endliches Universum!

2. Us,: Alle natiirlichen Zahlen, 0 eingeschlossen.

Abziahlbar unendliches Universum.

3. Us: Alle reellen Zahlen.

Nicht abzéhlbares (iiberabzéhlbares) unendliches Universum.
Scharfe Mengen aus einem Universum U sind ,,Kollektionen®“ von Elementen z aus U.

Merke
Dies und auch die folgenden Ausfithrungen beruhen auf den Vorstellungen der naiven
(d. h. anschaulichen, nicht axiomatischen) Mengenlehre, wie sie

GEORG CANTOR (1845-1918)

als Schopfer der Mengenlehre urspriinglich entwickelt hat.
Die naive Mengenlehre kann aber zu Widerspriichen (antinomischen Mengen) fiithren.

Beispiel einer antinomischen Menge
Die Menge M aller derjenigen Mengen X, die sich nicht selbst als Element enthalten,
d. h. fiir die X ¢ X gilt.

Frage: Gilt M € M oder M ¢ M?
M ist antinomisch, da jede der obigen Annahmen zum (logischen) Widerspruch fiihrt.

Ausweg
Aufbau axiomatischer Mengenlehren (Hier nicht zu behandeln!).

Jedoch ist auch hier das Problem der Widerspruchsfreiheit solcher Systeme nicht vollig
gelost. — Spezialliteratur zur Mengenlehre oder entsprechende Spezialvorlesungen.

Charakterisierung von Mengen.
Wiéhlen als Beispiel das Universum Us, also alle natiirlichen Zahlen (einschlieflich 0).
1. Spezialfall von endlichen Mengen.

Hier ,, Aufweisung* der einzelnen Elemente und damit der ganzen Menge moglich,
z. B. bedeutet
{2,5,8,100}

diejenige Menge, die aus genau den natiirlichen Zahlen 2,5, 8 und 100 besteht.

2. Allgemeiner Fall.

Charakterisierung durch ein Pradikat, das einstellig und zweiwertig ist.
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Definition 1.2.1

7 ist (einstelliges, zweiwertiges) Prédikat iiber U (auch einstelliges ,BOOLEsches* Prédikat
iiber U genannt)

=4er ™: U —{0,1}.

Beispiel
U = Alle natiirlichen Zahlen (einschliefllich 0)

wobel z € U

() 0 , falls x ungerade
m(x) =4
)1 , falls « gerade

Man schreibt dann
{z|m(x) =1und x € U}

oder kiirzer (falls U fixiert)

{z]m(z)}-

Erlduterung
Durch das einstellige zweiwertige Priadikat 7 ist eine scharfe Menge aus Elementen von
U festgelegt, und zwar die scharfe Menge aller derjenigen Elemente x € U, fiir die das
Priadikat zutrifft, d. h. w(x) =1 ist.

Im obigen Beispiel legt 7 die scharfe Menge GER aller geraden natiirlichen Zahlen fest,
d. h. wir haben

{z|n(z) =1und z € U} = {z|n(z)}
= GER
~{0,2,4,6,... }!

Merke
1. Fiir eine scharfe Menge
M ={z|nr(x) =1und z € U}

steht fiir jedes Element x € U eindeutig fest, ob es zu M gehort oder nicht, d. h.
es gilt
entweder x € M oder x ¢ M,

und zwar auf Grund der Tatsache, dal wegen
m:U — {0,1}

fir alle x € U gilt:
entweder m(x) =1 oder w(x) = 0.

2. Das Priadikat « wird auch héufig charakteristische Funktion der Menge M genannt
und durch

X
bezeichnet.

Somit gilt:

1(7,Pseud0“-) Aufweisung der Menge aller geraden natiirlichen Zahlen.
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Die charakteristische Funktion x,, einer scharfen Menge M bestimmt die
Menge M eindeutiq.

3. Umkehrung von Punkt 2.

Es sei eine scharfe Menge M von Elementen aus U irgendwie gegeben, z. B. fiir end-
liche Mengen M durch Aufweisung. Dann bestimmt M eindeutig ein zweiwertiges
Pradikat my;, das seinerseits (als charakteristische Funktion) wieder die Menge M

festlegt.
a0 =ur ! s o
Beispiel
U =4 Alle natiirlichen Zahlen einschl. 0
M =, {3,5,10}
— {0, falls x ¢ M el

1, fallsxz e M, d. h. x =3 oder z =5 oder x = 10

Literatur Fiir weiterfiihrende Informationen zum Thema Mengenlehre vergleiche man
z. B. das Werk von JURGEN SCHMIDT [34].

1.3 Mehrwertige Pradikate. Unscharfe Mengen

Von dem polnischen Logiker
JAN LUKASIEWICZ (-)

stammt die Idee (1915), beliebige reelle Zahlen ¢ aus dem abgeschlossenen Einheitsintervall
(0,1) aller reellen Zahlen z mit 0 £ = < 1 als Wahrheitswerte zu verwenden, um den
Wahrheitsgehalt bestimmter Aussagen zu charakterisieren.

Ausgangspunkt von LUKASIEWICZ: , Wahrscheinlichkeitsaussagen®. Wahrscheinlich-
keitsaussagen beschreiben stochastische Ereignisse, die noch nicht realisiert (eingetreten)
sind.

Beispiel Gegeben ein symmetrischer (also nicht , gefilschter®) Wiirfel V.
Wahrscheinlichkeitsaussage

A =,.; Das Ergebnis eines (normalen) Wurfes mit W wird sein eine ,,4“.

Bewertung mit 1 (wahr) oder
mit 0 (falsch)

vor Ausfithrung des Wurfes keine zutreffende Modellierung;

nach Ausfithrung des Wurfes moglich (Nachsehen, ob das Resultat ,,4“ ist oder nicht).

Merke Grundsétzlicher Unterschied zwischen einem stochastischen Ereignis und dessen
Realisierung.
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Veranschaulichung Die Geschichte von einer Bombe im Flugzeug.

Definition 1.3.1
7 ist ein (einstelliges, reellwertiges) Prédikat iiber U (LUKASIEWICZsches Prédikat iiber

U)
=def T : U— (O, 1>

Merke

1. Von LUKASIEWICZ selbst wurden neben (0, 1) auch Teilmengen von (0, 1) als Wahr-
heitswertmengen benutzt, und zwar

1.1. die Menge aller rationalen Zahlen r € (0,1) und
1 2 n—1
0, , e 1
{ n—1mn-1 n—1 }

Man spricht im Fall 1.1 von der rational-wertigen LUKASIEWICZschen Logik; der
Fall 1.2 heifit n-wertige LUKASIEWICZsche Logik. Offenbar erhélt man fiir n = 2 die
Menge {0,1} der Wahrheitswerte der zweiwertigen Logik.

1.2. Mengen der Form

mit n=2,3,...

2. Spéter (etwa ab 1920) wurden von anderen (z. B. von E. L. PosT) auch andere
Mengen von Wahrheitswerten eingefiihrt und betrachtet.

3. Eine besondere Stellung nehmen als Verallgemeinerung des LUKASIEWICZschen An-
satzes sogenannte L-Pridikate (etwa ab den frithen siebziger Jahren) ein, wobei L
eine halbgeordnete Menge oder ein Verband (siehe Abschnitt 2.1) ist.

4. Der Zusammenhang zwischen mehrwertigen Prédikaten und (scharfen) Mengen ist
nicht mehr so einfach und {ibersichtlich wie im zweiwertigen Fall.

5. Neuansatz im Jahre 1965 durch den iranisch-US-amerikanischen Regelungstechniker
LoTtFI (,LOFTI*) A. ZADEH (geb. 19),

der nach KONRAD ZUSE (geb. 19) im Friihjahr 1993 zweiter Ehrendoktor des Fach-
bereichs Informatik der Universitdt Dortmund wurde.

Ausgangspunkt waren nichtlineare Regelungsprobleme, die sich der ,klassischen“ Re-
gelungstheorie, die mit Differential- und auch Integralgleichungen (und deren Lésungen)
arbeitet, weitgehend entzogen.

Musterbeispiel Ein LKW, welcher von einem Fahrer, der (etwa wegen der Ladung) nicht
nach hinten sehen kann, auf Grund von Kommandos eines Einweisers riickwérts an eine
Laderampe gesteuert werden soll. Die Situation ist in Abbildung 1.1 skizziert.

Der Einweiser bedient sich der natiirlichen Sprache. Mégliche Kommandos:

1. Ein ,kleines* Stiick riickwérts.
2. Lenkrad ,stark® rechts einschlagen.
3. Lenkrad ,ein bifichen“ nach links einschlagen.

Versuch einer zweiwertigen Interpretation dieser Kommandos. Wir wihlen fiir

10
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Laderampe

-— gewiinschte Position

Ausgangsposition —

® Position des Einweisers

Abbildung 1.1: Situation im Beispiel ,, LKW zuriicksetzen*

,Ein kleines Stiick riickwarts

als Universum U
N={0,1,...}

sowie die Mafleinheit 1 cm.
1. ,,Scharfes“ Kommando.
150 cm riickwérts.

Fiir den Fahrer nicht realisierbar!

Ferner:

e Warum 150 cm?

e Warum nicht 149 cm oder 151 cm?
2. ,Scharfes“ Kommando mit Schwellenwert.

2 cm riickwérts mit z < 150.

Warum ist dann 150.1 cm nicht mehr erlaubt, weil schon kein , kleines Stiick“ mehr?

Wie man sieht, fithrt die zweiwertige Interpretation zu paradozen Situationen und Resul-

taten.
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Ausweg (ZADEH)
Klein : U — (0, 1) als reellwertiges Priadikat, etwa

1

Kleln(x) =def H——x

Vorstellung von Zadeh Dahinterliegende Fuzzy-Menge F', die durch ihre Zugehorigkeits-
funktion pp : U — (0,1) (auch membership-function genannt) charakterisiert wird.

Grundsitzliche Feststellung Wir machen in dieser Vorlesung keine Unterscheidung zwi-
schen einer , Fuzzy-Menge F' iiber einem Universum U*“ und der ,, Zugehorigkeitsfunktion
pr von F'“ mit

/LF:U—><071>7

weil diese Unterscheidung logisch-mathematisch sinnlos ist, denn es ist nicht moglich,
den Terminus ,, F' ist Fuzzy-Menge iiber U* in Abgrenzung zur Zugehorigkeitsfunktion pp
zu definieren. Demgeméf definieren wir grundsétzlich

Definition 1.3.2
F' ist eine Fuzzy-Menge iiber U
—def F:U— <0, 1>

Bemerkungen zu Definition 1.3.2.

1. Entsprechend Definition 1.3.2 sind einstellige reellwertige (oder ,,LUKASIEWICZ-
sche* Pridikate tiber U Fuzzy-Mengen iiber U und umgekehrt. Demgeméfl werden
wir nicht zwischen einstelligen reellwertigen Pradikaten iiber U und Fuzzy-Mengen
iiber U unterscheiden.

2. In den folgenden Betrachtungen dieser Vorlesung werden wir uns auf den Fall, dafl
von U in (0, 1) abgebildet wird, beschréinken. Wir sehen dies als ,,Standard-Fall“ an
und sprechen gegebenenfalls von Standard-Fuzzy-Mengen iiber U.

Wird das reelle Intervall (0,1) durch die Menge aller rationalen Zahlen r € (0, 1)
ersetzt, sprechen wir von rationalen Fuzzy-Mengen iiber U; Abbildungen F' mit

1 2 —9
F:U—>{0, - 1}
n

—1'"n—=1"n=-1

kénnte man n-wertige (n = 2) Fuzzy-Mengen iiber U nennen. Fiir n = 2 fillt der
Begriff der ,,zweiwertigen“ Fuzzy-Menge mit dem einer charakteristischen Funktion
zZusammen.

3. Ein allgemeiner Rahmen fiir ,, Nicht-Standard“ Fuzzy-Mengen ist durch die soge-
nannten L-Fuzzy-Mengen gegeben. Man vergleiche dazu die folgende Definition
1.3.3.

Modellierung von unscharfen Begriffen der Umgangssprache durch Fuzzy-Mengen.
Wir stellen fest, dal wir bei der Kommunikation in einer Umgangssprache eine Fiille
von unscharfen Begriffen antreffen und verwenden.
Beispiele dazu sind im Deutschen:

»erofl,  klein“, ,schnell“, ,reich“, ,schon®, ,warm*, ,kalt“ . hei3* usw.

12
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Man kann feststellen, dafl ohne Verwendung von unscharfen Begriffen eine Kommuni-
kation in der Umgangssprache sehr schwerfiillig oder gar unméglich wire. Verarbeitung
von Umgangssprache (oder ,natiirlicher Sprache“) auf einem Rechner setzt deshalb ei-
ne geeignete Modellierung von unscharfen Begriffen voraus, wofiir wir Fuzzy-Mengen
verwenden.

Wir betrachten dazu den unscharfen Begriff , warm*, und zwar im Hinblick auf die Tem-
peratur von Badewasser. Wir wollen diesen Begriff durch eine Fuzzy-Menge modellieren.

Dazu wéhlen wir als Universum U die Menge

U =1{0,1,...,99,100}

der natiirlichen Zahlen von 0 bis 100.

Die Wahl des Universums ist kein mathematisches Problem, sondern hingt vom An-
wendungsproblem (d. h. Modellierungsproblem) ab. Hier scheinen uns die natiirlichen
Zahlen 0,1,...,99,100 als Temperaturangaben von Wasser in Grad Celsius angemessen
zu sein, weil es sich um Badewasser handelt; denn Spriinge um 1 Grad Celsius sind wohl
in diesem Falle akzeptabel.

Handelt es sich aber z. B. um die Temperatur von Fliissigkeiten bei einer sensiblen
chemischen Reaktion (etwa Farbfilmentwicklung), werden Temperaturspriinge von 1 °C
nicht tolerierbar sein. Man wird in diesem Fall etwa als U die Menge aller natiirlichen
Zahlen von 0 bis 1000, also

U=40,1,...,999,1000}

wiahlen und 1 als 11—0 °C interpretieren.

Modellierung 1. ,, Warmes Badewasser*

3
WARM (x) :defl_?)—i—a: x €40,1,...,99,100}
Dann gilt
WARM (0) =0
1
WARM(6) = 3
10 —
WARM (30) = 1= 0.90
20
WARM ,(60) = ST 0.952

Der gesamte Werteverlauf ist in Abbildung 1.2 dargestellt.

Im Temperaturbereich von 0 °C bis etwa 35 °C gibt WARM, eine akzeptable Mo-
dellierung des unscharfen Begriffs ,, warmes Badewasser®, iiber 35 °C kann man das
nicht akzeptieren, denn die Fuzzy-Menge WARM ist ., kumulativ®, d. h. monoton
wachsend, und das bedeutet, dafl das Wasser umso besser als ,, warmes Badewas-
ser® geeignet ist, je ndher seine Temperatur an 100 °C liegt — wohl eine nicht sehr
realistische Beurteilung!

Modellierung 2. ,, Warmes Badewasser*

3

WARM =def 1 — ———
(%) =aes 3+ x?

z€{0,1,...,99,100}

13
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0.5

0 50 100

Abbildung 1.2: Werteverlauf von WARM

Dann gilt
WARM,(0) =0
12
WARM,(6) = == 0.923...
300
WARM ,(30) = 301 = 0.996. ..
1200
WARM 5(60) = 201 = 0.999...

Der gesamte Werteverlauf ist in Abbildung 1.3 dargestellt.

0.5 —

0 50 100

Abbildung 1.3: Werteverlauf von WARM,

Diese Modellierung ist noch weniger geeignet als WARM ;, denn sie ist nicht nur
kumulativ (,,je wiarmer, desto besser®), sondern sie gibt auch im Temperaturbereich



1.8 Mehrwertige Pridikate. Unscharfe Mengen

unter 35 °C eine nicht akzeptable Beurteilung (im allgemeinen wird man Wasser
mit der Temperatur von 6 °C nicht mit 0.923... als , Warm* beurteilen).

Modellierung 3. ,, Warmes Badewasser*

1

1+ /135 — z|

WARM 3(x) =5 z€{0,1,...,99,100}

Dann gilt
WARM3(35) =1
WARM 3(34) = WARM 3(36) =

WARM ,(31) = WARM,(39) =

WARM (26) = WARM 5(44) =

U= = W= N =

WARM5(19) = WARM 5(51) =

WARM 3(0) = WARM3(70) = 0.144....
Der gesamte Werteverlauf ist in Abbildung 1.4 dargestellt.
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Abbildung 1.4: Werteverlauf von WARM 4

Diese Fuzzy-Menge ist nicht kumulativ, der Wahrheitswert féllt ab x = 35 nach
yunten“ und ,,oben“ symmetrisch ab. Nach ,unten® ist der Abfall akzeptabel, viel-
leicht etwas zu schnell (fiir Babies geeignet), nach ,,oben* ist der Abfall wohl nicht
stark genug; denn Wasser mit der Temperatur von 51 °C ist wohl als Badewasser
schon ,,ungeeignet“ (Wert 0) und nicht mit dem Wert % geeignet.

Modellierung 4. ,Warmes Badewasser*

z€{0,1,...,99,100}

01 (@=35)  falls 2 < 35
WARM 4(x) =gef | >
4(2) =g {60,4.(35—1)7 falls z > 35

15



1. Zweiwertige und mehrwertige Logik. Scharfe und unscharfe Mengen

Dann gilt

WARM ,(0) = 0.030
WARM ,(10) = 0.082
WARM ,(20) = 0.223
WARM ,(30) = 0.606
WARM ,(35) =1
WARM ,(40) = 0.135
WARM ,(50) = 0.002

100

Abbildung 1.5: Werteverlauf von WARM ,

Diese Fuzzy-Menge ist nicht kumulativ, der Wahrheitswert fillt ab = = 35 nach
,unten“ und ,,oben“ ab, und man kann das ,,Gefille* der Kurve fiir ,,oben* und
,unten* getrennt durch die Faktoren in den Exponenten der beiden ‘Teilfunktionen’
festlegen.

Literatur/Historisches In [27] entwickelt JAN LUKASIEWICZ erste Ideen zum Aufbau
mehrwertiger Logiken. Anlafl dafiir ist das Problem, Wahrscheinlichkeitsaussagen durch
Wahrheitswerte zu bewerten.

Derselbe Autor beschreibt in [28] den Aufbau einer dreiwertigen Logik.

Ebenfalls von LUKASIEWICZ stammen [29] sowie [30] (zusammen mit ALFRED TARSKI),
wo Konzeption und Aufbau der endlich-wertigen und unendlich-wertigen ,, LUKASIEWICZ-
schen“ Logiken beschrieben werden.

Unabhéngig von LUKASIEWICZ entwickelte der US-amerikanische Logiker E. L. PosT
Ideen zum Aufbau mehrwertiger Logiken. Siehe dazu [33].

Die Entwicklung der Fuzzy-Logik (und der gesamten Fuzzy-Methodologie) im heutigen
Sinne begann mit der Arbeit [54] von LOTFI A. ZADEH.

Ein Vorldufer von ZADEH ist MAX BLACK [9]. Allerdings ist der philosophische Aus-
gangspunkt bei BLACK (“Vagueness”) ein anderer als beim Vorldufer LUKASIEWICZ (“Pro-
bability”).
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1.4 Beziehungen von Fuzzy-Mengen zu scharfen Mengen

Eine sehr informationsreiche Arbeit zur ,,Vorlduferlinie“, die auf BLACK zuriickgeht,
findet sich in der Arbeit [18] von GOGUEN.
Von GOGUEN stammt eine wichtige Verallgemeinerung des Begriffs ,,Fuzzy Set* von
ZADEH als Abbildung
F:U—(0,1)
zum Begriff der “L-Fuzzy Sets”. Zur Definition dieser Verallgemeinerung sei ein Verband

L (mit Null- und Einselement) gegeben. Sei ferner U ein Universum.

Definition 1.3.3
F ist eine L-Fuzzy Set iiber U
—def F:U— L.

1.4 Beziehungen von Fuzzy-Mengen zu scharfen Mengen

Gegeben sei ein Universum U und eine (Standard-) Fuzzy-Menge F', d. h.
F:U—(0,1).
Gegeben sei ferner ein fixiertes ¢ € (0, 1).
Definition 1.4.1
1. Der Support SUPP(F') von F
SUPP(F)
=4ef {x|z €U A F(x) > 0}
2. Der ¢-Schnitt (c-Cut) CUT.(F) von F
CUT.(F)
=4ef {x|z €U ANF(x) 2 c}

3. Der starke c-Schnitt (c-Cut) CUT.(F) von F
=4ef {x|z € UNF(2) > c}
4. Die c-Ebene (c-Level) von F
LEV (F)
=4e {x|z €U ANF(2) =c}
5. Der Kern von F
KER(F)
=4e {x|z € UANF(z) =1}
6. Der Co-Kern von F

COKER(F)
=4e {x|z € U AN F(z) =0}

Folgerung 1.4.1
1. SUPP(F) = | ] LEV.(F)
ce(0,1)
c>0
2. CUT(F)= | LEV4(F)

de(0,1)
dzc
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1. Zweiwertige und mehrwertige Logik. Scharfe und unscharfe Mengen

3. CUT(F)= |J LEV4(F)

de(0,1)
d>c

4. CUT.(F) = CUT.(F)U LEV ,(F)

Definition 1.4.2
1. F=G
=g Fiir jedes x € U gilt: F(z) = G(x)
2. Die Zerlegung (Partition) von F'

PART(F)
=g {LEV.(F)|c € (0,1)}

Folgerung 1.4.2
1. Fiir jede Fuzzy-Menge F ist das Mengensystem PART (F') eine Partition (Zerlegung)
des Universums U, d. h.

1.1. JPART(F)=U (Uberdeckung von U)
1.2. V2YZ'(Z,2' € PART(FYANZ # 7' —ZNZ =) (PART(F) ist disjunkt)
2. Fiir beliebige Fuzzy-Mengen F,G : U — (0, 1) gilt:

Wenn F = G, so PART(F) = PART(G).

Problem
Kann man aus PART (F') die Fuzzy-Menge F' rekonstruieren?

Antwort: Im allgemeinen nicht, es sei denn, man hat zu jedem Zerlegungselement Z die
,Niveauzahl“ ¢, d. h. mit Z = LEV .(F') gegeben.

1.5 Einige wichtige Eigenschaften (Definitionen) von (fiir)
Fuzzy-Mengen

Definition 1.5.1
Die Hohe bzw. Co-Héohe (Tiefe) einer Fuzzy-Menge F' iiber U

1. HEIGHT(F)
=aef Sup {F(v)|z € U}

2. COHEIGHT(F) = DEPTH(F)
=aes Inf {F(z)|z € U}

Diese Begriffe spielen an vielen Stellen, insbesondere in den Anwendungen, eine grofie
Rolle. Sie dienen u. a. dazu, die folgenden speziellen Eigenschaften von Fuzzy-Mengen zu
definieren

Definition 1.5.2
1. F' ist normal
=4y HEIGHT (F) =1

2. F' ist conormal
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1.5 FEinige wichtige Eigenschaften (Definitionen) von (fiir) Fuzzy-Mengen

—4.; COHEIGHT(F) = DEPTH(F) =0

3. F ist stark normal
=4ef Jx(x € UNF(x) =1)

4. F ist stark conormal
=4ef Jx(x € UN F(x) =0)

Offenbar folgt die Normalitét (bzw. die CoNormalitéit) aus der starken Normalitét (bzw.
aus der starken Conormalitéit). Die Umkehrungen gelten jedoch im allgemeinen nicht.

Definition 1.5.3
Sei F' Fuzzy-Menge iiber U.

1. F' ist universell
—def \V/ﬂi'(IE ceU— F(:E) = 1)

2. F ist leer
=g4e Vo(x € U — F(z) =0)

3. F' ist zweiwertig
=def VZ’(Q? ceU— F(JI) S {O, 1})

4. F ist n-wertig (n = 2)
:der33<:EEU—>F(:E)G{0 L2 . ﬂl})

’n—17’n-—1" P n—17

Folgerung 1.5.1
1. Es gibt iiber U genau eine universelle und genau eine leere Fuzzy-Menge. Wir be-
zeichnen diese durch Il und ¢.

2. Ist F universell oder leer, so gilt

PART(F) = {U}.

3. Ist F' zweiwertig, so gilt
PART(F) = {KER(F), COKER(F)}.
4. Ist F n-wertig, so besteht PART(F) aus hoéchstens n Mengen, d. h.
Card PART(F) < n.

Fiir beliebige Fuzzy-Mengen F und G iiber U definieren wir nun eine ,,scharfe“ Teilmen-
genbeziehung F' € G wie folgt:

Definition 1.5.4
FCG
=def Va:(x eU —>F(.Z') § G(‘T))

Folgerung 1.5.2
Fiir jede Fuzzy-Menge F' iiber U gilt:
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1. Zweiwertige und mehrwertige Logik. Scharfe und unscharfe Mengen

Theorem 1.5.3
Fiir jede Fuzzy-Menge F, G, H iiber U gilt:

1. Reflexivitit:
FCF

2. Transitivitét:
Wenn FC G und GC H,so FC H

3. Antisymmetrie:
Wenn FC G und GCS F,so F=G.

20



2. Operationen mit scharfen bzw.
mit unscharfen Mengen

2.1 Hilfsmittel aus der Ordnungstheorie und aus der Algebra:
Halbordnungen, Verbande, boolesche Algebren

Wir definieren eine Reihe algebraischer Begriffe, die fiir die Beschreibung und das Ver-
stdndnis einiger im folgenden auftretenden Strukturen von grofler Bedeutung sind.

Gegeben seien eine nicht-leere Menge M sowie eine binédre Relation R iiber M, d. h.
R C M x M. Dann definiert man:

Definition 2.1.1
1. R ist reflexiv iiber M =g, Fiir jedes x € M gilt: zRx.

2. R ist transitiv =4 Fiir jedes x, y und z gilt: Wenn xRy und yRz, so zRxz.

3. R ist antisymmetrisch
=qes Fiir jedes x und y gilt: Wenn xRy und yRx, so x = y.

4. R ist symmetrisch =,.; Fiir jedes x,y € M gilt: Wenn xRy, so yRx.
5. R ist linear iiber M =, Fiir jedes x,y € M gilt: xRy oder yRx.

6. R ist (reflexive) Quasihalbordnungsrelation iiber M
=qes R erfiillt die Figenschaften 1 und 2.

7. R ist (reflexive) Halbordnungsrelation iiber M
=qef R erfiillt die FEigenschaften 1, 2 und 3.

8. R ist (reflexive) Ordnungsrelation iiber M
=4er R erfiillt 1, 2, 3 und 5.

9. R ist Ahnlichkeitsrelation iiber M =, R erfiillt 1 und 4.
10. R ist Aquiva]enzre]ation iiber M =45 R erfiillt 1, 2 und 4.
Bemerkung

In den Bedingungen 2 und 3 der obigen Definitionen sind die Voraussetzungen z,y,z € M
nicht erforderlich, da diese aus den Prémissen Ry und xRz folgen, weil R € M x M.

Aufgabe 2.1.1 Man veranschauliche sich die angegebenen Eigenschaften binérer Relatio-
nen durch geeignete Beispiele.

21



2. Mengenoperationen

Aufgabe 2.1.2 Man verifiziere den (bekannten) eineindeutigen Zusammenhang zwischen
Aquivalenzrelationen iiber M und Zerlegungen von M.

Aufgabe 2.1.3 Gegeben sei eine Quasihalbordnungsrelation R iiber M. Wir definieren
fiir beliebige z,y € M:
TR Y =45 rRyund yRx

1. Man zeige, daB ~ eine Aquivalenzrelation iiber M ist.
2. Sei M/~ die durch ~ in M erzeugte Zerlegung. Wir definieren fiir K,L € M /~:
K<L =45 Esgibteinx € K und ein y € L, so dafl zRy.
Man beweise, da8 < eine Halbordnungsrelation iiber M/~ ist.
Bemerkung Ersetzt man Bedingung 1 durch
1" R ist irreflexiv iiber M =4.¢ Es gibt kein x € M mit xRz,
dann wird 3 beweisbar in der Form
3’ Fiir alle xz,y € M gilt: Wenn xRy, so nicht yRz.
Ferner muf} Bedingung 5 jetzt formuliert werden in der Form
5 Fiir alle z,y € M gilt: zRy oder yRx oder x = y.

Die folgende Definition prézisiert den fiir viele Anwendungen wichtigen Begriff des
Verbandes.

Definition 2.1.2
0¥ = [M, N, L] ist ein Verband
=4ef 0. M ist eine nicht-leere Menge und

Mm: M x M — M und
UH:-MxM-—M

1. Fiir alle z,y,z € M gilt:

xN(yMNz)=(zNy)Mz
zMy=yllx
zN(yUz) ==z

2. zU@yUz)=(zUy) Uz
rUy=ylUx
xU(yNe) ==

Folgerung 2.1.1
In beliebigen Verbénden sind die Operationen idempotent, d. h. fiir beliebige x € M gilt:

rMNx==x und zlUz =z
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2.1 Hilfsmittel

Beweis
Aufgabe 2.1.4. |

Definition 2.1.3

¥ = [M, N, U] heiit distributiver Verband

=45 U ist ein Verband, d. h. es gelten die Bedingungen 0, 1 und 2 von Definition 2.1.2
und ferner gilt:

3. Fiir alle x,y,z € M:

Aufgabe 2.1.5 Man konstruiere distributive und auch nicht-distributive Verbénde.

Aufgabe 2.1.6 In Definition 2.1.3 kann eine Bedingung weggelassen werden, weil sie aus
den iibrigen beweisbar ist. Welche?

In einer Reihe von Anwendungen spielt der Begriff des Verbandes mit Nullelement und
mit Einselement eine Rolle, wobei die betreffenden Verbiande sowohl distributiv als auch
nicht-distributiv sein kénnen.

Definition 2.1.4

Y = [M, N, 1,0, e] heiit Verband mit Nullelement () und Einselement e

=45 U ist ein Verband, d. h. es gelten die Bedingungen 0, 1 und 2 von Definition 2.1.2
und ferner gilt:

4. Fiir jedes x € M:

xMh=0
U=z
rzlhle=x
rzlle=e

Aufgabe 2.1.7 Man beweise, dafl in einem Verband sowohl Nullelement als auch Einsele-
ment eindeutig bestimmt sind.

Aufgabe 2.1.8 Es sei U = [M,M,U,0(,e] ein Verband mit dem Nullelement () und dem
Einselement e. Welche der unter 4 angegebenen Bedingungen sind aus den restlichen
beweisbar?

Wir schlieen diesen Abschnitt mit der Definition des Begriffs der BoOLEschen Algebra,
der in vielen Untersuchungen aus der Logik und auch aus der Informatik verwendet wird

Definition 2.1.5
1. B =[M,n,U,0,e,~] heibt BooLEsche Algebra
=4e U = [M,M,,0, €] ist ein distributiver Verband mit dem Nullelement () und
dem FEinselement e und ferner gilt:
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2. Mengenoperationen

5. T ist eine eindeutige Abbildung von M in M, so da# fiir jedes x € M gilt:

Sl
I

xr
T =10
rlr=e

2. Eine BOOLEsche Algebra heifit nicht-trivial, falls sie mindestens zwei Elemente
enthélt, d. h. Card M = 2 ist.

Beispiele fiir BoOLEsche Algebren findet man in den Abschnitten 2.2 und 2.3.
Folgerung

1. In einer nicht-trivialen BoOLEschen Algebra gilt () # e.

2. Die Bedingungen M7 = () und z LI T = e sind in beliebigen BOOLEschen Algebren
beweisbar.

3. In beliebigen BoOLEschen Algebren gelten die folgenden Rechenregeln, auch als ,,DE
MoORGANsche Gesetze“ bekannt:

1l
8 8
C C
<

rlly

T Uy

2.2 Boolesche Funktionen

BooOLEsche Funktionen sind die ,,einfachste* Form von Funktionen iiberhaupt, weil ihre
Argumente und Werte stets in {0, 1} liegen. Sie werden in vielen Gebieten, vorrangig in
wichtigen Teilgebieten der (,,scharfen®, d. h. ,zweiwertigen“) Informatik angewendet, z. B.
in der Schaltwerktheorie. Sei n eine natiirliche Zahl mit n = 0.

Definition 2.2.1
B ist eine n-stellige BOOLEsche Funktion

=aer B : {07 1}n - {O, 1}-

Anmerkung Im Spezialfall n = 0 gibt es genau zwei (nullstellige) BooLEsche Funktio-
nen, die durch die Werte 0 bzw. 1 charakterisiert werden.

Folgerung 2.2.1
Es gibt genau 22" BooLEsche Funktionen der Stellenzahl n, d. h.

2 =21 = 2 imFalln=0
22 =22 = 4 imFalln=1
2 = 2 = 16 im Falln=2
92 = 2 =256 im Falln=3

Beweis Es gibt genau 2" mogliche Argumentvektoren, also gibt es zu diesen Argument-
vektoren 22" mégliche Zuordnungen (also Funktionen) der Werte 0 und 1.

Dies kann allerdings nur als ,,Plausibilitdtsbetrachtung® gewertet werden; ein mathe-
matisch korrekter Beweis wird z. B. durch Induktion iiber n gefiihrt.
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2.2 BOOLEsche Funktionen

Anmerkung Die Anzahl der BooLEschen Funktionen wéchst mit n sehr schnell, so dafl
in den Anwendungen BOOLEscher Funktionen hiufig Fragen der Effizienz entsprechender
Algorithmen (Laufzeit und Platzbedarf) eine entscheidende Rolle spielen.

Fiir die Stellenzahlen n = 1 und n = 2 kann man die entsprechenden BOOLEschen

Funktionen leicht durch die folgenden Tabellen charakterisieren:

Falln=1
EREREAES
oo 1011
1101011 1
Fall n =2
| B2 | 52 | 32| 63| B2 | B2 | 32 | 32| B3| B2 | B3 | B2 | B2 | % | B2 | % |
ocofojrjoj1f(ojrjojy1r{o011ry0{1{o0o11j]0711
orfojof1j1rjoloj1j1r1o0¢4o 1 1 0 0 1 1
10(0jo0olojJoj1{1({111]0]010O0 0 1 1 1 1
111]0(0]0]J0l0]0O0]J0O0OO0]1 1 1 1 1 1 1 1

Wir stellen fest, daf§ in 3? (wie auch in 3!) der untere Index ¢ sich dadurch errechnet,
indem man den zu (32 gehérenden Vektor der Funktionswerte ,nach rechts umlegt“ und
das Resultat als Bindrdarstellung einer natiirlichen Zahl interpretiert.

Beispiel

B2 ~ ~1011~1-2°40-22+1-2'+1-2°=8+2+1=11

=

Wie iiblich verwenden wir fiir eine Reihe der oben eingefithrten Funktionen spezielle

Bezeichnungen, und zwar

Bi ~ non oder auch not

B? ~ mor (verneintes oder)
B2 ~ evor (exclusives oder)
B2 ~ nand (verneintes und)
B; ~ and bzw. et

B2 ~ imp bzw. seq (wenn ... so)
B3, ~ or bzw. vel (inclusives oder)

Aufgabe 2.2.1 Man beschreibe die iibrigen der angegebenen BOOLEschen Funktionen mit
Wortern der deutschen Sprache.

Fiir Theorie und Praxis der BOOLEschen Funktionen ist das folgende Minterm-Normal-

formen-Theorem wesentlich.
Zur eleganten Formulierung dieses Theorems verwendet man die folgenden Abkiirzun-

gen und Bezeichnungen:
Fiir 3] (xz) = non(x) schreibt man 7.
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2. Mengenoperationen

Ferner wird definiert fiir e € {0,1}:

. T ,fallse=0
¢ =g .
“ ) ,fallse=1

Fiir 82(z,y) = and(z,y) = et(x,y) schreibt man xy, was auch als Produkt der natiirlichen
Zahlen x,y € {0,1} gedeutet werden kann.

Tterierte Konjunktionen von Ausdriicken der Form z¢ diirfen wegen der Assoziativitét
und Kommutativitéit der and-Funktion ohne Klammern und in beliebiger Reihenfolge
geschrieben werden.

Minterme sind dann Ausdriicke der Form
(2.1) Pl (n 1),

wobei die Variablen x4, ... ,x, paarweise verschieden sind und ey, ... ,e, € {0,1} gilt.

Fiir 5%,(z,y) = or(z,y) = vel(x,y) gelten ebenfalls die Assoziativitit und Kommuta-
tivitét; ferner schreiben wir z V y anstelle von or(z,y) bzw. \/._, K; fiir ,mehrgliedrige®
Alternativen (d. h. Iterationen von or).

iel

Theorem 2.2.2
Ist 3:{0,1}" — {0,1}, n = 1, so gilt die Darstellung

ﬁ(x17"'7$n): \/ ZE?“‘ZE?{L
e1,...,en€{0,1}
Ble1,...,en)=1
Beweis Man diskutiere die folgenden zwei Félle:
Fall 1: gB(xy,...,z,) =1

Dann nimmt die ,,rechte Seite“ wegen

et e =1

den Wert 1 an.

Fall 2: G(xy,...,2,) =0

Dann nehmen alle Minterme der ,rechten Seite“ den Wert 0 an, also erhilt die
rechte Seite den Wert 0.

q. e. d.
Das folgende Theorem hat entscheidende Bedeutung fiir das ,Rechnen® mit scharfen
Mengen, wie Abschnitt 2.3 zeigen wird.

Theorem 2.2.3
B2 =45 [{0,1}, and, or,0,1, non| ist eine BoOLEsche Algebra, und zwar bis auf Isomor-
phie die ,kleinste* nicht-triviale BOOLEsche Algebra.

Beweis

1. B? ist eine BooLEsche Algebra. — Beweis durch Nachpriifen der entsprechenden
Axiome (siche Definition 2.1.5).
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2.8 Operationen mit scharfen Mengen

2. Wir zeigen: Ist
% = [M7 |_|7 |_|7 ®7 67_]

eine beliebige nicht-triviale BooLEsche Algebra, so ist
%(wv 6) —def [{®7 6}, I_Ila |—|/> (Da €, _l] 5

wobei M, ', ™ die Einschrinkungen der Operationen 1, L, ~ auf die Menge {0, e}
bedeuten, eine BOOLEsche Algebra.

3. Ferner gilt: Alle BooLEschen Algebren der Form B((), e) mit () # e sind isomorph,
also isomorph zu B2.

4. SchlieBlich: Keine BooLEsche Algebra der Form B((,e¢) mit () # e hat eine ech-
te BooLEsche Unteralgebra, weil keine der Mengen {(} und {e} abgeschlossen ist
beziiglich ™ (,,Negation®).

2.3 Operationen mit scharfen Mengen

Wir definieren jetzt die iiblichen Operationen mit scharfen Mengen und zeigen ihren
engen Zusammenhang mit BoOLEschen Funktionen. Das Aufweisen dieses Zusammen-
hangs fithrt zu einem vertieften Versténdnis fiir standard-Operationen und nicht-standard-
Operationen mit Fuzzy-Mengen.

Gegeben sei ein Universum U sowie Mengen M und N aus U.

Definition 2.3.1

1. MNN =44 {zlzeUANzeMAzeN} (Durchschnitt)
2 MUN =44 {z|lz€cUN(xeMVzeN)} (Vereinigung)
3. M =45 {x|lz€UNT ¢ M} (Komplement beziiglich U)

Veranschaulichung

1. Durchschnitt

M N
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2. Mengenoperationen

2. Vereinigung

M

MUN

3. Komplement beziiglich U

=

Definition 2.3.2
1. ¢ (die leere Menge)
=gef {z|r €U ANz # 2}

2 PM =4y {X|X C M}
Theorem 2.3.1
Das System & = [PM,N,U, P, M, ™| ist eine BOOLEsche Algebra.

Beweis Nachpriifen der Bedingungen, durch die eine BOOLEsche Algebra definiert ist.
Aufgabe 2.3.1!

Das folgende Theorem konstatiert einen engen Zusammenhang zwischen den oben de-
finierten mengenalgebraischen Operationen und bestimmten BooLEschen Funktionen.

Theorem 2.3.2
Fiir alle x € U gilt:

1. XMQN(x) = and (XM($)>XN(x))
2. XMU]V(x) = or (XM(x)vXN(x))

3. Xy () = non (X (2))
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2.8 Operationen mit scharfen Mengen

Beweis Riickgang auf die Definition der charakteristischen Funktion x,, einer Menge
M € U und die Definition der entsprechenden BOOLEschen Funktionen.
Wir definieren zwei weitere wichtige Operationen mit Mengen M, N C U.

Definition 2.3.3
1. M\ N (Die Differenz der Mengen M und N )

=ger {|lr€UNTEMANT ¢ N}

2. MAN (Die symmetrische Differenz)
=daer (M\ N)U (N\ M)

Veranschaulichung

1. Differenz

M\ N

2. Symmetrische Differenz

M N

M AN

Aufgabe 2.3.2 Man bestimme zweistellige BOOLEsche Funktionen 3 und (' so, daf fiir
alle x € U gilt:

1. XM\N(x) =p (XM(‘T)7XN($))

2. XMAN(x) = ﬁ/ (XM(x)v XN(x))

Umgekehrt zu dem in der obigen Ubungsaufgabe gelésten Problem kann man die Frage
stellen und beantworten, wie eine gegebene BOOLEsche Funktion eine Mengenoperation
festlegt.
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2. Mengenoperationen

Gegeben seien — als Beispiel — die BOOLEschen Funktionen nand und nor, wobei (zur
Erinnerung) diese Funktionen durch die folgende Tabelle definiert sind:

‘ nand | nor
00 1 1
01 1 0
10 1 0
11 0 0

Wir fithren nun zweistellige Mengenoperationen NAND (M, N) und NOR(M, N) ein, die
,implizit“ {iber die charakteristischen Funktionen wie folgt definiert werden:

L. XNAND(IL{,N)(:E) =def nand (XM(x)va(:E)) (rel)

2. XNOR(IL{,N)(:E) =def NOT (XM($)’XN($))

Aufgabe 2.3.3 Man driicke NAND(M, N) und NOR(M, N) (mdglichst einfach) durch N,
U und ~ aus.

Allgemeiner Fall Gegeben eine beliebige n-stellige BoOLEsche Funktion 3, d. h.
B:{0,1}" — {0,1}.

Um unliebsame Trivial- und Spezialfille auszuschlieen, setzen wir n = 1 voraus. Wir
erzeugen nun eine n-stellige Mengenoperation By (kurz B) wie folgt:

Definition 2.3.4
XB(Ml,...,Mn)(‘T) —def 6 (XM1 (‘T)7 cee 7XMn(x))7 zelU

Durch Anwendung des Minterm-Normalformen-Theorems erhilt man das folgende Theo-
rem, das eine Darstellung des Resultats B(M;, ..., M,) der Operation B gestattet. Wir
definieren dazu in Analogie zu z¢ fiir e € {0,1}:

e — M L fallse=0
M , falls e = 1.

Theorem 2.3.3
B(M,...,M,) = U (M N M- N M)
e1,...,en€{0,1}
und B(e1,...,en)=1

Beweis Nach Definition von B gilt:

XB(Ml,...,Mn)(‘T) = 6 (XM1 (.Z'), s X, (‘T)) 5

also nach dem Minterm-Normalformen-Theorem fiir 3

XB(My,... Mn) — \/ Xj\;ll (a:)x;;‘[n(a:)
e1,...,en€{0,1}
und B(elwn sen)=1

Daraus folgt aber durch Anwendung von Theorem 2.3.2 und Riickgang auf die Definitio-
nen der charakteristischen Funktion unmittelbar das formulierte Theorem.
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2.4 LUKASIEWICZsche Funktionen

2.4 tukasiewiczsche Funktionen

Wir fiithren in Analogie zu den BOOLEschen Funktionen die folgende neue Begriffsbildung
(Bezeichnung) ein.

Definition 2.4.1
A ist eine n-stellige LUKASIEWICZsche Funktion
=def )\ : <O, 1>n — <0, 1>

Anmerkung Im Spezialfall n = 0 gibt es kontinuierlich viele LUKASIEWI1CZsche Funktio-
nen, und zwar stellt jede fixierte reelle Zahl ¢ € (0, 1) eine solche Funktion dar.

Abzihlbarkeitsfragen im Sinne der BOOLEschen Funktionen haben hier keinen (,,we-
nig“) Sinn.

Universelle Darstellungsétze (wie das Minterm-Normalformen-Theorem fiir BOOLEsche
Funktionen) gibt es offensichtlich fiir LUKASIEWICZsche Funktionen nicht.

,Relativierte“ Darstellungssétze bisher spérlich, ,noch viel zu tun®.

Fundamental ist das folgende Erweiterungsprinzip.

Gegeben seien eine n-stellige BooLEsche Funktion 8 : {0,1}" — {0,1} und eine n-
stellige LUKASTEWICZsche Funktion A : (0,1)" — (0, 1).

Definition 2.4.2
A ist eine LUKASIEWICZsche Erweiterung von 3
=4¢r A und (@ stimmen auf {0, 1} iiberein, d. h. fiir jedes x,... ,z, € {0,1} gilt

Mz, ooy xn) =01, 0 20).
Beispiele
1. Finf wichtige Erweiterungen der BoOoLEschen Funktion and

1. Die Minimum-Konjunktion et,;, (kurz et,,)

| etm(,y) =aes min(z,y) | z,y € (0,1)

2. Die ,,bold“-Konjunktion etyq (kurz et;,), manchmal auch , beschrénkte Dif-
ferenz“ genannt.

| ety (x,y) =g maz(0,2 +y — 1) ‘ x,y € (0,1)

3. Die ,,algebraische* Konjunktion et,, (kurz et,), manchmal auch , Pro-
dukt-Konjunktion“ genannt.

| eta(gj7y) =def LY ‘ T,y € (Oa 1>

4. Die ,,schwach-drastische* Konjunktion et

etsa(1,Y) =der ¥
elsa(z,1) =gep x,y € (0,1)
etsa(,y) =g 0 fir0S2<lund 0SSy <1

5. Die ,,drastische* Konjunktion ety

1 ,fallsz=1undy=1
0<z<1 z,y € (0,1)
oder 0Sy<1

elalt:y) =ier \ o ol
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2. Mengenoperationen

Folgerung 2.4.1
Fiir jedes xz,y € (0,1) gilt:

‘ etd(x7y) g etsd(x7y) g etb($7y) é Eta($7y) é Etm(:nvy) |

Beweis Aufgabe 2.4.1.

Anmerkungen

1.
2.

Im Buch von KLIR und FOLGER [24] wird ety durch i,,;, bezeichnet.

Im Buch von BANDEMER und GOTTWALD [5] heifit ety ,,drastisches Produkt*
(Seite 43).

2. Fiinf wichtige Erweiterungen der BoOOLEschen Funktion or

1.

Die Maximum-Alternative vel,,., (kurz vel,,), auch Maximum-Disjunktion
genannt.

| Uelm($7y) —def mam(aj,y) ‘ T,y € <07 1>

. Die ,,bold“-Alternative vely,,q (kurz vely,), auch ,beschrinkte Summe* ge-

nannt.

‘ vely(x,y) =4ep min(l,x + y) ‘ x,y € (0,1)

. Die ,,algebraische* Alternative vel,, (kurz vel,), manchmal auch (mifiver-

sténdlich) ,algebraische Summe* genannt.

| vela(:E,y) :def'$+y_$'y| $7y6<071>

. Die ,,schwach-drastische* Alternative vely

velsd(O, y) =def Y
Uezsd($7 0) —def € x,y € <07 1>
velsa(z,Y) =g 1 fir0<z<1lundO0<y <1

. Die ,,drastische® Alternative vely

0<z=1

1 , falls =
vela(T,y) =def oder 0<y<1 z,y € (0,1)
0 ,fallsx=0undy=0

Folgerung 2.4.2
Fiir jedes z,y € (0,1) gilt:

| velm(x,y) g ’Uela(ﬂi',y) g velb(:n,y) é Uezsd(:nvy) é ’U€ld(33,y) |

Beweis Aufgabe 2.4.2.
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2.4 LUKASIEWICZsche Funktionen

Anmerkungen

1. Im Buch von KLIR und FOLGER [24] wird vely durch u,,,, bezeichnet.
2. Im Buch von BANDEMER und GOTTWALD [5] heifit vely ,drastische Summe*
(Seite 44).
Aus der zweiwertigen Logik sind bekannt die DE MORGANschen Regeln, die vermoge

der non-Funktion einen Zusammenhang zwischen and und or vermitteln.
De Morgansche Regeln Fiir alle x,y € {0,1} gilt

1. or(z,y) = non(and(non(x),non(y)))

2. and(z,y) = non(or(non(x), non(y)))

Fiir eine beliebige LUKAsIEWICZsche Funktion A : (0,1)" — (0, 1)
DUAL, angedeutet durch DUAL()), wie folgt, wobei z1,... ,x, €

definieren wir ihr
(0,1) und n 2 1.

Definition 2.4.3
DUAL(N) (21, ... y&n) =aep non (A (non(z1),... ,non(x,)))

Somit gilt

DUAL(A)(x1,... ,&p) =g L — (A1 —24,... ,1 —2,))

Folgerung 2.4.3

1. vel,, = DUAL(et,,) 1. et,, = DUAL(vely,)
2. vely, = DUAL(ety,) 2. et, = DUAL(vely,)
3. vel, = DUAL(et,) 3. ety = DUAL(vel,)
4. velgg = DUAL(etyq) 4. etsq = DUAL(vely)
5. velg = DUAL(etq) 5. etq = DUAL(vely)

3. Einige Erweiterungen der BoOLEschen Funktion non

1. Die LukAsiEwicCzsche Negation non (auch non;)

| nong,(z) =4 1 — | x € (0,1)

2. Die ,,schwach-drastische* Negation nongy

1 ,Jfalls0sxz <1
NoNq(T) =ge ’ = z € (0,1
(@) df{O yfalls x =1 (0.1)
3. Die ,,drastische* Negation nong
() 1 ,fallsz=0 € (0.1)
nong(x) =qef x )
d “ Yo yfalls 0 <z £1

Folgerung 2.4.4
Fiir jedes x € (0,1) gilt:

| nong(z) < nony(z) < nong(w) |
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2. Mengenoperationen

Beweis Aufgabe 2.4.3.
Bemerkungen zu den oben definierten Negationen.

1. In der Fuzzy-Logik, die auf der Menge (0,1) als Menge aller Wahrheitswer-
te beruht, wurde bisher in der Regel nur die LUKASIEWICZsche Negation
nong,(z) = 1 — z studiert und angewendet.

2. In dem Buch von KLIR und FOLGER [24] findet man allgemeine Betrachtungen
zu Negationsfunktionen (in dieser Vorlesung — Kapitel 3).

3. Die Einfiihrung der Negationen nongy und nongq in die Fuzzy-Logik diirfte neu
sein; ihre Anwendbarkeit mufl noch gezeigt werden. In der dreiwertigen Lo-
gik, z. B. beim Aufbau der logischen Programmierung auf der Grundlage der
dreiwertigen Logik, sind diese Negationen wohlbekannt, und sie werden dort
erfolgreich angewendet.

Zur Veranschaulichung geben wir noch die folgende , dreiwertige* Tabelle fiir
die betrachteten Negationen an:

| nong ‘ nony, | NONgq

0 1 | 1 | 1
2 0 5 |
il o o] o

4. Einige Erweiterungen der BOOLEschen Funktion seq
(,Wenn ..., so“ if ... then)

z y | seq(z,y)

0 0 1
Erinnerung: 0 1 1

1 0 0

11 1

1. Die KLEENE-DIENES-Implikation seqyp,.

| SeQKD(‘Tay) —def mam(l _‘Tay) | T,y € <07 1>

2. Die LukAsiEwicz-Implikation seq;,.

| seqy(z,y) =4er min(1,1 —x + y) | x,y € (0,1)

3. Die REICHENBACH-Implikation seqy (auch ,algebraische“ Implikation).

| SeQR(x7y) —def l—z+uay ‘ T,y € <07 1>

4. Die schwach-drastische Implikation seq

Y ,falls x =1

1l—2z ,fallsy=0
Sequ(‘Tay) —def 0<z<1 T,y € <07 1>

1 , falls
und 0 <y <1
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2.4 LUKASIEWICZsche Funktionen

5. Die drastische Implikation seq,

0 ,fallsx=1undy=0

53%(51771/) =def {

1 ,falls0Sz<loder0<y=s1

z,y €(0,1)

Folgerung 2.4.5

Fiir jedes x,y € (0,1) gilt
seqip(z,y) = veln(l —z,y)
seqy (z,y) = vel,(1 — x,y)
seqr(x,y) = vel,(1 — z,y)
seqq(z,y) = velyg(1 — z,y)
seqq(z,y) = velq(1 — z,y)

MRS

Beweis Elimination der Definitionen. Aufgabe 2.4.4.

Bemerkungen

1. Die Definitionen der oben betrachteten Implikationen und Alternativen sind
gerade so formuliert, daf} die aus der zweiwertigen Logik bekannte Beziehung

seq(x,y) = vel(non(zx),y)

oder in ,,Kalkiil-Form*
A— B=-AVDB

auch in der Fuzzy-Logik gilt.

2. Die in Folgerung 2.4.5 ausgedriickte Beziehung wird im folgenden Kapitel 4

auch so formuliert, dafl die betrachteten Implikationen als

S-Implikationen

der betreffenden S-Normen mit Hilfe der Negationsfunktion 1 — x erzeugt wor-

den sind.

Folgerung 2.4.6
Fiir jedes x,y € (0,1) gilt:

| seaxn(z,y) < seqn(z,y) < seqy,(z,y) < sequa(,y) < seqa(2,y) |

Beweis Anwendung von Folgerung 2.4.2.

Wir beenden Abschnitt 2.4 mit der folgenden Definition, die durch die betrachteten
Beispiele nahegelegt wird. Gegeben sei eine n-stellige LUKASIEWICZsche Funktion A, d. h.

A:(0,1)" — (0,1)

Definition 2.4.4
1. X heifBe drastisch
=g4ep Fiir jedes z1,... ,x, € (0,1) gilt: A(xy,... ,z,) € {0,1}

2. )\ heifle schwach-drastisch
=45 Fiir jedes x4, ... ,x, € (0,1) gilt:

Mzy, oo z,) €{0,1, 21, .. y2p, 1 —2q,... 1

(nz1)

— xn}
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2. Mengenoperationen

2.5 Standard-Operationen mit Fuzzy-Mengen

Erinnerung  Gegeben ein Universum U. Die Grundoperationen N (Durchschnitt), U (Ver-
einigung) und ~ (Komplement beziiglich U) hatten wir ,naiv“ durch Riickgriff auf die
yhaive“ Logik wie folgt definiert (siehe Definition 2.3.1):

1. MAN =4 {z|lzeUNz e MANx €N}
2. MUN =4 {z|lzeUN(zxe MVzeN)}
3. M =4 {x|r€eUNT ¢ M}

Theorem 2.3.2 hatte dann den korrekten Zusammenhang zwischen den betreffenden
charakteristischen Funktionen konstatiert, namlich

. XIL[QN(':U) = and (XM(:L')7XN($))
2 Xauw () = or (X, (2), Xy (%)

3. Xxg (%) = non (X (2))

Wir nehmen nun die durch 1’, 2°, 3’ beschriebenen Gleichungen zum Anlafl, um fiir
Fuzzy-Mengen
F:U—(0,1)

und

G:U—(0,1)

mengenalgebraische Operationen zu definieren.
Der Anla8 ist, dafl offenbar Fuzzy-Mengen, deren Zugehorigkeitswerte in {0, 1} liegen,
mit den charakteristischen Funktionen bestimmter scharfer Mengen iibereinstimmen.

Merke. Die Definition von Durchschnitt, Vereinigung und Komplement von Fuzzy-
Mengen ist nicht eindeutig festgelegt wie fiir scharfe Mengen durch and, or und non.
Diese Definition hingt wesentlich von den gewihlten LUKASIEWICZschen Erweite-
rungen der Funktionen and, or und non ab.

Als ,,Standard“-Erweiterungen von and, or und non wahlen (fixieren!) wir die Funk-
tionen

etm, vely, und nong,
wobei fiir x,y € (0,1):
6tm(l’, y) —def mzn(gj, y)

vely (2, y) =g maz(x,y)

nong, () =g4e 1 —

Definition 2.5.1

1. (FNG)(x) =g4ef min(F(x),G(z)) (Durchschnitt)
2. (FUG)(z) =aef maz(F(x),G(z)) (Vereinigung)
3. (F) (#) =4y 1 — F(x) (Komplement)

Veranschaulichung Veranschaulichung dieser Operationen ist nicht so korrekt moglich
wie im ,,scharfen“ Fall. Eine ,,gute* Veranschaulichung kann durch Grauwertbilder oder
Kurvendarstellung erfolgen.
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2.5 Standard-Operationen mit Fuzzy-Mengen

Veranschaulichung durch Grauwertbilder Fuzzy-Mengen kénnen nicht so leicht wie
die scharfen Mengen auf den Bildern in Abschnitt 2.3 durch ,,Umrandungen® dargestellt
werden. Stattdessen wird die Zugehorigkeit zu einer Fuzzy-Menge in einem Grauwertbild
durch die Dichte des Graurasters dargestellt, wobei ,, Wei3* einem Zugehorigkeitswert von
0 und ,,Schwarz“ einem Zugehorigkeitswert von 1 entspricht. Zur einfacheren Orientie-
rung werden die verwendeten Fuzzy-Mengen und ihre Verkniipfungen jeweils in separaten
Diagrammen dargestellt.

1. Durchschnitt

FNnG U
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2.

Mengenoperationen

38

2. Vereinigung

FUG

3. Komplement beziiglich U

F

Man beachte:
FR (F) = FR(F)
KER (F) = COKER(F)
= U\ SUPP(F)



2.5 Standard-Operationen mit Fuzzy-Mengen

Veranschaulichung durch Kurvendarstellung

1
——  KALT
---- WARM
o5 - O\ /v HEISS
0

1. Durchschnitt

KALT N WARM

2. Vereinigung

KALT U WARM
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2. Mengenoperationen

3. Komplement

WARM

0 | | T | | |
0 10 20 30 40 50 60 70

Das ,,algebraische” Rechnen mit Fuzzy-Mengen beziiglich der definierten Operationen N,
U und ~ wird durch das folgende Theorem geregelt.

Dazu erinnern wir an die Festlegungen und Notationen. Gegeben sei ein Universum U.
Die All-Fuzzy-Menge ¥ iiber U und die leere Fuzzy-Menge ¢ iiber U werden wie folgt
definiert:

V(x) =4 1 fiir alle x € U
P(z) =4er O fiir alle z € U

Schliefllich ist die scharfe Potenzmenge LU aller scharfen Teilmengen von U definiert
durch
PU =uy {(X|X U}

sowie die scharfe Potenzmenge §(U) aller unscharfen Teilmengen von U (besser: aller
Fuzzy-Mengen tiber U) definiert als

S(U) —def {FlF U — <0,1>}
Theorem 2.5.1
1. [§(U),N,V] ist ein distributiver Verband.

2. Von den weiteren Bedingungen, die eine BOOLEsche Algebra definieren, gelten (fiir
alle F € §(U)):

1. Fng=¢

Fugp=F
2. Fny=F

Fuypg=y
3. F=F

Beweis Riickgang auf die Definitionen und Anwendung der entsprechenden , Rechenre-
geln“ fiir min(x,y), maz(x,y) und 1 — x.
Aufgabe 2.5.1!
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2.5 Standard-Operationen mit Fuzzy-Mengen

Bemerkungen
1. Die beiden folgenden Bedingungen
4. FNF=¢
FUF =Y,

die aus der Definition einer BOOLEschen Algebra noch fehlen, gelten im vorliegenden
Fall im allgemeinen nicht, jedoch gilt (schwécher) fiir alle F' € §(U) und x € U:

24" (FNF)(z)
(FUT) (@)

NI= N[

S
Z

2. Die unter 2.4 stehenden Bedingungen werden auch als ,,Satz vom ausgeschlossenen
Widerspruch®“ bzw. ,Satz vom ausgeschlossenen Dritten® bezeichnet. Somit kann
man sagen, dafl in der Struktur

I:S(U)7 ﬁ, U7_7 ¢7 W]

der Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch und der Satz vom ausgeschlossenen
Dritten nicht gelten.

3. Erfiillen b bzw. I beziiglich der Operationen N und U die Bedingungen 2.1 und 2.2,
so nennt man sie Nullelement bzw. Finselement beziiglich dieser Operationen.

4. In BooLEschen Algebren kann man allgemein die DE MORGANschen Regeln bewei-
sen. Obwohl die Struktur

[S(U)7 m’ U7—7 ¢7 W]

wegen des Fehlens von 2.4 keine BOOLEsche Algebra ist, gelten in dieser Struktur
die DE MORGANschen Regeln, d. h. es gilt

Theorem 2.5.2
Fiir jedes F,G € §(U) gilt:

d.

P
D
Q
I

o e
Ql Q

B
C
Q
I

Beweis
Elimination der Definitionen von N, U und ~ und Verwendung der Gleichungen

1 —min(z,y) = maz(l —x,1 —y)
und (z,y €(0,1))
1 — maz(z,y) = min(l —z,1 —y)
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3. Theorie der T- und S-Normen.
Theorie der Negationen. Nicht-
Standard-Mengenoperationen

3.1 T-Normen

Die in Abschnitt 2.4 betrachteten ,Konjunktionen“ et,,, ety, et,, ety, etq fithren auf
den Begriff einer T-Norm als allgemeine Fassung des Begriffs ,, Konjunktion“ in der
Fuzzy-Logik, genauer, in der mehrwertigen Logik, die auf der Menge (0, 1) als Menge der
verwendeten Wahrheitswerte beruht.

Gegeben sei eine Abbildung 7 mit

7:(0,1)> = (0,1)
Definition 3.1.1

7 heifle T-Norm
=45 Die folgenden Bedingungen Ty, T,, Ts und T, sind erfiillt.

T,: Fiir jedes x € (0,1) gilt

7(x,0) =0 und 7(z,1) = x.
T,: 7 ist monoton, d. h. fiir jedes z,z’,y,y € (0,1) gilt:

Wenn z < 2’ und y < 4, so 7(z,y) < 7(2',y).
Ts: 7 ist kommutativ, d. h. fiir jedes x,y € (0,1) gilt:
m(z,y) = 7(y, ).

T4: 7 ist assoziativ, d. h. fiir jedes z,y,z € (0,1) gilt:

T(z,7(y, 2)) = 7(7(2,y), 2)-

Bemerkung Die Bedingung T, ist dquivalent mit den folgenden zwei Bedingungen T
und T7.

T4,: Fiir jedes z,2',y € (0,1) gilt:

Wenn z < 2, so 7(z,y) < 7(2',y).
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3.1 T-Normen

TY: Fiir jedes z,y,y’ € (0,1) gilt:
Wenn y < ¢/, so 7(z,y) < 7(z,y).

Die im folgenden zu formulierenden Bedingungen T, T, T sind Hilfsmittel zur ,,feineren*
Beschreibung von T-Normen.

To: 7(0,1) =7(1,0) = 7(0,0) =0 und 7(1,1) = 1.
Ts: 7 ist stetig, und zwar als zweistellige Funktion.
Te: 7 ist idempotent, d. h. fiir jedes x € (0, 1) gilt:

T(z,z) = 2.

Tr: 7 ist archimedisch, d. h. 7 ist stetig und fiir jedes x € (0,1) gilt:

Wenn 0 <z <1,s0 7(z,z) < x.

Definition 3.1.2
7 heiBe Konjunktionsskelett
=g4es T erfiillt die Bedingungen Ty, T, T5 und Tj.

Wir werden nun im folgenden die in Abschnitt 2.4 eingefiihrten Konjunktionen im Hinblick
auf die Figenschaften Ty, Ty, Ty, T3, Ty, T, Tg und T, priifen.

Zunichst stellen wir fest, da T, die Bedingung T, impliziert. Ferner gilt, dafl jede
Funktion 7, die T erfiillt, eine LUKASIEWICZsche Erweiterung von and ist.

Folgerung 3.1.1
Die Minimum-Konjunktion et,, mit

et (x,y) =g min(z,y) (x,y € (0,1))
ist eine stetige, idempotente T-Norm.

Beweis Nachpriifen der betreffenden Bedingungen T; bis T.
Aufgabe 3.1.1.

Folgerung 3.1.2
Die Bold-Konjunktion ety und die algebraische Konjunktion et, mit

ety (x,y) =g maz(0,2 +y — 1) (x,y € (0,1))
eto(z,y) =ger -y

sind stetige T-Normen, die (beide!) archimedisch, also nicht idempotent sind.

Beweis Aufgabe 3.1.2.

Folgerung 3.1.3

Die schwach-drastische Konjunktion ety mit

etsa(1,y) =der ¥
Etsd(‘ra 1) —def X (:Evy € <07 1>)
etsa(,y) =aef 0 fir0Sz<lund0=Sy<1

ist eine T-Norm, die jedoch weder stetig noch idempotent ist.
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3. Theorie der T- und S-Normen. Negationen

Beweis Aufgabe 3.1.3.

Folgerung 3.1.4
Die drastische Konjunktion ety mit

1, fallsz=1undy=1
etd(x7y) —def 0 § <1 (%y € <07 1>)

0, falls
oder 0Sy<1

ist ein Konjunktionsskelett, d. h. es gelten Ty, Ty, T3, Ty;
etq erfiillt jedoch nicht T, d. h. etq ist keine T-Norm; etq ist ferner nicht stetig und
auch nicht idempotent.

Bemerkung Mit Folgerung 3.1.4 sind die Sdtze 2.10 und 2.11 aus dem Buch von KLIR
und FOLGER [24, Seite 53] einschliellich der angegebenen Beweise als falsch nachgewiesen.
(Siehe auch Abschnitt 3.3, wo sich eine korrigierte Fassung der genannten Sétze findet.)

Fiir viele Anwendungen reichen aber die fiinf eingefiihrten Konjunktionen nicht aus.
Demgemiafl wurden in den letzten Jahrzehnten weitere Konjunktionen, meistens unter
dem Stichwort ,, T-Normen“ eingefiihrt, studiert und angewendet. Dabei ist zu erwéhnen,
daB es sich in der Regel nicht um eine Funktion, sondern im allgemeinen um unendliche
Mengen (Klassen) von T-Normen handelt, die durch eine Parameterabhéngigkeit gege-
ben sind. Als erstes Beispiel betrachten wir die ,, YAGER-Klasse®, die in [45] beschrieben
wird.

Definition 3.1.3 (Die Yager-Klasse von T-Normen.)
Als Parameter sei eine reelle Zahl w mit 0 < w < +00 gegeben.
Mit YAGER definieren wir fiir z,y € (0,1)

gl

ety(w; ,y) =g4ep 1 — min (1, (I=z)"+(1—y)") >
Bemerkung Die Bezeichnung et erscheint uns deshalb gerechtfertigt, weil jede Funktion
der definierten Klasse eine T-Norm ist und aulerdem enge Beziehungen zu den Konjunk-
tionen et,, und ety bestehen (siehe das folgende Theorem 3.1.5).

Theorem 3.1.5
1. Fiir jeden fixierten Parameterwert w mit 0 < w < 400 ist ety(w;.,.) eine archime-
dische T-Norm, die jedoch nicht idempotent ist.

2. Fiir jedes z,y € (0, 1) existiert lim ety(w;z,y) und es gilt

w——+00

lim  ety(w;x,y) = etn(z,y) = min(x,y)

w——+00

3. ety(l;z,y) = etp(z,y) = maz(0,2 +y — 1)

4. ety(2;x,y) =1 — min (1, V(1 —z)>+(1- y)2>

Beweis Aufgabe 3.1.4.
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Anleitung:

ad 1. Nachpriifen der Bedingungen Ty, Ty, T3, T, und T;. Zur Widerlegung der Idem-
potenz (Tg) ,Ausrechnen* des Ausdrucks ety (w;x, x) fiir spezielle Werte von w mit
0<w<+ocound z mit 0 <z < 1.

ad 2. Anwendung der Regel von L’HOSPITAL aus der Differentialrechnung.
ad 3. Offenbar geniigt es, die Identitét
maz(0,z+y—1)=1—min(l,(1 —z)+ (1 —y))
zu beweisen.
ad 4. Klar.

In der folgenden Tabelle werden weitere wichtige Klassen von T-Normen angegeben.

Quelle Definition der Klasse Giiltigkeit des
Parameters
SCHWEIZER & maz (0,27 + 1y~ — 1 -1 B
; y ) p € (—o0, +00)
SKLAR [37]
HAMACHER (22 ~ € (0, 400
22 ’Y+(1—’Y)z’ (x1+y—ya:-1y) ( )
Fraxk [16] g, (14 =) e 0400)
Yacer [45] | 1= min (1,((1—2)" + (1= y)")") | we (0,+00)
DuBois & -y
ac (0,1
PRADE [13] maz(x,y, a) (0,1)
T
Dowmsl [12] N I A € (0, +00)
1+ (E-)"+ -1

Theorem 3.1.6
Sémtliche in der obigen Tabelle beschriebenen Funktionen sind (fiir jeden fixierten Para-
meterwert) stetige T-Normen.

Beweis
Als Aufgabe 3.1.5. n

Aufgabe 3.1.6 Man untersuche, welche der in der obigen Tabelle angegebenen Funktionen
archimedisch sind.

Wir schlieffen Abschnitt 3.1 mit dem folgenden, von C. H. LING [26] stammenden Dar-
stellungssatz fiir archimedische T-Normen, der sowohl in theoretischen Untersuchungen
als auch in den Anwendungen niitzlich ist. Zur Formulierung dieses Satzes benétigen wir
jedoch die folgende Definition.

Wir ergénzen die Menge der reellen Zahlen durch die ,,unendlichen“ Punkte —oo und
+00 und dehnen die Begriffe der Abbildung, der Ordnung, des Intervalls und der Stetigkeit
auf die Menge R U {—o00, 400} wie iiblich aus.

Gegeben sei eine Abbildung f : (0,1) — (0, +00).
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3. Theorie der T- und S-Normen. Negationen

Definition 3.1.4
1. f heiBe streng comonoton
=g Fiir jedes z,y € (0,1) gilt:

Wenn z <y, so f(y) < f(z)

2. Es sei f streng comonoton mit f(1) = 0. Wir definieren dann

FD (@) =gos y, fallsx € (0, f(0)) und f(y) ==
“ o, fallsze (f(0), 400).

Offenbar gilt
FEY {0, +00) — (0,1)
sowie
FEVf () ==

fiir alle x € (0,1); die Funktion f% wird deshalb auch ,Pseudoinverse“ von f
genannt.

Theorem 3.1.7
Ist 7 eine archimedische T-Norm, so existiert eine Funktion f : (0,1) — (0, +o00) mit

1. f ist streng comonoton

2. f(1)=0
3. f ist stetig

4. 7(z,y) = fOV(f(x) + f(y)) fiir jedes z,y € (0,1).

Das angegebene Theorem ist eine sehr ,tiefliegende® und ,starke” Aussage, demgeméfl
ist ein Beweis schwierig und langwierig. Wir verzichten deshalb auf die Wiedergabe eines
Beweises und verweisen auf die Originalliteratur [26].

Es sei ergidnzend noch betont, dafl die in dem oben formulierten Theorem auftretende
Funktion f bis auf eine Multiplikation mit einer positiven konstanten reellen Zahl eindeu-
tig bestimmt ist; jede derartige Funktion wird additiver Generator von 7 genannt. Eine
archimedische T-Norm heifle nilpotent, falls es einen additiven Generator f mit

f(0) < +o0

gibt. Ist 7 streng monoton (steigend), d. h. folgt 7(x,y) < 7(z’,y’) aus x < 2’ oder y < ¢/
fir z,2',y,y" € (0,1), so gilt f(0) = +o0.
Literatur zu Abschnitt 3.1.

e In einem allgemeinen Rahmen werden T-Normen in den einfithrenden Werken von

GEORGE J. KLIR und TINA A. FOLGER [24], von SIEGFRIED GOTTWALD [19, 20]
sowie von HANS BANDEMER und SIEGFRIED GOTTWALD [5] behandelt.

e Urspriinglich sind T-Normen entstanden in Untersuchungen zu verallgemeinerten
Geometrien (triangular norms). Siehe B. SCHWEIZER und A. SKLAR [36,37].

e Eine ausfiihrliche Behandlung additiver Generatoren findet sich in [26] von
C. H. LING.
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3.2 S-Normen

3.2 S-Normen

Analog zu den in Abschnitt 3.1 betrachteten T-Normen sind bei S-Normen die in Ab-
schnitt 2.4 eingefithrten , Alternativen* wel,,, vely, vel,, vely, vely der Ausgangspunkt.
S-Normen kénnen dann analog verstanden werden als allgemeine und axiomatische
Fassung des Begriffs ,, Alternative“ (oder auch ,,Disjunktion“) in der Fuzzy-Logik, oder
(wie in 3.1) genauer als axiomatische Fassung des Begriffs ,, Alternative“ in der LUKA-
SIEWICZschen Logik.

Gegeben sei eine Abbildung ¢ mit

o:(0,1)* = (0,1).

Definition 3.2.1
o heifle S-Norm
=45 Die folgenden Bedingungen S, S,, S3 und S, sind erfiillt:

S;: Fiir jedes x € (0,1) gilt
o(z,0) =z und o(z,1) = 1.
S.: o ist monoton, d. h. S, stimmt mit Bedingung T, iiberein.

S3: o ist kommutativ, d. h. S; stimmt mit Bedingung T3 iiberein.

S,: o ist assoziativ, d. h. S, stimmt mit Bedingung T, iiberein.
Analog zu T-Normen fiithren wir ein
So: 0(0,0) =0 und 0(0,1) =0(1,0) =0(1,1) = 1.
S5: o ist (in beiden Argumenten x,y) stetig (also wie Tj).
Se: o ist idempotent (also wie Tg).
S;: o ist archimedisch, d. h. o ist stetig und fiir jedes = € (0, 1) gilt:

Wenn 0 <z <1, s0 o(x,z) > x.

Definition 3.2.2
o heifle Disjunktionsskelett
=45 0 erfiillt die Bedingungen Sy, Sy, S3 und S,.

Das folgende Theorem bringt die grundlegende Tatsache zum Ausdruck, daf§ durch Duali-
sierung (also Anwendung des Operators DUAL) die angegebenen Bedingungen ineinander
iibergehen.

Gegeben sei eine beliebige Abbildung A mit

A:(0,1)° = (0,1).

Theorem 3.2.1
1. Fiir jedes i € {0,1,2,3,4,5,6,7} gilt:

A erfiillt die Bedingung T; genau dann, wenn DUAL()\) die Bedingung S;
erfiillt.
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2. Fiir jedes i € {0,1,2,3,4,5,6,7} gilt:

A erfiillt die Bedingung S; genau dann, wenn DUAL()\) die Bedingung T;
erfiillt.

Beweis
Anwendung der Definition

DUALN)(z,y) =aes 1 —AN1 — 2,1 —y) (z,y € (0,1))
und Nachpriifen der einzelnen Bedingungen. ]
Folgerung 3.2.2

1. X ist T-Norm genau dann, wenn DUAL(\) eine S-Norm ist.
2. X ist S-Norm genau dann, wenn DUAL(\) eine T-Norm ist.
3. X ist Konjunktionsskelett genau dann, wenn DUAL(\) ein Disjunktionsskelett ist.
4. X ist Disjunktionsskelett genau dann, wenn DUAL()\) ein Konjunktionsskelett ist.

Beweis Unmittelbar durch Anwendung von Theorem 3.2.1.
Durch Anwendung von Theorem 3.2.1 auf die Folgerungen 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3 und
3.1.4 erhilt man unmittelbar

Folgerung 3.2.3
Die Maximum-Alternative vel,, mit

vely (z,y) =g4ep maz(x,y) (z,y € (0,1))

ist eine stetige, idempotente S-Norm.

Folgerung 3.2.4
Die Bold-Alternative vel,, und die algebraische Alternative vel, mit

Uezb(x7y) —def mm(l,x + y) (gj,y € <07 1>)
vela(x7y) =def T + y—x-y

sind archimedische S-Normen, die jedoch nicht idempotent sind.

Folgerung 3.2.5
Die schwach-drastische Alternative velyy mit

velsa(0,Y) =aer Y
velSd(x7O) =def T (gj,y € <07 1>)
velsg(x,y) =gy 1 falls0 <z <1und0<y=1

ist eine S-Norm, die jedoch weder stetig noch idempotent ist.
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Folgerung 3.2.6
Die drastische Alternative vely mit

0<z<s1
1, falls =
vela(T,Y) =def oder 0<y<1 (x,y € (0,1))
0 ,falsx=0undy=0

ist ein Alternativskelett, d. h. es gelten Sy, So, Ss, Sy;
vely erfiillt jedoch nicht Si, ist also keine S-Norm; ferner ist vely nicht stetig und auch
nicht idempotent.

Analog zu den T-Normen hat man, da die bisher betrachteten Alternativen fiir viele An-
wendungen ungeeignet sind, weitere S-Normen, meistens als parameterabhéngige Klassen,
definiert, untersucht und angewendet.

Wir betrachten als erstes die ,, YAGER-Klasse“ von S-Normen.

Definition 3.2.3
Als Parameter sei wieder (wie in Definition 3.1.3) eine reelle Zahl w mit 0 < w < +00
gegeben.

Mit YAGER definieren wir fiir x,y € (0, 1)

vely (w; x,y) =g4ep min <1, (" + yw)%>

Folgerung 3.2.7
Fiir jedes fixierte w mit 0 < w < 400 sind die Funktionen vely(wj;.,.) und ety(w;.,.)
dual zueinander.

Theorem 3.2.8
1. Fiir jeden fixierten Parameterwert w mit 0 < w < 400 ist vely(wj.,.) eine archime-
dische S-Norm, die somit nicht idempotent ist.

2. Fiir jedes x,y € (0,1) existiert lim wvely(w;z,y) und es gilt

w——+00

lim wvely(w;z,y) = vel, (x,y) = maz(z,y).

w— 400

3. vely(L;z,y) = vely(x,y) = min(1,z +y)

4. vely(2;z,y) = min (1, /2% + y?)

Beweis
Analog zu Theorem 3.1.5. Hat man eines der Theoreme 3.1.5 oder 3.2.8 bereits bewiesen,
kann man das andere durch Dualisieren unmittelbar mit Folgerung 3.2.7 herleiten. M

Analog zu Abschnitt 3.1 werden durch die folgende Tabelle weitere wichtige Klassen
von S-Normen angegeben, wobei zu beachten ist, daf alle Funktionen aus dieser Tabelle
zu den entsprechenden Funktionen aus der Tabelle der T-Normen dual sind.
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3. Theorie der T- und S-Normen. Negationen

Quelle Definition der Klasse Giiltigkeit des
Parameters
SCHWEIZER & 1—maz (0,(1 —2) "+ (1—y)?— 1)_% p € (—o0,+00)
SKLAR [37]
t+y—2-7)-zy
HAMACHER |22 v € (0,400
T—xz 1) - T—-y _ 1
FRANK [16] 1 —log, <1 + (s s)—(f )> s € (0,+00)
YAGER [45] min (1, (2 + yWﬁ) w € (0, +00)
DuBois & x—l—y—xy—mm(x,y,l—oz) ae(O 1)
PRADE [13] maz(l —z,1 —y,«a) ’
1
DowmBI [12] ) -3 A€ (0,400)
1+ (=) (-1

Theorem 3.2.9

Sémtliche in der obigen Tabelle beschriebenen Funktionen sind (fiir jeden fixierten Para-

meterwert) stetige S-Normen.

Beweis

Direkter Beweis oder Ableitung aus Theorem 3.1.6 mittels Dualisierung.

Wir stellen zum Schlufl die dualen Klassen gegeniiber:

Quelle Definition der Klassen Giiltighkeit des
Parameters
SCHWEIZER & | T-Norm: mazx (0,277 +y =P — 1)_% p € (—o0,+00)
SKLAR [37] 1
S-Norm: 1 —maz (0,(1 —z) P4+ (1—y)?—1) "
HAMACHER T-Norm: Ty v € (0,400
[22] 1+ 1 -9 -(z+y—=z-y) ( )
S-Norm: zty-(@-7) 2y
1—(1m—'yl)-a;-5; .
FRANK [16] T-Norm: log, <1 + (s s)—(f ) s € (0, +00)
I—x 1 R I—y 1
S-Norm: 1 — log, <1 + (s )- (5 )>
s—1
YAGER [45] T-Norm: 1— min (1, (Q=—2)”+(1- y)“’)%) w € (0, +00)
S-Norm: min (1, (x + yw)%)
DuBoIS & T-Norm: Ty a € (0,1)
PRADE [13] maz (, y, o)
r+y—x-y—min(z,y 1l —a)
S-Norm:
mazr(l —xz, 1 —y,a)
DowmsBr [12] T-Norm: ! + A € (0,400)
1+ (- E -
S-Norm: ! —
(-0t g-n)
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Im folgenden formulieren wir fiir S-Normen das Analogon des Darstellungssatzes, den
wir in Abschnitt 3.1 fiir T-Normen angegeben haben.
Gegeben sei eine Abbildung

g:{(0,1) — (0, +00) .

Definition 3.2.4
1. g heiBe streng monoton
=g4er Fiir jedes x,y € (0,1) gilt:
Wenn z <y, so g(x) < g(y)

2. Es sei nun g streng monoton mit g(0) = 0. Dann definiert man die ,,Pseudoinverse“
g™ von g wie folgt:

(-1) Yy o, falls z € <07g(1)> und g(y) =z
9 () =aer
1, fallsz € (g(1),+00).

Dann gilt offenbar
g™ 1 (0,400) — (0,1)

und

¢ Vg(z) == fiir alle z € (0,1).

Theorem 3.2.10
Ist o eine archimedische T-Norm, so existiert eine Funktion g : (0,1) — (0, +00) mit

1. g ist streng monoton

2. g(0)=0

3. g ist stetig

4. o(z,y) = 9"V (g(x) + g(y)) fiir jedes z,y € (0,1).
Beweis
Siehe [26]. [ ]
Eine archimedische S-Norm o heifit nilpotent, falls g(1) < 400 gilt. Ist o streng monoton
(steigend), d. h. folgt o(x,y) < o(z',y’) aus z < 2’ oder y < /' fiir z,2',y,y" € (0,1), so
gilt g(1) = +o0.

Zum Schlufl des Abschnitts 3.2 veranschaulichen wir eine Reihe von T- und S-Normen
durch ,,Grauwertbilder®, die dem Buch von TILLI [42] entnommen sind:
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52

Minimum-Konjunktion (et (z,y) = min(z,y))

Maximum-Alternative (vel,(x,y) = maz(z,y))




3.2 S-Normen

Bold-Konjunktion (ety(x,y) = maz(0,x +y — 1))

Bold-Alternative (vel,(z,y) = min(1,z + y))
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Algebraische Konjunktion (et,(z,y) = x - y)

Algebraische Alternative (vel,(z,y) =z +y—2-y)




3.2 S-Normen

Schwach-drastische Konjunktion (etyq)

Schwach-drastische Alternative (velyq)
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Hamacher-Konjunktion mit Parameter 0 (etu(0;2,y) = 77%-)
1

r+y—2xy )

Hamacher-Alternative mit Parameter 0 (vely(0;z,y) = “525

1

0.5
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3.2 S-Normen

Hamacher-Konjunktion mit Parameter 2 (etu(2;2,y) = 5= 1—)
1

Hamacher-Alternative mit Parameter 2 (velg(2;x,y) = %)

1

0.5

o7



3. Theorie der T- und S-Normen. Negationen

3.3 Die Funktion min bzw. max als ausgezeichnete T-Norm
bzw. S-Norm

Zur Einstimmung erinnern wir an Folgerung 2.4.1, die besagt, da8 fiir alle z,y € (0, 1)
die folgende Kette von Ungleichungen gilt:

eta(,y) S etaa(r,y) S etp(2,y) S eta(2,y) S etm(2,y)
sowie an Folgerung 2.4.2, die besagt, da8 fiir alle z,y € (0, 1) gilt:
vely(z,y) < vel,(z,y) < vely(x,y) < vela(x,y) < vela(z,y).
Das folgende Theorem verallgemeinert die oben formulierten Abschéitzungen.

Theorem 3.3.1
1. Ist 7 eine T-Norm, so gilt fiir jedes x,y € (0, 1):

elsa(®,y) < 7(2,y) < min(z,y).

2. Ist o eine S-Norm, so gilt fiir jedes z,y € (0,1):

mam(aj,y) g O-(:L'vy) é Uezsd(x7y)'

Beweis
ad 1

1.1 Wir zeigen als erstes
etsd(‘rv y) é T(:L'v y)

Fall 1.1.1 02 <1und 0y < 1.
Dann gilt nach Definition von ety

etsd(‘rv y) = 07
also ist wegen
0s7(z,y)
die Behauptung 1.1 in diesem Fall richtig.

Fall 1.1.2 z = 1.
Nach Definition von ety gilt dann

eta(l,y) = v.
Ferner folgt in diesem Fall fiir 7
T(lvy) = T(yv 1) mit T3
=Y mit le

also gilt auch in Fall 1.1.2 die Behauptung 1.1.

Fall 1.1.3 y = 1.
Nach Definition von ety gilt dann analog

etga(z,1) = x.
Ferner folgt in diesem Fall fiir 7 mit T, daf3
T(:L'v 1) =,

also gilt auch in Fall 1.1.3 die Behauptung 1.1.
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ad 2

1.2 Wir zeigen als zweites, daf3

T(z,y) < min(x,y).
Mit Ty (Monotonie) fiir 7 erhalten wir
(3.1) T(z,y) < 7(z,1).
Ferner gilt wegen T, fiir 7 die Gleichung
(3.2) T(z,1) =z,
also folgt aus (3.1) und (3.2)
(3.3) T(z,y) < .
Nun wollen wir noch
(3.4) T(z,y) Sy
zeigen; denn aus (3.3) und (3.4) folgt
(3.5) 7(z,y) < min(z,y),

und (3.5) ist gerade unsere Behauptung 1.2.

Um (3.4) zu zeigen, beginnen wir mit

(3.6) (2, y) = 7(y,2),

was wegen der Kommutativitidt von 7 (T3) gilt. Analog zu (3.1) und (3.2) haben
wir

(3.7) T(y, ) = 7(y,1)
und
(38) T(y7 1) =Y,

also mit (3.7) und (3.8) folgt
(3.9) T(y,2) S v,
also mit (3.6) und (3.9) ergibt sich (3.4).

mam(x7y) § O’(%,y) § velsd(xay)

Diese Behauptung wird analog zu Behauptung 1 bewiesen, indem man die Defini-
tion der schwach drastischen Alternative vel,q und die Eigenschaften einer S-Norm
verwendet.
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Bemerkungen

60

1. Beim Beweis der Behauptung 1.1

etua(@,y) < 7(2,y)

haben wir allein die Kommutativitéit, also T3, und die Eigenschaft
T(z,1) = x,

als Teil von T, verwendet. Die Bedingung
7(z,0) =0

als ,,zweiter Teil* von T, ferner die Monotonie (T3) und die Assoziativitat (T,)
wurden nicht benutzt; also gilt die Abschéitzung fiir eine wesentlich grofiere Klasse
von Funktionen.

. Im Buch [24] von KLIR und FOLGER wird auf Seite 53 die Abschétzung

etsd(:nv y) g T(:Ev y)

nicht wie hier fiir T-Normen, sondern sogar fiir Konjunktionsskelette, d. h. wenn
Bedingung T; durch Ty ersetzt wird, , bewiesen“ (siche ,, Theorem 2.11).

Dieses Theorem ist falsch, wie man mit Hilfe der drastischen Konjunktion etq
zeigt; denn ety ist ein Konjunktionsskelett, also miifite

etsa(z,y) < eta(z,y)

fiir beliebige x,y € (0,1) gelten, was aber fiir z. B. z = 1, y = 1 falsch ist, denn

1
2

et (3,1) = 3
etq (3,1) = 0.

Die Ursache fiir diesen Fehlschlufl ist, dafl im ,,Beweis“ von ,, Theorem 2.11* fiir
Konjunktionsskelette die Gleichung

T(z,1) =2

fiir beliebige x € (0,1) benutzt wird, die allgemein nicht gilt, wie etq zeigt.

. Im Buch [24] von KLIR und FOLGER wird auf Seite 53 (siehe ,, Theorem 2.10%) die

Abschétzung
7(z,y) < min(z,y)

nicht wie hier fiir T-Normen, sondern sogar fiir Konjunktionsskelette bewiesen.

Dieser ,,Beweis“ ist ebenfalls falsch, da darin fiir Konjunktionsskelette Bedingung
T, benutzt und , bewiesen* wird; wogegen wir wissen, daf} fiir beliebige Konjunkti-
onsskelette T nicht gilt, wie ety zeigt (siehe Bemerkung 2).

Aufgabe 3.3.1 Man priife nach, ob ,Theorem 2.10“ aus [24] (d. h. Bedingung 1.2
des obigen Beweises), d. h.

T(z,y) £ min(z,y) (9 € (0,1))

fiir beliebige Konjunktionsskelette T gilt.



3.8 Die Funktion min bzw. mazx als ausgezeichnete T-Norm bzw. S-Norm

Hinweis: Man finde ein Konjunktionsskelett T, fiir das die obige Abschétzung
nicht gilt.

4. Analog zu den Bemerkungen zu , Theorem 2.11¢ aus [24] ist auch ,, Theorem 2.9¢
(ebenfalls Seite 53 dieses Buches) falsch. Er ist zwar fiir S-Normen richtig (siehe Aus-
sage 2 von unserem Theorem 3.3.1), jedoch nicht fiir beliebige Alternativskelette,
wie in [24] behauptet wird. Ein Gegenbeispiel ist die drastische Alternative vely, die
ein Alternativskelett ist, fiir die jedoch nicht allgemein (d. h. fiir alle z,y € (0,1))
die Abschitzung

velg(z,y) < velgy(z,y)
gilt. So gilt z. B.
velyq (%,0) =1,

jedoch
vely (3,0) = 1.

5. Analog zu den Bemerkungen zu ,, Theorem 2.10“ aus [24] (siehe Bemerkung 3) ist
auch der Beweis von ,, Theorem 2.8 aus diesem Buch (Seite 52) falsch, weil dort fir
Alternativskelette o die Bedingung

Fiir alle x,y € (0,1) gilt:
o(z,0) ==

(als Teil von S;) ,bewiesen“ und benutzt wird, was falsch ist, wie die drastische
Alternative vely zeigt; denn vely ist ein Alternativskelett, das jedoch die obige Be-
dingung verletzt.

Aufgabe 3.3.2 Man priife — analog zu Aufgabe 3.3.1 — nach, ob ,Theorem 2.8
aus [24], d. h.
maz(z,y) S o(z,y) (2,9 €(0,1))

fiir beliebige Alternativskelette o gilt.

Hinweis: Man finde ein Alternativskelett o, fiir das die obige Abschétzung nicht
gilt.

Das folgende Theorem gibt eine Charakterisierung der Funktionen min und maz in der
Klasse aller T- bzw. S-Normen.

Theorem 3.3.2
1. Ist 7 eine idempotente T-Norm, so gilt fiir jedes z,y € (0,1):

T(z,y) = min(z,y).
2. Ist o eine idempotente S-Norm, so gilt fiir jedes x,y € (0,1):
o(x,y) = maz(x,y).
Beweis
ad 1 Nach Behauptung 1 von Theorem 3.3.1 gilt fiir jedes x,y € (0, 1):
7(z,y) £ min(z,y),

also geniigt es, noch
min(z,y) < 7(z,y)

zu beweisen.
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Fall 1. z =y.
Dann gilt trivial
min(z,y) =x =y,

ferner gilt nach Tg (d. h. Idempotenz fiir 7)

T(z,y) =z =y,

also ist
min(z,y) < 7(x,y)
in diesem Fall trivial erfiillt.

Fall 2 z < y.
Wir haben zunéchst

(3.10) min(z,y) = x.
Um also die Ungleichung
min(z,y) < 7(z,y)

zu beweisen, geniigt es nach (3.10), in diesem Fall

(3.11) xS 7(z,y)

7Zu zeigen.

Nun gilt nach T (Idempotenz fiir 7), daf
(3.12) r=71(x,x),
ferner folgt aus < y mit Ty (Monotonie) fir 7
(3.13) T(x,z) < 7(2,Y),

also folgt (3.11) aus (3.12) und (3.13).

Fall 3 y < x. Man schlieft analog zum vorhergehenden Fall.
ad 2 Diese Behauptung wird durch dieselbe Fallunterscheidung wie fiir Behauptung 1
bewiesen. Im Beweis wird die Idempotenz von o benutzt. Ferner ist zu beachten,

daB fir z < gy
maz(x,y) =y

gilt.

Probleme
In der neueren Literatur sind die Auswirkungen des Stetigkeitsaxioms T fiir T-Normen
(bzw. Konjunktionsskelette) sowie Sy fiir S-Normen (bzw. Alternativskelette) untersucht
worden.

Wir stellen demgeméf die folgenden Fragen:

1. Folgt T, aus Ty, Ty, T3, T4 und T5?

2. Folgt S; aus Sy, S, S3, S4 und S5?7
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3. Gilt Theorem 3.3.1, wenn man darin T; bzw. S; durch Ty und T5 bzw. Sy und Ss
ersetzt?

4. Folgt T3 bzw. S; (Kommutativitit) aus Ty, Ty, Ty und T5 bzw. Sy, Sy, S, und S5?

Zum Abschlufl der Betrachtungen in Abschnitt 3.3 zitieren wir aus der betreffenden Lite-
ratur noch den folgenden Satz, der eine , gleichzeitige® (,,parallele®) Charakterisierung der
Funktionen min und max mit Hilfe von Funktionenpaaren 7 und o, die ,,Normen-&dhnlich*
sind, liefert.

Gegeben seien Funktionen 7 und ¢ mit

m,0:(0,1)% = (0,1) .

Theorem 3.3.3
Voraussetzungen:
1. 7(1,1) = 1 und ¢(0,0) = 0.

. 7 und o sind monoton (Ty bzw. S,).

. 7 und o sind kommutativ (T bzw. S;).

2
3
4. 7 und o sind assoziativ (T, bzw. Sy).
5. 7 und o sind stetig (Ts bzw. Ss).

6

. Fiir jedes x,y € (0,1) gilt:

7(x,y) < min(z,y) und maz(z,y) < o(z,y).

7. 7 und o sind gegenseitig distributiv, d. h. es gilt fiir alle z,y € (0,1):

T(x,0(y,2)) = o(r(2,y),7(z, 2)) und
o(x,7(y,2)) = 7(0(x,y),0(z, 2)).
8. Fiir jedes x,y € (0,1) gilt: Wenn x < y, so
T(z,2) < 7(y,y) und
o\, ) )
Behauptung:

Fiir jedes z,y € (0,1) gilt:

Beweis
Wir fiithren den Beweis nicht aus, sondern verweisen auf die Arbeit [7] von BELLMAN und
GIERTZ, wo dieser Satz erstmals formuliert und bewiesen wurde. |

Inzwischen ist dieser Satz (einschliefllich Beweis) in die betreffende Lehrbuchliteratur auf-
genommen worden.
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3.4 Theorie der Negationen

Negationen werden grundsitzlich als einstellige Funktionen (Verkniipfungen) definiert.
In der zweiwertigen Logik gibt es genau vier einstellige Funktionen, die durch die fol-
gende Tabelle charakterisiert sind:

| Bo [ Bi | Bs | 55 |
oo [1]0]1
100 1]1

Offenbar ist 6; =~ 01 = 1 die iibliche Negation, wihrend die iibrigen nicht als Negationen
angesehen werden kénnen.

Bo : ,, Falsum“-Funktion

Os : ,, Identitat®

05 : ,, Verum*“-Funktion
In der dreiwertigen Logik (mit der Menge {0, %, 1} ihrer Wahrheitswerte) gibt es offen-
bar 27 einstellige Funktionen. Wir wollen diese Funktionen nicht sémtlich hier auflisten,
sondern durch ein einfaches Verfahren diejenigen herausfiltern, die als (dreiwertige) Ne-

gationen in Frage kommen.
Gegeben seien eine n-stellige zweiwertige Funktion g,

B:{0,1}" — {0,1}
sowie eine n-stellige dreiwertige Funktion 9, d. h.
5:{0,1,1}" —{0,1,1}.
In Analogie zum Begriff der LUKASIEWICZschen Erweiterung definieren wir

Definition 3.4.1
§ ist eine dreiwertige Erweiterung von (3
=ae Fliir jedes xy, ..., x, € {0,1} gilt:

01y xy) = B(21y. .y Ty).

Offenbar gibt es genau drei dreiwertige Erweiterungen der zweiwertigen Negation i, die
wir durch die folgende Tabelle charakterisieren:

| o] & [o"]
01|11
2|05 1
11000

Die Funktion ¢’ ist offenbar eine Einschriankung der LUKASIEWICZschen Negation nony, auf
den dreiwertigen Bereich {O ! 1} (siche Abschnitt 2.4), wihrend wir 0 als Einschrénkung

) Q9
der drastischen Negation nong mit

1 fallsz=0

€ (0,1
0 ,falls0O<zxz <1 (e (0.1)

nong(x) =gef {

und 6” als Einschrinkung der schwach-drastischen Negation nong mit

1 ,falls0Sz <1

€ (0,1
0 ,fallsxz=1 (e 0,1)

noNsa () =aer {

1

auf den dreiwertigen Bereich {O, oL 1} interpretieren kénnen.
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Erinnerung
Aus Abschnitt 2.4 kennen wir fiir alle € (0,1) die Abschiitzung

nong(z) < nong(x) < nong(x).
Entsprechend gilt fiir alle x € {0, 5 }:

5(z) £ 3'(x) < 8"(a).

Bemerkungen zu den Anwendungen der dreiwertigen Logik in der Logischen Program-
mierung.

Siehe dazu das Buch von SCHMIDT [35].

Man weif3; dafl die ,operationale Behandlung” negierter Anfragen unter dem Aspekt
»Negation =~ Fehlschlag® (negation-by-failure) steht.

Die Verwendung dreiwertiger Logik hilft hier weiter. Neben der ,,starken“ Negation ¢’
(formal —A) wird eine ,schwache“ Negation (formal ~A) verwendet, deren Wertverlauf
durch ¢” bzw. die schwach-drastische Negation nongy gegeben ist.

Ist VAL(B) der Wahrheitswert einer Aussage B in der dreiwertigen Logik, so interpre-
tiert man

1. VAL(A) = : A ist wahr
2. VAL(-A) = : A ist falsch
3. VAL(~A)=1 : A ist nicht wahr
4. VAL(~—-A) = 1 : A ist nicht falsch

Wir streben jetzt an, nach dem Vorbild der Theorie der T- und S-Normen Negationen
durch Axiome zu charakterisieren.

Wir fiihren als erstes 5 Bedingungen (Axiome) Ny, Ny, N3, Ny, N5 ein. Dabei folgen wir
zum Teil dem Buch [24] von KLIR und FOLGER (siehe die Seiten 38 und 39). Gegeben sei
eine Funktion v mit

v:(0,1) — (0,1).

Definition 3.4.2
v heie Negation
=45 Die folgenden Bedingungen N, und N, sind erfiillt

N:: v(0) =1 und v(1) = 0.

N,: v ist eine comonotone Funktion, d. h. fiir jedes x,y € (0,1) gilt:
Wenn z £y, so v(z) 2 v(y).

Die im folgenden formulierten Bedingungen N3, N, und N5 sind Hilfsmittel zur ,,feineren*
Beschreibung von Negationen

Nj;: v ist stetig.

N4: v ist involutorisch, d. h. fiir jedes x € (0,1) gilt:
v(v(z)) = x.

Ns: v ist unschirfe-invariant, d. h. fir jedes x € (0,1) gilt:

Wenn 0 <z <1,s0 0<v(x)<l.
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Bemerkung
In dem Buch [24] werden Negationen Negationsskelette genannt. Wir finden diese Bezeich-
nung iiberfliissig.

Fiir die LUKASIEWICZsche Negation nony(x) =g 1 — z ist der Wahrheitswert % als
(einziger) Fixpunkt ausgezeichnet, d. h. als einzige reelle Zahl = € (0, 1), fiir die

nong(x) = x
gilt.
Ferner stellen wir fiir den Fixpunkt % von nong, die folgenden Beziehungen fest, wobei

x € (0,1) beliebig ist:

1. z £ nong(x) genau dann, wenn x <

N

2. & 2 nong(x) genau dann, wenn x =

N[

Die folgenden zwei Theoreme stellen diese Beobachtungen in den Zusammenhang beliebi-
ger Negationen.

Theorem 3.4.1
Ist v eine Negation, so hat v héchstens einen Fixpunkt.

Beweis

Indirekt, d. h. wir nehmen an, v habe zwei Fixpunkte z,y mit = # y und fiihren diese
Annahme zum Widerspruch. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir z < y
an. Dann folgt mit der Comonotonie, also Ny, fiir v, dal v(y) < v(x). Weil z, y Fixpunkte
von v sind, ergibt sich aus dem letzteren, dafl y < z, und das ist ein Widerspruch zur
Annahme z < y. |

Theorem 3.4.2
Ist v eine Negation und ist xy (der) Fixpunkt von v, so gilt fiir jedes x € (0,1):

1. = £ v(x) genau dann, wenn x < xg.

2. x 2 v(z) genau dann, wenn x 2 x.

Beweis
ad 1.

1.1 Wenn z £ v(z), so x £ xo.

Wir schlieflen indirekt, indem wir annehmen, dafl

(3.14) x > Xo.

Aus (3.14) folgt mit der Comonotonie fiir v, dafl

(3.15) v(z) < v(x).

Nun ist zy nach Voraussetzung Fixpunkt von v, d. h. es gilt

(3.16) v(xo) = o,
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somit folgt aus (3.15) und (3.16), dafl

(3.17) v(z) < x.

Aus (3.17) folgt mit der Voraussetzung = < v(z), dafl
(3.18) x £ xo,

also wegen (3.14) ein Widerspruch.
1.2 Wenn z £ xg, so z < v(z).

Wir schlieflen indirekt, indem wir annehmen, dafl

(3.19) v(z) < .

Aus der Voraussetzung x < xq folgt mit der Comonotonie fir v, dafl
(3.20) v(zg) S v(x).

Da x, ein Fixpunkt fiir v ist, haben wir

(3.21) xo = v(xg),

also folgt aus (3.20) und (3.21), da8

(3.22) xo S v(x),

also aus (3.19) und (3.22), dafl

(3.23) xo < T.

Somit ist (3.23) ein Widerspruch zur Voraussetzung = < .

ad 2. Diese Aussage wird analog zu 1 bewiesen.

|

Folgerung 3.4.3
Ist v eine Negation und x, (der) Fixpunkt von v, so gilt fiir jedes z € (0,1):

1. x < v(x) genau dann, wenn = < x.

2. x > v(z) genau dann, wenn x > xy.
Beweis
Unmittelbare Folgerung aus Theorem 3.4.2; indem man die Aussagen 1 und 2 dieses
Theorems kontraponiert. |

Theorem 3.4.4
Ist v eine stetige Negation, so hat v mindestens einen Fixpunkt.

Beweis
Ein Beweis dieses Theorems ergibt sich sehr einfach aus dem Zwischenwertsatz aus der
Analysis fiir stetige reelle Funktionen.
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Zwischenwertsatz Gegeben sei eine reelle Funktion ¢, die in dem abgeschlossenen In-
tervall (a,b) reeller Zahlen (wobei a < b) stetig ist. Es sei ferner ¢(a) < ¢(b). Dann wird
jeder Wert y € (p(a),p(b)) von ¢ mindestens einmal mit einem Argument x € (a,b)
angenommen.

Zum Beweis von Theorem 3.4.4 betrachten wir die Funktion ¢ mit

o(x) =2 —v(x) z € (0,1).
Weil v(z) in (0, 1) stetig ist, ist auch ¢(z) in (0, 1) stetig. Ferner gilt
p(0) = -1 <p(l) =1

Wir betrachten somit das Intervall (—1,1) und darin den Punkt 0. Also gibt es nach dem
Zwischenwertsatz ein o € (0, 1), so daBl ¢(zo) = 0, d. h. aber, da8

zo = v(xo)
gilt. Nach Definition ist z, aber ein Fixpunkt von v im Intervall (0, 1). [ |
Folgerung 3.4.5
Ist v eine stetige Negation, so hat v genau einen Fixpunkt (in (0, 1)).

Wir betrachten nun eine Reihe von Beispielen fiir Negationen.

Beispiel (Schwellenwert-Funktion) Gegeben sei eine fixierte reelle Zahl s mit 0 < s < 1.
Wir definieren dann fiir x € (0, 1):

0 ,falls0<z<s
1 ,fallss<az <1,

sWs(T) =gef {

Fiir jedes fixierte s mit 0 < s < 1 ist sw, eine ,typische* Schwellenwertfunktion, d. h. sie
wfeuert“ (gibt den Wert 1 aus), falls das Argument z die ,,Schwelle“ s {ibersteigt bzw. sie
feuert nicht, falls das Argument = die Bedingung 0 < z < s erfiillt.

Somit gilt fiir sw,:

1. sws(0) =0 und swy(l) =1
2. sw, ist monoton, d. h. fiir alle z,y € (0, 1):

Wenn z £y, so swy(z) < swy(y)

3. sw, ist nicht stetig (in (0, 1))

W

. Von Speszialfillen, z. B.

swg(sw(0))

0
swg(swg(1)) =1

abgesehen, gilt sw,(swy(x)) # z, d. h. sw, ist nicht involutorisch.

Wir definieren nun
V() =gep 1 — sws(z).
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Folgerung 3.4.6
v, ist eine Negation, die jedoch weder stetig noch involutorisch ist.

Beweis
Unmittelbar auf Grund der Feststellungen 1, 2, 3 und 4 iiber die Funktionen sw,. |

Die Funktionen v, lassen sich auch wie folgt definieren:

vi(z) = 0, fallss<zx <1
ST 1, falls0 < x S s.

Offenbar ist in dieser Definition die ,Feuerbedingung® s < x < 1 mit der ,,Nicht-Feuer-
bedingung* vertauscht, und demgeméfl konnte man v, als Co-Schwellenwert-Funktion
bezeichnen.

Beispiel (Modifizierte Schwellenwert-Funktion) Gegeben sei eine fixierte reelle Zahl s
mit 0 < s £ 1. Wir definieren dann fiir z € (0, 1):

0, falls0 <z <s
1, fallss<x < 1.

SW, () = def {

Die Modifikation gegeniiber Beispiel besteht darin, dafl das ,,Feuern* schon dann aus-
gelost wird, falls der Wert x nur die Schwelle erreicht (und nicht iiberschreitet wie im
vorhergehenden Beispiel).

Fiir sw’, gelten dieselben Bedingungen wie fiir sw.

Definiert man fiir € (0, 1):
V(@) =aer 1 = sw(x)

so erhilt man fiir v, die analoge

Folgerung 3.4.7
v, ist eine Negation, die jedoch weder stetig noch involutorisch ist.

Die Funktionen v/ lassen sich analog zu v, auch mittles der folgenden ,, Co-Feuerungsbe-
dingungen* definieren:

, 0, fallss<z <1
V() =acf
1, falls0 < x <s.
Beispiel (Eine , Cosinus-gestiitzte” Negation) Wir definieren fiir z € (0, 1):
Veos(T) =def %(1 + cosm - x)

Folgerung 3.4.8
Veos ISt eine stetige Negation, die jedoch nicht involutorisch ist.

Beweis
1. Ves(0) = 1 und v,.s(1) = 0.

Diese Behauptung folgt aus

cos0=1 und cosw = —1.
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2. Vs 18t comonoton.

Dies folgt aus der Tatsache, dafl cos eine comonotone Funktion ist.
3. Weil cos stetig ist, ist auch v, stetig.

4. v, ist nicht involutorisch, z. B.

Veos (Veos (1)) #

AT

Wie fiir T- und S-Normen hat man auch fiir Negationen Klassen betrachtet, die durch
eine Parameterabhéngigkeit definiert sind.

Beispiel (Die Sugeno-Klasse) Siche hierzu M. SUGENO [40]. Gegeben sei eine fixierte
reelle Zahl A mit —1 < A < +00. Wir definieren fiir jedes € (0,1):

1—=x

V) Zer T

Folgerung 3.4.9
1. vs(A;.) ist fiir jedes A mit —1 < A\ < +oo eine stetige, involutorische Negation.

2. v5(0;2) = 1 — & = nong(x), d. h. fiir den Parameterwert A\ = 0 erhalten wir die
LUKASIEWICZsche Negation.

Beweis
Aufgabe 3.4.1. |

Beispiel (Die Yager-Klasse) Siche hierzu R. R. YAGER [45]. Gegeben sei eine fixierte
reelle Zahl A mit 0 < A < +oo. Wir definieren fiir jedes € (0,1):

Uy (A5 ) =ger (1 — w’\)%

Folgerung 3.4.10
1. vy();.) ist fiir jedes fixierte A mit 0 < A < +o0 eine stetige, involutorische Negation.

2. Fiir A = 1 erhélt man die LUKASIEWICZsche Negation nong(z) =1 — x.

Beweis
Aufgabe 3.4.2. |
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Veranschaulichung des Verlaufs der Cosinus-gestiitzten Negation v, () mit

Veos() =agey 3(1+ cosm - x)
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Veranschaulichung des Verlaufs der Fixpunkte der Negationen der SUGENO-Klasse in
Abhéngigkeit vom Parameter A € (—1, +00).
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Veranschaulichung des Verlaufs einiger Negationen der SUGENO-Klasse
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Veranschaulichung des Verlaufs einiger Negationen der YAGER-Klasse
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3.5 Nicht-Standard-Operationen mit Fuzzy-Mengen

Wir erinnern an Definition 2.5.1, wo wir auf der Grundlage der Funktionen min(z,y),
maz(x,y), 1 — = fiir Fuzzy-Mengen F,G : U — (0,1) eine Durchschnitts-, eine
Vereinigungs- und eine Komplementoperation wie folgt definiert hatten. Sei dazu =z € U.

1. (FNG)(x) =g4e min(F(x),G(z))
2. (FUG)(z) =g¢f maz(F(x),G(z))
3. (F) () =aey 1 — F(x).

Wir wollen diesen Ansatz nun wie folgt verallgemeinern: Gegeben seien zweistellige
Abbildungen o, T mit
7,0:{0,1)° = (0,1)

sowie eine einstellige Abbildung v mit
v:(0,1) — (0,1).

Zunichst (fiir die folgende Definition) werden an die genannten Abbildungen keine For-
derungen gestellt. Spater werden wir fiir 7, o, v geeignete Voraussetzungen formulieren, so
daBl 7 als Konjunktion, o als Alternative und v als Negation gedeutet werden koénnen so-
wie die darauf beruhenden Operationen mit Fuzzy-Mengen als Durchschnitt, Vereinigung
und als Komplement interpretierbar sind. Sei xz € U.

Definition 3.5.1
1. (FAG)(z) =g 7(F(z),G(x))

2. (F o G)(Z’) =def O'(F(.Z'), G(I’))
3. (FU) () =gep V(F(2)).

In einer Reihe von (folgenden) Theoremen wollen wir konstatieren, wie sich bestimmte
Eigenschaften der Funktionen 7, o, v auf Eigenschaften der definierten Operationen M, o,
" fiir Fuzzy-Mengen iibertragen.

Als erstes werden wir untersuchen, welche Folgerungen sich ergeben, wenn 7 und o als
T-Norm bzw. S-Norm und v als (involutorische) Negation vorausgesetzt werden. Um diese
Folgerungen sémtlich formulieren zu kénnen, miissen wir die (scharfe) Teilmengenbezie-
hung F' € G fiir Fuzzy-Mengen verwenden, die wie folgt definiert war:

F C G =, Fiir jedes z € U gilt: F(z) £ G(x).

Theorem 3.5.1
Ist 7 eine T-Norm, so gelten fiir alle F,G,H : U — (0, 1) die folgenden Rechenregeln:

1. FA$=¢ und

FRy=F
2. Wenn FC G,so FRMHCGMH und
HAFCHMG
3 FRG=GMF
4. (FAG)MH=FM(GMH)
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Beweis
ad 1. ¢ ist Nullelement, | ist Finselement.

Man eliminiert die Definition von M, ¢ und J und wendet die Eigenschaft T; von
T-Normen an, die besagt, daf} fiir jedes z € (0,1) gilt:

7(z,0) =0 und 7(z,1) ==z

ad 2. Monotonie von M beziiglich &.

Wiederum Elimination der betreffenden Definitionen € und M sowie Anwendung
von Ty, was besagt, daf fiir alle x,y, z € (0,1) gilt:

Wenn z <y, so 7(x,z) £ 7(y,2) und

T(z,2) £ 7(2,y).

ad 3. Kommutativitit von M.

Elimination von M und Anwendung von Tj, d. h., daB fiir alle z,y € (0, 1) gilt:
T(z,y) =7(y, ).

ad 4. Assoziativitat von M.

Elimination von M und Anwendung von Ty, d. h., daf fiir alle z,y, z € (0, 1) gilt:

(2, 7(y, 2)) = 7(7(2,y), 2).

Entsprechend gilt fiir eine Abbildung o:

Theorem 3.5.2
Ist o eine S-Norm, so gelten fiir alle F\G,H : U — (0,1) die folgenden Rechenregeln:

1. Fod¢p=F
rey=y

2. Wenn FC G,so FOHC GWH und
HoFCHWOG

3. FoG=GUF
4. FO(GoOH)=(FOgG)dH.
Beweis
Analog zum Beweis von Theorem 3.5.1. |

Das néchste Theorem betrifft Rechenregeln fiir eine Komplement-Operation , wenn
diese durch eine (involutorische) Negation v erzeugt wird.

Zum Beweis der Aussage 5 des folgenden Theorems benétigen wir das Axiom Ny, das
die ,Invarianz der Unschérfe“ einer Funktion v beschreibt.
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Theorem 3.5.3 B
Ist v eine Negation, so gelten fiir " die folgenden Rechenregeln:

1. gyzwundﬁyzgﬁ
2 Wenn FCG,s0G CF .

3. KER (F) D CKER(F)

4. CKER (F) D KER(F)
5. Ist v unschérfe-invariant (Ns), so gilt:
FR (F) — FR(F)

6. Ist v involutorisch, so gilt:

Beweis
ad 1. Diese Behauptungen folgen aus N; fiir v, d. h. ¥(0) = 1 und v(1) = 0.

ad 2. Die Behauptung folgt aus N, fiir v, d. h. aus der Comonotonie, also daf fiir alle
x,y € (0,1) gilt: Wenn x < y, so v(y) < v(z).

ad 3 und 4. Beide Behauptungen folgen aus N;.
ad 5. Diese Behauptung folgt aus Njs.

ad 6. Folgerung aus Nj.
[ |

In der folgenden Definition formulieren wir einige weitere Eigenschaften beliebig gew#hlter
Funktionen
7,0 :(0,1)> = (0,1)

und v, die das gegenseitige Verhéltnis betreffen.

Definition 3.5.2
1. 7 erfiillt das Absorbtionsgesetz
=q4¢s Fiir jedes x,y € (0,1) gilt
T(z,0(z,y)) ==

2. 7 ist distributiv
=4es Fiir jedes x,y,z € (0,1) gilt

(2, 0(y,2)) = o(7(2,y),7(x, 2))

3. 7 erfiillt beziiglich o und v die DE MORGANsche Regel
=g Fiir jedes x,y € (0,1) gilt

v(r(z,y)) = o(v(z),v(y))

4. 71 ist das Dual von o beztiglich v
=g Fiir jedes x,y € (0,1) gilt

T(x,y) = v(o(v(z),v(y)))
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5. 7 erfiillt beziiglich v das Gesetz des ausgeschlossenen Widerspruchs
=g4er Fiir jedes x € (0,1) gilt
T(z,v(x)) =0

6. o erfiillt beziiglich v das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten
=g Fiir jedes x € (0,1) gilt
o(xz,v(z)) =1.

In den folgenden zwei Theoremen wird festgestellt, wie sich die in Definition 3.5.2 for-
mulierten Eigenschaften der Funktionen o, 7 und v auf die in Definition 3.5.1 fiir Fuzzy-
Mengen eingefiihrten Operationen M, © und  auswirken.

Theorem 3.5.4
Sind 7 eine T-Norm und o eine S-Norm und gelten fiir 7 und o beide (gegenseitige)
Absorbtionsgesetze, so ist die Struktur

[S(U)7 m’ @7 ¢7 W]

ein Verband mit Null- und Einselement.

Beweis
1. Auf Grund der Theoreme 3.5.1 und 3.5.2 sind die Kommutativitat und die Assozia-
tivitit der Operationen M, @ sowie die Regeln des Rechnens mit ¢ und § beziiglich
M und @ bewiesen.

2. Es bleibt noch zu zeigen, dafl die Absorbtionsgesetze, also fiir alle F, G € F(U):

FA(FOG)=F
FO(FAG)=F

gelten. Das folgt aber aus der Voraussetzung, dafl fiir 7 und o beide Absorptionsge-
setze (sieche Definition 3.5.2) gelten.
[ |

Theorem 3.5.5
1. Ist 7 distributiv beziiglich o, so gilt fiir alle Fuzzy-Mengen F,G,H € §(U):

FA(GOH)=(FAG)d(FMH)
2. Erfiillt 7 beziiglich 0 und v die DE MORGANsche Regel, so gilt fiir alle Fuzzy-Mengen
F,GeFU):
FAG =F oG’
3. Ist T das Dual von o beziiglich v, so gilt fiir alle Fuzzy-Mengen F,G € §(U)
FAG=F oG
4. Erfiillt T beziiglich v das Gesetz des ausgeschlossenen Widerspruchs, so gilt fiir alle

Fuzzy-Mengen F € §(U):
FAF =¢
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5. Erfiillt o beziiglich v das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten, so gilt fiir alle Fuzzy-
Mengen F € §(U):
FoF =.

Beweis

Alle Behauptungen dieses Theorems sind (nach Elimination der getreffenden Definitionen)
sehr einfache Folgerungen aus den in Definition 3.5.2 formulierten Eigenschaften der
Funktionen 7, ¢ und v. [ |

Das Besondere von Theorem 3.5.5 besteht allerdings darin, dafi die einzelnen Aussa-
gen ohne jede weitere Voraussetzung an die Funktionen 7,0,v delten, also jede dieser
Aussagen problemlos mit Theorem 3.5.4 kombinierbar ist.

Wenn allerdings 7 eine T-Norm, ¢ eine S-Norm und v eine Negation ist, dann sind die
in Definition 3.5.2 beschriebenen Eigenschaften zum Teil untereinander unvertraglich,
wie die nachfolgenden zwei Theoreme zeigen werden. Auf die definierten Operationen
mit Fuzzy-Mengen M, & und - iibertragen, bedeutet dies, dafl man nicht die Giiltigkeit
beliebiger Kombinationen weiterer Rechenregeln fiir M, & und - (z. B. daf8 eine BOOLE-
sche Algebra vorliegt) ,,erzwingen“ kann, indem man entsprechende Eigenschaften fiir 7,
o und v fordert.

In den folgenden zwei ,,Unvertriglichkeitstheoremen® werden die betreffenden Sachver-
halte genau prézisiert; sie sind fundamental beim Aufbau des ,nicht-Standard-Rechnens*
mit Fuzzy-Mengen.

Theorem 3.5.6 (,,Erstes Unvertraglichkeitstheorem*)
Voraussetzungen
1. 7 ist eine T-Norm

2. o ist eine S-Norm

3. v ist eine stetige Negation

4. 7 erfiillt beziiglich v das Gesetz des ausgeschlossenen Widerspruchs

5. o erfiillt beziiglich v das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten
Behauptungen

1. 7 ist beziiglich ¢ nicht distributiv

2. o ist beziiglich T nicht distributiv

3. 7 ist nicht idempotent

4. o ist nicht idempotent

Beweis
Weil v eine stetige Negation ist, hat v nach Theorem 3.4.4 mindestens (also genau)
einen Fixpunkt, etwa e. Aus v(0) =1, v(1) = 0 und v(e) = e folgt

(3.24) 0<e<l.
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ad 1. Wir beweisen diese Behauptung indirekt, nehmen also an, daf3

(3.25) fir alle z,y,2 € (0,1) :  7(x,0(y,2)) = o(7(x,y), 7(z, 2)),

also 7 beziiglich ¢ distributiv ist.

Mit Voraussetzung 5 (Gesetz des ausgeschlossenen Dritten fiir o beziiglich v) erhal-
ten wir fiir e:

(3.26) o(e,v(e)) =1,
ferner gilt wegen T,

(3.27) o(e, 1) =e,
also folgt aus (3.26) und (3.27)

(3.28) T(e,o(e,v(e))) =e.

Andererseits folgt aus Voraussetzung 4 (Gesetz des ausgeschlossenen Widerspruchs
fiir 7 beziiglich v), dafl

(3.29) T(e,v(e)) = 0.

Wir starten nun mit der linken Seite von (3.28) und erhalten die folgende Kette von
Gleichungen

(3.30) T(e,o(e,v(e))) = o(r(e,e),7(e,v(e))),
nach Annahme (3.25), also

(3.31) = 0(7(676)70)7

nach (3.29), also
(3.32) =1(e,e),

nach Axiom S;, also

(3.33) =T1(e,v(e)),

weil e Fixpunkt von v ist, also

(3.34) =0,

nach Voraussetzung 4, d. h. 7 erfiillt beziiglich v das Gesetz des ausgeschlossenen
Widerspruchs, also gilt

(3.35) T(e,o(e,v(e))) = 0.

Aus (3.28) und (3.35) folgt aber der Widerspruch e = 0, siehe (3.24).

ad 2. Analog zu 1. Aufgabe 3.5.1.
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ad 3. Wir beweisen auch diese Behauptung indirekt, nehmen also an, daf
(3.36) fiir jedes x € (0,1) gilt: 7(x,z) =z,

d. h. dafl 7 eine idempotente Funktion ist.

Daraus folgt

(3.37) T(e,e) =e.

Nun ist e Fixpunkt von v, also gilt

(3.38) v(e) =e,

somit ergibt sich aus (3.37) und (3.38), daf3

(3.39) T(e,v(e)) =e.

Andererseits gilt nach Voraussetzung 4 (Gesetz des ausgeschlossenen Widerspruchs)
(3.40) T(e,v(e)) = 0.

Aus (3.39) und (3.40) ergibt sich aber ein Widerspruch zu

0<e<l.

ad 4. Analog zu 3. Aufgabe 3.5.2.

Bemerkung
Von den iiber 7 und o vorausgesetzten Eigenschaften, ndmlich T-Norm bzw. S-Norm zu
sein, haben wir sehr wenig benutzt, ndmlich allein die Axiome T; und S;.

Somit gilt das ,erste Unvertriaglichkeitstheorem® unter wesentlich allgemeineren Vor-
aussetzungen, d. h. Monotonie, Kommutativitit und Assoziativitit der Funktionen 7 und
o sind nicht erforderlich. Man iiberlege, ob diese Verallgemeinerung fiir die Anwendungen
von Theorem 3.5.6 von Bedeutung sein kénnte.

Um die gegenseitigen Beziehungen von Distributivitéit, Idempotenz, den Gesetzen vom
ausgeschlossenen Widerspruch bzw. vom ausgeschlossenen Dritten noch etwas genauer zu
analysieren, fragen wir, ob und in welcher Form Theorem 3.5.6 umkehrbar ist. Entspre-
chend den obigen Bemerkungen verzichten wir darauf, dal 7 eine T-Norm und o eine
S-Norm ist.

Theorem 3.5.7 (,,Zweites Unvertraglichkeitstheorem*)
Gegeben seien beliebige Funktionen

7,0 :(0,1)> = (0,1)

sowie eine stetige Negation v.
Dann gilt:

1. Ist 7 idempotent, so gilt fiir T beziiglich v nicht das Gesetz des ausgeschlossenen
Widerspruchs.
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2. Ist o idempotent, so gilt fiir o beziiglich v nicht das Gesetz des ausgeschlossenen
Dritten.

3. Erfiillt T das Axiom T, und o das Axiom S, gilt ferner eines der beiden Distri-
butivgesetze (d. h. fiir 7 beziiglich o oder o beziiglich T), dann

erfiillt T beziiglich v nicht das Gesetz des ausgeschlossenen Widerspruchs
oder
erfiillt o beziiglich v nicht das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten.

Beweis
Weil v eine stetige Negation ist, existiert ein (sogar genau ein) e € (0,1), so da8

(3.41) vie)=e
und
(3.42) 0O<e<l.

ad 1. Nach Idempotenz fiir 7 gilt

(3.43) T(e,e) =e.

Wir nehmen nun an, daf fiir 7 beziiglich v das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten
gilt, d. h.

(3.44) T(e,v(e)) = 0.

Aus (3.44) folgt mit (3.41), daB

(3.45) T(e,e) = 0.

Aus (3.43) und (3.45) folgt aber ein Widerspruch zu (3.42).
ad 2. Analog zu 1. Aufgabe 3.5.3.

ad 3.

Fall 1. Wir nehmen an, dal 7 beziiglich ¢ distributiv ist, d. h., daf3
(3.46) fiir alle z,y,z € (0,1) gilt :  7(z,0(y,2)) = o(7(z,y), 7(x, 2)).
Wir beweisen Behauptung 3 indirekt, indem wir annehmen, dafl
(3.47) 7 beziiglich v das Gesetz des ausgeschlossenen Widerspruchs
und
(3.48) o beziiglich v das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten erfiillt.
Aus (3.47) folgt, daB

(3.49) T(e,v(e)) = 0.
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Entsprechend folgt aus (3.48), daf

(3.50) o(e,v(e)) =1.

Aus (3.46) ergibt sich

(3.51) T(e,o(e e)) = a(r(e, e), (e, e)).

Wegen v(e) = e erhilt man

(3.52) T(e,o(e,e)) = 1(e,o(e,v(e)))
=7(e, 1) wegen (3.50), also
=e wegen T}.

Ferner erhalten wir wegen v(e) = e

(3.53) o(t(e,e),7(e,e)) = a(r(e,v(e)), (e, v(e))), also wegen (3.49)

o
a(0,0), also wegen S;
0

Wendet man (3.52) und (3.53) auf (3.51) an, ergibt sich
e=20,

im Widerspruch zu 0 < e < 1.
Fall 2. Es gilt fiir alle z,y,z € (0,1):

o(z,7(y,2)) = 7(o(z,y),0(z, 2)).
Dieser Fall wird analog bewiesen. Aufgabe 3.5.4.
[ |

Anwendungen der formulierten Definitionen und bewiesenen Theoreme.

In Abschnitt 2.5 hatten wir sogenannte Standard-Operationen N, U, mit Fuzzy-Mengen
eingefithrt und die ,,Standard-Mengenalgebra“ fiir Fuzzy-Mengen dargestellt. Im Rahmen
der Begriffsbildungen, die im vorliegenden Abschnitt 3.5 entwickelt wurden, kénnen wir
feststellen, dafl wir im ,,Standard-Fall“ als Funktionen 7, ¢ und v zur Definition von N, U
und ~ gewéhlt hatten (x,y € (0,1)):

7(z,y) = min(z,y)
o(z,y) = maz(x,y)

viz)=1—=x

In den Theoremen 2.5.1 und 2.5.2 waren die fiir Fuzzy-Mengen beziiglich N, U und ~
giiltigen Rechenregeln zusammengefaf3t worden. Dazu stellen wir nochmals ausdriicklich
fest, dafl diese Rechenregeln mit den fiir scharfe Mengen Giiltigen iibereinstimmen bis
auf die folgenden zwei Ausnahmen.

Die Ausnahmen
Fiir Fuzzy-Mengen gilt allgemein nicht mehr

(3.54) das Gesetz des ausgeschlossenen Widerspruchs FNF=¢
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und auch nicht mehr allgemein
(3.55) das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten FUF =Y.

Wir entwickeln jetzt eine Nicht-Standard-Mengenalgebra, die unter den vielen mogli-
chen Nicht-Standard-Mengenalgebren eine besondere Rolle spielt, und zwar sowohl aus
theoretischen als auch aus praktischen Griinden.

Die Mengenalgebra beruht auf der Auswahl von 7, o und v als bold-Konjunktion, bold-
Alternative und der LUKASIEWICZschen Negation, d. h. wir setzen fiir alle z,y € (0, 1)

7(z,y) = maz(0,x +y —1)
oz, y) = min(L,@ + )

viz)=1—x

Die auf dieser Grundlage definierten Mengenoperationen wollen wir anstelle von M, &
und ~ im folgenden durch M, & und ~ bezeichnen. Zur Verdeutlichung wiederholen wir
die allgemeine Definition 3.5.1 fiir den vorliegenden Spezialfall. Gegeben seien beliebige
Fuzzy-Mengen F,G : U — (0, 1), ferner sei € U.

Definition 3.5.3
1. (F M G)(z) =gep maz(0,F(z) + G(x) — 1)

2. (FWUG)(x) =4er min(1,F(z) + G(x))
3. (F) (%) =4y 1 — F(x).
Auf Grund der Tatsache, dafi die Funktion
ety (z,y) = maz(0,x +y — 1)
eine T-Norm und die Funktion
vely(z,y) = min(l,z +y)
eine S-Norm ist, gelten fiir B und b die folgenden Rechenregeln:

Theorem 3.5.8
1. FRgp=¢pund FBY =F

2. Wenn FC G,so FRH C GMH und
HRFCHMG

3. FBRG=GMF
4 FO(GHH)=(FBG)HH
5. FOUp=Fund FO =Y

6. Wenn F C G, so FOUH C GWH und
HUFCHWBG

7. FUG=GUF
8 FW(GWH)=(FBG)bH
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Beweis
Unmittelbare Folgerung aus den Theoremen 3.5.1 und 3.5.2. |

Fiir die Komplement-Operation, die auf der Grundlage der LUKASIEWICZschen Negation
nong, mit
nong(z) =1—x

definiert worden ist, gelten die folgenden Rechenregeln:

10. F =

11. FBRG=FWG

12. F r
13. FBF =¢
4. F Ik

Beweis
ad 9. Folgt aus den Gleichungen

nony,(0) =1 und  nong(l) = 0.

ad 10. Gilt, weil non;, involutorisch ist.

ad 11. Gilt, weil ety, beziiglich vel, und non;, die DE MORGANsche Regel erfiillt. Aufgabe
3.5.5.

ad 12. Gilt, weil vely, beziiglich ety, und non;, die DE MORGANsche Regel erfiillt. Aufgabe
3.5.6.

ad 13. Gilt, weil et, beziiglich non;, das Gesetz des ausgeschlossenen Widerspruchs
erfiillt. Aufgabe 3.5.7.

ad 14. Gilt, weil vel, beziiglich non;, das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten erfiillt.
Aufgabe 3.5.8.
|

Anmerkung
Man beachte, dal die Bedingungen 13 und 14 im Standardfall im allgemeinen nicht gelten.

Theorem 3.5.10
1. M ist beziiglich ® nicht distributiv.
2. W ist beziiglich B nicht distributiv.
3. M ist nicht idempotent.

4. B ist nicht idempotent.
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Beweis
1. Nachpriifen, daf fiir die Funktionen
7(z,y) = maz(0,x +y — 1)
o(z,y) = min(l,z +y)
viz)=1—=x

die Voraussetzungen des ersten Unvertriglichkeitstheorems (Theorem 3.5.6) erfiil-
len.

2. Anwendung von Theorem 3.5.6 und Ubertragung der Behauptung dieses Theorems
von den Funktionen 7, o, v auf die durch sie definierten Mengenoperationen @), & und

Aufgabe 3.5.9. |
Theorem 3.5.11

15. FNG= (FWG) MG

16. FUG= (FRG)WBG

17. FR(GUH) = (F®G)U (FMB H)

18. FU(GNH)=(FUG)N(FWH)
Beweis

Elimination der Definitionen von N, U, M und ® und dann Beweis der entsprechenden
Identitéiten fiir die Funktionen min, max, ety, vel, und non;,. Aufgabe 3.5.10.

ad 15 (als Beispiel)
Hier ist zu zeigen, dafB fiir alle x,y € (0,1) die Gleichung

min(x,y) = maz (0, vel,(x,1 —y) +y — 1)
= maz(0,min(l,z+1—y)+y—1)

gilt.

Bemerkungen
1. Theorem 3.5.10 beschreibt einige wesentliche Abweichungen des Rechnens in der
bold-Mengenalgebra von den ,,gewohnten“ Rechenregeln. Wichtig in Anwendungen!

2. Die Bedingungen 15 und 16 von Theorem 3.5.11 besagen, daffi N und U mit M,
b und ~ definierbar sind. Ferner geben 17 und 18 einen , Ersatz* fiir die fiir M, &
fehlende Distributivitét.

Aufgabe 3.5.11 Man untersuche, welche der Aussagen von Theorem 3.5.11 erhalten blei-
ben (bzw. falsch werden), wenn man (B bzw. & durch M bzw. @ ersetzt, wobei T bzw. o
eine beliebige T-Norm bzw. S-Norm ist.
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3.6 Mischnormen (averaging operations) und Aggregations-
funktionen

In vielen Anwendungen spielen zweistellige LUKASIEWICZsche Funktionen
i (0,1) % (0,1) = (0,1)

eine Rolle, die “zwischen” min und maz liegen bzw. die zwischen einer T-Norm 7 und
einer S-Norm ¢ liegen.

Wir beginnen mit der folgenden allgemeinen Definition, bezogen auf min und mazx.
Definition 3.6.1

1 heile min-max-Mischnorm
=qer o erfiillt die folgenden Axiome

M;: Fiir jedes z,y € (0,1) gilt:
min(z,y) < p(z,y) < maz(z,y).

M,: u ist monoton, d. h. fiir jedes xz,z’,y,y’ € (0,1) gilt: Wenn x < 2’ und y < v/,
so pu(@,y) < p(',y').
Ms: p ist kommutativ, d. h. fiir jedes z,y € (0,1) gilt:

wz,y) = py, ).

Bemerkungen
1. Die Assoziativitdt der Funktion pu, d. h., daf3

w(z, puly, 2)) = p(p(z,y), 2)

fiir alle z,y, z € (0,1) gilt, kann man allgemein nicht fordern, wie durch die folgenden
Beispiele klar werden wird.

2. In vielen Fillen wird das Axiom
My. u ist stetig
eine wichtige Rolle spielen.

3. Zur feineren Klassifikation von min-maz-Mischnormen wird aulerdem die Idempo-
tenz von p wichtig sein, d. h.

M;. Fiir jedes x € (0,1) gilt:

wlz,z) = .
Folgerung 3.6.1
Ist v eine min-max-Mischnorm, so gilt

fiir jedes x € (0,1).
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Beweis
Trivial auf Grund von M;. [ |

Definition 3.6.2 (Das gewichtete arithmetische Mittel von min und mazx)
Gegeben sei eine Konstante ¢ € (0,1). Dann definieren wir fiir beliebiges x,y € (0,1):

pe(x,y) =aer ¢ - min(z,y) + (1 — ¢) - maz(x,y)
Folgerung 3.6.2
1. Die Funktion p¢, erfiillt die Axiome M, bis M fiir jedes fixierte ¢ € (0,1).
2. u (x,y) = min(z,y) und py,(z,y) = maz(z,y) fir alle x,y € (0,1).

Beweis
Aufgabe 3.6.1 |

Definition 3.6.3 (Das ,,Fuzzy-und* und das ,,Fuzzy-oder")
Gegeben sei wieder eine Konstante ¢ € (0,1). Dann definiert man fiir beliebige x,y € (0, 1):

1. ,Fuzzy-und“

Py (T, y)
=gef ¢~ man(x,y) + %(1 —c)(r+y)

2. ,Fuzzy-oder“

Peo(z,y)
=gef ¢~ maz(x,y) + %(1 —c)(z+y)

Folgerung 3.6.3
1. p§y und péq erfiillen die Axiome M, bis M5 fiir jedes fixierte ¢ € (0,1).

2. Fiir jedes z,y € (0,1) gilt

ppu(z,y) = 2z +y)

/Llli‘U(:Ev y) = ’ITLZ’I?,(ZL', y)

o (x,y) = 3(z +y)

pio(z,y) = maz(z,y)
Beweis
Aufgabe 3.6.2. m
Problem

Charakterisierung der Klasse
1. aller min-maz-Mischnormen
2. aller stetigen min-maz-Mischnormen

3. aller idempotenten min-maz-Mischnormen

W

. aller stetigen und idempotenten min-maz-Mischnormen.
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Zu den oben formulierten Problemen kann man genauer fragen, unter welchen zusétzli-
chen Bedingungen fiir min-maz-Mischnormen ein dem Theorem 3.3.2 analoges Theorem
gilt. Zum Beispiel kénnte man fragen, ob alle idempotenten (evtl. stetigen) min-maz-
Mischnormen p eine Darstellung als gewichtetes arithmetisches Mittel von min und maz
haben, d. h. ob es ein ¢ € (0,1) gibt, so daf fiir alle x,y € (0,1) gilt:

u(z,y) = c- min(z,y) + (1 — ¢) - maz(z,y).

Definition 3.6.4 (Das geometrische Mittel von min und max)
Wir definieren fiir beliebiges z,y € (0,1):

pe(@,y) Zaep v/ min(z,y) - maz(z, y)

Folgerung 3.6.4
Die Funktion p, erfiillt die Axiome M, bis M;.

Beweis

Aufgabe 3.6.3 u

Wir iibertragen nun die obigen Betrachtungen auf T- und S-Normen. Gegeben eine T-
Norm 7 und eine S-Norm o, die beziiglich der LUKASIEWICZschen Negation zueinander
dual sind, d. h., daB fiir jedes z € (0, 1)

O'(ﬂj‘,y) =1 _T(l _3:71 _y)
gilt. Gegeben sei ferner ein p mit
0 0,1) % (0,1) — (0,1)..
Definition 3.6.5

w heile T-o-Mischnorm
=4e5 b erfiillt die folgenden Axiome

MT?: Fiir jedes xz,y € (0,1):
T(z,y) < plz,y) S o(z,y).
Die iibrigen Axiome M3° bis Mg stimmen in dieser Reihenfolge mit den Axiomen M,
bis M iiberein.
Folgerung 3.6.5
Ist p eine 7-0-Mischnorm, so gilt:
1. 1(0,0) =0 und p(1,1) =1
2. Fiir jedes x € (0, 1) gilt:
u(,0) € & < e, 1),

Beweis
Aufgabe 3.6.4 |
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3. Theorie der T- und S-Normen. Negationen

Definition 3.6.6
Gegeben seien

eta(way) =def LY (%y € <07 1>)
’Uela(wuy) —def T+ y—xr-y

Wir definieren dann

1a(2, ) =aep V(- y) - (@ +y—z-y)

d. h. wir bilden das geometrische Mittel aus et, und vel,.

Folgerung 3.6.6
Die Funktion p, erfiillt die Axiome M{"*"*** und M, bis M.

Beweis
Aufgabe 3.6.5 u

Mit H.-J. ZIMMERMANN und P. ZYSNO (s. [64]) definieren wir

Definition 3.6.7 (v-Operator)
Gegeben sei eine Konstante v € (0,1). Dann definieren wir fiir beliebiges x,y € (0,1):

pyy) =g (0 9) 7 @ty — )

Folgerung 3.6.7
1. Fiir jedes fixierte vy € (0, 1) ist die Funktion u,, eine et,-vel,-Mischnorm, die stetig,
aber nicht idempotent ist.

2. Fiir den Wert ~v = % geht der v-Operator in die in Definition 3.6.6 definierte et,-
vel,-Mischnorm iiber, d. h. es gilt

p7 (2, y) = pa(z,y)
fiir alle x,y € (0,1).
Beweis
Aufgabe 3.6.6 u

Zum Abschluf3 der Betrachtungen iiber Mischnormen wollen wir eine Definition mit Hilfe
sogenannter ,,Mischfunktionen“ angeben.

Definition 3.6.8
1. ¢ heifle Mischfunktion
=a4er ¢ 1 (0,1) x (0,1) — (0,1) und fiir jedes x,y € (0,1) mit z < y gilt:

z < p(z,y) Sy
2. 157 (@,y) =aer o(7(2,y),0(2,y)) (z,y € (0,1)),
wobei

o eine Mischfunktion,
7 eine T-Norm und

o dual zu T ist.
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Problem
Unter welchen Voraussetzungen fiir 7, 0 und ¢ sind Axiome aus {M{",M,,..., M5}
erfiillt?

Allgemeine Aggregationsfunktionen
Gegeben sei eine Abbildung a mit

a:(0,1)" —(0,1), nz1.

Definition 3.6.9
« heifle allgemeine Aggregationsfunktion
=45 v erfiillt die folgenden Axiome:

A;: «0,...,0) =0 und a(1,...,1) =1.
A,: « ist monoton, d. h. fiir jedes x1,Yy, ..., Tp, Y, € (0,1):

Wenn zy Sy, und ... und z, L y,, 50 a(x1,...,2,) S a(yi,--- Yn)-

A;: « ist symmetrisch, d. h. fiir jedes xy,...,z, € (0,1) und jede Permutation
U1y y0p von 1,... n gilt:
a(Ziyyeooymi ) =Ty, .., Tp).

Folgerung 3.6.8
Alle T-Normen, S-Normen und Mischnormen sind allgemeine Aggregationsfunktionen (fiir
n=2).
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4. Implikationen in der Fuzzy-Logik

4.1 Motivationen und Vorbemerkungen

Der Implikationsbegriff gehort zu den ,,schwierigen“ Konzepten der Logik, und er wurde
seit alters her (schon von den griechischen Philosophen in der Antike) auch als schwierig
empfunden und demgeméf intensiv studiert.

Die ,,Schwierigkeit“ dieses Konzepts ist in seiner Vielschichtigkeit und Vieldeutigkeit
begriindet. Primir mufl eine Implikation als ein zweistelliger linguistischer Konnektor
(kurz: Konnektor) angesehen werden, der in der

“

deutschen Umgangssprache durch ,, Wenn ..., so
und z. B. in der
englischen Umgangssprache durch “If ..., then”

bezeichnet wird.
,, Linguistischer Konnektor“ bedeutet, dafl er aus gegebenen Aussagen A und B ein
neues ,,sprachliches Gebilde“, z. B. in der deutschen Umgangssprache

, Wenn A, so B
bzw. in der englischen Umgangssprache
“If A, then B”

konstruiert.

Wie kann nun eine Semantik dieses neuen sprachlichen Gebildes definiert werden? Hier-
zu gibt es eine Fiille (verwirrender) Moglichkeiten, und darin liegt die Schwierigkeit des
Studiums und der Anwendung von Implikationen.

Erste Maoglichkeit

Die zweiwertige extensionale Interpretation des Konnektors ,, Wenn ..., so*.

Ausgangspunkte
1. Die zweiwertige Logik.

2. Die zweiwertige extensionale Interpretation von ,und“, , oder* und ,,nicht* als lin-
guistische Konnektoren.

Wir gehen davon aus, dafl eine Aussage A einen Sachverhalt korrekt beschreibt. In der
zweiwertigen Logik setzt man dann voraus, dafl der beschriebene Sachverhalt entwe-
der vorliegt oder nicht vorliegt; im ersten Fall wird A WAHR genannt, im zweiten Fall
FALSCH. (Aristotelischer Wahrheitsbegriff; siche Abschnitt 1.1)
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4.1 Motivationen und Vorbemerkungen

Beispiel A =,; 1+1=2
A ist wahr

B =45 1+1=3
B ist falsch

Wir wollen jetzt erliutern, in welchem Sinne die Konnektoren ,und“, ,oder“ (als
nicht-ausschliefendes Oder) und ,nicht* zweiwertig und extensional interpretiert
werden, um daraus eine zweiwertige und extensionale Interpretation des Konnektors
,Wenn..., so...*“ herzuleiten.

Gegeben seien zweiwertige Aussagen A und B. Wir verwenden eine logische Wertfunk-
tion Val, wobei

Val(A), Val(B) € {0,1}

gelten soll und
Val(A) =1 bzw. Val(B) =0

bedeuten soll, dafl A wahr bzw. B falsch ist.
Wir bilden die neue Aussage
»A und B¢

Dann gilt
(4.1) Val(A und B) = and(Val(A), Val(B))
d. h. Val(A und B) héngt allein von Val(A), Val(B) ab, nicht aber von A und B selbst.

Beispiel A: 1+1=2
B: 1+41=3
C: 1+41=4

Dann gilt

Val(A) =1
Val(B) = Val(C) = 0.

Ferner gilt

Val(A und B) = and(Val(A), Val(B))
= and(Val(A), Val(C))
= Val(A und C).

Wichtig

Die Formel (4.1) besagt, dal ,,und* als linguistischer Konnektor extensional ist. Diese

Bedingung ist aus der Umgangssprache entnommen (abstrahiert), sie wird hier als ,Ex-

tensionalitdtsbedingung® fiir die logische Verwendung von ,und* an die Spitze gestellt.
Die Tabelle

z y | and(z,y)
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

fiir die BooLEsche Funktion and wird ebenfalls der Umgangssprache entnommen.
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4. Implikationen in der Fuzzy-Logik

Ebenso werden die Konnektoren ,,oder® und ,nicht“ extensional charakterisiert, d. h.
es wird gefordert, daf3 die Funktionalgleichungen

(4.2) Val(A oder B) = or(Val(A), Val(B))
und
(4.3) Val(nicht A) = non(Val(A))

gelten, wobei or und non bekanntlich durch die Tabellen

v y|or(ey)

0 0 0 x | non(x)
01 1 0 0

1 0 1 0 1

1 1 1

gegeben sind.

Das durch die Funktionalgleichungen (4.1), (4.2) und (4.3) fiir die Konnektoren ,, und*,
,oder® und , nicht“ prizisierte Prinzip der zweiwertigen Extensionalitdt wird nun auf den
Konnektor ,, Wenn ..., so“ iibertragen, d. h. es wird nach einer BOOLEschen Funktion (3
gefragt, so daf fiir beliebige zweiwertige Aussagen A und B die Funktionalgleichung

Val(Wenn A, so B) = 5(Val(A), Val(B))

gilt.
Nun benutzt man dazu bekanntlich die Funktion seq, die durch die folgende Tabelle
charakterisiert ist:

z y | seq(z,y)

0 0 1

0 1 1

1 0 0

11 1
Problem
Wenn man die Funktion seq nicht ,,vom Himmel fallen“ lassen will, mufl man rechtfertigen,
daf sie und nur sie zur Interpretation von ,, Wenn ..., so* gewahlt wird.

Erste Rechtfertigung durch eine Diskussion moglicher Fille. Wir nehmen an, daf
» Wenn A, so B* sicher wahr ist, falls A und B wahr sind. Also werden wir

seq(l,1) =1

setzen, damit bleiben von den 16 zweistelligen BOOLEschen Funktionen nur noch die
folgenden 8 iibrig

iy
iy

2

=
o5

| Bu | B

— -0 O
—_ O = O
_ o O O
_ o o R
HOHOHQ
o
— O = =
— -0 O
H)—‘OH»—AQ
w
H)—‘HO»—AQ
N
HHHH?

In dieser Tabelle sondern wir die folgenden Funktionen als schon ,,verbraucht® bzw. als
y,unbrauchbar® aus, und zwar wie folgt:
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4.1 Motivationen und Vorbemerkungen

Bs
Bo
510

A
512

513
514
s

ist als Konjunktion schon verbraucht.

ist als Negation des exklusiven Oder schon verbraucht.

héngt nur von der zweiten Stelle ab, ist also zur Interpretation von , Wenn ..., so*

unbrauchbar.
merken wir uns als Kandidaten vor.

héngt nur von der ersten Stelle ab, ist also zur Interpretation von , Wenn ..., so*

unbrauchbar.
merken wir uns als Kandidaten vor.
ist das inklusive Oder, also schon verbraucht.

héngt von keiner Stelle ab, ist identisch 1, also unbrauchbar.

Somit haben wir fiir die Wahl von seq nur eine Entscheidung zwischen (;; und (i3 zu
treffen. Nun gilt aber fiir alle z,y € {0,1}.

ﬁll(gj7 y) = ﬁ13(y7 33‘),

d. h. 8;; und (3 stehen in ,inverser® Beziehung, bezogen auf die Reihenfolge der Ar-
gumente.
Die Auswahl gelingt durch folgendes Prinzip:

Der Wahrheitswert einer ,, Wenn ..., so“-Aussage der Form
Wenn A, so B

stimmt mit dem Wahrheitswert der Konklusion B iiberein, falls die Priamisse
A wahr ist, d. h. es gilt

Val(Wenn A, so B) = Val(B),

falls Val(A) = 1.

Daraus folgt, dafl

seq(1,0) =0

gelten muB, also wird als interpretierende Funktion seq die Funktion 31, wie bekannt und
iiblich, gewahlt.

Zweite Rechtfertigung der Wahl von (;; zur Interpretation von ,, Wenn ..., so“.

“

Quelle ist die Umgangssprache (d. h. die ,common sense communication), d. h. die
Verwendung logischer Grundbegriffe und Grundtatsachen in der Umgangssprache.
Wir betrachten dazu das folgende

Beispiel
Gegeben seien die folgenden Aussagen A und B, wobei

A =4 Die Sonne scheint

B =4 Wir gehen zusammen ins Freibad

Zwei Freunde treffen nun die Verabredung

Wenn A, so B,
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4. Implikationen in der Fuzzy-Logik

d. h.
Wenn die Sonne scheint , so gehen wir zusammen ins Freibad.

Hierbei haben wir die Prézisierung von Ort und Zeit zur Vereinfachung weggelassen, d. h.
wir nehmen an, dafl aus dem ,Kontext“ klar ist, auf welches Freibad und auf welchen
Zeitpunkt sich diese Verabredung bezieht.

Wir erschlieflen nun den ,, Werteverlauf*“ des Konnektors ,, Wenn ..., so“ durch die Dis-
kussion der folgenden Frage:

Wann ist diese Verabredung

1. eingehalten, d. h. Val(Wenn A, so B) =1
2. gebrochen, d. h. Val(Wenn A, so B) = 07

Der ,,common sense®, d. h. der ,,gesunde Menschenverstand®, legt fest, dafl die getroffene
Verabredung

gebrochen ist genau dann, wenn die Sonne scheint und die Freunde nicht zu-
sammen ins Freibad gehen, etwa deshalb, weil (mindestens) einer von ihnen
nicht kommt, d. h. wenn Val(A) =1 und Val(B) = 0 gilt.

Daraus folgt, dafl die Verabredung

eingehalten (also nicht gebrochen) wird genau dann, wenn einer der folgenden
drei Fille vorliegt:

Fall 1. Die Sonne scheint und die Freunde gehen zusammen ins Freibad, d. h.
Val(A) =1 und Val(B) =1.

Fall 2. Die Sonne scheint nicht und die Freunde gehen (trotzdem) zusammen
ins Freibad, d. h.

Val(A) =0 und Val(B) =1.

Fall 3. Die Sonne scheint nicht und die Freunde gehen nicht zusammen ins
Freibad, d. h.
Val(A) =0 und Val(B) =0.

Somit fiihrt die ,,common-sense“-Diskussion exakt auf die Tabelle

| 611(3:73/)
0 0 1
0 1 1
10 0
11 1
Dritte Rechtfertigung
Die Aussage
, Wenn A, so B¢

ist gleichbedeutend mit
,» Nicht A oder B“,

wobei ,,oder* das inklusive Oder bedeutet.
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Diese ,,Rechtfertigung” ist relativ uneinsichtig, sie fithrt aber trivial wiederum auf die
Funktion 3.

Wir wollen jedoch schon hier darauf hinweisen, daf} sich hinter der beschriebenen dritten
Rechtfertigung ein allgemeines Erzeugungsprinzip fiir Implikationen verbirgt, das in der
Fuzzy-Logik als Prinzip der Erzeugung von Implikationen als S-Implikationen eine grofle
Rolle spielt.

Die dritte Rechtfertigung besagt in anderer Form, dafi die Funktion 3,1 = seq, die zur
Interpretation von ,, Wenn ..., so“ verwendet wurde, die Funktionalgleichung

seq(x,y) = or(non(x),y)

mit x,y € {0,1} erfiillt. Diese Funktionalgleichung wird dann in der Fuzzy-Logik in die
Form

imp(z,y) = o(v(x),y)

mit z,y € (0, 1) iibersetzt, wobei o bzw. v eine gegebene S-Norm bzw. Negation ist. Man
sagt dann, dal imp eine S-Implikation sei, die durch ¢ und v erzeugt wird.

Zweite Moglichkeit

Eine mehrwertige, aber extensionale Interpretation des Konnektors
» Wenn ..., so“.

Im Gegensatz zur zweiwertigen (extensionalen) Interpretation des Konnektors
» Wenn ..., so“ sprechen wir im mehrwertigen Fall von ,einer ... Interpretation“, um
anzudeuten, daf} es hier sehr verschiedene Ansétze gibt. Dies 148t sich allgemein wie folgt
beschreiben.

Gegeben sei eine nicht-leere, ansonsten beliebige Menge M von Wahrheitswerten. Wir
nehmen an, dal der Wahrheitsgehalt der Aussagen A und B durch Wahrheitswerte aus
M beschrieben wird, d. h., dafl

Val(A) e M und  Val(B) e M

gilt.
Eine extensionale, aber mehrwertige (genauer: auf die Menge M der gewéhlten Wahr-
heitswerte bezogene) Interpretation des Konnektors ,, Wenn ..., so...“ ist dann gegeben

durch eine Abbildung w mit
w:MxM-— M,

so daf} gilt
Val(Wenn A, so B) = w(Val(A), Val(B)).

Im folgenden werden wir allein die Menge (0, 1) als Menge M aller verwendeten Wahr-
heitswerte betrachten. Demgem#fl wird die Abbildung w als LukASIEWICZsche Funktion
A mit

A:(0,1) x (0,1) — (0,1)

gewihlt. Damit entsteht das folgende

Problem
Welche Eigenschaften mufl die Abbildung A erfiillen, damit man sinnvollerweise von einer
Implikation in der Fuzzy-Logik sprechen kann?

Dieses Problem werden wir noch genauer studieren, insbesondere in dem Zusammenhang,
daB Implikationen die Basis fiir die sehr wichtige Schlufiregel der Modus Ponens sind.
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4. Implikationen in der Fuzzy-Logik

Dritte Moglichkeit

Eine kausale Interpretation des Konnektors ,, Wenn ..., so“.
Bei dieser dritten Moglichkeit liegt die Vorstellung zugrunde, dafl eine Aussage der Form

Wenn A, so B

auf die Weise interpretiert wird, daf} sie einen kausalen Zusammenhang in dem Sinne
beschreibt, dafl das ,,Vorliegen“ von A das ,,Vorliegen“ von B nach sich zieht.

Wir erldutern dies durch die folgenden zwei Beispiele. Dabei setzen wir zur Vereinfa-
chung voraus, daf} fiir die betrachteten Aussagen A und B das Prinzip der Zweiwertigkeit
gilt, d. h., daBl Val(A) und Val(B) in {0,1} liegen. Ferner wollen wir zur Vereinfachung
voraussetzen, dafl die kausale Beziehung

Wenn A, so B
entweder vorliegt oder nicht vorliegt, demgeméfl nehmen wir an, dafl
Val(Wenn A, so B)
definiert ist und ebenfalls in {0, 1} liegt.
Beispiel

A =45 Es regnet
B =, Die Strale wird na8.

Wir bilden nun die , kausale* Verkniipfung
Wenn A, so B,

also
Wenn es regnet , so wird die Strafie nafl.

Dabei haben wir auf die Angabe gewisser ,, Kontextinformationen“ verzichtet, durch die
die obige Aussage erst ,vollstiandig® wird, ndmlich, dafl sich A und B auf dieselbe Zeit
und denselben Ort beziehen und dafl die betrachtete Strafle nicht {iberdacht ist.

Wenn wir nun annehmen, dal A und B wahr sind, d. h.

Val(A) = Val(B) =1

gilt, dann ist auch
Wenn A, so B,

wahr, somit kann man den Wahrheitswert
Val(Wenn A, so B)

im vorliegenden Fall Val(A) = Val(B) = 1 mit der ,klassischen“ zweiwertigen Implikati-
onsfunktion seq ,extensional“ wie folgt berechnen

(4.4) Val(Wenn A, so B) = seq(Val(A), Val(B)).
Wenn wir nun B durch =B, d. h.

—B : Die Strafle wird nicht nafl
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4.1 Motivationen und Vorbemerkungen

ersetzen, wird die ,kausale* Aussage
Wenn A, so —B,

falsch, d. h.
Val(Wenn A, so B) = 0.

Dieser Wert kann aber ebenfalls mit Hilfe der Formel (4.4) berechnet werden, denn es gilt
seq(Val(A), Val(—B)) = seq(1,0) = 0.

Eine neue Situation bietet das Problem, welchen Wahrheitswert man den , kausalen* Aus-
sagen

a) Wenn—-A, so B
und
b) Wenn —-A, so -B

zuordnen soll, wobei A und B wahr sind.
Im Fall a) kénnte man in Ubereinstimmung mit

seq(0,1) =1

den Wert 1 (wahr) zuordnen und argumentieren, dafi B dadurch wahr ist, daf§ ein Spreng-
wagen gefahren ist.
Im Fall b) miite man analog in Ubereinstimmung mit

seq(0,0) =1

der ,kausalen“ Aussage
Wenn—-A, so B

den Wert 1 (wahr) zuordnen, was verniinftig wére, wenn es auBer Regen keine andere
Moglichkeit gibt, eine Strafle ,naflzumachen*.

Lehnt man diese Festlegung ab, mufl man, sofern man in der zweiwertigen Logik bleiben
und , extensional rechnen“ will, der obigen Aussage den Wert 0 zuordnen, also muf (4.4)
ersetzt werden durch

(4.4") Val(Wenn A, so B) = ¢(Val(A), Val(B)),
wobei ¢ durch die Tabelle
| e(,y)
00 0
0 1 1
10 0
11 1

charakterisiert ist. Diese Funktion, es ist offenbar (g, erfiillt offenbar die Funktionalglei-
chung

o(r,y) =y

fiir alle 2,y € {0,1}, hiingt also vom ersten Argument nicht ab, demgemé&f wiire

Val(Wenn A, so B)
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4. Implikationen in der Fuzzy-Logik

von Val(A) unabhéngig, und das ist sicher keine ,verniinftige“ kausale Interpretation des
Konnektors , Wenn ..., so...".

Somit folgt, dal eine extensionale zweiwertige Interpretation des kausalen
,Wenn..., so...“ problematisch ist. Ein gewisser Ausweg erdffnet sich durch die fol-
gende Diskussion des Falls, dal A durch A’ ersetzt wird, wobei

A" =,.; Keine Wolke ist am Himmel und kein Sprengwagen (und keine Gief3-
kanne usw.) ist in Téatigkeit.

Wir nehmen an, daf3 A’ wahr ist, also
Val(A") =1

gilt. Dann ist
Wenn A’ , so B

falsch, d. h. es gilt
Val(Wenn A’ , so B) = 0.

Wire nun das kausale ,, Wenn ..., so...“ ein extensionaler Konnektor, dann wiirde aus
Val(A") = Val(A)

die Gleichung
e(Val(A"), Val(B)) = p(Val(A), Val(B))

folgen, also wiirde gelten
0= Val(Wenn A’ , so B) = Val(Wenn A, so B)
und das wére ein Widerspruch zur Voraussetzung
Val(Wenn A, so B) = 1.
Dieser Widerspruch kann vermieden werden durch den folgenden allgemeinen Ansatz:
(4.5) Val(Wenn A, so B) = Seq(Val(A), Val(B), A, B).

Dieser Ansatz bedeutet offenbar, dafl der Wahrheitswert der kausalen Aussage
, Wenn A, so B nicht allein von den logischen Werten Val(A) und Val(B) der Aus-
sagen A und B abhingt, sondern von diesen Aussagen selbst, insbesondere von ihrer Be-
deutung. Dieser Ansatz wird héufig auch ,intensionale“ Interpretation (des Konnektors
s Wenn ..., so...“) genannt.

Zur vertiefenden Argumentation, dafl der kausale Konnektor ,, Wenn..., so ...“ nicht
extensional interpretiert werden kann, brauchen wir das folgende zweite

Beispiel Gegeben seien die folgenden Aussagen:

A, : Man driickt in Horsaal 1 den Knopf K.
A, : Man driickt in Horsaal 2 den Knopf K.
B : In Horsaal 1 geht die Beleuchtung an.
B, : In Horsaal 2 geht die Beleuchtung an.
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Wir setzen voraus, dafl die Beleuchtungsanlagen in Ordnung sind, d. h., daf} die folgenden
(kausalen) Aussagen wahr sind:

Wenn Ay, so By

und
Wenn Ay, so B,

sowie daf} die folgenden (kausalen) Aussagen
Wenn Ay, so By

und
Wenn A, , so By

falsch sind.
Wir setzen nun voraus, dafl A;, B;, A, und B, wahr sind, d. h.

Val(Ay) = Val(B,) = Val(Ay) = Val(By) =1

gilt.
Ferner gilt nach Voraussetzung

Val(Wenn A, , so By) = Val(Wenn A,y , so By) =1

und
Val(Wenn Ay , so By) = Val(Wenn A, , so By) = 0.

Wire nun die Interpretation extensional, wiirden daraus die Widerspriiche
1 = Val(Wenn A; , so By) = Val(Wenn A; , so By) =0

und
1 = Val(Wenn Ay , so By) = Val(Wenn Ay, so B;) =0

folgen.

Es sei abschlieflend zu diesen Beispielen noch darauf hingewiesen, dafl die bei einer exten-
sionalen Interpretation auftretenden Schwierigkeiten nicht iiberwunden werden kénnen,
indem man von der zweiwertigen Logik zu einer mehrwertigen iibergeht.

Im weiteren Verlauf dieser Vorlesung werden wir die , kausale“ Interpretation des Kon-
nektors ,, Wenn ..., so...“, die schliefflich zur sogenannten ,, Kausalen Logik* fiihrt, nicht
weiter untersuchen.

Vierte Moglichkeit

Eine funktionale Interpretation des Konnektors ,, Wenn ..., so“.
Gegeben sei eine ,,Blackbox“, die die reelle Funktion

f(r) =322

realisiert.
Man kann dies graphisch durch das Diagramm

andeuten.
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4. Implikationen in der Fuzzy-Logik

“

Sprachlich kann man diesen funktionalen Zusammenhang durch den ,, Wenn ..., so...“-
Konnektor beschreiben in der Form

Wenn Eingabe x, so Ausgabe 3 - 2.

Offenbar ist damit die ,,Funktionsweise* der betrachteten Blackbox korrekt und vollstéin-
dig beschrieben.

Fine andere Situation liegt vor, wenn die Funktionsweise der beschriebenen Blackbox
nur partiell bekannt ist, etwa durch die Spezialkenntnisse eines Experten oder durch Ex-
perimente mit der Blackbox. Dieses ,partielle Wissen wird dann durch mehrere (etwa
n=1),Wenn..., so...“ Angaben (Regeln) ausgedriickt, z. B. in der Form

Wennx =1, soy =3
Wennx =3, soy =27
Wennx =10, soy = 300

Wennaz =1, soy = 3.

Die Aufgabe besteht nun darin, aus diesen endlich-vielen Angaben durch eine (un-
vollstidndige) Induktion eine reelle Funktion ¢(x) zu bestimmen, die

1. den angegebenen Zuordnungen nicht widerspricht, d. h. fiir die

p(1) =3
p(3) =27
©(10) = 300
v(3)=03)

gilt

2. der tatsédchlichen Funktion f(x) moglichst nahekommt, am besten, die mit f(x)
iibereinstimmt.

Diese Grundgedanken werden beim Aufbau von Fuzzy-Reglern fundamental sein und des-
halb in den betreffenden Kapiteln noch genauer studiert werden.

Fiinfte Maoglichkeit

Eine imperative Interpretation des Konnektors ,, Wenn ..., so‘.
Aus imperativen Programmiersprachen sind sprachliche Konstrukte der Form

Wenn A, so «

wohlbekannt. Auch die Interpretation ist geldufig: A ist eine logische Bedingung, « ist
ein Programm. Das Gebilde ,, Wenn A, so a* wird als bedingtes Programm interpretiert,
nidmlich: Wenn A wahr ist, so fithre das Programm « aus; ist A falsch, so {iberspringe das
Programm ,, Wenn A, so .

Diese Interpretationsmdoglichkeit kann ebenfalls in der Fuzzy-Regelung von Nutzen sein;
ferner in der ,regelbasierten“ Klassifikationstheorie, wo die Ausfithrung des Programms
a die Einordnung eines Elements x in eine bestimmte Klasse K bedeuten kann.
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4.2 Ein Axiomensystem fiir Implikationen

Wir beginnen mit der Formulierung eines Axiomensystems fiir Implikationen. Dieses Axio-
mensystem wurde aus der Betrachtung vieler Beispiele abstrahiert. Wir stellen es an die
Spitze unserer Betrachtungen, um von vornherein den Rahmen abzustecken, in dem wir
uns bewegen wollen.

Wir gehen wieder nach dem Muster vor, nach welchem wir Axiomensysteme fiir
T-Normen, S-Normen, Negationen und Misch-Normen aufgebaut haben, indem wir ge-
wisse ,, Grundaxiome® formulieren, die von jeder Implikation erfiillt werden miissen. Hier
sind dies die Axiome I, I,, Is und I,.

Die Grundaxiome werden durch Zusatzaxiome (I5, Ig, I, Ig, Iy) ergénzt, die zur , fei-
neren* Spezifizierung von Implikationen dienen und die demgemé&f nicht fiir alle der be-
trachteten Implikationen gelten.

Gegeben sei eine Funktion émp mit

imp : (0,1) x (0,1) — (0,1).

Definition 4.2.1
1mp heille Implikation
=45 Die folgenden Bedingungen I, I, Is und I, sind erfiillt

I;: Fiir jedes x € (0,1) gilt:

imp(0,z) =1
imp(l,x) =x
imp(z,1) =1

l5: Die Funktion imp ist im ersten Argument comonoton und im zweiten Argument
monoton, d. h. fiir jedes x,y € (0, 1) gilt:

Wenn = <y, so imp(x,z) 2 imp(y,z) und imp(z,x) < (z,y).

I3: Die Funktion imp erfiillt den Satz der Kontraposition, d. h. fiir jedes x,y € (0,1)
gilt:
imp(z,y) = imp(imp(y,0), imp(z,0)).
l4: Die Funktion imp erfiillt den Satz der Prémissenvertauschung, d. h. fiir jedes
z,y,z € (0,1) gilt:

imp(x, imp(y, z)) = imp(y, imp(z, z)).

Bemerkungen
1. Axiom I; gibt einige allgemeine Eigenschaften wieder, die man fiir eine ,, verniinftige*
Implikationen immer haben mdochte, ndmlich:

e imp(x,1) =1, d. h. ist die Konklusion ,, wahr* im Sinne des ,,besten“ Wahrheits-
wertes 1, so ist die Implikation ebenfalls wahr im Sinne des ,,besten* Wertes.

e imp(0,2) =1, d. h. nimmt die Prédmisse den ,schlechtesten“ Wert 0 an, erhilt
die Implikation den ,,besten* Wert 1.

e imp(l,x) = x, d. h. nimmt die Pramisse den ,besten“ Wert 1 an, erhilt die
Implikation den Wert der Konklusion.

101



4. Implikationen in der Fuzzy-Logik

Diese Bedingungen und ihre Interpretation kann man als ,, verniinftige* Verallgemei-
nerungen der Eigenschaften der zweiwertigen Implikation ansehen.

2. Definiert man eine einstellige Funktion v fiir z € (0,1) durch
v(x) =g4ep imp(x,0),
so folgt aus I; und I, dafl v eine Negation ist. Bezogen auf die Funktion imp bedeu-

tet dies, dafl der ,schlechteste“ Wahrheitswert 0 als Konklusion die Negation der
Prémisse nach sich zieht.

3. Mit Verwendung der definierten Negation v kann man Axiom I3 in der Form schrei-
ben, daf fiir jedes x,y € (0,1) gilt:

imp(x,y) = imp(v(y),v(z)).
4. Aus der zweiwertigen sowie aus der intuitionistischen Logik weifl man, dafl man Axi-

om I3 in die folgenden 4 Formen zerlegen kann, die im allgemeinen nicht paarweise
gleichwertig sind

I3: Fiir jedes z,y € (0,1) gilt:

imp(v(x),v(y)) < imp(y, x)
12: Fiir jedes z,y € (0,1) gilt:

imp(v(x),y) < imp(v(y), x)
I3: Fiir jedes z,y € (0,1) gilt:

imp(x,v(y)) < imp(y,v(z))

: Fiir jedes x,y € (0,1) gilt:

w

imp(z,y) < imp(v(y),v(z))

Aufgabe 4.2.1 Man studiere die gegenseitige Abhéngigkeit der Axiome I} bis Ij.

5. Das Axiom I, kann als eine eingeschriankte linksseitige Kommutativitit des ,,bindren
Operators® imp verstanden werden. Diesem Axiom entspricht in der zweiwertigen
Logik die folgende logische Aquivalenz

A—(B—C)=B—(A—-C),

dort ebenfalls Satz der Pramissenvertauschung genannt. Mit Hilfe der zweiwertigen
Funktion seq ausgedriickt, bedeutet dies, daf fiir alle x,y, z € {0,1} die Gleichung

seq(z, seq(y, z)) = seq(y, seq(x, z))
gilt.

Wir formulieren nun die angekiindigten zusétzlichen Axiome.
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I5. Selbstimplikation

Fiir jedes z € (0, 1) gilt:
imp(z,x) =1

lg. Préamissenbelastung
Fiir jedes z,y € (0,1) gilt:
imp(x, imp(y,x)) = 1.
I,. Stetigkeit
Die Funktion imp ist in (0, 1) stetig.

Wir bezeichnen wie {iblich durch £ die natiirliche Ordnung in der Menge der reellen
Zahlen.

Is. ,,Definierbarkeit* der Ordnungsrelation < durch imp in (0, 1).
Fiir jedes z,y € (0,1) gilt: x < y genau dann, wenn imp(z,y) = 1.

lg. Die Funktion #mp heifle involutorisch
=g Fiir jedes z € (0,1) gilt:

imp(imp(z,0),0) = x.

Bemerkungen
1. Die Selbstimplikation (Axiom Ij) ist aus der zweiwertigen Logik bekannt, weil fiir
die Funktion seq fiir alle z € {0,1} die Gleichung

seq(z,x) =1
gilt.

2. Auch die Pramissenbelastung (Axiom Ig) ist aus der zweiwertigen Logik bekannt,
weil fiir die Funktion seq fiir alle z,y € {0,1} die Gleichung

seq(z, seq(y, x)) =1
gilt.
3. Zur Stetigkeit gibt es im , diskreten“ Bereich {0, 1} fiir seq(z,y) kein Analogon.

4. In vielen konkreten Fillen ist es giinstig, das Axiom Iz in die folgenden zwei Axiome
I} und I3 aufzuldsen.

g- Die Ordnungsrelation < wird von #mp akzeptiert, d. h. fiir jedes z,y € (0,1)

gilt:

Wenn z < y, so imp(z,y) =1

N

2. Die Ordnungsrelation < wird von imp impliziert, d. h. fiir jedes z,y € (0,1) gilt:

Wenn imp(z,y) =1,s0 z S y.
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5. Verwendet man die durch
v(x) =g4ep imp(x,0)
fiir x € (0,1) definierte Funktion, so kann man Axiom Iy in der Form
v(v(z)) =z (z €(0,1))
schreiben, was besagt, daf§ die Funktion v involutorisch ist.
6. Axiom Iy kann man zerlegen in I und I2, wobei
I3. Fiir alle z,y € (0,1) gilt:
imp(imp(z,0),0) < =,
d.h.v(v(z)) S
12. Fiir alle z,y € (0,1) gilt:
x < imp(imp(x,0),0),
d. h. z S v(v(x)).

Gilt Axiom I} bzw. 12, so sagt man, dafl imp und auch v stark involutorisch bzw.
schwach involutorisch sei.

4.3 S-Implikationen

Gegeben sei eine S-Norm ¢ und eine Negation v. Ausgehend von der zweiwertigen Glei-
chung

seq(z,y) = vel(non(z),y)
fiir x,y € {0,1} definieren wir.

Definition 4.3.1
Eine Abbildung imp mit heifle von ¢ und v erzeugte S-Implikation
=g Fiir alle z,y € (0,1) gilt:

imp(z,y) = o(v(z),y).

Theorem 4.3.1
Ist imp(x,y) die von o und v erzeugte S-Implikation, so erfiillt imp die Axiome I, I, und
I, sowie, falls v involutorisch ist, das Axiom I5.

Beweis
Die angegebenen Eigenschaften I, bis I, sind so formuliert und numeriert, dafl sie mit
den entsprechenden Axiomen S; bis S, korrespondieren (wobei die Axiome N;, N, und
N, geeignet eingehen). Dies ist eine Abweichung gegeniiber der Literatur, siche dazu z. B.
D. DuBois und H. PRADE [15].

In der angegebenen Arbeit vergleiche man insbesondere Abschnitt 3.3 mit unseren Dar-
legungen.

ad 1.

1.1 imp(z,0) = v(x).
Es gilt imp(x,0) =4 o(v(z),0)

=v(x) nach S;
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1.2 imp(z,1) =1
Es gilt imp(x,1) =4 o(v(z),1)
-1 nach S,
1.3 imp(0,z) =1
Es gilt imp(0,2) =4 o(v(0), x)

= J(l x) nach N,
o(x,1) nach S;
=1 nach S;

1.4 imp(l,z) ==z
Es gilt imp(1,2) =4 o(v(1), )

=o0(0,z) nach N,
= o(z,0) nach Sz
=z nach S;

ad 2. Es sei z £ y. Wir haben zu zeigen

2.1 imp(z,z) 2 imp(y, z) und
2.2 imp(z,z) < imp(z,y).

v(y) £ v(z), also mit Sy
o(v(y),z) L o(v(x),z), d. h.
imp(y, z) < imp(z, 2)

ad 2.2 Aus z < y folgt mit S,

o(v(z),z) £ o(v(z),y), also nach Definition von imp

imp(z,z) < imp(z,y).

ad 3. imp(x,y) =4 o(v(x),y)

=o(y,v(x)) nach Sj

=o(v(v(y)),v(z)) nach Ny

= imp(v(y),v(x)) nach Definition von imp.

ad 4. imp(x,imp(y, z)) =aer o(v(x), imp(y, 2))

=aef 0(v(),0(v(y), 2))
=o(o(v(z),v(y)),2) nach S,
=o(o(v(y),v(x)),2) nach S
=o(v(y),o(v(x),2)) nach S,
=o(v(y), imp(z,z)) nach Definition von imp

= imp(y, imp(z, 2)) nach Definition von imp.
|

Einige weitere wiinschenswerte Eigenschaften von Implikationen gelten fiir S-Implika-
tionen im allgemeinen nur dann, wenn man an ¢ und v zusétzliche Forderungen stellt.
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Theorem 4.3.2
1. Gilt fiir o beziiglich v das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten, so erfiillt imp zusétz-
lich die Axiome Iy, I und I}.

2. Sind o und v stetig, so erfiillt imp das Axiom I;.

Beweis
ad 1 I5. Es gilt imp(x,2) = o(v(x),z) nach Definition von imp,

=1 nach Voraussetzung.

le. Es gilt imp(z,imp(y,z)) = imp(z,0(v(y),x)) nach Definition von imp,

=o(vz,o(v(y),z)) nach Definition von imp,
=o(o(vz,v(y)),x) mnach Sy,
=o(o(vy,v(x)),z) mnach S;

o(vy,o(v(z),x)) mnach Sy
=o(vy,1) nach Voraussetzung
=1 nach S;

. Es sei

Da v comonoton ist, folgt aus x < y, dafl

v(y) = v(x),

also mit Sy (Monotonie von o), dafl
o(v(y),y) < o(v(z),y).

Nun erfiillt aber ¢ beziiglich v das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten, d. h.
es gilt

o(v(y),y) =1,

also folgt mit o(v(y),y) £ o(v(z),y), daB

o(v(a).y) = 1, d. h.
imp(z,y) = 1.

ad 2 I,;. Eine Verkettung stetiger Funktionen ist wieder stetig.

Aufgabe 4.3.1 Gibt es S-Implikationen, die nicht I} und/oder nicht I? erfiillen?

Problem
Wann man eine zweistellige Abbildung

¢:(0,1)* = (0,1)

eine Implikation (im allgemeinen Sinne) nennen sollte, ist in der Literatur bis heute nicht
eindeutig festgelegt (wie etwa der Begriff der T-Norm durch die Axiome T, Ty, T3, Ty
und der Begriff der S-Norm durch die Axiome S, Sa, Sz, S4).
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Wir moéchten vorschlagen, dafl mindestens die Axiome
Il) IQ, 13 und I4

gelten.
Inwiefern man die Axiome Is, Ig, I7, Is bzw. Iy fordern kann oder muf, ist unklar; wir
werden dies durch die Betrachtung der folgenden Beispiele erldutern.

Beispiel 1 Die KLEENE-DIENES-Implikation,

ZmpKD($7y) —def mam(l - :Evy) z,y € <071>

Offenbar ist impyp eine S-Implikation, erzeugt von der S-Norm maz(z,y) und der LUKA-
SIEWICZschen Negation vy, =1 — .

Theorem 4.3.3
Die KLEENE-DIENES-Implikation erfiillt die Axiome I, I, I3, I, I;, I2 und Iy; jedoch
nicht I, I und I}.

Beweis

Die Giiltigkeit von Iy, I, I3, I folgt aus Theorem 4.3.1; die iibrigen Behauptungen mufl
man gesondert zeigen. Aufgabe 4.3.2! |
Bemerkung

Die KLEENE-DIENES-Implikation erfiillt die als notwendig deklarierten Bedingungen I,
I5, Is und I; die Nichtgiiltigkeit der Selbstimplikation, d. h. von

imp(z,z) =1 fiir alle z € (0,1)
ist ein grofler Mangel; die Nichtgiiltigkeit der Priamissenbelastung, d. h. von
imp(z, imp(y,z)) =1 fiir z,y € (0,1)

kann als ein gewisser ,,Nicht-Monotonieeffekt“ (die Hinzunahme neuer Bedingungen kann
zur Folge haben, daf§ vorher ableitbare Sétze dann nicht mehr ableitbar sind) im Sinne

der Nicht-Monotonen Logik gedeutet werden.
Die Bedingung I} wird durch z =y = %, also ¢ < y, aber
imp (4,3) = maz (1= 4. = &

widerlegt.

Beispiel 2 Die LUKASIEWICZsche Implikation
impy(,y) =aer min(1,1 —z +y)

Offenbar ist imp; eine S-Implikation, erzeugt von der S-Norm vel,(z,y) = min(1,z + y)
(bold-Alternative) und der LUKASIEWICZschen Negation v, (x) = 1 — z.

Theorem 4.3.4
Die LukAsiEwICzsche Implikation erfiillt sdmtliche Axiome I bis Ij.
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Beweis
Aufgabe 4.3.3. |

Bemerkung

Unter dem Gesichtspunkt, dafl moglichst viele der Bedingungen I; bis Ig erfiillt sein sol-
len, ist die LUKASIEWICZsche Implikation unter den hier betrachteten die ,beste“ (alle
Bedingungen erfiillt).

Problem
Welche weiteren zweistelligen Abbildungen

imp : (0,1)* — (0,1)

erfiillen sdmtliche Bedingungen I, bis I4?

Beispiel 3 Die REICHENBACHsche Implikation

impr(2,y) =agep 1l —x+ 2y (z,y € (0,1))

Offenbar ist impp eine S-Implikation, erzeugt von der S-Norm wvel,(z,y) =z +y —z -y
(algebraische Alternative) und der LUKASIEWICZschen Negation vy, = 1 — z.

Theorem 4.3.5
Die REICHENBACHsche Implikation erfiillt die Axiome I, I, I3, I, I; und I%; jedoch nicht
I5, Iﬁ und Ié

Beweis

Die Giiltigkeit von I, I,, I3, I folgt aus Theorem 4.3.1; die {ibrigen mufl man gesondert
zeigen. Aufgabe 4.3.4! |
Bemerkungen

Man vergleiche Formulierung und Beweis der Theoreme 4.3.3 und 4.3.5.

Beispiel 4 Die schwach-drastische Implikation

Y, falls z =1
iMmp(T,y) =aep § 1 —, fallsy=0
1, fals0 Sz <lund 0<y <1

Offenbar ist imp 4 eine S-Implikation, erzeugt von der S-Norm wvelyq und nony,, wobei die
schwach-drastische Alternative definiert ist als

y, fallsz=0
velsa(Z,y) =agef o, fallsy =0
1, fallsz >0und y > 0.

Aufgabe 4.3.5 Welche der Axiome I; fiir i € {1,...,9} werden von imp,, erfiillt bzw.
nicht erfiillt?
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Beispiel 5 Die drastische Implikation

1, falsO0Sx<loder0<y=<s1

1mp (T, Y) =der
Pa(®.y) df{O, fallsx =1und y =0

Offenbar ist imp, erzeugt von dem Alternativskelett vely und nony, wobei die drastische
Alternative definiert ist als
1, falls0<z<loder0<y=<1
vela(T,Y) =aer
0, fallsz=0und y=20

Aufgabe 4.3.6 Welche der Axiome I; fiir i € {1,...,9} werden von imp, erfiillt bzw.
nicht erfiillt?

4.4 R-Implikationen

Der Ausgangspunkt fiir die Definition der Klasse der S-Implikation war die Tatsache,
daf} fiir die zweiwertige Implikation seq die Identitét

seq(x,y) = vel(non(z),y) x,y €{0,1}

gilt. Diese Formel hatten wir fiir eine beliebige S-Norm ¢ und Negation v in der Form

imp(x,y) = o(v(z),y) z,y €(0,1)

fiir beliebige reelle Werte x,y aus (0, 1) iibertragen.

Der Ausgangspunkt fiir die Definition der Klasse der R-Implikationen ist die Tat-
sache, daf fiir die zweiwertige Implikation seq eine andere Identitét (zusétzlich) gilt,
némlich, daB fiir alle z,y € {0,1}:

seq(x,y) = Maz {z| et(z,z) Sy und z € {0,1}}

Beweis
dieser Identitét als Aufgabe 4.4.1! |

Problem
Wie kann man motivieren, dafl man eben diese Identitit zum Ausgangspunkt fiir die
Definition weiterer Implikationen in der Fuzzy-Logik nimmt?

1. Die obige Identitét stellt einen Zusammenhang zwischen Implikation und allein der
Konjunktion her, ohne Verwendung der Negation wie bei S-Implikationen. Eine
yinhaltlich-logische“ Argumentation zur Begriindung dieses Ansatzes ist schwierig
(fast unmoglich); die Ursache dafiir sind die in Abschnitt 4.1 beschriebenen Schwie-

rigkeiten, die Konstruktion
, Wenn A | so B¥,

d. h. den ,, Wenn ..., so...*“ Konnektor semantisch zu interpretieren.

2. Es gibt eine algebraisch-Mathematische Begriindung dieses Ansatzes im Rahmen
der Theorie der

residualen Verbdinde.
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Wir fiihren dies hier nicht aus, sondern verweisen dazu auf die Arbeit [18] von
J. A. GOGUEN, wo dieser Zugang ausfiihrlich diskutiert wird. Die Benennung , R-
Implikation“ stammt von ,Residuated.

Die obigen Beziehungen aus der zweiwertigen Logik werden nun zum Anlafl der folgenden
Definition genommen.
Gegeben seien beliebige zweistellige LUKASIEWICZsche Funktionen #mp und 7, d. h.

imp, 7 : (0,1)> — (0,1).

Definition 4.4.1
1. imp heiBe durch T erzeugte R-Implikation
=q4er Fiir jedes x,y € (0,1) gilt:

imp(z,y) = Sup{x|7(z,z) Sy und z € (0,1)}

2. imp ist eine R-Implikation
=qes Es gibt eine zweistellige Funktion 7, die imp geméfl Bedingung 1 erzeugt.

Bemerkung
In Definition 4.4.1 haben wir gegeniiber der Form

seq(x,y) = Maz {z| et(z,z) Sy und z € {0,1}}

den Maximum-Operator durch den Supremum-Operator ersetzt, da in (0,1) eine Teil-
menge M € (0,1) kein Maximum haben muf}, wihrend fiir M € {0,1} stets der Fall
ist.

Wir stellen nun die folgenden

Probleme
1. Essei 7 ein Konjunktionsskelett. Welche der Eigenschaften I; bis Is kann man folgern
und welche nicht?

2. Es sei 7 eine T-Norm. Die Aufgabenstellung entspricht 1.

3. Wir definieren eine einstellige Funktion

v(x) =g4ep imp(x,0)
=der Sup {z|7(x,2) £0 und z € (0,1)}
3.1. Unter welchen Voraussetzungen fiir 7 werden durch das definierte v die Nega-
tionsaxiome Ny, Ny, N3, Ny, Ny erfiillt?
3.2. Unter welchen Voraussetzungen fiir 7 werden durch das definierte v erfiillt:
I;. Kontraposition
imp(x,y) = imp(v(y),v(z))

I1. Schwache einseitige Kontraposition

imp(z,y) < imp(v(y), v(z))
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4.4 R-Implikationen

I2. Starke einseitige Kontraposition

imp(v(y), v(x)) < imp(z,y)

N}. Schwache einseitige Involution

2- Starke einseitige Involution

Beispiel 1 Die LUKkASIEWICZsche Implikation

impy (x,y) =aep min(l,1 —z +y)
wird als R-Implikation von der T-Norm

ety(x,y) =g maz(0,x +y —1)

erzeugt.

Beweis
Wir haben zu zeigen, daf fiir alle z,y € (0,1) die Gleichung

(4.6) impy (x,y) = Sup {z| et,(x,2) Sy und z € (0,1)}

gilt. Nach Elimination der Definitionen haben wir zu zeigen, daf fiir x,y € (0,1) gilt:

(4.7) min(1,1 —x +y) = Sup{z| maz(0,2 +2—1) Sy und z € (0,1)}
Fall 1. =z < y.

Dann gilt

(4.8) min(l,1 —x +y) = 1.

Ferner ist fiir z = 1 die Bedingung
maz(0,z+2z—1) Sy
erfiillt, also nimmt die ,rechte Seite“ von Gleichung (4.7) den Wert 1 an.

Fall 2. = > y.
Dann gilt

(4.9) min(l,1 —x+y)=1—-z+y.
Wir stellen ferner fest, daf} fiir
Z=gq l—x+y

die Bedingung
maz(0,x +2z—-1) Sy
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4. Implikationen in der Fuzzy-Logik

erfiillt ist, also gilt
(4.10) l—2+y < Sup{z| maz(0,x+2—1) <y und z€ (0,1)}.

Setzen wir nun
Z =def 1—x+ y

in die Bedingung
maz(0,z+2z—1) Sy

ein, erhalten wir

maz(0,x + 2z —1) = maz(0,z + (1 —z +y) — 1)
=y

Somit kann es kein 2’ > z geben mit
maz(0,z + 2" — 1) Sy,

also geht (4.10) in eine Gleichung iiber.

Beispiel 2 Die GODELsche Implikation mit

, (z.9) 1, fallsz <y
impa(x,y) =de
Pty Y) =det y, fallsz >y
wird als R-Implikation von der T-Norm
6tm(£7 y) —def mm(:ﬂ, y)

erzeugt.

Beweis
Wir haben zu zeigen, daf} fiir alle z,y € (0,1) die Gleichung

(4.11) impg(x,y) = Sup {z| min(z,z) <y und z € (0,1)}
gilt.
Fall 1. z < y.

Dann gilt nach Definition von impg

(4.12) impg(x,y) = 1.

Somit haben wir zu zeigen, daf} gilt:
(4.13) Sup {z| min(z,z) Sy und z € (0,1)} = 1.
Die Gleichung (4.13) gilt, weil fiir z =1

min(z,1) =x Zy

gilt.
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4.4 R-Implikationen

Fall 2. = > y.

Dann gilt nach Definition von impg

(4.14) impg(z,y) =y.

Somit haben wir zu zeigen, daf3 gilt:

(4.15) Sup {z| min(z,z) Sy und z € (0,1)} =y.

Die Gleichung (4.15) gilt, weil die Bedingung min(x,z) < y fir z = y erfiillt ist,
denn

min(z,y) =y S y;

jedoch kein z = ¢’ mit 3’ > y existiert, so dafl

min(z,y') < y.

Aufgabe 4.4.2 Gibt es eine S-Norm ¢ und eine Negation v, so daf3
impg(x,y) = o(v(z),y) fiir alle x,y € (0,1)7
Theorem 4.4.1

Die GODELsche Implikation erfiillt die FEigenschaften I, I,, I, I, I, Is; jedoch die Eigen-
schaften I, I, (Stetigkeit) und Iy nicht.

Beweis
Aufgabe 4.4.3. |
Beispiel 3 Die GOGUENsche Implikation mit

1 ,falls x =0

m T,Y) =de
PGo(&:Y) Zaer {min (1, %) , falls « # 0.
wird als R-Implikation von der T-Norm

Eta(‘rvy) =def LY,

also von der algebraischen Konjunktion erzeugt.

Beweis
Wir haben zu zeigen, daf fiir alle z,y € (0,1) die Gleichung

(4.16) impao(z,y) = Sup{z|x-z <y und z € (0,1)}

gilt.
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4. Implikationen in der Fuzzy-Logik

Fall 1. z =0.

Dann gilt nach Definition von impg,

(4.17) MpGo(,y) = impg,(0,y) = 1.
Somit haben wir zu zeigen, dafl

(4.18) Sup{z|z-z<y und z€(0,1)} = 1.

Dann erfiillt z = 1 die Bedingung

wobei 0-1 < y, also gilt (4.18).
Fall 2. = > 0.

Fall 2.1 y < 2, also ¥ < 1.
Dann gilt nach Definition von imp,, dal

(4.19) impgo(x,y) = min (1, %) = 2.
Somit haben wir zu zeigen, dafl
(4.20) Sup{z|z-z2<y und z€(0,1)} =

Die Bedingung
r-zSy

wird aber von z = £ erfiillt; ferner gibt es wegen z -2 = x - (%) =y kein 2/ > z
mit z - 2’ <y, also gilt (4.20).

Fall 2.2 y > z, also £ > 1.
Dann gilt nach Definition von imp,, dal

(4.21) impeo(,y) = 1.
Somit haben wir zu zeigen, dafl
(4.22) Sup{z|z-z<y und z€(0,1)} =1

Dann wird die Bedingung
r-zSy

fiir z = 1 erfillt, also gilt Gleichung (4.22).
u

Aufgabe 4.4.4 Welche der Implikationsaxiome Iy, ... , Iy werden von imp,, erfiillt bzw.
nicht erfiillt?

Aufgabe 4.4.5 Man bestimme die R-implikationen, die von den folgenden Konjunktions-
skeletten bzw. T-Normen erzeugt werden.
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1. Drastische Konjunktion etyq, wobei

1, falszx=1undy=1
0, fallsOSzx<loder0Sy<1

eta(,y) =qef {

2. Schwach-drastische Konjunktion etq, wobei

y, fallsx=1
etsa(x,y) =aef § o, fallsy=1
0, fallsx<lundy<1

3. Die YAGER-Klasse ety, wobei

gl=

ety (z,y) =4er 1 — min (1, (1—-—2)"+1-v)") > mit 0 < w < 400

4. Die HAMACHER-Klasse et};, wobei

-y
l—7y)-(z+y—2z-y)

eth (2, y) =ge mit 0 < v < 400
n(z,y) oy ot

5. Spezialfall einer HAMACHER-Konjunktion

L, falls x # 0 oder y # 0
ety (z,y) =ap § THY -2y
0, fallsz =y =0

4.5 QL-Implikationen

Diese Klasse von Implikationen wurde von L. A. ZADEH in der Arbeit [56] beschrieben.
Ausgangspunkt ist wieder eine Identitéit der zweiwertigen Logik; ndmlich dafl fiir alle
x,y € {0,1} gilt:
seq(z,y) = vel(non(x), et(z,y))

In formalisierter Form bedeutet diese Identitéit, dafl die folgenden Formeln (im Zweiwer-
tigen) wertverlaufsgleich sind, d. h. es gilt

A—-B=A—ANANB.
Dementsprechend formulieren wir fiir Abbildungen
7.0:(0,1)" — (0,1)

und
v:(0,1) — (0,1),

wobei fiir alle z,y € (0,1):
T(z,y) = viow(z),v(y))),

d. h. 7 das v-Dual von o ist, die folgende Definition.
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4. Implikationen in der Fuzzy-Logik

Definition 4.5.1
1. imp ist QL-Implikation, erzeugt von 7, o und v
=g Fiir jedes z,y € (0,1) gilt:

imp(x,y) = o(v(z),7(z,y))
2. imp ist QL-Implikation

=4ef Es gibt 7,0,v, so daB T v-Dual von o ist und ¥mp von 7,0, im Sinne von 1
erzeugt wird.

Beispiel 4 Die KLEENE-DIENES-Implikation
impkp (2, Y) =aer maz(l — z,y)

ist QL-Implikation, erzeugt von 7,0, v mit

T(z,y) = maz(0,z +y — 1) x,y € (0,1)

o(z,y) = min(l,z +y)

viz)=1—x
Beispiel 5 Die ZADEHsche Implikation, definiert durch
impy(x,y) =aep maz(l —z, min(x,y)).

Offenbar ist diese Implikation eine QL-Implikation, erzeugt durch

7(x,y) = min(z,y)
o(z,y) = maz(z,y)

viz)=1—=

Aufgabe 4.5.1 Man untersuche die folgenden zwei ,exotischen“ Implikationen darauthin,
ob sie S-, R- bzw. QL-Implikationen sind und welche Implikationsaxiome sie erfiillen bzw.
nicht erfiillen:

1. die YAGERsche Implikation imp-, mit
mpy (T,Y) =aer Y*
2. die WILLMOTTsche Implikation impy, mit

impyw (2,Y) =4ep min(maz(1l — z,y), maz(x,1 —y, min(y,1 — x)))
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5. Die Teilmengenbeziehung fur
Fuzzy-Mengen

5.1 Motivationen und Vorbemerkungen

Wir gehen von der Erfahrung aus, dal in der scharfen Mengenlehre die Teilmengenbe-
ziechung M € N sowohl fiir die Theorie als auch in den Anwendungen auflerordentlich
wichtig ist, also sehr hiufig gebraucht wird. Ahnliches kann man auch in einer Fuzzy-
Mengenlehre erwarten, und zwar unabhéngig davon, auf welcher logischen Basis diese
Fuzzy-Mengenlehre (,standard* oder ,nicht-standard“) aufgebaut ist.

Dabei werden die folgenden drei neuen wichtigen Gesichtspunkte ins Spiel kommen.

1. Ausgehend vom Begriff der ,scharfen“ n-stelligen Relation aus der scharfen Men-
genlehre Entwicklung eines ,,weichen* Begriffs von n-stelliger Relation, auch Fuzzy-
Relation genannt (mehr dazu in Kapitel 6).

2. Feststellung der Tatsache, dafl schon in der scharfen Mengenlehre eine korrekte De-
finition der Teilmengenbeziehung M € N nur auf der Basis der Priadikatenlogik
moglich ist. Dies steht im Einklang mit dem Prinzip, mengentheoretische Bezie-
hungen auf logische Beziehungen zuriickzufithren. Die Ubertragung dieses Prinzips
auf die Fuzzy-Mengenlehre, hier im Spezialfall zur Definition einer Teilmengenbe-
ziehung fir Fuzzy-Mengen, fithrt mit Notwendigkeit dazu, die Fuzzy-Aussagenlogik
zur Fuzzy-Prddikatenlogik auszubauen.

3. Sind F und G Fuzzy-Mengen iiber einem Universum, so kann man zunéchst die
(scharfe) Teilmengenbeziehung M € N fiir scharfe Mengen M und N verallgemei-
nern zu einer ,scharfen® Teilmengenbeziechung F € G fiir die gegebenen Fuzzy-
Mengen F' und G. Demgemif wird F' € G nur zwei ,, Antworten“ haben, ,ja‘“ oder
,nein® bzw. ,,wahr“ oder , falsch*.

Fiir Theorie und Praxis reicht aber eine derartige ,,scharfe* Beziehung nicht aus;
weil zwischen Fuzzy-Mengen F' und G (auf Grund ihrer komplizierten Struktur ge-
geniiber scharfen Mengen M und N) vielféltigere Beziehungen bestehen kénnen, die
nicht zweiwertig beschreibbar sind. Demgeméf ist es notwendig, eine ,,weiche“ Teil-
mengenbeziehung Inc(F, G) zwischen Fuzzy-Mengen F' und G zu definieren, wobei

Inc(F,G) =g4¢p der Wahrheitswert aus (0,1) ist, zu dem F' Fuzzy-Teilmenge von G
ist.

Bevor wir dieses Programm im einzelnen durchfiihren, erinnern wir an einige bekannte
Dinge aus der scharfen Mengenlehre. Grundlage fiir die Betrachtung der Teilmengenbe-
ziehung ist die folgende Definition
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5. Die Teilmengenbeziehung fiir Fuzzy-Mengen

Definition 5.1.1
M C N (M ist Teilmenge von N )
=4ef VZ(x € M — 2 € N)

Diese Definition besagt anschaulich, dal M Teilmenge von N sein soll genau dann, wenn
jedes Element x von M auch Element von N ist. D. h. mit anderen Worten ,,genauer*, dafl
die Teilmengenbeziehung rein ,,quantitativ® (,extensional®) definiert wird, indem allein
auf das Vorkommen von Elementen z Bezug genommen wird; weitergehende Informatio-
nen, etwa die Art der ,,Beschreibung® der Mengen M und N, spielen dabei keine Rolle.

Wir nehmen nun an, dafl die Mengen M und N aus einem Universum U stammen. Die
Mengen M und N lassen sich — wie bekannt — eineindeutig durch ihre charakteristischen
Funktionen x,, und x, festlegen, wobei (zur Erinnerung!) x,, fiir M wie folgt definiert
ist

1. x,,:U—{0,1}

0, fallsx e U\ M

2 XM(Q:) —def {1 falls z € M

Verwendet man die charakteristischen Funktionen, ergibt sich aus der obigen Definition
die

Folgerung 5.1.1
M C N genau dann, wenn Vz (x,,(x) — X ()

Nun weil man aus der zweiwertigen Pradikatenlogik, dafl der All-Quantor V wie folgt
interpretiert wird:

VxA(x) ist WAHR genau dann, wenn jede , Instantiierung® A(x) mit z € U
wahr ist.

Somit erhilt man aus Folgerung 5.1.1:

M € N genau dann, wenn jede ,Instantiierung® x,,(z) — xy(z) mit € U
wahr ist.

Nun wird — im Zweiwertigen durch die ,,klassische* Implikationsfunktion seq interpretiert,
und fiir diese gilt fiir beliebiges u,v € {0, 1}:

seq(u,v) =1 genau dann, wenn u < v.
Wendet man dies auf Folgerung 5.1.1 an, erhélt man:

Folgerung 5.1.2
M € N genau dann, wenn fiir jedes v € U die Beziehung x,,(x) < x () gilt.

Folgerung 5.1.2 kann man nun zum Anlafl nehmen, fiir beliebige Fuzzy-Mengen F' und
G die im folgenden Abschnitt 5.2 studierte (,,scharfe”) Teilmengenbeziehung F' € G zu
definieren.

Die Relation € wurde fiir Fuzzy-Mengen erstmals von LOTFI A. ZADEH in [54] definiert.
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5.2 Die scharfe Teilmengenbeziehung fiir Fuzzy-Mengen

Gegeben seien beliebige Fuzzy-Mengen F' und G iiber dem Universum U.

Definition 5.2.1
F C G =, Fiir jedes x € U gilt: F(x) < G(x).

Da zur Formulierung dieser Definition die {ibliche zweiwertige Logik benutzt wird, ist
F C G eine ,scharfe (binédre) Relation, d. h. die Antwort auf die Frage, ob F' C G gilt,
ist ,,ja“ (Wahrheitswert 1) oder ,nein“ (Wahrheitswert 0).

Beispiele
Beispiel 1
U=4s{1,2,...} (natiirliche Zahlen aufer 0)
1
Fl(.Z') =def ﬁ zeU
1
G =def —
1(z) def
Nun gilt fiir alle x € U
L1
2 = x’

also

also ist F (scharfe) Teilmenge von Gy, d. h.
Fl g Gl-
FEine mogliche Veranschaulichung der betrachteten Fuzzy-Mengen F; und G;:
Fy(x): Die Zahl z ist eine ,sehr kleine“ natiirliche Zahl grofer als Null.
G1(x): Die Zahl x ist eine ,kleine“ natiirliche Zahl grofier als Null.
Hinweis
In diesem Beispiel tritt (erstmals in dieser Vorlesung) ein Modifikator auf, indem eine

Fuzzy-Menge (hier ,Klein“) durch das Prifix , sehr* modifiziert (hier zu ,sehr klein®)
wird (siche dazu Kapitel 10).

Beispiel 2
U —def {0, 1, 2, e }

% yfallsx e Uund =0

Fy(x) = def
% Lfallsze U und z >0

0 ,fallszeU und x =0
1 fallszeUund z >0

Ga () =aef {

Offenbar gilt:

Nicht F; € G, also F; ist nicht (scharfe) Teilmenge von G.
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Mégliche Veranschaulichung

Fy(x): x ist eine ,,sehr kleine* natiirliche Zahl grofier Null oder z ist ,,moglicherweise® die
Null (aber nicht ,sicher*).

Go(x): x ist eine ,kleine“ natiirliche Zahl groBer Null und z ist ,sicher” nicht die Null.

Anmerkung
Die Ungiiltigkeit von Fy & Go beruht offenbar darauf, dafl allein fiir das Element 0 € U
gilt: F»(0) > G4(0).

Man konnte daran denken, die Definition 5.2.1 in der Form abzuschwéchen, dafl man
den Quantor ,Fiir jedes“ (d. h. ,Fiir alle*) durch den Quantor ,Fiir fast alle“ ersetzt.
Somit setzen wir

Definition 5.2.2
FC @G
=g Fiir fast alle v € U gilt: F(z) £ G(z), d. h.
Es gibt eine endliche Teilmenge E C U, so da8 fiir alle x € U \ E gilt: F(z) < G(z).

Fiir das Beispiel 2 folgt dann, dafl
F, <G,

gilt. Allerdings gelten fiir £’ in dem folgenden Theorem 5.2.1 nicht mehr alle Aussagen.

Aufgabe 5.2.1 Man untersuche, welche der Aussagen von Theorem 5.2.1 fiir &' gelten
bzw. nicht gelten.

Theorem 5.2.1
1. Reflexivitét.
FCF

2. Transitivitét.
Wenn FC G und GCE H,so FC H

3. Antisymmetrie (Identitét).
Wenn FC G und GS F,s0 F=G
F € ¢ genau dann, wenn F = ¢

Y € F genau dann, wenn F = [/

F C G genau dann, wenn G € F

N A

Wenn F € G,so FNH S GNH und
FNFCHNG.

8. Wenn F C G,s0o FUH C GUH und
FUFC HUG.

9. F € G genau dann, wenn F'=F NG

10. F € G genau dann, wenn G = FUG
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5.8 Die ,weiche“ LUKASIEWICZsche Inklusionsbeziehung

Beweis
Riickgang auf die Definitionen. |

Bemerkung

In den Theoremen 3.5.1 und 3.5.2 haben wir gezeigt, dafi die ,Monotonieregeln* 7 und
8 auch dann gelten, wenn man darin N durch M bzw. U durch @ ersetzt, wobei 7 eine
beliebige T-Norm und o eine beliebige S-Norm ist. Analoges gilt fiir Bedingung 6, wenn
man darin ~ durch ~ ersetzt, wobei v eine beliebige Negation ist.

5.3 Die ,,weiche* tukasiewiczsche Inklusionsbeziehung

Wir greifen zur Motivation auf Beispiel 2 aus Abschnitt 5.2 zuriick. Die Ursache, daf}
F), nicht (scharfe) Teilmenge von G ist, beruht allein auf der ,,Sonderstellung“ der Zahl
0 in F, bzw. in G5, ndmlich dafl

aber

gilt.
Wir wollen nun eine binidre Abbildung Inc definieren, die jeder Fuzzy-Menge F und G
iiber U eine reelle Zahl
Inc(F,G) € (0,1)

zuordnet, wobei diese reelle Zahl den Grad des , Enthaltenseins“ der Fuzzy-Menge F in
der Fuzzy-Menge G bedeuten soll.
Zu dieser Aufgabe wollen wir schon drei Probleme formulieren:

1. Welche (funktionalen) Eigenschaften mufl Inc, als Abbildung
Inc:F(U) x FU) — (0,1)

betrachtet, erfiillen, damit man sinnvoll von einer (,,weichen®) Inklusionsbeziehung
sprechen kann?

2. Gibt es ,,natiirliche* Definitionsprinzipien, mit denen ,, weiche“ Inklusionsbeziehun-
gen erzeugt werden konnen?

3. MuB man aufler reellen Zahlen r € (0,1) eventuell kompliziertere Gebilde be-
nutzen, um das ,Eingebettetsein® einer Fuzzy-Menge F' in eine Fuzzy-Menge G
sachgerecht beschreiben zu kénnen?

Zu allen diesen Fragen werden wir im Verlauf des Kapitels 5 Antworten geben, jedoch sind
,vollstdndige“ oder ,,endgiiltige* Antworten noch nicht mdoglich, da hier die Forschung
,noch im Fluf3* ist.

Zur Definition der ,,weichen* LUKASIEWICZschen Inklusionsbeziehung Inc;, greifen wir
auf die Teilmengendefinition fiir scharfe Mengen M, N € U zuriick. Wir hatten gesetzt:

MC N =44Ve(r e M —x€N).

Dann folgt
M C N genau dann, wenn Vz (x,,(z) < x5 (2))
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genau dann, wenn
v (seq (XM(x)va(‘T)) = 1)
genau dann, wenn
Inf {seq (XM(J:),XN(:E)) | T € U} =1.

Wir ersetzen nun die zweiwertigen Funktionen x,, und x,;, d. h. mit
Xar Xy - U —{0,1}
durch beliebige Fuzzy-Mengen F' und G {iber U, d. h. mit
F.G:U — (0,1).

Ferner ersetzen wir die BoOOLEsche Funktion seq durch die LUKASIEWICZsche Implikation
impy,, d. h. mit
impy (v, y) = min(1,1 -z +y)
und schliefilich soll sich der Operator Inf nicht allein auf die Menge {0, 1}, sondern auf
(0,1) beziehen.
Somit definieren wir
Definition 5.3.1
Incy,(F,G) =g4ep Inf {imp; (F(z),G(x))|z € U}.

Damit haben wir ein Beispiel fiir unser in Problem 2 gefordertes ,natiirliches“ Definiti-
onsprinzip angegeben, das man wie folgt formulieren kann:

Natiirliches Definitionsprinzip:
Gegeben sei eine zweistellige Abbildung

imp - (0,1)* — (0,1),
die die Implikationsaxiome I; bis I, erfiillt und die daher gemé&fi Definition 4.2.1 als Im-
plikation bezeichnet werden kann. Nun ersetzen wir in der ,,klassischen” Definition
MC N =4 Ve(r e M —x€N).

die Terme z € M und x € N durch F(x) und G(x) und interpretieren den Konnektor —
durch imp sowie Vx durch Inf. Somit kommen wir zu der Definition:

Definition 5.3.2
Incipy (F, G) =aeg Inf {imp(F(z),G(x)) |z € U}.

Spéter (siehe Kapitel 11) werden wir dieses Definitionsschema dahingehend verallgemei-
nern, daf§ wir die (,,klassische®) Standard-Interpretation von V durch Inf abéndern zu ei-
ner Interpretation durch Nicht-Standard-All-Quantoren, von denen etwa ,,Fast-alle“, . die
Meisten“ und ,,Viele“ wichtige Beispiele sind.

Wir diskutieren nun die definierte Relation Incy, im Hinblick auf die betrachteten Bei-
spiele 1 und 2.

Es gilt mit U = {1,2,...}

Incy,(Fy, Gy) = Inf {impy, (F\(2),Gy(z)) |z € U}
= Inf {min(1,1 — Fi(z) + G1(x)) |z € U}

:Inf{min<1,1—i2+l> xEU}
x?

= Inf{1}
=1
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Fiir die in Beispiel 2 betrachteten Fuzzy-Mengen F; und G, erhalten wir:
Incy,(Fy, Go) = Inf {impy (Fz(x), Gy (z)) |z € {0} U U}
:Inf{lg—o}u{min (1,1—%—#%) xGU}
- {31}
9

— 10

Die Diskussion von Beispiel 1 fiihrt zu der Feststellung, dafl fiir beliebige Fuzzy-Mengen
F und G tber U gilt:

F C G genau dann, wenn Incy,(F,G) =1

Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, dafl Axiom Iy fiir émp;, gilt, d. h. daB fiir alle
z,y € (0,1) gilt:

x <y genau dann, wenn impy (z,y) = 1
Im Hinblick auf Beispiel 2 stellen wir fest, dal zwar F, & G5 nicht gilt, jedoch wir nicht

etwa

IncL(Fg, GQ) =0

haben, sondern
IHCL(FQ, Gg) = 097

was man so interpretieren kann, dafl £, noch zu einem ,guten“ Wahrheitswert in G,
enthalten ist.

Die ,, Tendenz“ dieser Aussage wird noch deutlicher, wenn wir den Wahrheitswert, zu
dem 0 in F, vorkommt, verkleinern. Dazu definieren wir:

o ,falls z =0
FZ,n(x) —def 10
Fy(zx) ,fallsze{l,2,...}

Dann folgt offenbar

1
I F: =1-——
nCL( 2,n7G2) 107

Fiir n — oo erhalten wir
ITLCL (Fg)n, Gg) — 1,

also kann man sagen, dafl wir ,,im Grenzwert“ die Aussage
F2,oo g GQ

erhalten.

Fiir die scharfe Teilmengenbezichung folgt aus F' S ¢ trivial F = ¢, d. h. die lee-
re Fuzzy-Menge enthilt (wie fiir scharfe Mengen) nur sich selbst als Teilmenge. Diese
Beziehung gilt fiir Inc;, allgemein in der Form:

Wenn Incy,(F,$) =1, s0 F = ¢.
Nun sollte man erwarten, dafl starker die Beziehung gilt:
Wenn Incy,(F,¢) >0, so F = ¢.

Diese Erwartung wird enttduscht durch das folgende
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Beispiel 3

U —def {1, 2,3, e }
Fy(2) =aef 15 fiir alle x € U
P(z) =4er O fiir alle z € U, d. h. ¢ ist die leere Fuzzy-Menge iiber U.

Dann folgt unmittelbar
InCL(FB‘v ¢) = 19_07

also ein Resultat, das mit der Anschauung schlecht vereinbar ist.

Die folgenden Feststellungen zeigen aber wenigstens eine ,, Tendenz*, die wir akzeptieren
konnen.

1. Erhoht man den Zugehorigkeitswert auch nur eines Elementes x € U zur Menge
F3, so sinkt der Wert von Incy (F3, ). Dazu setzen wir

% yfalls z =1

Fy(2) =aes
’ Fy(z) ,fallsz=2,3,...

Dann gilt
Incy (3, $) = 155

2. Wird auch nur ein Element x € U mit dem Wert 1 zu F3 gerechnet, so sinkt der
Wert von Incy,(F3, @) auf Null. Dazu setzen wir:

1 ,falls x =1

F// x) = .
3 (@) ”{Fg(x) falls = 2,3, ...
Dann gilt

Incy,(Fy,¢) =0

3. Vermindert man den Zugehorigkeitswert aller x € U zur Menge F3, so erhéht
sich der Wert von Incy,(F3, ¢). Dazu setzen wir:

F'(2) =gef ﬁ fiir alle z € U.

Dann gilt
Incy (Fy', ¢p) = 22

1000

Wichtige Feststellung

Aus den obigen Feststellungen 1 und 2 ergibt sich, dafl die Relation Incy, noch sehr ,,emp-
findlich“ reagiert in dem Sinne, dafy schon die Abdnderung des Zugehdrigkeitswerts auch
nur eines Elements x € U sich stark auf Incy (F,G) auswirken kann.

Die Ursache dafiir liegt in der Verwendung des Inf-Operators, der dhnlich ,,empfind-
lich“ reagiert. Also stehen wir aus ,logischer Sicht“ vor dem Problem, den ,,Standard-All-
Operator® durch , Nicht-Standard-All-Operatoren®, die ,,robuster® sind, zu ersetzen. Wir
haben dazu schon die Quantoren ,Fast-alle“, ,die Meisten“, ,, Viele* erwéhnt; allgemein
konnte man an ,, Maf-Operatoren® in der Menge (0, 1) denken.

Zum Schlufl dieses Abschnitts fragen wir, ob es fiir Incy, ein dem Theorem 5.2.1 analoges
Theorem gibt? Das folgende Theorem gibt darauf eine partielle Antwort, wobei man sich
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davor hiiten muB, generell Bedingungen der Form Incy(F,G) = 1 zu verwenden; denn
dann kann es geschehen, dal man auf Grund der Bedingung

F € G genau dann, wenn Incy,(F,G) =1
nur Aussagen von Theorem 5.2.1 reproduziert.

Theorem 5.3.1
1. Incy, ist reflexiv, d. h. fiir jede Fuzzy-Menge F' iiber U gilt:

Incy (F,F) = 1.

2. Incy, ist transitiv, d. h. fiir jede Fuzzy-Menge F,G, H iiber U gilt:
min(Incy,(F,G), Incy,(G, H)) < Incy,(F, H)

3. Inci(F, G) (G.F)

4 (F,QG) (FNH,GNH)

5. Incy,(F,G) < Incy, (HNF,HNG)

6 (F,G) ( )

7. Incy(F,G) ( )

Incy,(F,G) < Incy, (FUH,GUH

Incy,(F,G) < Inc, HUF, HUG
Beweis
Riickgang auf die Definitionen. Aufgabe 5.3.1. |
Bemerkung

Man stellt fest, dafl Behauptung 5 aus Behauptung 4 und dafl Behauptung 7 aus Be-
hauptung 6 folgt, wenn man die folgenden ,, Kommutativitéitsgleichungen* zur Verfiigung
hat:

8. Inc,(FNG,H)=1Inc, ( GNF,H

( ) ( )
9. Inc,(H,FNG) =Incy, (H,GNF)
10. Incy(FUG, H) = Incy, (G U F, H)
11. Incy,(H,FUG) = Inc;, (H,GUF)

Beweis
dieser Gleichungen als Aufgabe 5.3.2. |

Wir stellen nun die Frage, inwiefern auch die Aussagen 3, 4, 5, 9 und 10 von Theo-
rem 5.2.1 auf die ,weiche“ LUKASIEWICZsche Inklusionsbeziehung Incy, iibertragbar sind.
Hier stehen wir vor dem Problem, entweder nur ,,scharfe® Aussagen zu treffen in der Form
Incy,(F,G) =1 (was genau dann gilt, wenn F' € G) oder mit der ,,vollen“ Inklusionsbezie-
hung Incy, zu arbeiten und ihr eine Fuzzy-Gleichheitsrelation (auch ,,approximative“ oder
»weiche* Gleichheitsrelation) gegeniiberzustellen.

Leitfaden ist fiir diese Definition die folgende Beziehung fiir scharfe Teilmengen
A,BCU:

(5.1) A = B genau dann, wenn A € B und B C A.
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Dieselbe Beziehung gilt auch fiir die ,,scharfe® Gleichheit und die ,,scharfe“ Teilmengen-
beziehung fiir Fuzzy-Mengen F' und G iiber U, deren Definition wir zur Erinnerung wie-
derholen:

F = G =, Fiir jedes x € U gilt: F(z) = G(x)
F C G =, Fiir jedes x € U gilt: F(z) £ G(x).
Aus diesen Definitionen ergibt sich unmittelbar
(5.2) F = G genau dann, wenn F € G und G C F.

Die Aussagen (5.1) und (5.2) nehmen wir zum Anla8, die approximative LUKASIEWICZsche
Identitét Idy, wie folgt zu definieren.

Definition 5.3.3
Idy (F, G) =4ep min (Incy,(F,G), Incy,(G, F))

Bemerkungen und Folgerungen
1. Die Definition 5.3.3 ist unmittelbar aus (5.2) gewonnen worden, indem wir ' € G
durch Incy,(F,G) und den zweiwertigen Konnektor ,und* durch ,min* ersetzt ha-
ben.

2. Lost man in Definition 5.3.3 die Definition von Incy(F,G) auf, erhilt man nach
einigen Umformungen die Gleichung

Idy (F,G) = Inf{l — |F(z) — G(x)|| x € U}

Diese Gleichung ist fiir das ,,Rechnen® mit der approximativen Identitéit besonders
bequem und anwendungsfreundlich.

3. Die ,approximative®* Gleichheit Id;, ist mit der ,scharfen“ Gleichheit von Fuzzy-
Mengen , kompatibel®, weil die folgende Aussage gilt:

Idy(F,G) =1 genau dann, wenn F' =G
4. Die ,,weiche“ Inklusion Incy, ist antisymmetrisch beziiglich der ,,weichen“ Identitéit
Idy,, d. h. es gilt fiir alle Fuzzy-Mengen F und G iiber U:
min (Incy,(F,G), Incy,(G, F)) £ Idy(F,G).

Diese Beziehung gilt trivial nach Definition von Idy,. Man kann sie als eine ,,Uber-
setzung® der Aussage 3 von Theorem 5.2.1, namlich von

,Wenn FFC G und GE F,so F=G*

deuten, indem FF € G, G € F und F = G in dieser Reihenfolge durch Incy(F,G),
Incy, (G, F) und Idy,(F,G) ersetzt werden, ferner ,und* in ,,min“ iibergeht und der
,Wenn ..., so“ Konnektor durch die LUKASIEWICZsche Implikation interpretiert
wird. Die Ungleichung

min (Incy,(F,G), Incy,(G, F)) < Idy(F,G)
wird gefordert, weil die Beziehung
s Wenn FC G und GC F,so F=G“

mit dem Wahrheitswert 1 gelten soll und fiir die LUKASIEWICZsche Implikation impy,
gilt
impy(xz,y) = 1 genau dann, wenn z < y.
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Theorem 5.3.2
1. Idy, ist reflexiv iiber §(U), d. h. fiir jede Fuzzy-Menge F iiber U gilt:

Idy(F,F) =1

2. Idy, ist transitiv, d. h. fiir jede Fuzzy-Menge F, G, H iiber U gilt:

min (Idy(F,G), Idy (G, H)) < Idy(F, H).

3. Idy, ist symmetrisch, d. h. fiir jede Fuzzy-Menge F, G iiber U gilt:
Idy,(F,G) = Idy,(G, F)

Beweis
Elimination der Definition von Ids,. Aufgabe 5.3.3. |

Die Giiltigkeit der Bedingungen 1, 2 und 3 fassen wir zusammen, indem wir Id;, eine
,weiche“ oder ,approximative“ Aquivalenzrelation iiber § (U) nennen.

In den ,Bemerkungen und Folgerungen® im Anschlufl an Definition 5.3.3 haben wir
u. a. in Punkt 4 festgestellt, daf} fiir beliebige Fuzzy-Mengen F, G iiber U gilt:

4. Wenn Idy(F,G) =1, s0 F = G.

Gilt fiir eine binére ,,weiche* Relation aufler den in Theorem 5.3.2 angegebenen Forde-
rungen 1, 2 und 3 auch noch die Aussage 4, so wollen wir diese Relation eine , weiche*
oder ,,approximative“ Identitdt nennen.

Fiir mehr Informationen zu diesem Punkt siehe Kapitel 6, wo wir beliebige Fuzzy-
Relationen studieren werden.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts fragen wir, wie die Aussagen 4, 5, 9, 10 von Theo-
rem 5.2.1 fiir Incy, mit Id;, formuliert werden kénnen. Dazu priife man, ob die folgenden
Gleichungen fiir beliebige Fuzzy-Mengen F und G iiber U gelten:

¢ - IdL(Fv ¢)

(F.
5. Incy (Y, F) = Idy (Y, F)
(£,
(£,

. Incy,

9’ IncL ) = IdL(F,FﬂG)

10'. IHCL ) = IdL(G, Fu G)

5.4 Nicht-tukasiewiczsche ,,weiche“ Inklusionsbeziehungen

Das in Definition 5.3.2 angegebene ,natiirliche“ Definitionsschema zur Erzeugung weite-
rer Inklusionsbeziehungen wenden wir nun wie folgt an:

Definition 5.4.1
1. Die KLEENE-DIENES-Inklusion

Inckp(F, G) =aer Inf {impyp(F(z),G(x)) |z € U}
2. Die LUKASIEWICZ-Inklusion (zur Wiederholung und Einordnung)

Incy,(F, G) =45 Inf {impy (F(z),G(x))|z € U}
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3. Die REICHENBACH-Inklusion
Incg(F,G) =gep Inf {impg (F(x),G(z)) |z € U}
4. Die GODEL-HEYTING-Inklusion
Inceu(F, G) =aep Inf {impgy(F(2),G(x)) |z € U}

5. Die schwach-drastische Inklusion

Incsg(F, G) =qep Inf {imp(F(z),G(x)) |z € U}
6. Die GAINES-RESCHER-Inklusion
Incgr(F, G) =4 Inf {impog (F(z),G(z)) |z € U}
7. Die GOGUEN-Inklusion
Incgo(F, G) =aep Inf {impg,(F(z),G(z)) |z € U}
8. Die ZADEH-Inklusion
Incy(F,G) =45 Inf {imp,(F(x),G(x))|x € U}

Zum besseren Versténdnis listen wir die verwendeten Implikationen noch einmal auf. Sei
dazu z,y € (0,1).

1. Die KLEENE-DIENES-Implikation
impyp (2, Y) =aer maz(l — z,y)
2. Die LUKASIEWICZ-Implikation
impy(2,y) =aer min(l,1 —x +y)
3. Die REICHENBACH-Implikation
impg(z,y) =aqep 1 — 2+ 2y
4. Die GODEL-HEYTING-Implikation

1, fallsz <y

m, T,Y) =de
Pan(@:Y) =i {y, falls z > y

5. Die schwach-drastische Implikation

Y, falls z =1
imp(T,y) =qep 1 —, fallsy=0
0, falls z < 1 oder y > 0

128



5.5 Axiome zur Charakterisierung ,weicher® Inklusionsbeziehungen

6. Die GAINES-RESCHER-Implikation

1, fallsz <y

mper (2, Y) =aes {0 falls x >y

7. Die GOGUEN-Implikation

1 ,falls x =0

m, z, —de
PaolT,Y) =der {mm (17 %) ,falls >0

8. Die ZADEH-Implikation

Zmpz(x7y) —def max(l -, mm(x,y))

Aufgabe 5.4.1 Man priife, welche der in Abschnitt 5.3 fiir die ,,weiche“ LUKASIEWICZsche
Inklusionsbeziehung festgestellten Eigenschaften fiir die ,,weichen“ nicht-L.UKASIEWICZ-
schen Implikationsbeziehungen gelten oder nicht gelten.

Aufgabe 5.4.2 Man verwende die definierten Inklusionen als Material zur Veranschauli-
chung der Axiome aus dem folgenden Abschnitt 5.5.

5.5 Ein Axiomensystem zur Charakterisierung ,,weicher* Inklu-
sionsbeziehungen fiir Fuzzy-Mengen

Wir beziehen uns auf D. SINHA und E. R. DOUGHERTY [39].

Hilfsbegriffe
Gegeben sei ein nicht-leeres Universum U # ¢. Es seien F' und G Fuzzy-Mengen iiber U,
d. h.

F,G:U — (0,1)

Man definiert den Kern KER(F') sowie den Cokern CKER(F') einer Fuzzy-Menge F' wie
folgt:

KER(F) =4¢p {z|x € U und F(z)
CKER(F) =4¢f {z|x € U und F(z)

1}
0}

Zur Formulierung gewisser Axiome benétigen wir aulerdem die folgende ,, Transformation“
einer Fuzzy-Menge F'.

Gegeben sei eine Permutation 7 des Universums, d. h. 7 ist eine eineindeutige Ab-
bildung von U auf U (d. h. jedes Element von U ist Bild eines anderen). Wir definieren
dann die durch 7 transformierte Fuzzy-Menge 7(F') der Menge F wie folgt:

T(F)(x) =g F(m(z)) fir alle z € U

Wir kommen nun zur Formulierung der in [39] angegebenen Axiome.
Dazu sei eine beliebige zweistellige Abbildung Inc gegeben, die jeder Fuzzy-Menge F
und G iiber U, also mit
F,G:U — (0,1)
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eine reelle Zahl
Inc(F,G) € (0,1)

zuordnet. In der oben angegebenen Arbeit wird nun gefordert, dafl Inc alle (oder einige)
der folgenden Axiome erfiillt.

INC,. Kompatibilitit mit der scharfen Inklusion.

Inc(F,G) =1 genau dann, wenn F € G

INC,. Kompatibilitit mit der Kern-Cokern-Eigenschaft.

Inc(F,G) =0 genau dann, wenn KER(F)N CKER(G) # ¢

INC;. Monotonie in der zweiten Stelle beziiglich der scharfen Inklusion (auch eine
,Form“ der Kompatibilitét).

Wenn F € G, so Inc(H,F) < Inc(H,G)

INC,. Comonotonie in der ersten Stelle von Inc beziiglich der ,scharfen* Inklusion (eben-
falls eine ,Form* der Kompatibilitét).

Wenn F' € G, so Inc(G,H) < Inc(F, H).

INC;5. Invarianz der Inklusionsbeziehung gegeniiber Permutationen.

Ist m eine Permutation von U, so gilt:
Inc(n(F),n(G)) = Inc(F,G)
INCs. Invarianz der Inklusionsbeziehung gegeniiber Komplementbildung.
Inc (F,G) = Inc(G, F)

INC,. Linksvertriglichkeit mit der Vereinigungsoperation F' U G.

Inc (FUG,H) = min(Inc(F,H),Inc(G, H))
INCs. Rechtsvertriglichkeit mit der Durchschnittsoperation F N G.

Inc (H,FNG) =min(Inc(H, F), Inc(H,G))

INCy. Rechtsabschitzung fiir die Vereinigungsoperation F U G

Inc(H,FUG) 2 max(Inc(H, F), Inc(H, Q))
»Unsere"“ Diskussion der Axiome
ad 1. Klar, wenn man die Kompatibilitdt von Inc(F,G) = 1 mit der scharfen Inklusion

F C G verlangt, wobei zu bemerken ist, da§ F' € G ihrerseits mit der Inklusionsbe-
ziehung fiir Teilmengen kompatibel ist.
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ad 2. Der ,scharfe“ Hintergrund (Ausgangspunkt) ist die folgende Beziehung fiir scharfe
Mengen
M C N genau dann, wenn M NN = ¢.

Unter Beachtung von Axiom INC; wére es deshalb verniinftig zu fordern, daf} gilt:
INC,,. Inc(F,G) =1 genau dann, wenn KER(F') N CKER(G) = ¢.

Hierzu ist allerdings zu bemerken, daf§ mit Benutzung von INC; die Richtung (=)
beweisbar wird.

Wenn wir INC; benutzen, haben wir zu beweisen:
Wenn F € G, so KER(F)N CKER(G) = ¢.

Dazu nehmen wir an, da§ KER(F) N CKER(G) # ¢ gilt, also existiert ein z € U
mit F(z) = 1 und G(z) = 0. Damit ist fiir dieses = die Bedingung F(z) < G(z)
verletzt, also gilt nicht F' € G.

Die Umkehrung muf§ nicht gelten, wie man leicht durch Gegenbeispiele belegen kann.

Kontraponiert man Axiom INCj, erhélt man gleichwertig
INCY. Inc(F,G) < 1 genau dann, wenn KER(F) N CKER(G) # ¢.
Wenn wir die Beziehung

Wenn F € G, so KER(F)N CKER(G) = ¢

sowie INC; benutzen, kénnen wir von INCJ die Richtung (<) beweisen, d. h. es
gilt:
Wenn KER(F)N CKER(G) # ¢, so Inc(F,G) < 1.

Da Inc(F,G) im allgemeinen beliebige Werte aus (0, 1) annehmen kann, entsteht
das Problem, ob die Bedingung Inc(F,G) < 1 die Bedingung Inc(F,G) = 0 impli-
ziert.

Allgemein kann man fragen, ob gilt:
Wenn KER(F)N CKER(G) # ¢, so Inc(F,G) = 0.

Hier gilt nun das folgende

Lemma 5.5.1
Ist Inc durch eine Implikation durch

Inc(F,G) =4 Inf {imp(F(z),G(x))|z € U}
erzeugt, und ist imp zweiwertig kompatibel, indem die Gleichung
imp(1,0) =0
gilt, so folgt:
Wenn KER(F)N CKER(G) # ¢, so Inc(F,G) =0

Beweis
Riickgang auf die Definitionen. |
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ad 3.

ad 4.

ad 5.

ad 6.

132

Die Richtung (=) von INC, kann durch folgendes Beispiel widerlegt werden.
Sei U ={0,1,...} (Menge der natiirlichen Zahlen).
Wir definieren Fuzzy-Mengen F, G wie folgt:

0 falls z =0
Fx) =g 4
(@) ‘”{1 falls 2> 0

[an}

,falls x =0
, falls > 0.

8 =

G(z) =aef {

und verwenden zur Definition von Inc die LUKASIEWICZsche Implikation, d. h.

Inc(F,G) =45 Inf {min(1,1 — F(z) + G(z)) |z € U}

Nun gilt
min(1,1 — F(0) + G(0)) = min(1,1) =1
min(1,1 — F(z) + G(z)) =min (1,1 -1+21) =1 fir z > 0.
Also folgt
Inc(F,G) = 0.

Ferner gilt

KER(F) = {1,2,...}
CKER(G) = {0},
also KER(F) N CKER(G) = ¢, somit ist die Richtung (=) von INC, widerlegt.

Der ,,scharfe“ Hintergrund ist das folgende Lemma fiir scharfe Mengen M, N und
L:
Wenn M SN und NS L,so MC L

Das ist aber die Transitivitdt der Inklusion fiir scharfe Mengen.

Problem
Was ergibt sich, wenn man Axiom INCj durch die ,echte* Transitivitéit, ndmlich

TR. min(Inc(F,G), Inc(G,H)) < Inc(F, H)

ersetzt?

Dieses Axiom hat ebenfalls die Transitivitdt der Teilmengenbeziehung fiir scharfe
Mengen im ,,Hintergrund*.

Klar fiir scharfe Mengen.

Problem
Kann man dieses Axiom auch fiir Abbildungen ¢ : U — U fordern, die keine
Permutationen sind?

yocharf gilt
M C N genau dann, wenn N € M
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ad 7. ,Scharf“ gilt

MUN € K genau dann, wenn M € K und N € K

ad 8. ,Scharf* gilt

K S MNN genau dann, wenn K € M und K & N.

ad 9. ,Scharf“ gilt
Wenn K € M oder K £ N,so K MUN.
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6. Fuzzy-Relationen

6.1 Scharfe und unscharfe Relationen

Die Begriffe der Relation und der Funktion spielen in der iiblichen scharfen (zweiwertigen)
Mathematik sowohl in der Theorie als auch in den Anwendungen eine fundamentale Rolle.
Ohne diese Begriffe wire es sinnlos, iiberhaupt Mathematik betreiben und anwenden zu
wollen. Demgem#fl stehen wir vor der Aufgabe, die Begriffe in geeigneter Form in die
Fuzzy-Mathematik zu iibertragen.

Wir beschiéiftigen uns zuerst mit dem Begriff der Relation, aus dem spéter der Begriff
der Funktion durch Spezialisierung gewonnen wird.

Gegeben seien eine natiirliche Zahl n = 1 und nicht leere Universa Uy, ...,U,. Wie
iiblich definieren wir das Kartesische Produkt U; x --- x U,, der Universa U,,...,U, als
Menge aller n-Tupel [z4,...,x,| mit 2, € Uy,...,x, € U,.

Eine scharfe Relation R zwischen Elementen aus Uy,...,U, wird dann definiert als

Teilmenge von Uy x - -+ x U,, also R € U; x --- x U,. Demgemé&f definiert man:

Definition 6.1.1
S ist eine unscharfe (,weiche“ oder ,Fuzzy-“) Relation iiber Uy,...,U,
=def S:Uy,....,U, — <07 1>-

Bemerkungen
1. Die Analogie
| Teilmenge M von U als M C U | Fuzzy-Menge F iiber U als F : U — (0,1) |

zu
Relation R tiber U,,...,U, als | Fuzzy-Relation S iiber U,,...,U, als
RCU x---xU, S:U; x---xU, —(0,1)

ist unverkennbar.

2. Entsprechend der obigen Analogie wird fiir z; € Uy,...,z, € U, die reelle Zahl
S(zy,...,x,) auch Zugehorigkeitsgrad des n-Tupels [zy,...,z,] zur Relation S ge-
nannt bzw. als Wahrheitswert bezeichnet, zu dem die Relation S auf das n-Tupel
[x1,...,x,] zutrifft.

Beispiele
Gegeben U; = Uy = {0,1,...} (Menge der natiirlichen Zahlen).

Beispiel 1 R sei die scharfe Relation ,,Groer” iiber U;,U, (auch ,binére“ Relation
,GroBer® iiber der Menge der natiirlichen Zahlen genannt). Dann gilt:

[m,n] € R genau dann, wenn m < n.
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Beispiel 2 In der iiblichen Mathematik wird manchmal geschrieben m < n mit der In-
terpretation ,,m ist sehr viel kleiner als n“ bzw. ,n ist sehr viel grofler als m®. Diese
Beziehung ist zweiwertig nicht sinnvoll definierbar. Legt man eine Konstante C' fest, etwa
C = 1000, und setzt man:

m<<n:defm+0§n,

dann gilt z. B.

(6.1) 5 < 1005, weil 5+ 1000 < 1005
jedoch gilt nicht

(6.2) 6 < 1005, weil 6 4+ 1000 > 1005

Solche Ergebnisse, erhalten auf Grund der obigen Definition von <, sind mathematisch
zwar richtig, sie weichen jedoch erheblich von dem ab, was man anschaulich-intuitiv
unter ,,sehr viel kleiner“ versteht.

Somit liegt eine sogenannte ,semantische Paradozie vor, d. h. das (mathematische)
Modell beschreibt einen (semantischen) Sachverhalt unzutreffend. Also mufl das (mathe-
matische) Modell abgeéndert (verfeinert) werden. Die Verfeinerung besteht darin, daf
man zu einer unscharfen Relation S {ibergeht, die man z. B. wie folgt definieren kann

1
S(m,n) =g n—m

0 ,falls m 2 n

, falls m <n

Zu dieser Definition ist zu bemerken:

1. Fiir m < n ist der Wahrheitswert S(m,n) umso grofer, je grofier der Abstand n—m
ist. Konvergiert n — m nach co (n —m — o0), so konvergiert S(m,n) gegen 1,

2. Ein absolutes ,sehr viel kleiner“, d. h. natiirliche Zahlen m < n mit S(m,n) = 1 gibt
es nicht; diese Erscheinung ist ,,sehr verniinftig®, d. h. sie bedeutet eine sehr passende
Fuzzy-Modellierung von ,,sehr viel kleiner“. Zur genaueren Analyse verweisen wir
auf die Fuzzy-Modellierung des Konnektors ,, sehr“ (siehe das betreffende Kapitel
spater).

3. Offenbar ist die obige Definition nicht die einzige moglichkeit zur Fuzzy-Modellierung
von ,,sehr viel kleiner“. Sei s eine fixierte reelle Zahl mit 0 < s < oo. Dann kann
man definieren

1

1—
Ss(m,n) =gef < n—m
0 ,falls m =2 n

> ,falls m < n

Dann kann man jede der Relationen S, als eine mogliche Fuzzy-Modellierung an-
sehen, weil Ss(m,n) fir m < n monoton wachsend von der Entfernung n —m
abhéngt.

Der ,scharfe* Fall (siehe Beispiel 1) ergibt sich als Spezialfall s = 0, weil stets
0
(1- %) =1ai
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4. Welche der in Punkt 3 vorgeschlagenen Relationen S, man zur Modellierung von
»sehr viel kleiner” wahlt, ist keine mathematische Frage, sondern wird durch das
betrachtete Anwendungsproblem nahegelegt. Selbstverstindlich kann man auch an-
dere Funktionen f(m,n), die fiir m < n die Bedingung 0 < f(m,n) £ 1 erfiillen, fiir
monoton wachsende Entfernung n — m auch monoton wachsen und schliellich fiir
m 2 n die Gleichung f(m,n) = 0 erfiillen, wihlen. Ein Beispiel wire etwa

1—

fall
S (m,1) —as = , falls m <n

, falls m 2 n

6.2 Durchschnitt, Vereinigung und Komplement von Fuzzy-
Relationen

Gegeben seien eine natiirliche Zahl n 2 1 sowie n Universa Uy, ..., U,.
Wir diskutieren und definieren die Operationen Durchschnitt, Vereinigung und Kom-
plement nun in drei Versionen, ndmlich fiir

e scharfe Relationen,

e unscharfe Relationen als ,Fuzzy-Standardoperationen, basierend auf min(z,y),
max(x,y) und 1 — x

e unscharfe Relationen als ,, Fuzzy-Nicht-Standardoperationen®, basierend auf 7(z, y),
o(x,y) und v(z), wobei v eine Negation, 7 eine T-Norm und o die dazu beziiglich
v duale S-Norm ist.

Gegeben seien die scharfen Relationen R; und R, iiber Uy,...,U,, d. h. es gilt

R,CU x---xU, fiuri=1,2.

Definition 6.2.1
1. Ry N Ry =g4¢5 Der mengentheoretische Durchschnitt von R, und R,, betrachtet als
Mengen iiber dem Universum Uy X --- x U,.

2. Ry U Ry =4, Die mengentheoretische Vereinigung von R, und R,, betrachtet als
Mengen tiber dem Universum Uy X --- X U,.

3. Ry =4er Das mengentheoretische Komplement von R,, betrachtet als Menge iiber
dem Universum U; x --- x U,.

Im Hinblick auf die in Definition 6.2.1 eingefiihrten Operationen mit Relationen kann
man generell feststellen, dafl sie dieselben Rechengesetze wie die ,BOOLEschen* Opera-
tionen mit Mengen erfiillen, da sie (genaugenommen) nur Spezialfille der allgemeinen
Mengenoperationen darstellen.

Analoge Argumente gelten fiir die in der folgenden Definition eingefithrten Fuzzy-
Standard-Operationen mit unscharfen Relationen S; und S,, wobei

Si:U1X"'XUn—><0,1> furZ:1,2

Esseix, € Uy,...,z, € U,.

Definition 6.2.2
1. (SN S)(x1, ..., 2n) =gep min(Si(x1,...,2,),S2(21,...,2,))
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2. (S1USy) (1, .. xn) =aer min(Si(z1,...,2,), % (x1,...,2,))
3. (S_l) (.Z'l, v ,I’n) =def 1-— 51(1'1, e ,.Z'n)

Alle Betrachtungen aus Abschnitt 2.5 kénnen iibernommen werden.
Es seien nun eine beliebige Negation v, eine T-Norm 7 und die dazu beziiglich v duale
S-Norm o gegeben. Wir definieren dann, wobei wieder x, € Uy,...,z, € U,.

Definition 6.2.3
1. (81 M S2) (1., 2n) =aef T(S1(z1,.. ., 20), So(T1,...,24))
2. (51 o SQ)(ZEl, e ,ZL'n) =def O'(Sl(l'l, e ,IIJ‘n), SQ(ZL'l, e ,IIJ‘n))

3. <S_1V) (@1, .. xn) =aer V(S1(21,...,2,))

6.3 Das Produkt von Fuzzy-Relationen

Das Produkt von Relationen ist eine neue Operation, die nicht auf eine (oder mehre-
re) der Operationen Durchschnitt, Vereinigung, Komplement zuriickfiihrbar ist. Es ist
fiir Relationen charakteristisch, d. h. es 148t sich in sinnvoller Weise nicht fiir Mengen
definieren.

Wir betrachten das Produkt — in Analogie zu Abschnitt 6.2 — in drei Versionen,
namlich

o fiir scharfe Relationen,
e als Standard-Produkt fiir Fuzzy-Relationen,

e als Nicht-Standard-Produkt fiir Fuzzy-Relationen, basierend auf einer beliebigen T-
Norm und einem geeignet gewéhlten Quantor.

Wir beginnen mit der Definition und Untersuchung des Produkts fiir scharfe Relationen.

Gegeben seien natiirliche Zahlen m = 1 und n = 1 sowie nicht-leere Universa
Uy,....,.Up, Vi,...,V, und W.

Gegeben seien ferner scharfe Relationen R; tber Uy,...,U,,W und R, iiber
W, Vi,...,V,,d. h.

RICU X xU, xW

und
R, CW XV X xV,.

Das Produkt R; o R, der Relationen R; und R, wird dann wie folgt definiert, wobei
wesentlich ist, dafl die Elemente der ,letzten“ Stelle von R; und die Elemente der ,,ersten
Stelle von R, aus derselben Menge W gewahlt sind.

Definition 6.3.1
[T1, s Ty Y15+, Yn] € R10 Ry =4op Es gibt ein z € W, so daf [x1,...,%.,,2] € Ry und
[zvyh' .. 7yn] € RQ‘

Das folgende Theorem beinhaltet einige Regeln fiir das Rechnen mit dem Produkt.

Theorem 6.3.1
1. Assoziativitit
R1 9} (R2 o Rg) = (Rl o RQ) OR3
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2. Links-Distributivitét beziiglich U

Rl o (R2 U R3) (Rl o Rg) (Rl o Rg)

3. Rechts-Distributivitét beziiglich U

(Rl U Rg) o R3 = (Rl o Rg) U (Rg o Rg)

4. Links-Monotonie beziiglich

Wenn Ry € Ry, so Rz3o Ry € R30 R;.

5. Rechts-Monotonie beziiglich €

Wenn Ry € Ry, so Ry o R; € Ry 0 Rs.

Beweis
Wir beweisen — als Musterlosung — nur die Aussage 2; die iibrigen Beweise werden als
Aufgabe 6.3.1 gestellt.

ad 2. Zur Vereinfachung der Schreibweisen verwenden wir die folgenden Abkiirzungen
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¢ fir [z, ..., 2]

p fir [y1,..., Y]
[r, 2] fiir [x1,..., %, 2]
[Z7U] fllI‘ [z7y17"'7yn]

Auflerdem verwenden wir — der kiirzeren Schreibweisen wegen — die Notationen
des Pradikatenkalkiils der ersten Stufe.

Es gilt:

[t,9] € Ry o (Ry U Ry)

)
3z ([r, 2] € R1 N [z,9] € Ry U Ry)

)
3z ([r,2] € Ri A ([2,0] € Ry V [2,9] € Ry))

)
32 (([r, 2] € RiA[z,0] € R2) V ([r,2] € Ry A[2,0] € Ry))

)
3z ([r, 2] € RiA[z,0] € Ry) V32 ([r, 2] € Ry A [2,9] € R3)
)
[t,9] € RioRyV [1,n] € Ry o Ry

1
[t,y] € RioRy,UR;0Ry
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Bei diesen Schliissen ist wesentlich, daf8 die folgenden (zweiwertigen!) logischen Aquiva-
lenzen gelten

AN(BVC)=(AANB)V(AAC)

und
Jx(AV B)=3xAV 3B

Beziiglich des Durchschnitts und des Komplements von Relationen kann man fiir das
Produkt im allgemeinen keine Gleichungen beweisen, sondern nur noch die folgenden
Inklusionen.

Theorem 6.3.2
1. Schwache Links-Distributivitét beziiglich N

Rl o (R2 N R3) g (Rl o Rg) N (Rl o Rg)

2. Schwache Rechts-Distributivitit beziiglich N

(Rl N Rg) o R3 g (Rl o Rg) N (Rg o Rg)

3. Wenn R, in den ersten m Stellen total ist, d. h. fiir alle y € Uy x --- x U, gilt
Jzr, 2] € Ry,

SO gl]t Rl o RQ g Rl OR_Q.

Beweis

Wir verwenden wieder dieselben Abkiirzungen und Notationen wie im Beweis von Theo-
rem 6.3.1.

ad 1. Es gilt:

[v,0] € Rio(R2 N Ry)
!
3z ([z, 2] € R1 A [z,0] € Ry N R3)
1
Jz ([1,2] € Ri A ([2,0] € Ry A [z,9] € Ry))
1
(

Jz (([r,2] € RiAfz,0] € Ro) A ([r,2] € Bi A [2,9] € Ry))

| (Achtung: 7 gilt im allgemeinen nicht)

3z ([z, 2] € Ry A [z,0] € Ry) Az ([r, 2] € Ry A[z,0] € R3)
)

[t,9] € Rio Ry Afr,n] € Ryo Ry

!
t,y] € RioRy N R o Ry

ad 2. Analog zu Behauptung 1.
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ad 3. Es gilt:
[L U] € Rl © RQ

!
- ([Fa‘)] € Rl © RQ)

!
=3z ([r,2] € Ry A [z,0] € Ry)

)
Vz=([r, 2] € Ry A [z,v] € Ry)

I
Vz (—r, 2] € Ry V —[z,9] € Ry)

!

(

1 (weil Ve3z[p, 2] € Ry; 1 gilt im allgemeinen nicht)
3z ([z, 2] € Ry A —[z,0] € Ry)
!
(
)

Wir definieren nun das Standard-Produkt fiir unscharfe Relationen, indem wir vom Pro-
dukt fiir scharfe Relationen ausgehen und das in der entsprechenden Definition verwendete
zweiwertige ,und“ durch min(z,y) sowie den zweiwertigen Quantor ,es gibt ein“ durch
das Supremum (bezogen auf die Menge (0, 1)) tibersetzen.

Gegeben seien wieder nicht-leere Universa Uy,...,U,,, Vi,...,V, und W, wobei m = 1
und n 2 1.

Fiir beliebige unscharfe Relationen

Sy1:Up X - xUpyp xW —(0,1)
und

Sy : W xVyx---xV, —(0,1)
und beliebige Elemente x; € Uy, ..., 2, € U,z € W,y € Vi,...,y, € V,, definieren wir:
Definition 6.3.2 (Standard-Produkt)

(Sl OSQ) ($17"' s Lmy Y1y - - 7yn)
—def SUP {mm (Sl(xlu s 7‘7:m7z)752(27y17 te 7y71))| KAS W}

Bemerkung

In manchen Biichern oder Arbeiten wird das Produkt S; o S5 in der Form definiert, daf3
anstelle des Supremums das Maximum verwendet wird. Das fiihrt dazu, dafl die unscharfe
Relation S; o Sy evtl. nicht mehr total definiert ist, weil die Menge

{mm (Sl(:Elv s 7$m7'z)752(z7y17 s 7yn))| z € W}

reeller Zahlen aus (0, 1) zwar stets ein (genau ein!) Supremum hat, jedoch im allgemeinen
kein Maximum besitzen wird.
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Wir wollen nun durch einige Sétze das oben definierte Produkt , rechtfertigen*.
Zunichst zeigen wir, dafl es mit dem Produkt fiir scharfe Relationen kompatibel ist.
Dazu definieren wir fiir

RCU x---xU, xW
R, CW XV x---xV,

die charakteristischen Funktionen x, und x_, die offenbar unscharfe Relationen im Sinne
von Definition 6.3.2 sind:

1, falls [zy,...,2,,2] € Ry
XRl(ﬂj‘l,...,ZL'm,Z) =def

0 ,falls [xy,...,2,,2] ¢ Ry
Analog fiir xp, .

Lemma 6.3.3 (Kompatibilitatslemma)
XRl ° XR2 = X(RloRz)

Beweis
Riickgang auf die Definitionen (Aufgabe 6.3.2). |

Analog zu Theorem 6.3.1 gilt fiir das (Standard-) Produkt S; o Ss:
Theorem 6.3.4
1. S10(S3083) =(S108;)08
2. 510 (S, USs) = (S, 08,) U (S 08)
3. (S1US3) 083 =(S108;)U(S20.83)
4. Wenn S; € S5, s0 S305; € S50.5,.
5. Wenn S; € S5, 50510835 € 550.8;.

Beweis

Wir beweisen — wieder als Musterlosung — nur die Aussage 2 (auch, um einen Vergleich
zum Beweis von Aussage 2 des Theorems 6.3.1 zu haben); die iibrigen Beweise werden
als Aufgabe 6.3.3 gestellt.

ad 2. Wir verwenden wieder die im Beweis von Theorem 6.3.1 eingefiihrten Abkiirzun-
gen.

Es gilt
(810 (S5 U Ss))(x,n)
= Sup {min(S:1(x, 2), (51 U S3)(z,v)) |2 € W}
= Sup {min(S5:1(x, z), maz (S1(2,0), 95(2,1))) [z € W}
= Sup {maz(min(5,(x, 2), S1(2,9)), min(51(x, 2), S5(2,0))) |z € W}
o < Sup {mz:n(Sl(p, 2),51(z,v)) |z € W}, >
Sup {min(S1(r, z), S3(z,9)) |z € W}

= maz ((S1 0 S2)(x, 1), (S1 055)(z,n))
= (81085 U8 085)(x,n)
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Bei den obigen Schliissen ist wesentlich, daf fiir beliebige x,y, z € (0, 1) und fiir beliebige
F und G mit
F,.G:W —(0,1)
gilt:
min(z, maz(y, z)) = maz(min(z,y), min(x, z))

und
Sup {maz(F(z),G(z))|z € W} = maz(Sup {F(z)|z € W}, Sup {G(z)|z € W}).
Analog zu Theorem 6.3.2 kénnen wir beweisen:

Theorem 6.3.5
1. Sl o (SQ N 53) g (Sl o} SQ) N (Sl o 53)

2. (Sl N Sg) o S3 g (Sl o Sg) N (Sg o Sg)

3. Wenn
Inf {Sup{Si(x,2)|z€e W}|reU x---xUp,} =1,

505108, € Sy 05,

Beweis
Ubertragung der zum Beweis von Theorem 6.3.2 vollzogenen Schliisse. Aufgabe 6.3.4.
|

Wir gehen jetzt dazu tiber, ein Nicht-Standard- Produkt fiir Fuzzy-Relationen zu definieren.
Gegeben seien wieder fiir natiirliche Zahlen m = 1 und n = 1 die nicht-leeren Universa
Uy,...,Upn,Vi,...,V,,W. Ferner seien gegeben unscharfe Relationen

SliU1X“‘XUmXW—><O,1>

und
Sy WxVyx---xV, —(0,1)

In Definition 6.3.2 hatten wir das in Definition 6.3.1 verwendete ,und“ durch den
Minimum-Operator min (in (0,1)) ersetzt sowie anstelle von ,es gibt ein“ den Opera-
tor Sup (in (0,1)) benutzt.

Erste Stufe der Definition eines Nicht-Standard-Produkts: Wir ersetzen den Mini-
mum-Operator durch eine beliebige T-Norm 7. Wichtig: Der Operator Sup wird noch

beibehalten.
Demgeméf3 definieren wir:

Definition 6.3.3 (Nicht-Standard-7-Produkt von Fuzzy-Relationen)

(Sl @Sg) (.Z'l,... s s Y1y - - - 7yn)
—def SUP {7_ (Sl(l'la ce. 73:m7z)752(z7y17 s 7yn))| z € W}

Man kann zunéchst nicht erwarten, daf} fiir S; ® S, Sétze gelten, die zu den Theoremen
6.3.4 und 6.3.5 analog sind. Insbesondere wird man in den Formulierungen der Behaup-
tungen 2 und 3 von Theorem 6.3.4 anstelle von maz (welches die Grundlage fiir die
Vereinigung U von Relationen ist), eine geeignete S-Norm wihlen miissen.

Aufgabe 6.3.5 Man gebe Bedingungen fiir T und o an, so daB gilt
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1. S;® (S @ S3) = (51 ®5,) ® Ss

2. 5®(S083) =(S1®852) 0 (S ®S3)
3. (S19852) @83 = (51 ®5;)d(S2®S3)
4. Wenn S; € S5, 50 S3® S; € S3® Ss.
5. Wenn S; € 5,5, 505, ® S5 € S, ® S5.
6. S1@ (S2MS3) € (S1@S2) M (S; ®S3)
7. (S1 M S9) @85 C (S1®55) M (S ®8;)

8. Wenn
Inf {Sup {S1(x,2) |z € W} re Uy x - x Uy} =1,

SO Sl @52 g Sl @5_2
Zu Punkt 8 ist zu bemerken, daf anstelle der fiir die Definition des Komplements S einer
Fuzzy-Relation S verwendeten LUKASIEWICZschen Negation 1 — x auch eine beliebige an-

dere Negation v(z) verwendet werden kann. Demgem&$ kann man fragen, ob allgemeiner
gilt
8. Wenn
Inf{Sup{Sl(Lzﬂz € W}l re Ul X X Um} = 17
SO Sl (@) 5211 g Sl @S_gy.

Zweite Stufe der Definition eines Nicht-Standard-Produkts: Die Grundidee besteht
darin, dafl auch der ,,Supremum®“-Operator, der als ,Standard-Ezistenz-Quantor® aufge-
faflt wird, in einem bestimmten Nicht-Standard-Sinne abgeéndert wird.

Wie die Abénderung zu vollziehen ist, erldutern wir durch die folgende Analogiebe-
trachtung.

1. Der zweiwertige Existenzquantor ,es gibt ein“ ist eine ,iterierte Alternative.
2. Der reellwertige Existenzquantor ,,Sup“ 148t sich als , iteriertes Maximum® deuten.

3. Ist nun als Nicht-Standard-Verallgemeinerung von maz(z,y) eine beliebige S-Norm
o(x,y) gegeben, so kann man durch Iteration von o(x,y) einen reellwertigen Exi-
stenzoperator £FX, wie folgt erzeugen.

Durch Induktion iiber die natiirliche Zahl n > 1 definieren wir fiir x4, ...,x, € (0,1)
zunéchst o, (z1,...,z,) wie folgt
Definition 6.3.4

a) o1(z1) =def T1

b) opi1(@1, .. s &y Tpg1) =def 0(0n(T1,. .., ZTn), Tnt1)

Mit Hilfe der Funktionen o,, die man als n-stellige S-Normen bezeichnen kénnte,
definieren wir einen Operator EX, wie folgt, wobei M C (0,1).

Definition 6.3.5
EX (M) =45 Sup{on(z1,...,2,)|n 21 und z4,...,x, € M}
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Auf der Grundlage dieser Definition fithren wir ein ,natirliches“ (oder kanonisches®)
Nicht-Standard-T-Produkt von Relationen wie folgt ein.

Gegeben sei eine beliebige T-Norm 7. Wir wéahlen als S-Norm ¢ die zu 7 duale Funktion,
d. h. wir definieren fiir z,y € (0, 1):

o(z,y) =g 1 —7(1 — 2,1 —y).

Mit Hilfe von o konstruieren wir geméfi Definition 6.3.5 den Operator EX,. Als natiirli-
ches Nicht-Standard-Produkt S; @ S, definieren wir dann:

Definition 6.3.6

(51@ S2) (%15, Ty Y1,y - 1Y)
—def EX(T {T (Sl(xla e 7wm7z)752(27y17 e 7y71))| S W}

Aufgabe 6.3.6 Man verallgemeinere die Axiome fiir S-Normen auf beliebige n-stellige
Funktionen und zeige, dafl die Funktionen o, diese Axiome erfiillen, falls die Ausgangs-
funktion o eine S-Norm ist.

Aufgabe 6.3.7 Man stelle, in Analogie zu den Theoremen 6.3.4 und 6.3.5 Rechenregeln
fiir das natiirliche Nicht-Standard-Produkt S; ® S, auf und beweise diese.

Anmerkung
Zu weiterfithrenden Untersuchungen iiber Nicht-Standard-Fuzzy-Quantoren wird auf das
entsprechende Kapitel spéter verwiesen.

6.4 Fuzzy-Relationen als Abbildungen

Zur Vereinfachung der folgenden Betrachtungen beschrinken wir uns zunéchst auf binére
Relationen. Analog zu den Abschnitten 6.2 und 6.3 diskutieren wir drei Versionen des
Abbildungsbegriffs.

Wir beginnen mit der Diskussion der durch scharfe Relationen vermittelten Abbildun-
gen.

Gegeben seien die Universa U und V sowie eine scharfe (binédre) Relation R iiber U
und V', d. h.

RCUXxV.

Ist nun [z,y] € R, so sagt man, daB
e y ein R-Bild von £ und
e ¢ ein R-Urbild von y sei.

Unmittelbar ist klar, dafl ein gegebenes x kein R-Bild oder genau eines oder mehr als
ein R-Bild haben kann.

Gegeben sei nun eine Teilmenge X € U. Den iiblichen Ansétzen in der scharfen Men-
genlehre folgend, definieren wir das R-Bild R(X) der Menge X wie folgt:

Definition 6.4.1
R(X) =aer {y|Fz(z € X A z,y] € R)}
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Veranschaulichung Wir nehmen an x, 2o, 23,24 € X, y1,y2,y3 € Y und [z1,3:1] € R,
[z1,y2] € R, [x1,y3] € R, [22,y3] € R, [x3,y3] € R, ~3y(y € V A [z4,y] € R), ferner sei
¥ eU,r ¢ X und [2/,y,] € R.

X

T ye I > Y2
z Y3
a:’/ R

U V

Zu dieser Veranschaulichung stellen wir fest:
1. Das Element x; hat mehrere R-Bilder, ndmlich ¥y, ¥y, und ys.

2. Das Element y3; hat mehrere Urbilder (in der Menge X), ndmlich z;, zo und z3.
AuBlerdem hat y; das R-Urbild z’, welches allerdings nicht in X liegt.

3. Das Element x, hat kein R-Bild.

Feststellung Durch Definition 6.4.1 wird offenbar jeder gegebenen Teilmenge X € U
eindeutig eine Teilmenge R(X) € V zugeordnet, d. h. durch die (bindre) Relation wird
ein Operator Uy festgelegt, der die Potenzmenge P(U) eindeutig in die Potenzmenge
PB(V) abbildet, d. h. es gilt

Vg PU) = PV).

Die scharfe Relation R € U x V kann man auch dazu verwenden, eine , Riickkehrabbil-
dung* wie folgt zu definieren. Es sei dazu eine Menge Y € V' gegeben. Durch die folgende
Definition legen wir die Menge R'(Y') aller R-Urbilder der Menge Y fest.

Definition 6.4.2
R'(Y) =qe {z|y(y € Y A [2,9] € R)}

Die Menge R'(Y') kann man sehr einfach durch die Inverse R~' einer Relation R cha-
rakterisieren.

Definition 6.4.3
Ril —def {[yaw] | [.Z',y] € R}

Folgerung 6.4.1
1. Wenn REU xV,s0o RF'CV xU.
2. (RY)Y '=R
3. WennY CV,s0R(Y)=R(Y).
4 R(R(X)) 2 X fiir alle X C U.
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Beweis trivial.

Aufgabe 6.4.1 Man berechne (R N Ry)™', (R U Ry)™ und (U x V) \ R)™*' fiir
R,Rl,Rg g UxV.

Gegeben seien nun die Universa U, V und W sowie die scharfen Relationen R; € U x V
und R, SV x W.
Dann gilt das folgende

Theorem 6.4.2
L (RioRy)' = (Ry') o (RY)

2. Wenn X C U, dann (R; o Ry)(X) = Ra(R1(X)).

3. Wenn Z C W, dann (R, o R,)"'(Z) = R{' (R;'(2))
Aufgabe 6.4.2 Man beweise Theorem 6.4.2.

Bemerkung
Die Aussagen 2 und 3 von Theorem 6.4.2 sind eine ,abbildungstheoretische“ Rechtferti-
gung fiir die Definition des Relationenprodukts Ry o Rs.

Wir wollen nun die obigen Betrachtungen von binéren Relationen auf beliebige (n+ 1)-
stellige Relationen (n = 1) verallgemeinern.

Dazu seien die Universa Uy, ..., U, und V gegeben. Wir bilden U; x --- x U,, x V und
betrachten eine scharfe Relation R iiber Uy,...,U,,V, d. h. es sei

RCU x---xU, xV.

Wir betrachten nun Uy, ..., U, als Argumentbereiche und V als Wertebereich der durch
R vermittelten Abbildung, d. h. fir X; € Uy,..., X, € U, definieren wir das R-Bild
R(X,,...,X,) von Xy,..., X, wie folgt.

Definition 6.4.4
R(Xy,....X,) =aef {y|321 ... Fzp(z1 € Xy Ao ANy € X A1, ..., 20, y] € R)}

Wir gehen nun dazu iiber, die obigen Betrachtungen zu fuzzifizieren. Dazu seien eine
Fuzzy-Relation S iiber U,V , also

S:UxV —(0,1),
sowie eine Fuzzy-Menge F' iiber U, also
F:U—(0,1)

gegeben. In Analogie zu Definition 6.4.1 wollen wir das S-Bild S(F') der Fuzzy-Menge F
definieren. Demgeméf definieren wir:

Definition 6.4.5
S(E)(Y) =aer Sup {min(F(z),S(z,y)) |z € U}
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Offenbar ist S(F') eine Fuzzy-Menge tiber V. Ferner ist klar, da§ Definition 6.4.5 aus
Definition 6.4.1 hervorgeht, indem die scharfe Relation R bzw. die scharfe Menge X durch
die Fuzzy-Relation S bzw. die Fuzzy-Menge F' ersetzt wird; ferner wird das zweiwertige
Und A bzw. der auf x bezogene Existenz-Operator dz durch die Minimum-Funktion min
bzw. durch die den auf x bezogenen Supremum-Operator ersetzt.

Das fiir Fuzzy-Verallgemeinerungen von zweiwertigen Begriffsbildungen geforderte
Kompatibilitdtsprinzip ist hier in der folgenden Form giiltig.

Folgerung 6.4.3
Sind F und S zweiwertig, d. h.

F:U—{0,1} , S:UxV —{0,1},
so KER(S(F)) = (KER(S))(KER(F)).
Beweis
Es gilt
(6.3) y € KER(S(F))

genau dann, wenn

(6.4) S(F)(y) =1

genau dann, wenn

(6.5) Sup {min(F(z),S(z,y)) |z € U}

genau dann, wenn

(6.6) Jz(x € U A min(F(z),S(z,y)) =1)

genau dann, wenn

(6.7) Jr(x e UNF(x) =1ANS(z,y) =1)

genau dann, wenn

(6.8) Jz(x € U ANz € KER(F) A [x,y] € KER(S))

genau dann, wenn

(6.9) y € (KER(S))(KER(F))

Bemerkung
Offenbar impliziert (6.5) die Bedingung (6.6) im allgemeinen nicht, wenn U unendlich ist
und F', S nicht zweiwertig sind.

Aufgabe 6.4.3 Wie kann man Folgerung 6.4.3 modifizieren, wenn man die Voraussetzung,
daf F und S zweiwertig sind, streicht?
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Durch Definition 6.4.5 wird offenbar jeder gegebenen Fuzzy-Menge F iiber U eindeutig
eine Fuzzy-Menge S(F) iiber V' zugeordnet, d. h. durch die Fuzzy-Relation S wird ein
Operator @ definiert, der die Fuzzy-Potenzmenge §(U) von U in die Fuzzy-Potenzmenge
§(V) von V abbildet, d. h. es gilt

O :F(U) —F(V).

Da die Fuzzy-Mengen iiber U bzw. V reelle Funktionen sind, ist ®¢ ein reeller Funktio-
naloperator, und es liegt nahe, zum Studium solcher Operatoren die Konzepte der Funk-
tionalanalysis heranzuziehen. Zu diesem Gesichtspunkt sei auf die folgenden Abschnitte 7
und 8 verwiesen.

Wir werden jetzt die Wirkung des Operators ®g auf einige spezielle Fuzzy-Mengen
studieren.

Beispiel 6.4.1 Es gilt ®5(p,,) = @,
Wir hatten ¢, als die leere Fuzzy-Menge iiber U definiert, d. h. ¢, (z) = 0 fiir alle
x € U. Nun gilt

Cs(Py)(y) = S(@y)(Y)
= Sup {min(p, (z), S(z,y))|z € U}
= Sup {min(0,S(z,y)) |z € U}
= Sup{0}
=0.

Beispiel 6.4.2 Es gilt fiir jedes y € V: ®5(¥)(y) = Sup {S(z,y)|x € U}.

Beweis
Es gilt

5(P)(y) = SW)(w)
= Sup {min(Y (z), S(x,y))|z € U}
= Sup {min(1,S(z,y)) |z € U}
— Sup {S(zy) |z € U}

Der Ausdruck
Sup {S(x,y)|x €U}

spielt in der Theorie der (bindren) Fuzzy-Relationen eine besondere Rolle.
Gilt fiir eine (binére) scharfe Relation R € U x V fiir y € V die Beziehung

Jz(x € U A [z,y] € R),

so sagt man, dal y ein R-Urbild hat bzw. dal R an der Stelle y total sei. Demgem&f} kann
man

Sup {S(z,y) |z € U}
als ,,Grad“ dafiir ansehen, dafl y ein S-Urbild hat bzw. dafl S an der Stelle y total sei.
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Beispiel 6.4.3 Gegeben sei ein fixiertes Element xy € U. Wir betrachten die Fuzzy-Menge
F,,, die fiir beliebiges « € U definiert ist durch

1, falls z =z

F. (z) =q .
(@) =aes {0 , falls x # xq

Dann gilt fiir jedes y € V
D5 (Fao)(y) = S(x0,y)-

Beweis
Es gilt

Ds(Fuy)(y) = S(Fo)(y)
= Sup {min(F,,(z),S(x,y))|x € U}
= Sup ({min(Fy,(x0), S(x0,y))} U {min(Foy(x), S(z,y)) |2 € U Az # 0})
= Sup ({min(1, S(xo,y))} U{min(0,5(z,y)) |z € UNz # x0})
= Sup ({S(xo,y)} U{0})
= S(z0,y).

Auch der Ausdruck
S(:E07 y)

spielt in der Theorie der (bindren) Fuzzy-Relationen eine besondere Rolle. Man kann
S(xo,y) als den ,Grad® interpretieren, so daf§ y S-Bild des Elements z; ist.

Wir fuzzifizieren nun die Definitionen 6.4.2 und 6.4.3. Gegeben sei dazu eine Fuzzy-
Menge G iiber V, ferner gelte z € U.

Definition 6.4.6
S'(G) (@) =aer Sup {min(G(y),S(z,y))|y € V}

Definition 6.4.7
S~ Y@, y) =aer S(y,z), wobei x € V und y € U.

Folgerung 6.4.4
1. Wenn S:U xV — (0,1), s0 S7': V x U — (0,1).
2. (8 '=8
3. Wenn G : V — (0,1), dann S'(G) = S7YQ).
4. Wenn F : U — (0,1), dann S’(S(F'))

1V,

F.

Aufgabe 6.4.4 Man beweise Folgerung 6.4.4.

Aufgabe 6.4.5 Man berechne (S; N Sy)~', (S; U Sy)™! und (f x Y) \ S)*' fiir
.80, 8 : U x V — (0,1).
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Gegeben seien nun die Universa U, V und W sowie die Fuzzy-Relationen
S;:UxV —(0,1)
und
Sy VxW —(0,1).
In Analogie zu Theorem 6.4.2 gilt dann

Theorem 6.4.5
1. (Sl e} 52)71 = (S;l) o (S;l)

2. Wenn F : U — (0,1), dann (S; 0 S2)(F) = S2(S1(F)).
3. Wenn G : W — (0, 1), dann (S 0 S2)71(G) = S;' (57 1(G))

Aufgabe 6.4.6 Man beweise Theorem 6.4.5.
Anleitung: Riickgang auf die Definitionen.
Wir wollen nun die in Definition 6.4.5 definierte ,,Standardform*
S(E) ) =aer Sup {min(F(x),S(z,y)) |z € U}
der Erzeugung eines Funktionaloperators @5 : F(U) — §(V'), wobei
D5 (F) =aer S(F),

in geeigneter Weise verallgemeinern.
Dazu wird die Funktion min durch eine beliebige zweistellige Funktion x, wobei

K (0,1)* = (0,1),
und der Operator Sup durch eine Abbildung @, wobei
Q: P (0,1) — (0, 1)
gilt, ersetzt.
Man nennt x in diesem Zusammenhang auch ,, Kombinationsfunktion“, weil sie die Wer-
te F(x) und S(z,y) kombiniert. @ heifit (allgemeiner) Quantor iiber (0,1), weil @ den
Operator Sup ersetzt und Sup als Existenzquantor angesehen werden kann, da er die

Verallgemeinerung des zweiwertigen Existenzquantors 3 auf den Bereich (0, 1) ist.
Wir setzen zur Abkiirzung J = [S, k, @] und definieren einen Funktionaloperator

@5 :3(U) —3(V)
folgendermaBen fiir ' € §(U) und y € V.
Definition 6.4.8
CI)S(F)(y) —def Q{H(F(Z’),S(I‘,y)) |.Z' S U}

Aufgabe 6.4.7 Unter welchen Voraussetzungen fiir k und Q gilt
1. ©5(py) = Py
2. oY) (y) = Q{S(x,y)|x € U} fiir beliebiges y € U
3. ®5(F,,)(y) = S(zo,y) fiir beliebiges y € U?

Anleitung: Man betrachte die in den Beispielen 6.4.1 bis 6.4.3 verwendeten Ldsungswege
und leite daraus Losungen fiir die oben gestellten Aufgaben ab.
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7. Der verallgemeinerte Modus
Ponens und die Compositional
Rule of Inference

7.1 Der verallgemeinerte Modus Ponens (VMP)

Beim Studium logischer Systeme & findet man héufig die folgende Situation vor: Gegeben
ist eine Menge AUSD von Ausdriicken. Die Menge AUSD ist abgeschlossen beziiglich der
Konstruktion von Ausdriicken mit Hilfe des ,Implikationssymbols* —, d. h. es gilt fiir
beliebige Ausdriicke A, B € AUSD:

Wenn A € AUSD und A — B € AUSD, so B € AUSD.

Ist & ,regelbasiert® aufgebaut, so liegt eine bindre Relation X F A vor, wobei
X € AUSD und A € AUSD. Man sagt dann, dafl der Ausdruck A aus der Menge X
von Ausdriicken ableitbar sei, wobei X auch hiufig Axiomensystem genannt wird. Die
Relation X F A wird induktiv {iber eine Ableitbarkeitsstufe definiert, wobei die einzel-
nen Ableitungsschritte durch die Anwendung von (,elementaren) Schlufiregeln, die beim
Aufbau des regelbasierten logischen Systems & festgelegt worden sind, realisiert werden.

Viele regelbasiert aufgebaute logische Systeme stiitzen sich u. a. auf den Modus Ponens
als Schlufiregel: Wenn aus X ableitbar sind A — B und A, so soll aus X auch ableitbar
sein B. Diese Schlufiregel wird auch héufig kurz durch das folgende Schema beschrieben:

XHFA—B
XFHA
XFB

Soll nun das logische System & verwendet werden, um z. B. Wissen iiber ein bestimmtes
Sachgebiet zu modellieren, muf} eine semantische Interpretation des Systems & definiert
werden, die das betreffende Sachgebiet erfaflt. Dabei ist wesentlich, daf3 die verwendeten
Schlufiregeln semantisch korrekt sind, von (semantisch) giiltigen Ausdriicken wieder zu
solchen fiihren.

Unter den vielen moglichen Interpretationen sind die ,scharfen® ausgezeichnet, bei de-
nen die zweiwertige Logik zugrunde liegt (mit der Menge {0, 1} als Wahrheitswerte) und
der iibliche (,scharfe*) Funktionsbegriff sowie allein zweiwertige Priadikate (die ihre logi-
schen Werte in {0,1} annehmen) verwendet werden.

Ist eine derartige Interpretation vorgegeben und liegt eine Belegung der Variablen vor,
so ist jedem Ausdruck A ein logischer Wert VAL(A) € {0, 1} zugeordnet.

Die semantische Korrektheit des oben betrachteten Modus Ponens wird dann durch das
folgende Lemma ausgedriickt:
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Lemma 7.1.1
Wenn VAL(A— B) =1 und VAL(A) =1, dann VAL(B) = 1.

Dieses Lemma kann auch durch das folgende Schema beschrieben werden:

VAL(A— B) =1
VAL(A) = 1
VAL(B) = 1

Die Giiltigkeit von Lemma 7.1.1 kann man wie folgt einsehen: Bei der vorausgesetzten
zweiwertigen Interpretation wird das Symbol extensional interpretiert, d. h. die Funktion
VAL erfiillt die Gleichung

VAL(A — B) = B(VAL(A), VAL(B)),

d. h. der Wert VAL(A — B) héngt allein von den Werten VAL(A) und VAL(B) ab, jedoch
nicht von A und B selbst. (§ ist eine geeignet gewihlte zweistellige BOOLEsche Funktion,
d. h. g: {0, 1}2 — {0,1}, némlich seq, die durch die folgende Tabelle festgelegt ist:

— —_ O Ol8
— O = oI
[

Nun gilt aber trivial: Wenn seq(z,y) = 1 und = 1, so y = 1. Somit ist Lemma 7.1.1
bewiesen.

Wir gehen nun zur Diskussion des verallgemeinerten Modus Ponens (generalized modus
ponens) iiber, der unter dieser Bezeichnung von L. A. ZADEH im Jahre 1972 in der
Arbeit [56] eingefiihrt worden ist.

Der verallgemeinerte Modus Ponens dient der Verarbeitung ,,unscharfen“ Wissens, das
durch Regeln der Form

IF xis F THEN vy is G

gegeben ist.
Wir erlautern derartige IF-THEN-Regeln durch die folgenden Beispiele.

Beispiel 7.1.1 [F Geschwindigkeit ist hoch
THEN Bremsweg ist lang

Beispiel 7.1.2 [F Temperatur in einem Heizkessel ist niedrig
THEN offne das Ventil fiir Heizgaszufiihrung sehr stark

Im Beispiel 7.1.1 wird ein kausaler Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit etwa
eines Autos und dem Bremsweg dieses Autos, etwa bei Auftauchen eines Hindernisses,
beschrieben.

Als erstes mufl man auf den grundsétzlichen Unterschied zu Ausdriicken der Form

A— B

hinweisen, wie wir sie bei der Diskussion des iiblichen Modus Ponens oben betrachtet
haben. Ausdriicke der Form A — B beschreiben im allgemeinen keinen kausalen Zusam-
menhang, was z. B. auch durch die logische Aquivalenz von A — B mit AV B deutlich
wird.
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Zweitens wird in Beispiel 7.1.1 ein kausaler Zusammenhang zwischen unscharfen Aus-
sagen beschrieben: Eine hohe Geschwindigkeit eines Autos impliziert einen langen Brems-
weg. Zur weiteren Prézisierung dieser Situation wurden von ZADEH die Begriffe , lingui-
stische Variable“ und ,linguistischer Term* eingefiihrt (siehe [?]).

Als linguistische Variablen treten in dem betrachteten Beispiel

x: Geschwindigkeit und

y: Bremsweg auf.

Auf Grund klassischer ,scharfer* Vorstellungen kénnte man daran denken, als Varia-
bilitétsbereich fiir  etwa die Menge U, = [0, 300] aller reellen Zahlen festzulegen, wobei
r € [0,300] bedeuten soll, dafi das betrachtete Auto sich mit der Geschwindigkeit rkm /h
bewegt.

Wie in dhnlichen Féllen 148t sich die Semantik von ,,hoch® nicht durch eine reelle Zahl
ro € [0,300], etwa ro = 200, erfassen; vielmehr mufl ,hoch* durch eine geeignete Fuzzy-
Menge iiber [0,300] modelliert werden, etwa wie in der folgenden Skizze dargestellt:

1__

JHOCH*

100 200 300

Somit nimmt die Variable x als Werte Fuzzy-Mengen iiber dem Universum [0, 300]
an. Die Bezeichnungen dieser Fuzzy-Mengen, die also Konstanten im Sinne der Pridi-
katenlogik sind, heiflen bei ZADEH ,linguistische Terme*, offenbar deshalb, weil in den
Anwendungen als Konstanten haufig Worter der Umgangssprache verwendet werden.

Fiir die linguistische Variable y (Bremsweg) wéhlen wir das Universum
U, ={0,1,2,...,200}, wobei n € U, bedeuten soll, dafl der Bremsweg n Meter betrigt.
Eventuell ist die Einheit Meter zu ,,grob“, d. h. man kénnte daran denken, als Einheit De-
zimeter oder gar Centimeter zu wéhlen, um eine ,feinere“ numerische Beschreibung des
Bremsweges zu erhalten, was im Hinblick auf einen mdoglichen Auffahrunfall von Bedeu-
tung sein kann. Somit kann der zu y gehorende linguistische Term ,,lang* zum Beispiel
durch die Fuzzy-Menge

1__

LLANG®

50 100 150 200

interpretiert werden.

In der Arbeit [56] schlug ZADEH vor, das folgende Schluschema, das er ,,generalized
modus ponens“ nannte, zur Gewinnung neuer unscharfer Informationen zu prézisieren
und dann zu benutzen:
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Antecedent 1: Wenn x ist F, so y ist G
Antecedent 2: x ist F’
Conclusion: y ist G

Dabei sind F' und F’ Fuzzy-Mengen iiber U, G und G’ sind Fuzzy-Mengen iiber V. Das
obige Schema ist so zu verstehen, dafl aus der ,,unscharfen Implikation“

,Wenn x ist F, so y ist G

und der unscharfen Aussage
LT ist F'¢

die unscharfe Aussage
Wy ist G’

abgeleitet wird.
Wir erldutern dies an dem folgenden Beispiel:

Antecedent 1:  Wenn die Geschwindigkeit hoch ist, so ist der Bremsweg lang.
Antecedent 2: Die Geschwindigkeit ist niedrig.
Conclusion: Der Bremsweg ist kurz.

Diese Ableitung fiihrt offenbar zu einem richtigen Resultat, d. h. zu einem Resultat, das
mit den Beobachtungen beim Autofahren iibereinstimmt.

Wir stellen nun die Frage, wie diese Prozedur allgemein prézisiert werden kann. Dabei
ist natiirlich zu beachten, dafi die obige Ableitung realisiert wird, dagegen die folgende
nicht, weil sie offenbar nicht mit den Beobachtungen iibereinstimmt, somit falsch wire.

Antecedent 1:  Wenn die Geschwindigkeit hoch ist, so ist der Bremsweg lang.
Antecedent 2: Die Geschwindigkeit ist mittel.
Conclusion: Der Bremsweg ist sehr lang.

Um zu einer allgemeinen Interpretation des Generalized Modus Ponens zu kommen, be-
trachten wir zunéchst das Antecedent 1, und zwar in der allgemeinen Form

Wenn z ist F, so y ist G.

Eine Interpretation nach dem Vorbild des zweiwertigen Modus Ponens versagt hier vollig,
selbst wenn wir auf das Gebiet der mehrwertigen Logik ausweichen. Vielmehr gelangen wir
zu einem passenden Ansatz, wenn wir den Konnektor ,Wenn ... , so* kausal oder — was
noch treffender ist — funktional interpretieren. (Man vergleiche dazu die Ausfithrungen
in Kapitel 4.) Dazu stellen wir uns vor, daf§ eine ,Blackbox“ der Form

— Wennzist F,soyist G ——-

gegeben ist, in der also eine Fuzzy-IF-THEN-Regel der Form ,,Wenn x ist F, so y ist G“
abgespeichert ist und die auf Grund dieser Regel eine gewisse Abbildung ® : F(U) — F(V)
definiert. Der ,,Generalized Modus Ponens“ wird dann in der Weise interpretiert, dafl die
in Conclusion ,,y ist G’“ vorkommende Fuzzy-Menge G’ aus der im Antecedent 2 ,,x ist F’*
vorkommenden Fuzzy-Menge F' mit Hilfe des Funktionaloperators ® in der Form

G =4y O(F")

abgeleitet (,inferiert*) wird.
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7.2 \Verschiedene semantische Interpretation des verallgemei-
nerten Modus Ponens

Als erstes nehmen wir — der Ubersichtlichkeit wegen — die folgende Vereinfachung in
der Notation vor: Wir ersetzen die deutschen Termini ,, Wenn® bzw. ,,so“ durch ,,IF'“ bzw.
, THEN“, um hervorzuheben, daf} sie keine umgangssprachlichen Gebilde, sondern ,,Kon-
nektoren* zur Formulierung von Regeln einer bestimmten Form sind. Auf die Angabe der
(linguistischen) Variablen x und y verzichten wir, weil sie — wegen der hier betrachteten
sehr einfachen Form von Regeln — in den betreffenden Definitionen weggelassen werden
konnen, ohne dafl Unklarheiten oder Mehrdeutigkeiten entstehen. Somit notieren wir den
verallgemeinerten Modus Ponens in der Form

IF F THEN G
F’ )

G/

wobei F, F' Fuzzy-Mengen iiber U und G, G’ Fuzzy-Mengen {iber V sind.

Als erstes definieren wir ,extensionale“ Interpretationen, und zwar im Standardfall
als ,,Compositional Rule of Inference“, eingefiihrt von ZADEH in [56]. Sodann wird die-
se Interpretationstechnik auf den Nichtstandardfall verallgemeinert und als ,, Generalized
Compositional Rule of Inference® eingefiihrt. Zweitens betrachten wir relationale Interpre-
tationen, die als Losungen von Gleichungen fiir Fuzzy-Relationen gegeben sind. Drittens
schliellich werden ,,funktionale“ Interpretationen definiert, die eine unmittelbare Verall-
gemeinerung relationaler Interpretationen sind.

Zum Verstidndnis der extensionalen Interpretationen in Standardform, d. h. der ur-
spriinglich von ZADEH definierten Compositional Rule of Inference, erinnern wir an den
relational definierten Abbildungsbegriff der scharfen Mengenlehre.

Gegeben seien die scharfen Mengen U und V. Wir bilden U x V und wéhlen A € U
und R € U x V. Dann ist das R-Bild R(A) der Menge A definiert durch

R(A) =4er {y|3z(z € AN [z,9y] € R)}.

Diese Begriffsbildungen werden nun im Rahmen der Fuzzy-Mengenlehre wie folgt ver-
allgemeinert (siche Kapitel 6.4).
Gegeben seien eine Regel der Form

IF F THEN G,
wobei F' Fuzzy-Menge iiber U und G Fuzzy-Menge iiber V', sowie eine bindre Funktion
7:(0,1)> — (0,1).

Dabei dient 7 zur Interpretation des Konnektors IF ... THEN. Sie wird deshalb auch

»Implikationsfunktion“ genannt, obwohl sie zunéchst vollig beliebig gewéhlt werden kann,

d. h., dafl die Funktion m nicht notwendig irgendwelche Implikationsaxiome erfiillen muf3.
Wir definieren nun eine biniire Relation SF'¢ wie folgt fiir x € U und y € V:

Sy, y) =aer 7(F(2), G(y))-

Das Wort ,extensional® soll in diesem Zusammenhang bedeuten, dafl S*¢ nicht unmittel-
bar von z und y abhingt, sondern nur von den Werten F(z) und G(y) der Fuzzy-Mengen
F und G. Dies bedeutet, daf} fiir beliebige x, 2’ € U, y,y’ € V gilt:

Wenn F(z) = F(2') und G(y) = G(), so 87 (z,y) = S7(a"y/).
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Wiirde dagegen die Funktion 7 zusétzlich von den Variablen x und y abhéngen, d. h.
wére eine Funktion der Form

IT:(0,1)> x U xV — (0,1)

gegeben und wiirde man eine binéire unscharfe Relation Sﬁ’G wie folgt definieren, wobei
zelU,yeV:

SII;yG(x7y) =def H(F(‘T)7G(y)7xvy)7

so wiirde man von einer nicht-extensionalen (,intensionalen“) Erzeugung von S;;'“ mittels
F, G und II sprechen. Auf diese Verallgemeinerung kommen wir bei der Definition von
relationalen Interpretationen zuriick.

Gegeben sei nun eine beliebige Fuzzy-Menge F’ {iber U. In Analogie zur Definition von
R(A) definieren wir das SF¢-Bild SF¢(F’) der Fuzzy-Menge F’ wie folgt, wobei y € V.

Definition 7.2.1 (Compositional Rule of Inference)
SeC(F)(Y) =aer Sup {min (F'(z), ST (2,y))| z € U}

Zum vertieften Verstédndnis der Analogie zur Definition von R(A) siehe Kapitel 6.4.

Das Schema
IF F THEN G

F/

G/
wird dann in der Form interpretiert, dal man — nachdem = fixiert ist — die Fuzzy-Menge
G’ durch

G'(y) =aer Sz (F)(y)
fiir y € V definiert. Lost man die Definition von SH¢ auf, erhilt man, dafl die Gleichung
G'(y) = Sup {min (F'(z),7(F(z),G(y)))| = € U}

fiir alle y € V gilt.

Geht man auf die Veranschaulichung durch eine Blackbox zuriick, so bedeutet dies, daf3
die Blackbox

F.G
— S5 —

auf die Eingabe von F’ mit der Ausgabe G’ antwortet, d. h., dafl

F SF,G G

gilt.
Wenn man nun die gegebene IF-THEN-Regel

IFF THEN G

in der Weise versteht, dafl die konstruierte Blackbox auf die Eingabe von F' mit G ant-
worten soll, d. h., daf3

F—- S ——a
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7.2 Verschiedene semantische Interpretation des verallgemeinerten Modus Ponens

gilt, so fithrt dies auf die fundamentale Eigenschaft der lokalen Korrektheit, was in For-
melschreibweise

SEC(F) =@

und damit gleichwertig
Sup {min (F(z), n(F(x),G(y))) | v € U} = G(y)

fiir alle y € V' bedeutet.

Die lokale Korrektheit ist aus ,funktionalen“ Griinden fiir die Anwendungen funda-
mental wichtig. Ein weiterer Punkt, aus dem die Wichtigkeit dieser Begriffsbildung folgt,
ist die Tatsache, daf} lokale Korrektheit die Koinzidenz mit dem {iiblichen Modus Ponens
bedeutet, was sich durch das Schema

IF F THEN G
F

G

beschreiben l&#t.

Nun [48t sich aber sehr leicht durch Beispiele zeigen, dafl die lokale Korrektheit nicht
generell, sondern nur unter speziellen einschréinkenden Bedingungen fiir ', G und « gilt.
Aus diesen Griinden ist das folgende Kapitel 7.3 allein der totalen Korrektheit gewidmet.

Wir gehen nun zur Definition der ,,Generalized Compositional Rule of Inference* iiber.
Ausgangspunkt ist die Beobachtung, dafl es aufler der Funktion min viele andere LU-
KASIEWICZsche Erweiterungen der BoOLEschen Funktion et, die das logische Verhalten
des klassischen ,,Und“ beschreibt, gibt. Die Funktionenklasse der T-Normen unterstreicht
diese Feststellung. Wir wollen uns hier nicht einmal auf T-Normen festlegen, sondern
wollen min durch eine beliebige Funktion

k:(0,1)% = (0,1)

ersetzen.
Ahnliches gilt fiir den Operator Sup, der nur eine mogliche Erweiterung des zweiwertigen
Existenzoperators 3 ist. Somit ersetzen wir Sup durch eine beliebige Abbildung

Q: % (0,1) —(0,1)

und nennen @ einen allgemeinen Quantor.
Somit definieren wir

Definition 7.2.2

~

J = [m kK, Q| heifle allgemeine extensionale Interpretation (einer einzelnen IF-THEN-
Regel)
—ger 1wk (0,1)% = (0,1)

2. Q:%(0,1) —(0,1)
Es sei nun eine (einzelne) IF-THEN-Regel gegeben, etwa der Form

IF F THEN G,

wobei F' eine Fuzzy-Menge iiber U und G eine Fuzzy-Menge iiber V ist.
Durch das folgende Konstruktionsverfahren, das wir ,,Generalized Compositional Rule
of Inference“ nennen wollen, wird in den drei Schritten, die in der folgenden Definition

157



7. Der verallgemeinerte Modus Ponens und die Compositional Rule of Inference

beschrieben werden, auf der Basis der Interpretation J = [, k, Q] ein Funktionaloperator
®3°¢, d. h. eine Abbildung
e7F(U) = F(V)

folgendermaflen erzeugt.

Definition 7.2.3

Schritt 1 Unter Verwendung der ,Implikationsfunktion“ m und der Regel IF F THEN G
definieren wir — wie bisher bei der Compositional Rule of Inference — eine binére
unscharfe Relation S durch

Sf-,G(:E’y) —def 7T(F($)7G(y)) (33‘ € U7y € V)

Schritt 2 Flir ein beliebiges F' : U — (0,1) wird aus F’ unter Verwendung der Relation
SEGder ,Kombinationsfunktion® x und des ,Quantors“ @ die Fuzzy-Menge G’
durch die folgende Formel ,abgeleitet® (,inferiert*)

G'(y) =aes Q {r (F'(2),55%(x,y))| z € U}
mity e V.
Schritt 3 Der Operator <I>§’G wird durch
Oy (F) =aes G
definiert.

Wie bei der Standard-Interpretation, d. h. fiir Jsr =g [m, min, Sup], stellt sich das
Problem der lokalen Korrektheit, in der funktionalanalytischen Terminologie durch die
Forderung

PIYF) =G

ausgedriickt.

Wir gehen jetzt zur Definition relationaler Interpretationen {iber. Gegeben sei
IF F THEN G.

Grundgedanke und Ausgangspunkt ist, dal man nicht den Konnektor IF ... THEN
durch eine beliebige Abbildung = : (0, 1>2 — (0, 1) interpretiert und dann eine unscharfe
Relation S in der Form

S(:Evy) —def 7T(F($)7G(y)) (:L' € va S V)

erzeugt; sondern dafl man die Regel IF F' THEN G als eine relationale Gleichung auffaflt,
d. h. als eine Gleichung der Form
FoS=aG,

die fiir gegebenes F' und G zur Bestimmung einer bindren Relation S (also einer Losung)
dienen soll.

Um dies zu prézisieren, ist es erforderlich, eine Operation ,,Produkt“ zu haben, um F oS
bilden zu kénnen. Wir gehen von dem allgemeinen Ansatz aus, dafl wir ein Produkt o als
eine Abbildung der Form

0:FU)xFUxV)—-FV)

definieren, d. h. als eine eindeutige Abbildung o, die jeder Fuzzy-Menge F € F(U) und
jeder bindren unscharfen Relation S : U x V' — (0,1) eine Fuzzy-Menge F o S iiber V
zuordnet.
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7.2 Verschiedene semantische Interpretation des verallgemeinerten Modus Ponens

Aus theoretischen Untersuchungen und praktischen Anwendungen kennen wir eine Fiille
von Moglichkeiten, ein solches Produkt zu definieren.

Betrachten wir die Compositional Rule of Inference, so kann man das sogenannte
Standard-Produkt o, wobei fiir y € V

(F 0 S) (@) =4ey Sup {min(F(z),S(z,y))|z € U},
definieren und dann Definition 7.2.1 in der Form
Sy C(F") =aep F'0 S

schreiben.

Zu entsprechenden Umformulierungen der Generalized Compositional Rule of Inference
gehen wir von einer allgemeinen extensionalen Interpretation der Form J = [, k, Q] aus.
Fiir die Definition eines entsprechenden (Nicht-Standard-) Produkts benétigen wir nur x
und @, wir setzen also J' = [k, Q] und definieren das Produkt @) wie folgt fiir y € V:

(F@S) (y) =aer Q{r(F(2),5(x,y)) |z € U}.
Definition 7.2.3 kann man dann wie folgt formulieren:
Oy (F) =aer F' @ S7€.
Durch die folgende Definition prézisieren wir das Konzept ,relationale Interpretation*.

Definition 7.2.4
J =[S, o] heifle relationale Interpretation
=def 1. SUXV—><0,1>

2. 0:F5U)xFUxV)—=FV).
Grundlegend fiir die korrekte Anwendung des Generalized Modus Ponens ist die folgen-
de Verifikationsdefinition.
Definition 7.2.5

Die relationale Interpretation J = [S, o] verifiziert den Generalized Modus Ponens

IF F THEN G
FI

G/
=g Wenn F oS =G, s0F' oS ="

Diese bedeutet fiir das praktische Arbeiten mit dem Generalized Modus Ponens auf der
Grundlage relationaler Interpretationen folgendes:

Gegeben sei die Regel IF F THEN G. Nun ist eine Relation S (Losung) zu bestimmen,
d. h., dal F o § = G. Die abgeleitete Fuzzy-Menge G’ wird dann durch G’ =45 F' o S
definiert. Dies hat zur Voraussetzung, dal Konstruktionsverfahren fiir eine (bzw. moglichst
alle) Losungen S der Gleichung F'oS = G entwickelt werden. Diese Aufgabenstellung mag
als Nachteil gegeniiber dem extensionalen Ansatz empfunden werden. Dem steht aber der
Vorteil gegeniiber, dafl beim relationalen Ansatz die lokale Korrektheit ,automatisch*
erfiillt ist, wihrend beim extensionalen Ansatz diese Figenschaft in jedem konkreten Fall
erst durch eine mehr oder weniger detaillierte Untersuchung nachgewiesen werden muf.

Fiir mehr Informationen zu diesem Problemkreis verweisen wir auf die folgenden Kapi-
tel 7.3 und 7.4.

Das im folgenden zu entwickelnde Konzept verallgemeinert den relationalen Ansatz und
stellt einen Zusammenhang zu Begriffsbildungen der Funktionalanalysis her.
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7. Der verallgemeinerte Modus Ponens und die Compositional Rule of Inference

Definition 7.2.6
® heifle funktionale Interpretation

=4 P:FU) = F (V).

Definition 7.2.7
Die funktionale Interpretation ® verifiziert den Generalized Modus Ponens

IF F THEN G
FI

G/
=4ef Wenn ®(F) = G, so ®(F') = G'.

Auf der Grundlage des Konzeptes funktionaler Interpretationen wird der Generalized
Modus Ponens wie folgt verwendet.
Gegeben sei die Regel
IF F THEN G.

Man bestimmt einen Funktionaloperator
®:3(U) = 3(V),

so daf
O(F)=G

gilt. Diese Aufgabe wird im allgemeinen durch zusétzliche Forderungen an & einge-
schrankt, z. B. dafl ® beziiglich einer gegebenen Metrik oder Topologie stetig sein
soll oder allgemein, dafli ® in einer vorher fixierten Klasse FUNKT von Abbildungen
U : F(U) — §(V) liegen soll. Hat man ein derartiges ® konstruiert, wird die Ableitung
von G’ durch

G =45 O(F")

definiert.

7.3 Die lokale Korrektheit der Generalized Compositional Rule
of Inference

Gegeben seien eine IF-THEN-Regel der Form
IFF THEN G
sowie eine allgemeine extensionale Interpretation der Form
J=[mk, Q.
Entsprechend Definition 7.2.3 definieren wir einen Funktionaloperator
7 F(U) — F(V)
fiir beliebiges F' € §(U) durch

O3 (F)(y) =aep Q{R(F'(2), m(F(2),G(y))) |z € U} (y V).
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7.8 Die lokale Korrektheit der Generalized Compositional Rule of Inference

Definition 7.3.1
(135 'Y heifit lokal korrekt
:def q)‘?’G(F) — G

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, fiir verschiedene extensionale Interpretationen die
lokale Korrektheit zu beweisen bzw. durch Gegenbeispiele zu widerlegen.

Beispiel 7.3.1 Wir beginnen mit der Diskussion einer extensionalen Interpretation, die
urspriinglich schon von ZADEH betrachtet und bei den ersten Anwendungen von Fuzzy-
IF-THEN-Regeln [?] verwendet wurde und die auch heute noch bei vielen Anwendungen
benutzt wird.

Dabei ist wesentlich, dafl als interpretierende Funktion 7 nicht irgendeine Implikation
oder ,implikationséhnliche“ Funktion (siehe Kapitel 4), sondern das Minimum gew#hlt
wird, d. h. wir definieren

7(r, s) =aep min(r,s) (r,s € (0,1)).

Diese Wahl mag zunéchst Befremden erwecken, insbesondere, wenn man dem IF-THEN-
Konnektor eine ,,implikative“ Bedeutung im Sinne der zweiwertigen oder der LUKASIE-
wiczZschen Logik unterlegt. Denkt man jedoch an die funktionale Bedeutung des Kon-
nektors, so ist die Wahl von 7 als Minimum véllig klar und einsichtig; denn durch die
Definition

S(IL', y) —def mZTL(F(Z’), G(y))
wird nichts anderes als das CARTESIsche Produkt der Mengen F' und G erzeugt, was
eine sehr spezielle (,,universelle*) binédre Relation (Abbildungsvorschrift) ist. Ersetzen wir

F bzw. G durch die scharfen Mengen A und B, dann korrespondiert zu S die binére
(scharfe!) Relation

R:defA X B.

Bei der Wahl von s und @ beschrinken wir uns auf den Standardfall, d. h. wir wéhlen

K =gef TN

Q —def Sup .

Zur Formulierung des folgenden fiir sowohl Theorie als auch Anwendungen grundlegen-
den Satzes definieren wir

31 —def [mm, min7 Q]

Theorem 7.3.1
Wenn hgt(F') = hgt(G), so <I>§1’G(F) =G.
Dieser Satz besagt somit, dafl bei der betrachteten Interpretation der Generalized Mo-

dus Ponens mit dem {iiblichen Modus Ponens zusammenfillt bzw. dafl die Compositional
Rule of Inference lokal korrekt ist.

Aufgabe 7.3.1 Man beweise Theorem 7.3.1.
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7. Der verallgemeinerte Modus Ponens und die Compositional Rule of Inference

Anleitung: Man beweise die beiden folgenden Ungleichungen (7.1) und (7.2) gesondert,

wobei y € V.
(7.1) Sup {min(F(z), min(F (), G(y))) |z € U} = G(y)
(7.2) Sup {min(F(z), min(F(x),G(y))) |z € U} 2 G(y)

Dabei wird man feststellen, dafi die Voraussetzung hgt(F') = hgt(G) zum Beweis von

(7.1) nicht erforderlich ist, dagegen zum Beweis von (7.2) gebraucht wird.

Aufgabe 7.3.2 Man zeige durch ein Gegenbeispiel, dafi auf die Voraussetzung

hgt(F') = hgt(G) nicht verzichtet werden kann.

Anleitung: Da die in der Anleitung zu Ubungsaufgabe 7.3.1 formulierte Bedingung (7.1)
ohne die Voraussetzung hgt(F') 2 hgt(G) gilt, mufl man (7.2) widerlegen, und zwar durch

die Konstruktion von Fuzzy-Mengen F und G, fiir die hgt(F') < hgt(G) gilt.

Die in Beispiel 7.3.1 betrachtete extensionale Interpretation und das dazugehorige Theo-
rem 7.3.1 kann man wie folgt verallgemeinern. Zur Formulierung des folgenden Theorems
erinnern wir an die Definition: F heifile normal genau dann, wenn Sup {F'(z)|xz € U} = 1.

Es sei J = [, K, Q] gegeben.

Theorem 7.3.2
Wenn

1. F normal ist,
2. w und k stetige T-Normen sind,
3. Q = Sup,
s0 ist @g ¢ lokal korrekt.
Beweis
Wir haben zu beweisen, daf fiir alle y € V'
(7.3) Sup {k(F(x), m(F(x), G(y))) |z € U} = G(y)
gilt. Wir betrachten fiir fixiertes sy € (0, 1) die reelle Funktion
(7.4) o(1) =gep £(r,m(r, 50))
WEeil x und 7 monoton sind, gilt
(7.5) ¢ ist monoton.
WEeil k und 7 aulerdem stetig sind, folgt
(7.6) p ist stetig.
Aus (7.5) und (7.6) folgt fiir jedes beliebige M C (0, 1)
(7.7) Sup {(r) |r € MY} = o (Sup {r|r € M}).

Ferner gilt nach Voraussetzung

(7.8) F' ist normal, d. h. nach Definition Sup {F(z)|z € U} = 1.
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7.8 Die lokale Korrektheit der Generalized Compositional Rule of Inference

Aus (7.7) und (7.8) erhalten wir

(7.9) Sup {x(F(z),7(F(x),G(y))) [+ € U}
=k (Sup{F(z)|z € U}, 7 (Sup {F(z)|z € U},G(y)))
= I{(l,ﬂ'(l,G(y))

=7(1,G(y)) weil k eine T-Norm ist
= G(y) weil 7 eine T-Norm ist.
Damit ist Theorem 7.3.2 bewiesen. u

Aufgabe 7.3.3 Die in Theorem 7.3.2 angegebenen Voraussetzungen sind zum Beweis der
Behauptung hinreichend, aber offenbar nicht notwendig. Dies betrifft insbesondere Vor-
aussetzung 2, ndmlich daf m und k stetige T-Normen sind.

Man untersuche, welche Voraussetzungen iiber m und k tatséchlich im Beweis von Theo-
rem 7.3.2 gebraucht werden und formuliere diese.

Aufgabe 7.3.4 In Ubungsaufgabe 7.3.2 hatten wir gezeigt, daf die im Beispiel 7.3.1 auf-
tretende Bedingung hgt(F') 2 hgt(G), die fiir die lokale Korrektheit des Operators @g ¢
im Falle § = [min, min, Sup] hinreichend ist, nicht abgeschwécht werden kann.

Analog zeige man fiir Theorem 7.3.2, daf§ auf die Voraussetzung Sup {F(z)|x € U} =1,
d. h. dafl F' normal ist, nicht verzichtet werden kann, falls m und k beide archimedisch
sind (siehe Definition 77).

Wir untersuchen nun die Frage, unter welchen Bedingungen man in Theorem 7.3.2 auf
die Stetigkeit der T-Normen 7 und s verzichten kann.

Diese Frage wird durch das folgende Theorem beantwortet.

Zur Formulierung dieses Theorems erinnern wir: F' heifle stark normal genau dann,
wenn es ein ¢ € U gibt mit F(z) = 1.

Theorem 7.3.3
Wenn

1. F stark normal ist,
2. m und k beliebige T-Normen sind,
3. Q = Sup,

S0 ist @g % Jokal korrekt.

Beweis
Wir haben zu zeigen, dafi fiir alle y € V gilt

(7.10) Sup {r(F(z),w(F(x),G(y))) |z € U} = G(y)
(7.11) Sup {r(F(z),w(F(x),G(y)) |z € U} 2 G(y).

Um (7.10) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daf} fiir beliebige = € U

(7.12) K(F(x), m(F(x), G(y))) = G(y)

163
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gilt. Nun gilt aber fiir eine beliebige T-Norm 7
(7.13) T(r,s) <'s fiir alle r, s € (0,1).

Somit folgt (7.12) durch iterierte Anwendung von (7.13).
Um (7.11) zu beweisen, gehen wir davon aus, daf$ fiir beliebiges = € U gilt:

(114)  K(F(2), m(F(2),G(y))) < Sup {w(F('), n(F(z'), G(y))) |+’ € U}.
Also geniigt es zu zeigen, daf} ein x € U existiert, so dafl
(7.15) K(F(z),m(F(),G(y))) = G(y)

gilt.
Da F' stark normal ist, existiert ein zy € U mit

(7.16) F(zy) = 1.

Fiir ein solches xy folgt dann, weil x und m T-Normen sind,

(7.17) K(F (o), m(F(20), G(y))) = s(1,7(1,G(y)))
= r(1,G(y))
= G(y),
d. h. es gilt (7.15). [ |

Aufgabe 7.3.5 Man zeige durch Gegenbeispiele, dafi Theorem 7.3.3 im allgemeinen nicht
mehr gilt, falls man fiir F' anstelle der starken Normalitdt nur noch die Normalitéit, d. h.
Sup {F(x)|z € U} =1 fordert.

Anleitung: Wegen Theorem 7.3.2 wird man zur Konstruktion eines Gegenbeispiels T-
Normen k und w verwenden miissen, von denen mindestens eine unstetig ist.

Wir gehen nun dazu iiber, die lokale Korrektheit fiir die Fille zu untersuchen, wo 7 als
eine ,,Implikationsfunktion“ gewéhlt wird.

Beispiel 7.3.2 Wir wihlen 7 als LUKASIEWICZsche Implikation imp;. Die Funktionen
k und @ werden wie in Beispiel 7.3.1 als Minimum bzw. Supremum genommen. Somit
definieren wir fiir r, s € (0, 1):

(1, s) =aqep min(l,1 —r+s)
und betrachten die Interpretation
J2 = [Z'mpln min, Sup]

Hier kann man sehr leicht Mengen F und G angeben, so da} der Operator @gf nicht
lokal korrekt ist, d. h. ®3%(F) # G gilt.

Dazu seien Elemente zq € U und y, € V fixiert sowie eine Fuzzy-Menge F' iiber U und
eine Fuzzy-Menge G iiber V' gegeben, so dafl

@

—
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gilt. Fiir die iibrigen Elemente x € U bzw. y € V seien I’ bzw. G beliebig definiert.
Dann folgt

Sup {min(F (z), min(1,1 — F(z) + G(y)))|z € U}
2> min(F (zq), min(1,1 — F(xy) + G(yo)))

= min (%,min (1,1 — % + i))

also ist <I>§;G nicht lokal korrekt.

Aufgabe 7.3.6 Man gebe hinreichende Bedingungen fiir F' und G an, so daf} <I>§;G lokal
korrekt ist.

Beispiel 7.3.3 Wir wihlen 7 als KLEENE-DIENES-Implikation impy,, wobei fiir
r,s € (0,1):
impgp(r,s) =aqer mazx(l —r,s).

Die Funktionen k und ) werden wieder als Minimum und Supremum gewéhlt. Somit
verwenden wir die Interpretation

I3 =des [iMpPgp, min, Sup).

Auch zu diesem Beispiel kann man sehr leicht Fuzzy-Mengen F' und G angeben, so dafl
der Operator <I>§;G nicht lokal korrekt ist.

Dazu seien wieder Elemente xy € U und y, € V fixiert. Wir wihlen Fuzzy-Mengen F
iiber U und G iiber V

7.4 Eine relationale Semantik fiir IF-THEN-Regeln
Fiir eine gegebene IF-THEN-Regel
R:IFF THEN G

und eine gegebene Interpretation
J= [777 R, Q]

deuten wir die lokale Korrektheit des erzeugten Operators @?, also die Giiltigkeit der
Gleichung
o¥(F) =G,

folgendermaflen um.
Wir betrachten gesondert die durch R und 7 erzeugte binére unscharfe Relation

S(@,y) =aer ©(F(x), G(y)) (z,y € U).
Die gegebene Interpretation J reduzieren wir durch Weglassen von 7 zu

3/ = [Ha Q]
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Mit Hilfe von J’ definieren wir fiir eine beliebige Fuzzy-Menge F’ : U — (0,1) und die
Relation S ein Produkt F’ @) S wie folgt:

(F' @ 5) (y) =aer @{r (F'(2), S(x,y)) |z € U} (y € U).

Da wir in diesem Kapitel die (reduzierte) Interpretation J' = [k, Q] nicht verindern,
schreiben wir im folgenden zur Vereinfachung anstelle F’ §) S einfacher F’ o S.
Ist nun die Gleichung
of(F) =G

erfiillt, d. h. ist der Operator lokal korrekt, so bedeutet dies, wenn man die neu eingefiihr-
ten Begriffsbildungen benutzt, dal die Gleichung

FoS=@G

gilt, somit, da F' und G gegeben sind, dafl S eine Losung (beziiglich der verwendeten
Multiplikation o) der gegebenen Relationalgleichung ist.

Wir modifizieren nun den in Kapitel 7.2 eingefiihrten und in Kapitel 7.3 diskutierten
Interpretationsbegriff J = [r, k, Q] wie folgt.

Definition 7.4.1
J =[S, k, Q] heiBe relationale Interpretation
=def 1. SUXU—><0,1>

2. k:(0,1)> = (0,1)
3.Q:P(0,1) — (0,1).

Dieser Interpretationsbegriff unterscheidet sich von dem in Kapitel 7.2 eingefiihrten
darin, daB die Funktion 7 : (0,1)> — (0,1), die auf Grund einer gegebenen IF-THEN-
Regel IF F THEN G zur Definition einer Relation S in der Form

S(@,y) =aer 7(F(2), G(y)) (z,y € U)

dient, nicht mehr vorhanden ist und durch die Relation S ersetzt ist, wobei iiber die
»,2Herkunft“ von S nichts ausgesagt ist.

Man kann trotzdem sofort einen Funktionaloperator ®5 : §(U) — §(U) definieren,
nidmlich auf der Grundlage des Produkts o, das auf J' = [k, Q] beruht, wie folgt fiir
beliebiges F' : U — (0, 1).

Definition 7.4.2
q)‘*;(F/) =def F'o S

Eliminiert man die Definition von o, so erhélt man folgende Gleichung zur ,, Berechnung*
von @5 (F'):

O3(F)(y) = Q{r (F'(x),S(x,y)) | € U}, yel.

Somit konnen wir (trivial!) feststellen, daf fiir jede Losung S von F'oS = G der Operator
®5 lokal korrekt ist beziiglich der Regel IF F' THEN G.

Aus dieser Feststellung entsteht das Problem, einen Uberblick iiber alle Loésungen S
einer gegebenen Gleichung F o S = G zu gewinnen, um auf diesem Wege einen Uberblick
iiber alle Operatoren der Form ®5 zu erhalten.

Zur Formulierung unserer Ergebnisse erinnern wir fir S : U x V. — (0,1),
T:UxV —(0,1) und & € {S|S:U xV —(0,1)} an die Definitionen, wobei z € U
und y € V:

166



7.4 FEine relationale Semantik fiir IF-THEN-Regeln

L (SUT)(z,y) =aes maz(S(z,y),T(z,y))
2. (sup &) (x,y) =aer Sup {S(z,y)|5 € &}

Um hinreichend gut iibersehbare Ergebnisse zu erhalten, beschranken wir uns auf den
Standardfall eines Produkts o, d. h. in J' = [k, Q] wihlen wir kK = min, Q = Sup und
verwenden dann die Definition fiir y € V

(F' 0 S)(y) =aer Sup {min(F(z),5(z,y))|x € U}.

Das folgende Lemma spielt beim Beweis der spéteren Theoreme eine grundlegende
Rolle.

Lemma 7.4.1
1. Fo(SUT)=(FoS)U(FoT)

2. Fosup& =sup{FoS|S e &}

Beweis
ad 1.
Es gilt nach Definition

(7.18) Fo(SUT)(y) = Sup {min(F(x),(SUT)(z,y)) |z €U},

also nach Definition von U
(7.19) Fo (SUT)(y) = Sup {min(F(z), maz(S(x,y), T(z,y))) |z € U},

zeU } ,
also, weil Sup mit mazx vertauschbar ist,

(7.21) Fo(SUT)(y) = maz <Sup {min(F(x),S(z,y)) |z € U} ,> '

also, weil min bezliglich maz distributiv ist,

m) reun s ne (D))

Sup {min(F(z),T(x,y))|z € U}

Fithrt man die Definition fiir o auf der rechten Seite der obigen Gleichung ein, erhélt man
die Behauptung unseres Lemmas. |

Aufgabe 7.4.1 Man beweise Behauptung 2 von Lemma 7.4.1.

Anleitung: Der Ubergang von (7.19) zu (7.20) beruhte darauf, daf min beziiglich mazx
distributiv ist. Hier miissen wir analog verwenden, dafi min beziiglich Sup distributiv ist,
d. h. fiir r € (0,1) und M € (0,1) gilt

min(r, Sup M) = Sup {min(r,s)|s € M}.
Zu den oben fixierten F, S, T sei gegeben G : V — (0, 1).
Theorem 7.4.2

Gilt

FoS=@G
und

FoT=aG,
so auch

Fo(SUT)=aG.
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Beweis
Aus

FoS=G
und

FoT=G
folgt

FoSUFoT=GUG,

also nach Lemma 7.4.1 und weil G U G = G wegen der Idempotenz von maz folgt die
Behauptung. ]

Das folgende Theorem verallgemeinert Theorem 7.4.2 auf beliebige Mengen von Losun-
gen.

Theorem 7.4.3

Wenn
S#0
und
F oS =Q fiir jedes S € G,

50

Fosup&=aG.
Beweis
Analog zum Beweis von Theorem 7.4.2, wobei man jetzt die Behauptung 2 von Lem-
ma 7.4.1 benutzt. [ ]

Man beachte, daf§ die Voraussetzung & # ) notwendig ist, denn fiir & = ) ist sup & die
leere binére unscharfe Relation Sy, d. h. Sy(x,y) = 0 fiir alle x € U und y € V, und diese
Relation ist im allgemeinen keine Losung, d. h. es gilt im allgemeinen nicht F o Sy = G.

Korollar 7.4.4
Gibt es von F o S = G eine Lésung, d. h. {S|S:U xV — (0,1) AN\FoS =G} # 0, dann
ist

S* =gep sup{S|S:U XV — (0,1) A\FoS =G}

die gréfte Losung der Gleichung F o S = G, d. h. fiir jedes S : U x V — (0, 1) gilt:

Wenn F oS =G,soSC S

Beweis
Trivial durch Anwendung von Theorem 7.4.3. |
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Wir stellen jetzt die Frage, unter welchen Bedingungen eine Relationalgleichung der
Form

FoS=@G

iiberhaupt eine Losung hat.
Das folgende Theorem gibt auf diese Frage eine Antwort. Zur Formulierung erinnern
wir an die Definition der GODELschen Implikation impq;. Es gilt fiir alle r, s € (0,1):

1 ,fallsr<s

s L fallsr>s

IMP s (7, 8) =der {

Auflerdem benutzen wir neben Interpretationen der Form
3 = [, min, Sup]

auch solche der Form
J = [impgs, min, Sup].

Theorem 7.4.5
1. Es gibt ein S: U x V — (0,1) mit

FoS=@G

genau dann, wenn

FoSH¢ —q.

7.mpG6

2. Fiir jedes S : U x V — (0,1) gilt: Wenn F oS C G, so S € SH¢

Mpgs
Bedingung 1 dieses Theorems besagt, dafl die Frage, ob F'0.S = G eine Losung hat,
durch den Test
FoSiC =G

mpgy
beantwortet werden kann.

Aus Bedingung 2 folgt: Ist Sf:,’gcé eine Losung, so ist diese Relation sogar die (eindeutig
bestimmte) gréfite Losung.

Beweis (von Theorem 7.4.5)

ad 1

1.1 (—). Gegeben seiein S:U x V — (0,1) mit
FoS=aG,

F.G

also gegeben sei eine Losung. Wir haben dann zu zeigen, dafl dann auch Smpcl_ eine
0

Losung ist, also
FoSH¢ =@

gilt.

Losen wir die entsprechenden Definitionen auf, haben wir die Voraussetzung
(7.22) fiir jedes y € V gilt: Sup {min(F(x),S(z,y)) |z € U} = G(y).

Die Behauptung lautet dann

(7.23)
fiir jedes y € V gilt: Sup {min(F(z), impqs(F(z),G(y))) |z € U} = G(y).
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Um die Behauptung (7.23) zu beweisen, geniigt es, die folgenden Behauptungen
(7.24) und (7.25) zu zeigen:

(7.24)
fiir jedes x € U und y € V gilt: min(F(z), impqs;(F(x),G(y))) < G(y)
(7.25)

zu jedem y € V und z € (0,1) mit z < G(y) existiert ein z € U,
so daf z < min(F(z), impgs(F(x),G(y))) < G(y).

ad (7.24)

Fall 1 F(z) £ G(y)
Nach Definition der GODELschen Implikation folgt daraus, dafl

imp g (F(z),G(y)) = 1.
Somit geniigt es, im Fall 1 zu beweisen

min(F(z),1) £ G(y).

Das gilt aber wegen
und der Voraussetzung

im Fall 1 trivial.

Fall 2 F(z) > G(y)
Nach Definition der GODELschen Implikation folgt dann

impgs (F(2), G(y) = G(y).
Somit geniigt es, im Fall 2 zu beweisen
min(F(z), G(y)) < G(y).
Dies ist aber trivial erfiillt fiir den Operator min.

Anmerkung

Zum Beweis von Teil (7.24) unserer Behauptung (7.23) haben wir die Voraus-
setzung (7.22) noch nicht benutzt.

ad (7.25) Aus der Voraussetzung (7.23) folgt

(7.26)

zu jedem y € V und z € (0,1) mit z < G(y) existiert ein z € U,
so dafl z < min(F(z),S(z,y)) < G(y).

Um Behauptung (7.25) zu beweisen, sei zu gegebenem y € V und z € (0, 1)
mit z < G(y) ein x € U entsprechend (7.26) gewéhlt.

Fall (7.25.1) F(z) < G(y)
Dann folgt

impgs (F(x), G(y)) = 1.
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Um Behauptung (7.25) im Fall (7.25.1) zu beweisen, haben wir somit
> < min(F(2),1) £ G(y)

zu zeigen. Wegen
haben wir schliefilich

zu beweisen.
Die Beziehung

F(z) = G(y)
gilt trivial nach Voraussetzung im Fall (7.25.1).
Um
z S F(x)

zu zeigen, gehen wir von Folgerung (7.26) aus. Wir erhalten
z < min(F(x), S(z,y)),
ferner gilt fiir min stets
min(F(z),5(z,y)) < F(x),
also folgt

Fall (7.25.2) F(x) > G(y)
Behauptung (7.25) nimmt in diesem Fall wegen

impgs(F(x),G(y)) = G(y)
die folgende Form an:

zu jedem y € V und z € (0,1) mit z < G(y) existiert ein z € U,
so daf z < min(F (), G(y)) = G(y)-
(

Dies gilt aber trivial wegen min(F(z),G(y)) = G(y) und z < G(y).

1.2 («). Diese Richtung ist trivial; wir wéhlen dazu

S =uet Simpey
ad 2
Aus der Voraussetzung
(7.27) FoSCG
folgt, dafl gilt
(7.28) fiir jedes x € U und y € V gilt: min(F(z), S(z,y)) < G(y).
Wir haben zu beweisen, dafl
(7.29) fiir jedes x € U und y € V gilt: S(z,y) < impgs(F (), G(y)).

171



7. Der verallgemeinerte Modus Ponens und die Compositional Rule of Inference

Fall 1 F(z) £ G(y)

Dann folgt fiir die GODELsche Implikation

impgs(F(z),G(y)) =1,

also gilt wegen S(z,y) < 1 die Behauptung (7.29) im Fall 1 trivial.

Fall 2 F(z) > G(y)
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Dann folgt
impgs(F(z), G(y)) = G(y),

also haben wir im Fall 2 zu zeigen, daf}

(7.30) S(z,y) = G(y).

Wir unterscheiden die folgenden zwei Unterfille

Fall 2.1 F(z) £ S(z,vy)
Dann gilt
min(F(x), S(z.y)) = P(z),
also folgt aus (7.28), dafl
F(z) £ G(y).
Diese Folgerung widerspricht Fall 2, also kann Fall 2.1 nicht eintreten.

Fall 2.2 F(z) > S(z,y)
Dann gilt
min(F(z),S(z,y)) = S(z,y),

also folgt aus (7.28), dafl
S(z,y) < Gy).



8. Fuzzy-IF-THEN-Regelbasen

8.1 Einleitung. Motivationen

Fuzzy-1F-THEN-Regelbasen wurden erstmals von L. A. ZADEH in [56] eingefiihrt, genauer
untersucht und auf konkrete Beispiele angewendet. Anlafl war eine Analyse von komplexen
Systemen und von Entscheidungsprozessen.

Was damit gemeint ist, erldutern wir an dem folgenden Beispiel.

Beispiel 8.1.1 Der Lok-Fiihrer eines mit einer bestimmten Geschwindigkeit G fahrenden
Zuges entdeckt zu einem bestimmten Zeitpunkt in einem Abstand A vor dem Zug auf den
Schienen ein Hindernis. Er schitzt ein, dafl die Nichtbeachtung dieses Hindernisses, also
ein Auffahren, ein Ungliick mit erheblichen Folgen bedeuten wiirde, somit entscheidet
er zu bremsen, um den Zug bei einem gewissen (kleinen) Sicherheitsabstand vor dem
Hindernis zum Stehen zu bringen.

Wie wird er handeln, d. h. welche Bremskraft K wird er wihlen?

Wenn man den Lok-Fiihrer bei seinen entsprechenden Handlungen beobachtet bzw. ihn
befragt, wie er in der beschriebenen Situation handeln wiirde, kénnte man daraus das
folgende Regelsystem ableiten:

R;; Wenn A klein und G niedrig, so K mittel.

Ry, Wenn A mittel und G niedrig, so K schwach.
R3; Wenn A grofl und G niedrig, so K sehr schwach.
Ri; Wenn A klein und G mittel, so K stark.

Ry; Wenn A mittel und G mittel, so K mittel.

R3, Wenn A grofl und G mittel, so K schwach.

Ri3 Wenn A klein und G hoch, so K sehr stark.

Rsy3 Wenn A mittel und G hoch, so K stark.

R33 Wenn A grofl und G hoch, so K mittel.

R4 Wenn A klein und G sehr hoch, so K voll.

Ry, Wenn A mittel und G sehr hoch, so K sehr stark.
R3, Wenn A grofl und G sehr hoch, so K stark.

Die angegebenen zwolf Regeln kann man sehr kompakt und iibersichtlich durch die
folgende Tabelle beschreiben:
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G
niedrig mittel hoch sehr hoch
klein mittel stark sehr stark voll
A mittel schwach mittel stark sehr stark
grof} | sehr schwach | schwach mittel stark

Handelt ein Lok-Fiihrer nach diesen Regeln, so

e wird er die Fahrgéste nicht durch unnétig starkes Bremsen erschrecken oder gar
gefahrden,

e ist jedoch nicht sicher, daf in jedem Fall ein Zusammenstof8 vermieden wird, z. B. im
Fall der Anwendung von R4, weil eine groflere Bremskraft als sie einer Vollbremsung
entspricht, aus physikalischen Griinden nicht moglich ist.

Ferner kann man beobachten, dafl verschiedene Lok-Fiihrer, die nach demselben obigen
Schema von Regeln handeln, im allgemeinen sehr verschiedene Bremsvorgénge ,,produ-
zieren“, ja sogar, dafl derselbe Lokfiihrer bei wiederholtem Handeln nach dem obigen
Schema bei gleichen Anfangsbedingungen seinen Zug auf sehr verschiedene Weise zum
Stehen bringen wird.

Die Ursache dafiir ist in der ,,unscharfen* Bedeutung von Wortern wie , klein®, , mittel“,
,eroff,  niedrig®, ,hoch“ usw. zu suchen, indem sie von verschiedenen Personen bzw. zu
verschiedenen Zeitpunkten unterschiedlich interpretiert werden.

Will man den diskutierten Bremsvorgang nicht durch einen Menschen, sondern durch
einen Rechner steuern lassen, mufl man — wenn man die ,,Philosophie* der klassischen
(,scharfen*) Steuer- und Regeltechnik anwendet — folgendermafien vorgehen:

Man mifit den Abstand A und die Geschwindigkeit GG, erhélt also die ,,scharfen“ Werte
A und G, wobei natiirlich beide Werte mit gewissen Fehlern behaftet sein kénnen.

Ferner miissen wir eine scharfe Funktion f bestimmen, die uns in der Form

K = f(A,G)

die scharfe Grofle K der anzuwendenden Bremskraft liefert.
Schliefflich ist f auf einem gegebenen Rechner zu realisieren.

Nun ist aber die Bestimmung und Berechnung von f im Sinne der , klassischen* Philo-
sophie der Steuer- und Regeltechnik hiufig mit groflen Schwierigkeiten verbunden, weil sie
in vielen Féllen extrem nicht-linear ist, eventuell auch nicht differenzierbar, ja nicht ein-
mal stetig ist, also die ,klassische* Analysis, etwa in Form der Theorien der Differential-
und Integralgleichungen einschliellich der dazugehérigen numerischen Verfahren, teilweise
oder vollstéindig versagt.

Aus diesen Schwierigkeiten hat L. A. ZADEH in der Arbeit [56] einen Ausweg gezeigt,
den man ohne Ubertreibung als véllig neu und als genial bezeichnen kann. Bekannt war
schon frither, daf in den Anwendungen eine hinreichend gute Approximation f der ,ex-
akten“ Losung f dasselbe zu leisten vermag.

Neu war jedoch, da man f oder f durch ein Verfahren bestimmen kann, das von
den Verfahren, die aus der klassischen (scharfen!) Steuer- und Regeltechnik bekannt sind,
vOllig verschieden ist, ndmlich durch die Aufstellung einer Fuzzy-IF-THEN-Regelbasis und
deren Auswertung, wobei ,,Auswertung* noch prézise zu definieren ist.

Die seit etwa 1980 wachsenden Anwendungen des ZADEHschen Konzepts bis hin zu
marktfihigen Produkten mit hervorragenden Eigenschaften — insbesondere in Japan —
zeigen die Fruchtbarkeit des ZADEHschen Konzepts.
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Bevor wir die ZADEHschen Ideen und die damit verbundenen Begriffsbildungen und
Zielstellungen ausfiihrlich diskutieren, wollen wir — von Beispiel 8.1.1 ausgehend — den
Begriff der Fuzzy-1F-THEN-Regelbasis auf eine bestimmte Normalform reduzieren, um
auf diese Weise eine bessere Ubersichtlichkeit zu gewinnen.

Grundlegend dafiir ist der Begriff der linguistischen Variablen, den wir bereits in Ka-
pitel 7.1 definiert haben. In Beispiel 8.1.1 haben wir drei linguistische Variablen, ndmlich

A: Abstand
G: Geschwindigkeit
K: Bremskraft.

Jeder linguistischen Variablen ist eine Menge von Konstanten (im Sinne der Logik)
zugeordnet, die linguistische Terme genannt werden, weil sie hiufig einer (natiirlichen)
Sprache entnommen sind.

In unserem Beispiel sind das

An~ {klein, mittel, grofi}
G~ {niedrig, mittel, hoch, sehr hoch}
K ~ {sehr schwach, schwach, mittel, stark, sehr stark, voll}

Als néchstes wird eine Interpretation vorgenommen, indem jeder linguistischen Varia-
blen X ein Universum Ux sowie jedem linguistischen Term 7', der zu X gehort, eine
Fuzzy-Menge F iiber Uy zugeordnet wird.

Zur Veranschaulichung betrachten wir die linguistische Variable A.

Wir wihlen Uy =44 (0,5000), wobei (0,5000) das abgeschlossene Intervall aller reellen
Zahlen  mit 0 < r < 5000 bezeichnet und als Einheit das Meter gewihlt wird.

Die den linguistischen Termen , klein“, ,, mittel“ und ,,gro3* zugeordneten Fuzzy-Mengen
iiber U4 kann man der folgenden Tabelle entnehmen.

1 1

grof

0 . I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000

Sehr wichtig ist zu bemerken, daf} die zu wihlende (bzw. die gewihlte) Interpretation
sehr stark von dem zu betrachtenden Anwendungsproblem abhingt. So werden U, sowie
die obige Tabelle ganz anders aussehen, wenn es sich nicht um die Beschreibung des
Bremsverhaltens eines Lok-Fiihrers, sondern eines Autofahrers oder gar eines Radfahrers
handelt.

Die Aussage, dafl der Abstand A klein ist, wird bei ZADEH in der Form

A is klein ¢
ausgedriickt. Damit dquivalent und logisch etwas klarer schreibt man hiufig
A = klein “.

Wir leiten nun aus unserem Beispiel eine fiir die folgenden Betrachtungen hinreichend
allgemeine Form einer Fuzzy-IF-THEN-Regelbasis ab.
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Gegeben seien die linguistischen Variablen

Xty X (m21)

und
Yi,...,Y, (n=1).
Wir legen fest, daf3
e zu X, die linguistischen Terme T},...,T,, (u=1,...,m) gehoren sowie
e zu Y, der linguistische Term T, (v = 1,...,n) zugeordnet ist.

Fine héufig betrachtete Form einer Fuzzy-IF-THEN-Regelbasis ist dann die folgende:

IF X1 = T11 and ...and Xm = Tml THEN Yl = Tll

IFX,=Ty,and...and X,, =T,,,THENY, =T.
Betrachtet man eine einzelne Regel, etwa
R,:IFX,=Ty,and...and X,, =T,,, THENY, =T,

so heifit der Ausdruck
Xi=T,,and...and X,, =T,,,

IF-Part oder Pramisse von R,, dementsprechend heif3t
Y, =T

THEN-Part oder Konklusion von R,,.
Wir weisen darauf hin, dafl die Prémisse von R, mit Hilfe der logischen Verkniipfung
and aus ,elementaren“ Ausdriicken der Form

Xz':Tij

zusammengesetzt ist. Dementsprechend kann man auch Zusammensetzungen mit Hilfe von
or bzw. not betrachten, d. h. als Pramissen konnen ,,BOOLEsche“ Ausdriicke auftreten,
die beginnend mit Elementarausdriicken der Form X; = T;; unter Verwendung von and,
or und not aufgebaut sind.

Um die Anwendung einer Fuzzy-IF-THEN-Regelbasis auf eine korrekte wissenschaft-
liche Grundlage zu stellen, mufl eine semantische Interpretation an die Spitze gestellt
werden. Dies bedeutet, dafl einer zusammengesetzten Primisse, z. B.

Xi=T,and...and X,, =1T,,,,
eine Fuzzy-Menge F), zugeordnet wird, die aus den Fuzzy-Mengen
Fi,....,F,..,
die als Interpretation der linguistischen Terme
T,y ooy T

auftreten, durch eine and-Verbindung errechnet wird.
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8.2 Interpretation von Fuzzy-IF-THEN-Regelbasen. Die Prinzi-
pien FATI und FITA

Wir betrachten eine fixierte Fuzzy-IF-THEN-Regelbasis der Form

IF F;, THEN G,
RB : :
IF F, THEN G,,

wobei n 2 1 und Fy,..., F,,Gy,...,G, Fuzzy-Mengen iiber dem (gemeinsamen) Univer-
sum U sind.
Zur Interpretation von RB fixieren wir ein (3n + 4)-Tupel J der Form

J: [7T17"'77Tn7"</07"<‘17"'7/{n7Q07Q17"'7Qn7a7ﬁ]7
wobei

Lo Moy Ty Koy Kty - - -5 i 2 (0,1)7 — (0, 1)

2. Qo,Q1,y...,Qn :B(0,1) — (0,1)
3. a,3:(0,1)" — (0,1).

In Verallgemeinerung der Terminologie, die wir in Kapitel 7 eingefiihrt haben, nennen wir
T1,..., T, Implikationen, kg, K1,...,k, Kombinationsfunktionen, Qq, @1, ...,Q, (reelle)
Quantoren sowie «, 8 Aggregationsfunktionen.

Die Interpretation einer Fuzzy-IF-THEN-Regelbasis auf der Grundlage eines gegebenen
(3n + 4)-Tupels wird durch die folgenden drei Schritte definiert:

Schritt 1. Interpretation der einzelnen Fuzzy-IF-THEN-Regeln der Form
IF F; THEN G; (i=1,...,n).

Unter Verwendung der Funktion 7; definieren wir eine binére Fuzzy-Relation S; iiber U
wie folgt:

Si(x,y) =aes mi(Fi(2),Gi(y))  (z,y € U).
Wir sagen, dafl die ,,Implikationsfunktion 7; die Regel IF' F; THEN G, interpretiert®, wobei
zu bemerken ist, dafl S; nicht allein durch 7;, sondern auch durch F; und G; festgelegt ist.

Wir unterstreichen, daf§ bei unserem (sehr allgemeinen) Ansatz jede Regel ihre eigene
(,individuelle*) Interpretation haben kann, im Gegensatz zu manchen Anwendungen, wo
m = --- =7, gilt, also eine universelle Interpretation der Regeln vorliegt.

Wir haben die vorgelegte Verallgemeinerung aber insbesondere aus der Sicht der An-
wendungen vorgenommen, um auch solche Fille zu erfassen, wo mit ,,gewichteten* Regeln
gearbeitet wird.

Wir weisen ferner darauf hin, dafl wir auf der vorliegenden Stufe unserer Betrachtun-
gen noch keine speziellen Eigenschaften fiir die Funktionen 7; fordern; dies wird erst bei
Formulierung und Beweis der folgenden Theoreme sowie bei der Diskussion der folgenden
Beispiele der Fall sein.

Die Schritte 2 und 3 hingen davon ab, ob wir das Prinzip FATI oder das Prinzip FITA
befolgen. Wir kiirzen ab

FATI =, First Aggregation Then Inference
FITA =, First Inference Then Aggregation.

Wir beschreiben als erstes FATI.
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Schritt 2 (FATI). Dieser Schritt besteht darin, dafi man die im Schritt 1 definierten
n bindren Fuzzy-Relationen Si,...,.S, zu einer ,Superrelation“ S aggregiert, und zwar
durch Verwendung der ,, Aggregationsfunktion® «. Wir definieren:

S(x,y) =aer a(S1(x,y),...,S.(x,y)) (x,y € U).

Analog zum Schritt 1 werden zunéchst keinerlei Voraussetzungen an die Funktion «
gestellt; solche gehen erst in die Formulierung bestimmter Theoreme ein. Wir wollen
jedoch schon hier kritisch erwihnen, dal von manchen Autoren die Meinung vertreten
wird (siehe z. B. [44]), dafl als Aggregationsfunktionen nur die Minimum-Funktion und
die Maximum-Funktion zugelassen werden diirfen. Wir lehnen diese Einschrankung ab,
weil sie nach unserer Auffassung die Anwendbarkeit des Ansatzes zu stark beschrinkt.
Schritt 3 (FATI). Bexziiglich der gegebenen Interpretation J definieren wir nun den durch
die Fuzzy-IF-THEN-Regelbasis RB festgelegten Funktionaloperator FATI ? B indem wir
aus einer gegebenen Fuzzy-Menge F' mit Hilfe der ,,Superrelation® S, der Kombinations-
funktion kg und des Quantors @)y eine neue Fuzzy-Menge durch das Schema der Compo-
sitional Rule of Inference herleiten.

Somit definieren wir fiir y € U:

Definition 8.2.1
FATI?B(F)(y) =4er Qo {ko(F(x),S(x,y)) |z € U}

Setzt man hier die Definition von S im zweiten Schritt ein, erh&lt man fiir FATI ?B die
Darstellung

FATI?B(F)(y) =aer Qo {ko(F(x), (S (z,y),..., 5. (z,y))) |z e U}.

Lo6st man auch noch die im ersten Schritt erfolgte Definition der Relationen Sy,...,S,
auf, erhilt man die folgende ,explizite“ Form (d. h. die ohne Benutzung von definierten
Symbolen formulierte Form) von FATI ?B wie folgt:

FATIF®(F)(y) =aes Qo {ko(F(x), a(mi(Fi(2), G1(y)), - ., ma(Fu(2), Gu()))) |2 € U} .

Zur Definition des Operators FI TA?B vertauschen wir die Schritte 2 und 3 wie folgt:

Schritt 2 (FITA). Gegeben sei wieder eine Fuzzy-Menge F iiber U. Aus F' leiten wir
zunichst mit der ,lokalen* Relation S; sowie der ,lokalen“ Kombinationsfunktion x; und
dem ,lokalen“ Quantor @; die ,lokale“ Fuzzy-Menge H; ab, und zwar wieder nach dem
Rechenschema der Compositional Rule of Inference, d. h. wir setzen fiir y € U

Hi(y) =aes Qi {ri(F(x),Si(z,y)) |z € U}.
Nach Elimination der Definition von S, erhalten wir somit fiir y € U
Hi(y) =aer Qi {ri(F(2), mi(Fi(z),Gi(y))) |z € U}.

Schritt 3 (FITA). Ausden ,lokalen* Resultaten Hy, ..., H, leiten wir durch Aggregation
mit Hilfe der Funktion 8 das ,,globale” Resultat H ab, indem wir fiir y € U setzen:

H(y) =aes B(HA(Y), - - -, Hu(y))-
Somit definieren wir FI TA?B wie folgt:

Definition 8.2.2
FITAYP (F)(y) =aey BHL(Y), - ... Ho(y))
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8.2 Interpretation von Fuzzy-IF-THEN-Regelbasen. Die Prinzipien FATI und FITA

Eliminiert man in der obigen Definition von FITAY”(F)(y) in Analogie zu FATI" (F)
sukzessive die eingefiithrten Definitionen, erhélt man die folgende Kette von Gleichungen
fir y € U:

FITAF"(F)(y)
=B (Hi(y),- -, Ha(y))
= B(Qi{r(F(z), 5 (z,y)) |z €U},...,Qun{ra(F(2),5(2,y)) [z € U})
_3 <Q1 {r1(F(2), m (F1i(z),G1(y))) |2 € U}7---7>
Qu{rn(F (), 7 (Fr(2), Gu(y))) |2 € U}

Zum Schlufl dieses Kapitels 8.2 wollen wir den Block eines Fuzzy-Controllers, der die
Funktionaloperatoren FATI ?B bzw. FI TA?B realisiert, durch ein Bild genauer beschrei-
ben:

Fuzzy-1F-THEN-Regelbasis

IF F\ THEN G,
RB : :
IF F,, THEN G,,

Inferenz-Maschine
Sie fordert Fuzzy-IF-THEN-Regeln
an und verarbeitet sie auf Grund der
Interpretation

Input F Ouput G
3 _ | Ty ey Ty Koy K1y - - o5 Ry
Q07Q17"' 7Qn7a7ﬂ
Dabei Anwendung des Prinzips
FATTI oder FITA.
Probleme

1. Welches Prinzip ist giinstiger (besser), FATI oder FITA?
2. Unter welchen Bedingungen liefern FATT und FITA dasselbe Resultat?

3. Gibt es noch andere Moglichkeiten, einen Funktionaloperator ® zu bestimmen, der
die Bedingungen

O(F) =Gy

®F) =G,

erfillt?
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8. Fuzzy-IF-THEN-Regelbasen

Zum ersten Problem koénnen wir auf der erreichten Stufe der Untersuchung zunéchst
nur anschaulich-heuristisch argumentieren. Unmittelbar ist klar, dafl die rechnerische
Durchfithrung einer Inferenzprozedur der Form

Qi {ri(F(x), Si(x,y)) |z € U}

mit Schwierigkeiten verbunden sein kann. Auf Grund der vorliegenden Formel muf} als
erster Schritt fiir jedes x € U der Term

ki(F (), Si(z,y))

berechnet werden. Ist U unendlich, ist dies in der Regel unmdéglich; ist dagegen U endlich,
aber sehr grof3, kann ein Rechenaufwand anfallen, der auch mit sehr schnellen Rechnern
nicht bewéltigt werden kann. Arbeitet man mit dem Prinzip FATI, hat man den ,,Aggre-
gationsterm*

So(xvy) = Oé(Sl(Z',y), cee 7Sn(x7y))

zu berechnen und danach die (problematische) Inferenzprozedur

Qo {ko(F(x),S0(z,y)) |z € U}

(nur einmal) durchzufithren. Wendet man das Prinzip FITA an, mufl man n Inferenzpro-
zeduren

Qi {ri(F (), Si(x,y)) |z € U}

(1t = 1,...,n) durchfithren. Dies wird, insbesondere bei einem grolen n, ein erheblich
hoherer Aufwand sein, wobei in der Regel der weitere Aufwand, der durch die Aggregation
dieser Zwischenresultate entsteht, nicht wesentlich ins Gewicht fallt.

Somit kénnte man denken, dafl die Verwendung von FATI generell giinstiger ist als die
von FITA. Dem ist nicht so! Wie wir spéter sehen werden, ist die Frage, ob ein definierter
Operator bestimmte (wichtige!) Eigenschaften erfiillt, fiir Operatoren der Form FI TA?B
im allgemeinen wesentlich einfacher und leichter zu beantworten als fiir Operatoren der
Form FATI ?B .

Mit dieser Feststellung wird man auf das zweite Problem gefiihrt, ndmlich zu untersu-
chen, unter welchen Bedingungen die beschriebenen Operatoren dasselbe Resultat liefern.
Hierzu verweisen wir auf das folgende Kapitel 8.3.

8.3 Zur Aquivalenz von FATI und FITA

Wir wollen uns jetzt mit dem Problem der Aquivalenz von FATI und FITA beschiftigen.
Dazu beschiftigen wir uns zunéichst mit einem Spezialfall, der auch in vielen Anwen-
dungen eine wichtige Rolle spielt.
Gegeben sei ein fixiertes y € U. Wir erinnern an die Definition der von z, festgelegten
»scharfen“ Fuzzy-Menge F, iiber U, nédmlich

0 , falls x # xq

(x €U).
1 , falls x =z

Foo (%) =4 {

Als Fuzzifizierer ¢ wihlen wir
(,0(:170) =def Fxg (IIJ‘O S U)

Dann folgt fiir die definierten Funktionaloperatoren FATI ?B und FI TA?B das folgende
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8.8 Zur Aquivalenz von FATI und FITA

Theorem 8.3.1
Wenn

1. k4(0,s) = 0 fiir jedes i € {0,1,...,n},
2. k;i(1,s) = s fiir jedes i € {0,1,...,n},
3. Qi{r,0} =r fiir jedes i € {0,1,...,n},
4. a=0,
so gilt fiir alle xq,y € U:
1. FATIFP (F,)(y) = a(Si(20,Y), - - -, Sn(20,y))

2. FITAT? (E,)(y) = B(S1(20,Y); - - -, Su(T0,y))
3. FATIYP (F,,)(y) = FITAY" (F,,)(y).

Beweis
Fir alle i € {0,1,...,n} erhalten wir

Qi {Hi(Fwo(x)vsz(wv ))lx € U}

—_ 0. {HZ(Fwo (xO) (x07 ))} U

- (%(Fz (). Si(a.y) |z € U Az # :co})

N {ri(1, Si(x0,9))} U nac efinition von

= (0 S e U n p ) mach Defnition von £,

= Q; ({Si(xo,y)} U{0}) (nach Voraussetzungen 1 und 2)
= Si(x0,9) (nach Voraussetzung 3)

ad 1. Nach Definition von FATI ?B haben wir
(8.1) FATIF? (Fy)(y) = Qo {ko(Fuy(x), So(z,y)) |2 € U},

also

= 50(33079),

somit nach Definition von S
= 04(51(3307 y)7 cee 7Sn($07 y))

ad 2. Nach Definition von FI TA? B haben wir

RB _ Q1 {r1(Fy,(x),S1(z,y)) |z €U}, ...,
(8.2) FITAT® (F,,)(y) = B <Qn {nn(Fm(a:),Sn(a:,yy))m c ) >

= ﬁ(sl($07y)7 s 7Sn($07y))

ad 3. Aussage 3 folgt aus den Behauptungen 1 und 2 sowie Voraussetzung 4.
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8. Fuzzy-IF-THEN-Regelbasen

Bemerkungen (zu Theorem 8.3.1)
1. Die Voraussetzungen 1 und 2 sind fiir k; erfiillt, falls x; eine T-Norm, z. B. die
Minimum-Funktion ist.

2. Die Voraussetzung 3 ist fiir Q; erfiillt, falls @; der Supremum-Operator in (0, 1) ist.

3. Es ist sehr wichtig zu bemerken, dal Theorem 8.3.1 unabhéngig von der Interpre-
tation der Regeln IF F; THEN G; durch die Funktionen 7; gilt. So kann z. B. jede
Regel individuell interpretiert werden, etwa durch Verwendung von ,,Gewichten®.

4. Wir stellen fest, da8 die Aquivalenzaussage von Theorem 8.3.1 sich nicht auf die volle
Fuzzy-Potenzmenge §(U), sondern auf die Menge F = {F,, |y € U} der ,scharfen*
Fuzzy-Mengen F,, iiber U bezieht.

Bemerkung 4 fiihrt uns auf die folgende Definition, wobei F € §(U) fixiert ist.

Definition 8.3.1
FATIF® und FITAF" sind dquivalent beziiglich &

=g VF(F € F — FATIY"(F) = FITAY" (F))

Beispiel 8.3.1 In diesem Beispiel diskutieren wir den , klassischen* MAMDANI-Controller

(siehe [7]).
Wir wéhlen
1. 1 =---=m, = min,
2. Kg =K1 ="'+ = K, = min,
3. Qo=0Q1="=Q, = Sup,

4. o = = mazx.
Wir betrachten die Fuzzy-1F-THEN-Regelbasis

IF Fy THEN G,

RB: g g THEN G,

wobei F) und F, linguistische Terme zur linguistischen Variablen T' (Temperatur) und G,
und G, linguistische Terme zur linguistischen Variablen NG (Erdgaszufithrung in Volumen
pro Sekunde) sind und beide linguistischen Variablen sich auf dasselbe Universum R*
(Menge der nicht-negativen reellen Zahlen) beziehen. Die IF-THEN-Regeln sind durch
die folgende Zeichnung gegeben:

G1
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8.8 Zur Aquivalenz von FATI und FITA

Dann erhalten wir

min(Fa(zo), G2(y))

min(F1(zo), G1(y))

0 50 100 NG 0 50 100 NG

und schlie3lich

FITATP (F,,)(y) = G(y) = maz(min(F\(x0), G1(y)), min(Fy(z0), Ga(y)))
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9. Clusteranalyse. Pattern
Recognition

9.1 Einleitung. Motivationen

In seinem im Jahre 1981 erschienenen Buch [8] beschreibt JAMES C. BEzZDEK das Gebiet
,Pattern Recognition“ als

“The Search for Structure in Data Sets or Samples”.

Wir stimmen durchaus mit BEZDEK iiberein, wenn wir diese Formulierung zur Beschrei-
bung des (umfangreicheren) Gebietes , Clusteranalyse iibernehmen. Allerdings sind wir
der Meinung, dafl die obige Formulierung einiger Ergénzungen bedarf, wodurch wir auf
das ,strukturelle Grundproblem der Clusteranalyse“ gefiihrt werden.

Ausgangspunkt ist wieder ein fixiertes Universum U. Die Elemente x € U sollen nun
wklassifiziert“, d. h. zu ,,Clustern“ zusammengefafit werden. Demgeméf definieren wir:

Definition 9.1.1
1. C ist ein scharfer bzw. unscharfer Cluster tiber U

=4er C Ist eine scharfe bzw. unscharfe Teilmenge aus U, d. h. es gilt C £ U bzw.
C:U —(0,1).

2. € ist eine Clusterung (aus scharfen bzw. unscharfen Clustern) iiber U
=4 € Ist eine (scharfe) Menge von scharfen bzw. unscharfen Clustern tiber U.

Man beachte, dal € selbst eine scharfe Menge ist. Den allgemeineren Fall, dafl € sogar
unscharf ist, d. h. eine Abbildung

¢:PU) — (0,1)

bzw.

¢:3U)—(0,1)

ist, betrachten wir nicht.

Wir unterstreichen, dafl wir durch die obige Definition ein sehr allgemeines Konzept von
,,Cluster* und ,,Clusterung® gewéhlt haben, entsprechend dem Prinzip, die fundamentalen
Begriffsbildungen moglichst allgemein zu wéihlen, um Schwierigkeiten, die durch einen zu
speziellen Ansatz entstehen koénnten, von vornherein auszuschalten.

Zur weiteren Diskussion gehen wir von der folgenden grundlegenden Annahme, an deren
Zulassigkeit wohl kaum Zweifel bestehen kénnen, aus:

Cluster iiber U werden auf Grund von ,, Ahnlichkeiten“ zwischen Elementen z,y € U de-
finiert und schlieflich konstruiert. Dabei bedarf die Frage, was ,, Ahnlichkeiten“ zwischen
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x und y aus U sind, einer Préizisierung und exakten Beantwortung, andernfalls beru-
hen die weiteren entsprechenden Definitionen, Sitze und Algorithmen auf keiner sicheren
Grundlage.

Als Beispiele fiir ,, Ahnlichkeiten“ kann man gemeinsame Eigenschaften von Elementen
x und y aus U nennen, etwa dafl z und y gerade Zahlen sind, falls U die Menge der
natiirlichen Zahlen ist. Ist U zum Beispiel ein metrischer Raum mit dem auf U x U
definierten Abstandsbegriff p, so kann man eine reelle Zahl gy > 0 fixieren und Elemente
x,y € U &hnlich nennen, falls p(x,y) < g ist.

Wiederum folgend dem Prinzip, daf§ man sich durch zu spezielle Konzepte eventuell
den Weg fiir fruchtbare theoretische Untersuchungen und fiir umfassende Anwendungen
verbauen kann, gehen wir fiir die folgenden Betrachtungen von einer sehr abstrakten und
sehr allgemeinen Fassung des Ahnlichkeitsbegriffes aus. Dazu sei eine beliebige binire
scharfe Relation R iiber U, d. h. R € U x U, gegeben. Auflerdem sei S eine beliebige
bindre Fuzzy-Relation tiber U, d. h. S : U x U — (0, 1). Schliellich sei eine reelle Zahl
o € (0,1) fixiert. Wir definieren dann fiir z,y € U:

Definition 9.1.2
1. Die Elemente x und y heiflen R-dhnlich
—def [Z’,y] € R

2. Die reelle Zahl S(x,vy) heifle S-Ahnlichkeitsgrad von x und y.

3. Die Elemente x und y heilen S-eq-dhnlich
=aer S(2,Y) 2 €o.

4. Die Elemente x und y heiflen S-ey-scharf-dhnlich
=aef S(x,y) > €.

Von diesem sehr allgemeinen Ansatz ausgehend, werden wir uns in den folgenden Be-
trachtungen und Untersuchungen dem ,intuitiven“ (oder ,anschaulichen®) Ahnlichkeits-
begriff anndhern, indem wir fiir die Relationen R bzw. S bestimmte Eigenschaften fordern,
etwa Reflexivitéit, Symmetrie, Transitivitét.

Im Rahmen der bisher diskutierten Begriffsbildungen beschreiben wir nun das

strukturelle Grundproblem der Clusteranalyse

wie folgt, zunéchst jedoch noch heuristisch und mathematisch noch nicht ausreichend
prézisiert:

Bestimmte wohldefinierte Mengen von bindren scharfen oder unscharfen Re-
lationen iiber U sind zu bestimmten wohldefinierten Clusterungen iiber U in
eine eineindeutige Beziehung zu setzen.

Das oben formulierte Grundproblem der Clusteranalyse 148t sich in eine Reihe von
Teilproblemen zerlegen, die einer mathematischen Prézisierung leichter zugénglich sind,
wie wir im folgenden zeigen werden.

Grundproblem 1. Gegeben sei eine Menge REL von scharfen bzw. unscharfen bindren
Relationen iiber U. Wir nennen die Relationen aus REL , Ahnlichkeitsrelationen* iiber U
(ohne dafl wir zunéchst bestimmte Zusatzforderungen stellen) und bezeichnen sie dem-
gemiB mit A.

Wir suchen nun eine Abbildung ' mit

T : REL — CLUST(U),
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9. Clusteranalyse. Pattern Recognition

wobei wir fir A € REL das I-Bild T (A) .die durch T aus der Relation A erzeugte
Clusterung iiber U* nennen.
Ohne zusétzliche Forderungen an I' kann man eine solche Abbildung T stets trivial wie
folgt definieren:
Man fixiert eine beliebige Clusterung €, iiber U und definiert I" dann fiir jedes A € REL
wie folgt:
I (A) =4 Co.

Diese Prozedur erfafit jedoch nicht das, was man in der Clusteranalyse fiir die Erzeugung
von Clusterungen durch binére Relationen fordern muf, némlich, da beim Ubergang von
Azl (A) die in A codierte Information nicht ,verfilscht werden bzw. nicht , verloren
gehen“ darf. Hierbei bedeutet das Wort , Information® allerdings nicht die wahrschein-
lichkeitstheoretisch definierte Information im Sinne von SHANNON [38], eher ist hier an
ystrukturelle“ Information zu denken, wie sie etwa KOLMOGOROV [25] definiert hat. Die-
se Forderung ist am einfachsten dadurch zu erfiillen, dafi man die eindeutige Umkehr-
barkeit der Abbildung I' auf ihrem Definitionsbereich REL fordert, d. h., daff fiir jedes
Ala 14.2 € REL gllt

Wenn I' (Al) =T (Ag) ,s0 Ay = A,.

Die oben gestellte Forderung kann man sehr einfach erfiillen, indem man das im folgen-

den formulierte Grundproblem 2 16st.

Grundproblem 2. Ohne daf} wir ,strukturelle Information (in irgendeinem Sinne) kor-
rekt definieren, kénnen wir die oben gestellte Forderung, daf die in A enthaltene Infor-
mation nicht verfilscht werden bzw. verloren gehen darf, wie folgt erfiillen:

Es ist eine Abbildung IV mit folgenden Eigenschaften zu konstruieren:

1. I":{I'(A)| A€ REL} — REL
2. TV ist surjektiv fiir REL
3. I"(I' (A)) = A fiir alle A € REL.

Existiert eine solche Abbildung I, so folgt, daff I' und I"” eindeutig umkehrbar sind.
Auflerdem sind " und I zueinander invers und somit Bijektionen zwischen den Mengen
REL und {I' (A)| A € REL}.

Wir zeigen von diesen Behauptungen nur, daf§ I' auf REL eindeutig umkehrbar ist.

Wir nehmen dazu fiir A;, A, € REL an, da8

I (4) =T (4)
gilt. Durch Anwendung von I” erhilt man daraus, daB
I (1 () =T (T (4)).
also auf Grund von Bedingung 3 fiir T”
A, = A,.

Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dafl erst die Losung des Grundproblems 2 und die
daraus folgende eindeutige Umkehrbarkeit der Abbildung I' den Beweis fiir die Korrektheit
eines durch eine Abbildung I' : REL — CLUST(U) definierten Clusterungsverfahrens
darstellt. Leider wird in vielen Arbeiten zur Clusteranalyse dieses grundlegende Problem
nicht behandelt oder — was noch viel schlimmer ist — gar nicht erkannt.
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9.1 Finleitung. Motivationen

Grundproblem 3. Ist eine Menge REL von bindren Relationen iiber U sowie eine Clu-
sterabbildung

T': REL — CLUST(U)

gegeben, so ist es sowohl fiir die Theorie als auch fiir die Anwendungen sehr wichtig, die
Menge {F(A)‘/I € REL} yinvariant“ zu beschreiben, d. h. hier ohne Riickgriff auf die
Abbildung I'. Wie die Betrachtungen in den folgenden Abschnitten zeigen, ist in manchen
Féllen die Aufgabe ziemlich einfach 16sbar (siehe z. B. in Theorem 9.2.1 als Partition),
in anderen Fillen dagegen bereitet eine solche Charakterisierung grofiere Schwierigkeiten
(siehe z. B. Definition ?? und Theorem ?7).

Grundproblem 4. Bei den bisher betrachteten drei Grundproblemen war der Ausgangs-
punkt ein Ahnlichkeitskonzept, gegeben durch eine binire (scharfe bzw. unscharfe) Rela-
tion A iiber U. Gerade in den Anwendungen zeigt sich nun, daff hiufig eine Clusterung
¢ gegeben ist und man vor der Aufgabe steht, die Clusterung durch eine Ahnlichkeits-
relation A zu charakterisieren. Als wichtiges Anwendungsbeispiel sei dazu auf die Menge
der Prémissen einer Fuzzy-IF-THEN-Regelbasis hingewiesen, die offensichtlich eine Clu-
sterung bildet.

Allgemeiner formuliert, 143t sich das Grundproblem 4 in Analogie zum Grundproblem 1
wie folgt formulieren.

Gegeben sei eine Menge CLUST von Clusterungen € iiber U, wobei die Elemente von
¢ scharfe bzw. unscharfe Mengen tiber U sind.

Wir bezeichnen durch RELS(U) bzw. durch RELUS(U) die Menge der binéren scharfen
bzw. unscharfen Relationen iiber U und setzen schliellich

REL(U) =4e RELS(U)U RELUS(U).
Wir suchen nun eine Abbildung P mit
P: CLUST — REL(U),

wobei wir fiir € € CLUST das P-Bild P(€) ,die durch P aus der Clusterung € erzeugte
binédre Relation iiber U“ nennen.

Analog zum Grundproblem 1 fordern wir, daf§ durch die Abbildung P die in € steckende
strukturelle Information nicht verfilscht wird und auch nicht verloren geht, d. h. wir
verlangen, dafl die Abbildung P auf CLUST eindeutig umkehrbar ist.

Diese Forderungen kénnen wir erfiillen, wenn wir in Analogie zum Grundproblem 2 das
folgende Grundproblem lsen.

Grundproblem 5. Es ist eine Abbildung P’ mit folgenden Eigenschaften zu konstruieren:
1. P':{P(¢)|€ e CLUST} — CLUST
2. P’ ist surjektiv fiir CLUST
3. P'(P(€)) = fiir alle € € CLUST.

Existiert eine solche Abbildung P’, so folgt, dafl P und P’ eindeutig umkehrbar sind.
Auflerdem sind P und P’ zueinander invers und Bijektionen zwischen den Mengen CLUST
und {P(¢)|€ € CLUST}.

In Analogie zum Grundproblem 3 ergibt sich das folgende
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Grundproblem 6. Ist eine Menge CLUST von Clusterungen iiber U sowie eine Abbildung
P zur Konstruktion von binédren Relationen iiber U gegeben, d. h. gilt

P: CLUST — REL(U),

so ist es auch in diesem Fall sowohl fiir die Theorie als auch fiir die Anwendungen wichtig,
die Menge {P(€)|€ € CLUST} der binédren Relationen iiber U ,invariant“ zu charakte-
risieren, d. h. hier ohne Riickgriff auf die Abbildung P.

Zur Formulierung des néchsten Grundproblems erinnern wir an die Definition von
R, € R, bzw. S; € S, fiir scharfe bzw. unscharfe bindre Relationen iiber U, nimlich

Ry € Ry =4 V2Vy([z,y] € Ry — [2,y] € Ry)

und
Sy € Sy =ger VaVy(z,y € U — Sy(z,y) < Sa(x,y)).

Ist nun REL & REL(U) gegeben, so sind die definierten Relationen Halbordnungen
iiber REL.

Grundproblem 7. Welche zusitzlichen verbandstheoretischen Eigenschaften sind fiir
REL beziiglich C erfiillt und wie kann man in {F (A) | Ae REL} eine bindre Relation 3
definieren, so dafl I ein Isomorphismus wird?

Ist umgekehrt eine Menge CLUST S CLUST(U) von Clusterungen iiber U gegeben,
so ist fiir &€;,&, € CLUST durch

Definition 9.1.3
Q:l é Q:Q —def VC’l(C’l S Q:l — 302(02 S Q:Q VAN Cl g 02))

eine Semihalbordnung iiber CLUST gegeben, d. h. es gilt die Reflexivitdt und die Tran-
sitivitdt. Man nennt im Falle ¢; $ €, dann €, auch Vergréberung von ¢&;.

Grundproblem 8. Welche zusétzlichen verbandstheoretischen Eigenschaften sind fiir
CLUST beztiglich 3 erfiillt und beziiglich welcher binédren Relation fiir die Relationen
aus {P(€)|€ € CLUST} ist P ein Isomorphismus?

Dual kann man fiir ¢;,&, € CLUST definieren

(’Zl él @2 =def VC2(C2 S e:g — ElCl(Cl S @1 A Cl g Cg))

Offenbar ist 3 ebenfalls eine Semihalbordnung iiber CLUST. Gilt €; ' &,, so heifit &,
Verfeinerung von &,.

Grundproblem 8. Dieselben Fragen wie beim Grundproblem 8, nur jetzt auf die Relation
<’ bezogen.

Aufgabe 9.1.1
1. Unter welchen hinreichenden Bedingungen gilt fiir $ bzw. ' die Antisymmetrie?

2. Unter welchen hinreichenden Bedingungen gilt

¢1§€2—>€1§/¢2

bzw.
@1 él @2 — @1 é 62?
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9.2 Das klassische Faktorisierungsproblem der Algebra

Dieses Problem sollte aus einem guten Mathematik-Unterricht der Schule, zumindest aus
den Anfiangervorlesungen iiber Algebra an der Universitdt bekannt sein.

Uber dem Universum U seien eine binire (scharfe) Relation F, d. h. E € U x U, und ein
Mengensystem P C PBU (d. h. eine Clusterung iiber U, die aus scharfen Mengen besteht)
gegeben.

Wie in der Algebra iiblich definieren wir

Definition 9.2.1
1. I(E) =4¢p {zE|z € U}, wobei xE =4.; {y|[z,y] € E}

2. II'(P) =4er {[x,y]|FP(P € PNz,y € P)}
Wir erinnern:

1. F heiBt Aquivalenzrelation iiber U genau dann, wenn F reflexiv iiber U sowie wenn
FE symmetrisch und transitiv ist, d. h. wenn gilt

1.1. Ve(z € U — [z,2] € R)
1.2. VaVy([z,y] € R — [y, x] € R)
1.3. VaVyVz([z,y] € RA]y,2] € R—[z,z] € R)

2. P heifit Zerlegung (Partition) von U genau dann, wenn P die leere Menge nicht
enthilt, P eine Uberdeckung von U ist, d. h. jedes Element von U in mindestens
einem Element von P enthalten ist, und beliebige Elemente von P, die verschieden
sind, disjunkt sind, d. h. wenn gilt

21. ¢ ¢ P
22. Ve(x e U—-3IP(PeP Az eP))

2.3. VPYQ(P,Qe PAP#Q—-PNQ =7)

Durch EREL(U) bzw. PART(U) bezeichnen wir die Menge aller Aquivalenzrelationen
iiber U bzw. die Menge aller Partitionen von U.
Die Grundprobleme 1 bis 6 werden durch das folgende Theorem gelGst, wobei wir setzen

r —def I 9 PI —def H/
und REL =4; EREL(U), CLUST =g4,; PART(U).

Theorem 9.2.1
1. Ist E eine Aquivalenzrelation iiber U, so gilt

II'(I(E)) = E
und II(E) ist eine Partition von U.
2. Ist P eine Partition von U, so gilt
I(Ir'(?)) =2
und TI'(P) ist eine Aquivalenzrelation iiber U.
3. Il ist eine Bijektion von EREL(U) auf PART (U), II' ist eine Bijektion von PART (U)
auf EREL(U) und II, I sind zueinander invers.

Aufgabe 9.2.1 Man beweise Theorem 9.2.1.
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Anleitung: Nach Elimination der eingefiihrten Definitionen fiir II(E) und II'(P) wird der
Beweis unmittelbar auf Grund der Voraussetzung, daB E eine Aquivalenzrelation iiber U
bzw. P eine Partition von U ist, gefiihrt.

Aufgabe 9.2.2 Beim Beweis der Gleichungen
II'(I(E)) = E
bzw.

I(IT(P)) = P

stellt man fest, daff nicht alle Eigenschaften einer Aquivalenzrelation E iiber U bzw.
einer Partition P von U gebraucht werden. Man untersuche, unter welchen allgemeineren
Voraussetzungen an E bzw. P die obigen Gleichungen noch gelten.

Aufgabe 9.2.3 Man ersetze in Definition 9.2.1 die Abbildung I1 durch II, mit
IL(E) =45 {Ey|y € U}, wobei By = {z|[z,y] € E}

Gilt dann auch noch Theorem 9.2.1? Wie kann Ubungsaufgabe 9.2.2 fiir diesen Fall
gelost werden?

Wir diskutieren nun die Grundprobleme 7, 8 und &'.
Gegeben sei eine beliebige Menge ¢ von Aquivalenzrelationen iiber U, d. h.
¢ C ERFEL(U).

Lemma 9.2.2
Der mengentheoretische Durchschnitt (| € ist wieder eine Aquivalenzrelation iiber U.

Aufgabe 9.2.4 Man beweise Lemma 9.2.2.

Hat € die Form & = {E), E,}, schreiben wir wie iiblich fiir (| € auch E; N E,. Klar
ist, daB die mengentheoretische Vereinigung E; U E, von Aquivalenzrelationen iiber U im
allgemeinen keine Aquivalenzrelation (iiber U) ist, weil fiir Fy U E, zwar die Reflexivitiit
iiber U und die Symmetrie stets erfiillt sind, jedoch die Transitivitéit im allgemeinen nicht
gilt. Wir definieren nun eine neue Operation LI wie folgt:

Definition 9.2.2
El (] E2 —def m{E|E1 @] E2 g E VAN E S EREL(U)}

Offenbar ist F; LI E» wegen Lemma 9.2.2 wieder eine Aquivalenzrelation iiber U.
Theorem 9.2.3
Die algebraische Struktur 0 = [EREL(U),N, U] ist ein Verband.

Aufgabe 9.2.5 Man beweise Theorem 9.2.3.

Aufgabe 9.2.6 Der Verband U ist vollstindig.
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Anleitung:
1. Die N-Volistédndigkeit wird durch Lemma 9.2.2 bewiesen.

2. Zur U-Vollstdndigkeit definieren wir fiir € £ EREL(U):

Lle=wr N{F

Wir betrachten nun PART(U) und definieren fiir Py, Py € PART(U) einen ,,verbands-
theoretischen“ Durchschnitt P, 1Py der Partitionen P; und P, wie folgt.

JeCEAE € EREL(U)}

Definition 9.2.3
TlﬂTg —def {leP2|P1Eipl/\Pgeng/\lepg#¢}

Lemma 9.2.4
Sind P, und P, Partitionen von U, so ist auch P; 1P,y eine Partition von U.

Aufgabe 9.2.7 Man beweise Lemma 9.2.4.

Bemerkung

Man verwechsele den oben definierten ,, verbandstheoretischen* Durchschnitt P; M P, der
Partitionen P; und P, von U nicht mit ihrem mengentheoretischen Durchschnitt P; N P,
fiir den wir zur Erinnerung seine Definition wiederholen:

Wiéhrend (nach Lemma 9.2.4) P; 1 P, stets eine Partition (von U) ist, gilt dies fiir
P; NP,y im allgemeinen nicht.

Zur Definition einer verbandstheoretischen Vereinigung P, L1 P, fiir Partitionen P; und
Py von U miissen wir — im Vergleich zu Definition 9.2.3 — einen etwas héheren begriff-
lichen Aufwand treiben.

Gegeben sei eine beliebige Menge PART von Partitionen der Menge U, d. h.
PART € PART(U). Wir wollen nun die in Definition 9.2.3 fiir Partitionen P, P, von U
definierte Durchschnittsoperation P; 1 P, auf beliebige Mengen PART verallgemeinern,
d. h. ['] PART definieren.

Wir benutzen dazu eine Auswahlfunktion o auf PART, die aus jeder Partition
P € PART ein Element dieser Partition auswahlt, d. h. « erfiillt die folgenden Bedin-
gungen:

(9.1) a: PART —| JPART  und
(9.2) a(P) € P fiir jedes P € PART .

Alle Mengen a(P) mit P € PART werden dann (mengentheoretisch) untereinander zum
Schnitt gebracht. Somit definieren wir in Verallgemeinerung von Definition 9.2.3:

Definition 9.2.4

HPART:def{ (N @

PePART

o : PART — |JPART A
VP(P € PART —a(P) e P)A () a(P) # ¢}

PePART
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Lemma 9.2.5
Wenn PART € PART(U), so ['| PART € PART(U).

Aufgabe 9.2.8 Man beweise Lemma 9.2.5.

Wir wollen nun P, LI P, definieren. Dazu erinnern wir an die Definition 9.1.3, nach der
fiir beliebiges M, M & P(U) gesetzt wird:

M 3 N genau dann, wenn YM(M € M — IN(N € NAM E N))

(M heiBt dann auch Vergroberung von 91).

Definition 9.2.5
?1 U?Q :def H{?l?l U?Q é ':P/\? S PART(U)}

Theorem 9.2.6
Die algebraische Struktur 20 = [PART(U), ", ] ist ein Verband.

Aufgabe 9.2.9 Man beweise Theorem 9.2.6.

Aufgabe 9.2.10 Der Verband 20 ist vollstindig.
Anleitung:

1. Die lN-Vollstidndigkeit folgt unmittelbar aus Lemma 9.2.5.

2. Zum Beweis der LI-Vollstdandigkeit verallgemeinern wir die Definition P, L Py auf
beliebige Mengen PART € PART (U) wie folgt.

Definition 9.2.6
'] PART =4 ['1{?| U PART S PAPe PART(U)}

Abschlieflend konnen wir das folgende Theorem beweisen:

Theorem 9.2.7
1. Die Abbildung II ist ein Isomorphismus des vollstindigen Verbandes
¥ = [EREL(U),N, ] auf den vollstéindigen Verband 20 = [PART (U), 1, LJ].

2. Die Abbildung II' ist ein Isomorphismus des vollstindigen Verbandes
20 = [PART(U), ", L] auf den vollstindigen Verband U = [EREL(U),N,L]].

9.3 Fuzzifizierung des klassischen Faktorisierungsproblems der
Algebra

In vielen Anwendungen sowie auch in theoretischen Untersuchungen spielt die folgende
Fuzzifizierung der Begriffsbildungen und Resultate aus Kapitel 9.2 eine wichtige Rolle.

Grundlage des Folgenden sind eine sinnvolle Ubertragung der Konzepte ,, Aquivalenz-
relation” und , Partition® in die Fuzzy-Logik. Dabei ist wesentlich, mit welchem Konzept
wir beginnen; denn das zweite ist stets eindeutig durch das erste festgelegt, wenn wir
unsere Untersuchungen entsprechend den im Kapitel 9.1 formulierten Grundproblemen
durchfiihren.
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Wir stellen hier eine Fuzzyfizierung des Begriffs der Aquivalenzrelation an die Spitze,
weil dies fiir uns anschaulicher und leichter verstindlich ist, als wenn wir mit einer Fuz-
zifizierung des Begriffs , Partition“ beginnen. Im Verlauf der Untersuchungen in diesem
Kapitel werden wir jedoch feststellen miissen, dafy dieser Weg zu Fuzzy-Partitionen fiihrt,
die fiir viele Anwendungen ungeeignet, weil zu speziell, sind. Demgeméfl werden wir dann
im darauf folgenden Kapitel 9.4 den Weg umkehren, d. h. von sogenannten ,natiirlichen*
Partitionen, die durch Anwendungen geliefert werden, ausgehen, und werden versuchen,
diese durch bestimmte binéire Fuzzy-Relationen, die allgemeiner als die im vorliegenden
Kapitel betrachteten Fuzzy-Aquivalenzrelationen sind, zu charakterisieren (im Sinne der
in Kapitel 9.1 formulierten Grundprobleme).

Gegeben seien eine binére scharfe Relation R tiber U, d. h. R € U x U, sowie eine
binére unscharfe Relation S iiber U, d. h. S: U x U — (0, 1).

Man nennt R reflexiv iiber U genau dann, wenn

(9.3) Ve(z € U — [z,2] € R)
gilt.
Wir sagen nun analog, dal S reflexiv iiber U sei genau dann, wenn
(9.4) Ve(x € U — S(z,z) =1)
gilt.

Zwei Verallgemeinerungsmoglichkeiten von (9.4) bieten sich an: Dazu sei ein Schnitt-
punkt ¢ € (0, 1) fixiert.

(9.5) Ve(x € U — S(z,2) 2 ¢)
Ve(z € U — S(z,x) > ¢)

Dazu sei bemerkt, dafl (9.5) stets erfiillt ist, falls ¢ = 0 ist; dagegen ist (9.6) fiir ¢ =1
nie erfiillbar.
Die (scharfe) Symmetrie

(9.7) VaVy([z,y] € R— [y, z] € R)

iibersetzen wir durch
(9-8) VaVy(z,y € U — S(z,y) = S(y, 7))

Entsprechend (9.5) und (9.6) gibt es vier Verallgemeinerungen von (9.8), ndmlich

(9.9) VaVy(x,y € UNS(z,y) 2 ¢c— S(y,z) 2 ¢)
(9.10) VaVy(x,y € UAS(z,y) > c— S(y,z) > ¢)
(9.11) VaVy(x,y € U A S(x,y) 2 c— S(y,z) > ¢)
(9.12) VaVy(z,y € UNAS(z,y) >c— S(y,z) = ¢)

Im vorliegenden Kapitel 9.3 werden wir uns allein auf (9.8) stiitzen.
Die Transitivitdt der Relation R kann man gleichwertig durch die folgenden Versionen
ausdriicken

(9.13) VaVyVz([z,y] € RA[y,z] € R— [z,2] € R)
(9.14) VaVyVz([z,y] € R— ([y,2] € R— [z, z] € R))

Wir diskutieren zunéchst Bedingung (9.13).
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In manchen Biichern wird S transitiv iiber U genannt genau dann, wenn
(9.15) VavyVa(z,y,z € U — min(S(z,y), 5y, 2)) < S(z,2))

gilt.

Die Verwendung der Funktion min in (9.15) beruht darauf, dafl min eine sehr einfache
LukasiEwiczsche Erweiterung der zweiwertigen Funktion et ist. Nun ist aber jede T-
Norm eine LUKASIEWICZsche Erweiterung von et, also kann man S 7-transitiv nennen,
falls

(9.16) VavVyVz(z,y,z € U — 7(S(z,y),S(y,2)) < S(z,2))

gilt.

Die Verwendung des Kleiner-Gleich-Symbols < in (9.15) und (9.16) beruht darauf,
dafl man in (9.13) das Symbol — in der Fuzzy-Logik durch eine binére reelle Funktion
imp : (0,1)* — (0,1) interpretiert, welche die Bedingung

(9.17) Vrvs(r,s € (0,1) — (r £ s — imp(r,s) = 1))
bzw.
(9.18) VrVs(r,s € (0,1) — (imp(r,s) =1 —1r < 5))

bzw. (9.17) und (9.18) erfiillt.
Wir stellen nun (9.16) die Bedingung

(9.19) VaVyVz(x,y,z € U — imp(7(S(x,y),S(y, 2)), S(x,z)) = 1)

gegeniiber.
Offenbar ist (9.16) mit (9.19) dquivalent, falls (9.17) und (9.18) gilt.
Gilt allein (9.17) bzw. (9.18), so impliziert (9.16) die Bedingung (9.19) bzw. umgekehrt.
Nach dem Muster der Bedingungen (9.5) und (9.6) zu Verallgemeinerungen der Refle-
xivitdt kann man (9.19) zu

(9.20) VaVyVz(z,y,z € U — imp(7(S(z,y), S(y, 2)), S(z, 2)) 2 ¢)
bzw. zu

(9.21) VaVyVz(z,y,z € U — imp(7(S(z,y), S(y, 2)), S(x, 2)) > ¢)
abschwéchen.

Wir wenden uns nun der Fuzzifizierung der Bedingung (9.14) zu. Wir erinnern daran,
daB in der zweiwertigen Logik die Ausdriicke A A B — C und A — (B — C) logisch
dquivalent sind, wahrend dies — in Abhéngigkeit von der Interpretation des Symbols —
— in LUkaAsiEwICzZschen Logiken im allgemeinen nicht gilt. Interpretiert man z. B. —
durch die LukasiEwiczsche Implikation impy (r,s) = min(1,1 —r + s) fiir r,s € (0,1)
und A durch die Funktion min, so gilt zwar

(ANAB—C)— (A—(B—C()),

jedoch die Umkehrung «— nicht.
Die Bedingung (9.14) kann man nun in den folgenden Formen fuzzifizieren:

(9.22) VaVyVz(z,y,z € U — S(x,y) < imp(S(y, 2), S(z, 2)))
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und
(9.23) VaVyVz(x,y,z € U — imp(S(z,y), imp(S(y, ), S(x, 2))) = 1).

Wieder gilt, daf8 (9.22) mit (9.23) dquivalent ist, wenn (9.17) und (9.18) gilt. Gilt allein
(9.17) bzw. (9.18), so impliziert (9.22) die Bedingung (9.23) bzw. umgekehrt.
Analog zu (9.20) und (9.21) kann man (9.23) abschwiéchen zu

(9.24) VaVyVz(z,y,z € U — imp(S(x,y), imp(S(y, 2), S(z,2))) 2 ).
bzw. zu
(9.25) VaVyVz(x,y,z € U — imp(S(z,y), imp(S(y, ), S(x, 2))) > ¢).

Damit beenden wir die Diskussion, wie die Bedingungen, die eine Aquivalenzrelation
definieren, in die Fuzzy-Logik {ibersetzt werden koénnen.

Aus der Vielzahl der Mdaglichkeiten, Aquivalenzrelationen zu definieren, diskutieren
wir nur wenige Fille, wobei wir uns daran orientieren, was inzwischen in der Literatur
diskutiert worden ist; der Rest muf} der zukiinftigen Forschung {iberlassen werden.

Es sei eine beliebige T-Norm 7 fixiert. Dann definieren wir fiir S : U x U — (0, 1):

Definition 9.3.1
1. S heife reflexiv iiber U
=def Vm(az ceU— S(J},y) = 1)

2. S heifle symmetrisch iiber U
=aes V2Vy(z,y €U — S(z,y) = S(y, x))

3. S heifle T-transitiv iiber U
:def \V/ﬂj‘vy\V/Z(ZE, Y,z € U - T(S(ﬂj‘, y)7 S(:Ua Z)) é S(x7 Z))

4. S heife T-Aquivalenzrelation iiber U
=4ef S ist iiber U reflexiv, symmetrisch und T-transitiv.
Die Menge der T-Aquivalenzrelationen iiber U wird durch EREL(U, T) bezeichnet.

Die Definition 9.2.1 wird nun wie folgt in die Fuzzy-Logik iibertragen.

Uber dem Universum U sei eine beliebige bindre unscharfe Relation S, d. h.
S :UxU — (0,1) gegeben. Ferner sei F eine beliebige (scharfe) Menge von Fuzzy-
Mengen iiber U, d. h. F € §(U), fixiert. In Analogie zu II(E) fir E € U x U und II'(P)
fiir P C P(U) definieren wir:

Definition 9.3.2
1. ®(S) =45 {xS |z € U}, wobei (x5)(y) =4er S(x,y) (x,y €U)

2. OL(F)(@,y) =aey Sup {T(F(x), F(y))|F € F}
Der Begriff der Partition wird wie folgt verallgemeinert:

Definition 9.3.3
1. F heifle stark normal tiber U
=4t VF(F € F - Jz(x € UNF(z) =1))

2. F heiBe Fuzzy- Uberdeckung von U
=4ef Va(z € U — 3F(F € F A F(z) = 1))

3. F heife T-disjunkt iiber U
=g4ef VEVGY2VY(F,G e FAz,y c UNF(z) =1—-71(G(z),G(y)) < F(y))
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4. F heifBe T-Partition von U
=4es Es gelten die obigen Bedingungen 1, 2 und 3 fiir F.
Die Menge der t-Partitionen von U wird durch PART (U, ) angedeutet.

Die in Kapitel 9.1 formulierten Grundprobleme 1 und 2 werden dann durch das folgende
Theorem geltst.

Theorem 9.3.1
Ist 7 eine T-Norm und ist S eine T-Aquivalenzrelation iiber U, so

1. ' (®(S)) =S und

2. ®(S) ist eine T-Partition.

Beweis
ad 1
Um Bedingung 1 zu beweisen, zeigen wir, daf fiir alle x,y € U gilt:

1.1. @/ (®(S9))(z,y) £ S(z,y) und
1.2. S(z,y) = @2(P(5))(z,y).

ad 1.1. Nach Voraussetzung ist S iiber U symmetrisch und 7-transitiv, also gilt

(9.26) 7(S(z,x),S(z,v)) £ S(z,y) fir alle z,y,z € U,
also folgt
(9.27) Sup {T(S(z,2),S(z,y))|z€ U} £ S(x,y) fir alle z,y € U.

Nun gilt aber nach Definition von ®/ und ® (Definition 9.3.2)

(9.28) 7(2(9))(,y) = Sup {7(F(x), F(y)) | F € ®(5)}
= Sup {T(S(Z,l’), S(z,y)) |Z € U}7

also gilt 1.1 auf Grund von (9.27) und (9.28).

ad 1.2. Weil 7 eine T-Norm und S reflexiv ist, gilt
S(x,y) = 7(1,S(z,y))
= T(S(‘Tvx)75(x7y )
< Sup{r(S(z,2), S(z.9))| 2 € U}
= Sup{7(F(z),F(y))|F € ®(5)}
— ! (a(S)).

ad 2
Um zu zeigen, dal ®(S) eine 7-Partition ist, haben wir zu zeigen

2.1. VE(F € ®(S) —» Jz(x € U AN F(x) = 1))
22. Ve(x e U —-3JF(F € ®(S)ANF(z) =1))
2.3. VEVGY2Vy(F,G € (S)Nz,y e UNF(z) =1— 7(G(z),G(y)) £ F(y))
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ad 2.1. Wenn F € ®(S), so existiert ein z € U mit F' = zS. Also geniigt es zu zeigen,
daf} ein = € U existiert, so dal F'(z) = S(z,x) = 1. Wir definieren x =4, z, also ist
wegen der Reflexivitéit von S der geforderte Nachweis erbracht.

ad 2.2. Gegeben sei ein x € U. Da jedes F € ®(S) in der Form F = 2S5 dargestellt ist,
geniigt es ein z zu finden, so dafl S(z,z) = 1 ist. Dazu definieren wir z =45  und
erhalten wiederum wegen der Reflexivitit von S iiber U das gewiinschte Resultat

F(z) = S(z,z) = 1.

ad 2.3. Gegeben seien F,G € ®(S) sowie z,y € U mit F(z) = 1. Nach Definition von
®(S) bedeutet dies, dafl Elemente u,v € U existieren mit F = uS, G = vS und
F(z) =1, also S(u,z) = 1. Wir haben zu zeigen

(9.29) 7(G(2),G(y) = F(y),

d. h. nach Darstellung von F und G haben wir zu zeigen

(9.30) 7(S(v,z), S(v,y)) £ S(u,y).

Nun gilt aber auf Grund der Symmetrie und der 7-Transitivitdt von S, daf
(9.31) T(S(v,x),S(v,y)) < S(z,y).

Weil 7 eine T-Norm ist und S(u,x) = 1 erhalten wir ferner

(9.32) S(z,y) =7(1,5(z,y))

= 7(S(uw,9), S(z,y)).
Mit der Transitivitéit von S iiber U erhalten wir ferner
(9.33) 7(S(u,x),S(x,y)) £ S(u,y).
Somit folgt aus (9.31), (9.32) und (9.33) die Behauptung (9.30).
|

Korollar 9.3.2
® ist eine eineindeutige Abbildung von der Menge EREL(U,T) aller T-Aquivalenzrelatio-
nen iiber U in die Menge PART (U, ) aller T-Partitionen von U.

Aufgabe 9.3.1 Im Beweis von Theorem 9.3.1 werden offenbar nicht alle Eigenschaften der
T-Norm T bendétigt. Man priife, welche Eigenschaften des T-Norm-Konzepts ausreichen,
um Theorem 9.3.1 zu beweisen.

Wir stellen nun die Frage, ob ® eine Abbildung auf die Menge PART (U, ) ist und damit
eine Bijektion vorliegt. Dieses Problem wird dadurch gelost, dafl man die Abbildung @’
betrachtet und zeigt, dafl auch sie eindeutig umkehrbar und ihre Inverse die Abbildung ®
ist sowie daf fiir jede beliebige 7-Partition F das ®-Bild ®’ (F) eine 7-Aquivalenzrelation
ist. Man kann diese Resultate dann in der Aussage zusammenfassen, dafl die Konzepte
»T-Aquivalenzrelation iiber U* und ,,7-Partition von U* wechselseitig definierbar sind. Die
angedeuteten Resultate werden in dem folgenden Theorem und Korollar zusammengefaflt.

Theorem 9.3.3
Ist 7 eine T-Norm und ist F eine T-Partition von U, so

1. (@ (F))=F und

2. @' (F) ist eine T-Aquivalenzrelation iiber U.
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Beweis
ad 1
Um Behauptung 1 zu beweisen, zeigen wir

1.1. (@ (F) S F und
1.2. FC o(P.(F)).
ad 1.1. Es sei

(9.34) F e oD (9)),
also gibt es nach Definition von ® ein z € U, so daf
(9.35) F =20 (5),
d. h. nach Definition von z®/ (F) und &’
(9.36) F(z) = Sup{7(G'(2),G'(2))|G" € F}.

Weil eine 7-Partition von U auch eine Uberdeckung von U ist (siche Bedingung 2
von Definition 9.3.3), existiert zu z ein G € F, so dafl

(9.37) G(z) = 1.
Um 1.1 zu beweisen, haben wir noch

(9.38) Fe&
zu zeigen. Da G € F gilt, geniigt es

(9.39) F=G

ZU zeigen.

Um (9.39) zu beweisen, zeigen wir fiir jedes = € U:

(9.40) F(z) £ G(x)
und
(9.41) G(z) £ F(z).

Wir zeigen als erstes (9.40). Dazu gehen wir von (9.36) aus, d. h. wir haben die
Gleichung
F(z) = Sup{7(G'(2),G'(2))|G" € F}.

Somit geniigt es zu zeigen
(9.42) Sup{1T(G'(2),G'(2))|G" € F} < G(x).
Nun gilt aber (9.42), falls
(9.43) 7(G'(2),G'(z)) £ G(z) fir alle G’ € F

gilt. Da nach (9.37) G(z) = 1 gilt, haben wir (9.43) auf Grund von Bedingung 3 der
Definition 9.3.3.
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Wir zeigen nun als zweites Bedingung (9.41). Wenn wir die Darstellung (9.36) von
F(z) verwenden, geniigt es,

(9.44) G(z) £ Sup{7(G'(2),G'(2))|G" € F}
ZU zeigen.

Aus (9.37), d. h. G(z) = 1, erhalten wir

(9.45) G(z) =7(1,G(x))

= 7(G(2),G(2))
< Sup {7(G'(2),G'(x)) |G € F},
d. h. (9.44) gilt.
ad 1.2. Wir haben

F C o(®)(F))
zu beweisen. Wir nehmen
(9.46) Fe&
an und haben zu zeigen, daf
(9.47) F € o9 (F))

gilt. Nach Bedingung 1 von Definition 9.3.3 gibt es zu F' € F ein x € U, so daf
(9.48) F(z)=1

gilt. Also folgt aus Bedingung 3 von Definition 9.3.3 fiir beliebiges G € F und
beliebiges y € U die Ungleichung

(9-49) 7(G(x), G(y)) = F(y).

Aus (9.49) folgt

(9-50) Sup {7(G'(2),G'(y)) |G" € T} = F(y),
d. h. nach Definition von '

(9.51) P (F)(z,y) £ F(y) fiir alle y € U.
Umgekehrt erhalten wir mit (9.48)

(9.52) Fly) = (1, F(y))

= 7(F(x), F(y))
< Sup {7(G'(z),G'(y))|G" € F}
= ®(F)(z,y).
Somit folgt aus (9.51) und (9.52), daB fiir das in (9.48) fixierte x € U und alle y € U
gilt
(9.53) O (F)(2,y) = F(y).
Nun gilt aber nach Definition
(9.54) z®(F) € ©(2(F)),
also folgt F' € ®(®/(F)), d. h. (9.47) gilt.
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9. Clusteranalyse. Pattern Recognition

9.4 |, Natiirliche” Zerlegungen und deren Charakterisierung
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10. Modifikatoren

10.1 Motivationen

Mit dem Begriff des ,,Modifikators®“ kommt ein prinzipiell neuer Gesichtspunkt in unsere
Betrachtungen.

Die betreffenden Untersuchungen beginnen mit der Arbeit [55] von L. A. ZADEH.

ZADEH geht bei seinen Betrachtungen von der Tatsache aus, dafl beim Schlieflen (allge-
meiner: bei der Kommunikation) in der natiirlichen (bei ZADEH: der englischen) Sprache
bestimmte Worter (oder Wortverbindungen) eine besondere Rolle spielen. Meistens sind
dies Adverbien, die Adjektive genauer bestimmen, diese einschrinken oder erweitern,
diese ,,modifizieren“. Um Trivialfille zu vermeiden (bzw. ,sinnlose* Formulierungen aus-
zuschlieflen), miissen ihnen Fuzzy-Mengen entsprechen, die nicht ,scharf® sind.

Ein Beispiel
Adjektiv: old =~ alt (unscharfes Adjektiv)
Adverb: very ~ sehr.
Universum U: Eine (scharfe) Menge von Personen.
Pradikat: old(xz): Die Person x € U ist alt.

Logische Prizisierung dieses Pradikats durch eine Fuzzy-Menge OLD mit
OLD :U — (0,1),

wobei
OLD(z)

den Wahrheitswert (Zugehorigkeitswert) angibt, mit dem eine Person z als ,alt* einge-
stuft wird. Das Adverb ,;sehr* modifiziert nun das Adjektiv ,,alt“ zu dem (modifizierten)
Adjektiv ,sehr alt“. Diesem entspricht eine modifizierte Fuzzy-Menge VERY OLD, die
man — ZADEH folgend — definiert zu

(VERY OLD)(x) =4 (OLD())? zeU.

In der oben genannten Arbeit nennt ZADEH derartige Worter (oder Wortverbindungen)
Linguistic Hedges. Es ist klar, dafl eine allgemeine sprachwissenschaftliche Definition von
Linguistic Hedges schwierig, vielleicht gar unmoglich ist; man mufl sich hier — wieder
ZADEH folgend — auf die Intuition verlassen und den Begriff ,,Linguistic Hedge“ durch
geeignete Beispiele erlautern.

ZADEH gibt zwei Typen von Beispielen an.

Typ |. very, more or less, approximately, likely, slightly, plus, minus, much.

Typ Il. essentially, practically, technically.
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10. Modifikatoren

Zur weiteren Vertiefung der Einsicht, was Linguistic Hedges — logisch gesehen — be-
wirken, sei nochmals auf das obige Beispiel zuriickgegriffen.

Die Modifizierung des unscharfen Adjektivs ,,alt* durch ,,sehr“ zu dem unscharfen Ad-
jektiv ,sehr alt“ wollen wir jetzt wie folgt auffassen.

Die unscharfe Aussage

,,T ist alt*
wird modifiziert zu
,sehr (x ist alt)“
in der (grammatisch korrekten) Fassung
,»,x ist sehr alt“.

Damit wird ,,sehr“ zu einem einstelligen Junktor, der aus einer gegebenen Aussage
(besser: aus einem gegebenen Ausdruck) A einen neuen, namlich sehr(A) erzeugt.

In diesem Sinne sind alle unter Typ I genannten Linguistic Hedges als einstellige Junk-
toren zu betrachten.

Fin weiterer Gesichtspunkt ist fundamental. Alle unter Typ I genannten Junktoren
sind extensional (engl. , truth functional“), d. h. bei einer gegebenen Interpretation héingt
der logische Wert des zusammengesetzten Ausdrucks hingt allein von dem logischen Wert
des Teilausdrucks ab.

Die ,,Linguistic Hedges“ von Typ II werden von ZADEH als moglicherweise mehrstellig
angesehen; in jedem Fall sollen sie aber extensional sein. Weiteres dazu weiter unten.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einem Beispiel, welches zeigt, dafl in der zweiwerti-
gen Logik und in der scharfen Mengenlehre die Anwendung von Modifikatoren nur triviale
Resultate liefert bzw. sprachlich als unsinnig empfunden wird.

Beispiel Wir wihlen als Universum U die Menge der natiirlichen Zahlen (einschlielich
Null), d. h.
U =4 1{0,1,2,... }
Wir betrachten das Prédikat ,,x ist eine gerade natiirliche Zahl“. Damit erhalten wir

die scharfe Menge
G=10,2,4,...}.

Nun kann man G durch die zweiwertige Zugehorigkeitsfunktion

0, falszeU\G

CERADE(w) =4 {1 falls = € G

charakterisieren. Wir modifizieren nun das Adjektiv ,,gerade“ durch das Adverb ,sehr
und erhalten das modifizierte Adjektiv ,,sehr gerade“, was rein sprachlich als sinnlos oder
zumindest als eine uniibliche Formulierung erscheint.

Nun konnen wir aber GERADE als Fuzzy-Menge auffassen und diese, wie weiter oben
fiir OLD, durch VERY modifizieren entsprechend der Definition

(VERY GERADE)(x) =45 (GERADE(x))?
Da nun GERADE nur die Zugehérigkeitswerte 0 oder 1 annimmt und 02 =0, 12 = 1

ist, folgt
(VERY GERADE)(z) = GERADE(x)
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fir alle z € U, d. h.
VERY GERADE = GERADE,

also die betrachteten Mengen sind gleich, d. h. die Anwendung des Modifikators VERY
hat fiir GERADE keinen Effekt.

10.2 Aligemeine Begriffsbildungen zu ,,Modifikatoren*

Gegeben ein beliebiges Universum U. Die Menge aller Fuzzy-Mengen {iber U hatten wir
durch §F(U) angedeutet, d. h.

S(U) —def {FlF U — (0, 1>}

Ein Modifikator MOD iiber U soll eine Abbildung sein, die eine beliebige gegebene
Fuzzy-Menge F' iiber U ,modifiziert“, also die aus F' eine neue Fuzzy-Menge G iiber U
erzeugt. Demgeméf definieren wir:

Definition 10.2.1
MOD ist ein allgemeiner Modifikator iiber U
—def MOD : S(U) — S"(U)

Auf der Grundlage dieser (sehr allgemeinen) Definition kann man schon eine Reihe
wichtiger Eigenschaften von Modifikatoren formulieren. Sei also MOD ein allgemeiner
Modifikator tiber U.

Definition 10.2.2
1. MOD heifle expandierend (einbettend)
=4 Fiir jedes F € §(U) gilt:
F C MOD(F).

2. MOD heifle komprimierend
=4ep Fiir jedes F € §(U) gilt:
MOD(F) C F.

3. MOD heifle monoton (comonoton)
=g4ep Fiir jedes F,G € §(U) gilt:

Wenn F € G, so MOD(F) S MOD(QG)
bzw.
MOD(F)2 M
4. MOD heifle abgeschlossen
=4ep Fiir jedes F € §(U) gilt:

MOD(MOD(F)) = MOD(F).

Anmerkung

Die Eigenschaften 1, 3 und 4 sind der aus Algebra und Logik wohlbekannten Theo-
rie der Hiillenoperatoren nachgebildet, wahrend 2, 3 und 4 zusammen sogenannte
Kernoperatoren definieren, die z. B. in der Topologie als Zuordnung einer Menge M
zur Menge der inneren Punkte von M eine grofie Rolle spielen.
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10. Modifikatoren

Gegeben sei nun eine Abbildung 7 von U in U, d. h.
m:U—U.

Dann erzeugt 7 aus einer Fuzzy-Menge F' iiber U eine neue Fuzzy-Menge F' o 7 iiber
U, die wie folgt definiert ist:

(Fom)(z) =ger F(m(x)),. relU

Definition 10.2.3
MOD heifle w-invariant
=g4ep Fiir jedes F € §(U) gilt

(MOD(F))om = MOD(F o)

Weitere Untersuchungen zum Aufbau einer allgemeinen Theorie von Modifikatoren wer-
den in geeigneter Weise Begriffsbildungen aus der Algebra (wie z. B. Isomorphie, Homo-
morphie, Endomorphie usw.) und aus der Algebra und Logik (wie z. B. Kompaktheit)
benutzen. Wir fithren diese Betrachtungen hier aus Raum- und Zeitmangel nicht weiter.

In Richtung der aus der Fuzzy-Logik und Fuzzy-Mengenlehre her bekannten Begriffs-
bildungen sind die folgenden einschrinkenden Bedingungen wesentlich.

Definition 10.2.4
1. MOD heiBe lokaler Modifikator
=4es Es gibt Funktionen mod und m mit:
1.1. mod : U x (0,1) — (0,1) und
1.2. m:U — U und
1.3. Fiir jedes F' € §(U) und fiir jedes x € U gilt:

MOD(F)(z) = mod(z, F(n(z)))

2. MOD heifle extensionaler Modifikator
=4es Es gibt Funktionen p und m mit:

2.1. pu:(0,1) — (0,1) und
22. m:U — U und
2.3. Fiir jedes F € §(U) und fiir jedes x € U gilt:

MOD(F)(x) = u(F(r(x)))

3. MOD heifle duBBerer Modifikator
=4 Es gibt eine Funktion p mit:
3.1. w:(0,1) — (0,1) und
3.2. Fiir jedes F € §(U) und fiir jedes x € U gilt:

MOD(F)(x) = p(F(x))

4. MOD heie innerer Modifikator
=4 Es gibt eine Funktion m mit:

4.1. m: U — U und
4.2. Fiir jedes F € §(U) und fiir jedes x € U gilt:

MOD(F)(x) = F(r(x))
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10.3 Die Modifikatoren ,,VERY* und , MORE-OR-LESS*“
(,MOL")

In diesem und dem folgenden Abschnitt wollen wir die ,iltesten und am leichtesten
verstdndlichen Modifikatoren, ndmlich VERY und MOL, betrachten. Sie wurden 1972 in
der bereits zitierten Arbeit von ZADEH eingefithrt. Es sei F' € §(U), z € U.

Definition 10.3.1
1. VERY (F)(x)
=aes (F(2))?
2. MOL(F)(x)
=aer v/ F(2)
Sehr hiufig wird VERY (F') auch durch CON(F') und MOL(F) durch DIL(F') bezeich-
net, wobei
CON = ,concentration®
DIL ~ , dilation“

Die Wirkung dieser Modifikatoren kann durch die Abbildungen 10.1 und 10.2 veran-
schaulicht werden (entnommen der eingangs zitierten Arbeit von ZADEH).

———— CON(A)

Abbildung 10.1: The effect of concentration on a fuzzy set A

Theorem 10.3.1
VERY und MOL sind duflere Modifikatoren mit den folgenden Eigenschaften:

1. VERY ist komprimierend und MOL ist expandierend, d. h. fiir jede Fuzzy-Menge
F:U —(0,1) gilt
VERY (F) € F € MOL(F)

2. VERY und MOL sind monoton, d. h. fiir jedes F,G : U — (0, 1) gilt

Wenn F € G, so VERY (F) C VERY(G) und
MOL(F) € MOL(G).
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- ——— DIL(A)

Abbildung 10.2: The effect of dilation on the operand A

3. VERY und MOL sind distributiv beziiglich Standard-Durchschnitt und Standard-
Vereinigung von Fuzzy-Mengen, d. h. fiir jedes F,G : U — (0, 1) gilt

3.1. VERY(FNG) = VERY (F)N VERY (G)
3.2. VERY(F UG) = VERY (F)U VERY (G)
3.3. MOL(F N G) = MOL(F) N MOL(G)
3.4. MOL(F U G) = MOL(F) U MOL(G)

4. VERY und MOL heben sich in ihrer Wirkung gegenseitig auf, d. h. fiir jedes
F:U —(0,1) gilt

VERY (MOL(F)) = MOL(VERY (F)) = F.
Aus Platz- und Zeitgriinden verzichten wir auf weitere genauere Ausfithrungen zu diesen
Modifikatoren. Wir formulieren lediglich einige Probleme:

1. Erfilllen VERY und MOL auch Distributivititseigenschaften beziiglich Nichtstan-
dardoperationen M bzw. &, die durch eine beliebige T-Norm 7 bzw. S-Norm o defi-
niert sind?

2. Wie ist die Frage 1 bei der Wahl von 7 und o als bold-Verkniipfungen bzw. als
algebraische Verkniipfungen zu beantworten?

3. Wie kann man die dualen Modifikatoren DUAL(VERY') und DUAL(MOL) mit

DUAL(VERY )(F) =45 VERY (F)
DUAL(MOL)(F) =4, MOL (F)
rxelU

(siehe Abbildung 10.3) umgangssprachlich beschreiben?
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—F

——--VERY (F)

Abbildung 10.3: Die dualen Modifikatoren DUAL(VERY) und DUAL(MOL)

10.4 Kontrastverstarker
Gegeben sei ein beliebiger Modifikator MOD iiber U, d. h.

MOD : §(U) — §(U).

Definition 10.4.1
MOD heifle Kontrastverstéirker
=g Fiir jedes F : U — (0,1) und jedes x € U gilt:

1. Wenn F(z) <1, s0

= 27

MOD(F)(z) £ F(x)

2. Wenn F(z) Z 3, so

Diese Definition modelliert offenbar das folgende Prinzip der Kontrastverstirkung;:
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10. Modifikatoren

Je nach Grofle von F'(x) sei x grau koloriert, und zwar umso dunkler (bzw.
heller), je grofler F(x) (bzw. kleiner F(x)) ist. Dabei entspricht F(z) = 1
schwarz bzw. F'(z) = 0 weiB.

Dann macht ein Kontrastverstiirker ,,dunkle* Elemente (d. h. F(z) > 1) noch
dunkler, withrend ,helle* Elemente (d. h. F(z) < 1) noch heller werden. Ele-
mente mit F(z) = 1 bleiben unveréndert.

Fiir Kontrastverstiarker kann man selbstverstidndlich alle in 10.2 formulierten einschrin-
kenden Bedingungen fordern.

Wir definieren nun zwei duflere Kontrastverstirker CINT; (ZADEH, 1972) und CINT gr
(GupTA/RAGADE, 1977).

Definition 10.4.2
1. CINT,(F)(x)

_ )2 (F)? ,falls 0 < F(z) < 1

=def 1—2. (1 —F(aj))2 , falls % < F(:E) <1
2. CINT gg(F)(x)

~ J(F@)?  falls0 < F(z) £ 5

A I F(x) , falls % <F(x) L1

Die Wirkung der Modifikatoren CINT7 und CINT g kann man veranschaulichen wie
in Abbildung 10.4 gezeigt.

Zum Kontrastverstarker CINT ggr siehe [21] von M. M. GupTA, R. K. RAGADE und
R. R. YAGER.

Theorem 10.4.1
CINT ist ein duBerer Modifikator mit folgenden Eigenschaften:

1. CINTy ist im ,unteren Teil“ komprimierend, im ,oberen Teil“ expandierend, d. h.
es gilt

CINT ,(F)(x)
Fla)

F(z), falls 0 € F(z) <
CINT 5(F)(), falls

1
2

<
< <F(r)S1.

1
2
2. CINT} ist monoton, d. h. fiir jedes F,G : U — (0, 1) gilt:

Wenn F € G, so CINTz(F) € CINT 4z G).

3. CINT ist distributiv beziiglich Standard-Durchschnitt und Standard-Vereinigung,
d. h. fiir jedes F,G : U — (0,1):

CINT2(F UG) = CINTz(F) U CINT 4(G).

Aufgabe 10.4.1 Man priife, ob Theorem 10.4.1 auch fiir den Kontrastverstérker CINT gr
gilt.
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—F

———— CINTy4(F)

—F

— — — CINTGg(F)

Abbildung 10.4: Die Modifikatoren CINT; und CINT or

Aufgabe 10.4.2 Heuristische Betrachtung: Ist das Universum U z. B. die Menge der reel-
len Zahlen und ist F eine stetige Funktion iiber U, wie etwa in Abbildung 10.4 angedeutet,
so ist CINT z(F') ebenfalls eine stetige Funktion.
Betrachten wir aber CINT gr(F), so gilt
CINT r(F)(x0) = (F(x0))* = (3)* = 1 falls F(z,) = 1
Ferner gilt fiir ; < F(z) £1
CINT gr(F)(z) = v/ F(x),

also

lim CINTgr(F)(z) =

1

also ist CINT or(F') unstetig, weil an der Stelle x, eine Sprungstelle vorhanden ist.
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10. Modifikatoren

10.5 Die Moadifikatoren PLUS, MINUS, HIGHLY und
EXTREMEFELY

Die genannten Modifikatoren wurden 1972 von ZADEH in der eingangs zitierten Arbeit
eingefiihrt, wobei er HIGHLY in zwei unterschiedlichen Varianten definiert und es dem
Leser iiberlaft, sich fiir eine von diesen zu entscheiden.

Alle betrachteten Modifikatoren werden als duflere Modifikatoren definiert.

Definition 10.5.1 (PLUS, MINUS)
1. PLUS( )(x)
=aer (F(2))'? = /(F(2))° =
2. MINUS(F)(x)
—def (Z’))O 75 _ 4/

Folgerung 10.5.1

>4>|U|

»Alw

PLUS(MINUS(F)) = MINUS(PLUS(F)) € F

Diese Folgerung ergibt sich aus der Tatsache, daf fiir r € (0, 1)

% 3\ 1 15
<r4> - <T4> =re
gilt.

Nun hat ZADEH die Modifikatoren VERY und MOL so definiert, daf3

A

r

VERY (MOL(F)) = MOL(VERY (F)) = F

gilt.

Moglicherweise wollte er diese Formel auch fiir PLUS und MINUS haben, und es ist
ihm ein Rechenfehler unterlaufen.

Demgeméf3 konnte man definieren

Definition 10.5.2
1. PLUS'(F)(x)

=aes (F())5
2. MINUS'(F)(x)
=ae (F(2))?
Mit dieser Definition erhalten wir dann trivial

Folgerung 10.5.2
1. PLUS'(MINUS(F)) = MINUS(PLUS'(F)) = F
2. PLUS(MINUS'(F)) = MINUS'(PLUS(F)) = F

Definition 10.5.3 (2 Varianten von HIGHLY , Zadeh 1972)
1. HIGHLY (F)
=4 PLUS(VERY (F))

2. HIGHLY'(F)
=4y MINUS(VERY (VERY (F)))
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Zur besseren Unterscheidung werden wir die zweite
EXTREMELY nennen, definieren also

2 EXTREMELY (F) =4,; MINUS(VERY (VERY (F)))

Folgerung 10.5.3
1. HIGHLY (F)(z) = (F(z))>® = (F(xz))?

2. EXTREMELY (F)(z) = (F(z))?

Variante HIGHLY' fortan

Aufgabe 10.5.1 Man bestimme Relationen zwischen den eingefiihrten Modifikatoren.

Beispiel Es gilt fiir alle Fuzzy-Mengen F : U — (0, 1):

MOL(EXTREMELY (F)) = MINUS(VERY (F))

Aufgabe 10.5.2 Man bestimme Relationen zwischen den eingefiihrten Modifikatoren und

T-Normen bzw. S-Normen

Beispiel Sei (F@G)(z) =45 F(x) - G(x), d. h. @ ist der Nicht-Standard-Durch-
schnitt, definiert durch die T-Norm ,algebraische Konjunktion*“. Dann gilt fiir beliebige

F:U— (0,1):
VERY(F) = F@F.

Aufgabe 10.5.3 Gilt fiir die in Abschnitt 10.5 eingefiihrten Modifikatoren ein dem Theo-

rem 10.3.1 analoges Theorem?

10.6 Innere Modifikatoren

Grundlegend wichtig in Regelbasierten Anwendungen, z. B. in Fuzzy-Control.

Beispiel
1
: ,alts
_ - T T VERY((IH;)“
0.5 — —-—-,sehr alt“
0 | | | |

0 10 20 30 40
Man kann ,,sehr alt“ nicht erzeugen in der Form

sehr alt = VERY (alt),
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d. h.
sehr alt(z) = (alt(x))>.

Erzeugung durch ,inneren” Modifikator moglich:

sehr alt(x) = alt(u(z)),

wobei p(z) =x — 15, d. h.
sehr alt(z) = alt(x — 15)
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11. Quantoren

11.1 Einleitung

In seiner “theory of dispositions” begann L. A. ZADEH die Untersuchung von Quantoren
im Rahmen der Fuzzy-Logik (siche [57-63]), wobei seine Aufmerksamkeit auf ,echte®
Fuzzy-Quantoren wie z. B. MOST, ALMOST-ALL, ALMOST-ALWAYS, USUALLY ,
RARELY, FEW , SMALL-FRACTION etc. gerichtet war. Wir sprechen im vorliegenden
Fall von ,,echten® Fuzzy-Quantoren, weil sie offenbar keine (oder nur triviale) Gegenstiicke
in der zweiwertigen Logik haben. In dieser Hinsicht unterscheiden sie sich grundsétzlich
von Quantoren wie z. B. FUR-ALLFE oder ES-GIBT-EIN, die sowohl in der zweiwertigen
Logik als auch in der Fuzzy-Logik (allgemeiner, in der mehrwertigen Logik schlechthin)
sinnvoll interpretierbar sind.

Weitere wichtige Beitridge zu Quantoren in der Fuzzy-Logik stammen von R. R. YAGER
(siehe [46-52]).

Sieht man die genannten sowie weitere Arbeiten zum Thema ,,Fuzzy-Quantoren* durch,
so vermiffit man Diskussionen bzw. Referenzen zu zwei Fakten:

Erstens fehlen Referenzen zum Begriff des allgemeinen Quantors, wie er von A. Mo-
STOWSKI Mitte der fiinfziger Jahre im Rahmen der zweiwertigen Logik entwickelt worden
ist [31]. Auch fehlen Hinweise auf die umfangreichen Untersuchungen und Resultate zu
allgemeinen Quantoren, die in den letzten etwa 35 Jahren unternommen und erzielt wor-
den sind, von denen manche durchaus fiir die Fuzzy-Logik Bedeutung haben, z. B. das
detaillierte Studium des Quantors FAST-ALLE. Der interessierte Leser findet einen guten
Uberblick z. B. in [6].

Zweitens vermifit man in den bisherigen Arbeiten iiber Fuzzy-Quantoren eine prinzipi-
elle Einbeziehung auch unendlicher Universa, also eine Definition {iber beliebigen Grund-
bereichen (siehe z. B. [60, page 756]). Der Grund dafiir ist offenbar, dafl bei vielen dieser
Betrachtungen das Konzept des ,sigma-count“ bzw. des ,relative sigma-count“ verwen-
det wird, was bei unendlichen Universa zu Summen mit abzidhlbar unendlich vielen oder
gar liberabzéhlbar unendlich vielen Summanden fiihrt, fiir welche der Summationsprozef3
nicht konvergiert bzw. gar nicht definiert ist.

Man kénnte nun annehmen, die prinzipielle Einschriankung auf endliche Universa reiche
fiir Theorie und Praxis aus.

Eine solche Einschrinkung ist aus praktischer Sicht sehr nachdriicklich abzulehnen;
denn sonst konnten viele Anwendungsprobleme nicht erfafit werden.

Aber auch aus theoretischer Sicht sind Einwendungen gegen eine Beschrinkung auf end-
liche Universa zu formulieren. Bekannt ist, dafl schon die zweiwertige Priadikatenlogik der
ersten Stufe in beliebigen nicht-leeren, aber endlichen Universa wesentlich komplizier-
ter ist als in beliebigen (also auch unendlichen) nicht-leeren Bereichen. Dazu verweisen
wir auf die folgenden klassischen Resultate (aus der zweiwertigen Prédikatenlogik der er-
sten Stufe). Wir nehmen an, dafl die zugrunde liegende Signatur hinreichend ,reichhaltig
ist, z. B. ein bindres Pradikatensymbol oder zwei einstellige Funktionssymbole und das
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11. Quantoren

Gleichheitszeichen fiir eine gegebene Sorte der Signatur enthélt. Dann wissen wir:

Die Menge der in jedem nicht-leeren Universum allgemeingiiltigen Ausdriicke ist un-
entscheidbar [11], jedoch rekursiv aufzidhlbar [17]. Die Menge der in jedem nicht-leeren
endlichen Universum allgemeingiiltigen Ausdriicke ist unentscheidbar, sogar nicht re-
kursiv aufzidhlbar [23,43].

In der Fuzzy-Logik, genauer fiir den kontinuierlich-wertigen LUKASIEWICZschen Pradi-
katenkalkiil der ersten Stufe, liegen die Verhéltnisse wesentlich komplizierter, wie die fol-
genden Beispiele zeigen, falls iiber die gewéhlte Signatur die oben formulierten Voraus-
setzungen gelten sollen.

Die Menge der in jedem nicht-leeren Universum allgemeingiiltigen Ausdriicke ist un-
entscheidbar, sogar nicht axiomatisierbar. Hieraus kann man die Vermutung ableiten, dafl
die Menge der in jedem nicht-leeren endlichen Universum im LUKASIEWICZschen Sinne
allgemeingiiltigen Ausdriicke eine , hohere Komplexitidt* (wir miissen in diesem Rahmen
darauf verzichten, diesen Terminus exakt zu definieren) hat als die entsprechende Menge
der zweiwertigen Logik. Auf Grund dieser Resultate kann man vermuten, daf} in der Fuzzy-
Logik die Beschrinkung auf endliche Universa weitere Schwierigkeiten mit sich bringt als
sie ohnehin durch die unendliche Menge von Wahrheitswerten impliziert werden.

11.2 Aligemeine Fuzzy-Quantoren

Wir beginnen mit der Festlegung einiger Notationen.

Gegeben seien beliebige Mengen X und Y. Wir bezeichnen durch card X die Kardinal-
zahl von X, durch PX die iibliche Potenzmenge von X, d. h. die Menge aller (,klassi-
schen“ oder ,,scharfen“) Teilmengen von X sowie durch X¥ die Menge aller Abbildungen
¢:Y — X, d. h. die Menge aller (eindeutigen) Abbildungen ¢ von Y in X.

Ferner sei (0,1) die Menge aller reellen Zahlen r mit 0 < » < 1. Wir betrachten (0, 1)
als die Menge aller Wahrheitswerte der zugrunde liegenden LUKASIEWICZschen (kontinu-
ierlichwertigen) Logik. DemgemiiB ist fiir eine nicht-leere Menge U (Universum) (0,1)"
die Menge aller Fuzzy-Mengen F : U — (0,1) iiber U, wobei wir darauf hinweisen, daf
wir zwischen einer Fuzzy-Menge F' und deren ,,Zugehorigkeitsfunktion® pp nicht unter-
scheiden, weil eine solche Unterscheidung offenbar begrifflich unsinnig ist.

Die (,klassische*) Menge aller Wahrheitswerte, die eine Fuzzy-Menge F' : U — (0,1)
annehmen kann, wird wie iiblich durch {F(z)|z € U} angedeutet.

In der zweiwertigen Logik verwenden wir die natiirliche Zahl 0 bzw. 1 als den Wahr-
heitswert FALSCH bzw. WAHR, demgeméf ist {0,1} mit {0,1} € (0,1) die Menge der
Wahrheitswerte der zweiwertigen Logik.

MOSTOWSKI [31] betrachtet nun die Menge {0,1}" aller einstelligen zweiwertigen Pridi-
kate IT: U — {0, 1} iiber U und definiert dann einen allgemeinen Quantor QUANT {iiber
U als (zweiwertiges) Pridikat zweiter Stufe, d. h. in der Form QUANT : {0,1}" — {0,1}.

Diesen Gedanken iibernehmen wir und werden dementsprechend unter einem allgemei-
nen Fuzzy-Quantor iiber U ein Fuzzy-Pridikat zweiter Stufe, d. h. eine Fuzzy-Menge tiber
(0,1)7, also eine Abbildung QUANT : (0,1)” — (0,1) verstehen.

Bei Durchsicht der Literatur kann man entsprechende Ideen schon bei L. A. ZADEH
finden [57-59]. Sie sind dort jedoch weder ausgearbeitet, noch wird ein Zusammenhang
zum Ansatz von A. MOSTOWSKI hergestellt und auf die folgenden Arbeiten hingewiesen.

Beim Aufbau einer allgemeinen Theorie von Fuzzy-Quantoren stoft man auf das Pro-
blem, wie fiir eine beliebige Fuzzy-Menge eine Kardinalzahl zu definieren ist. Dazu gibt
es in der Literatur (siehe z. B. [24,32]) eine Reihe von Ansitzen, die jedoch héufig nur
fiir Fuzzy-Mengen F : U — (0, 1) mit endlichem Tréger {z|z € U und F(x) > 0} sinnvoll
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11.2 Allgemeine Fuzzy-Quantoren

sind. Wir wollen diese Ansétze hier nicht diskutieren, da wir fiir unsere Zwecke nicht wis-
sen miissen, was die Kardinalzahl card F' einer Fuzzy-Menge F ist, sondern es ausreicht,
zu definieren, wann beliebige Fuzzy-Mengen F' : U — (0,1) und G : V — (0,1) dieselbe
Kardinalzahl haben, wobei die Universa nicht notwendig {ibereinstimmen miissen. Auf
diese Weise werden wir zu einer bindren Relation ,,Kardinalzahldquivalenz“ fiir Fuzzy-
Mengen F' und G entsprechend der nachfolgenden Definition gefiihrt, bei der es entspre-
chend unserer Intention wesentlich ist, dafi keine Einschrankungen beziiglich der Tréger
{z|z € U und F(x) > 0} und {y|y € V und G(y) > 0} erforderlich sind.

Definition 11.2.1
F und G heiBen kardinalzahl-dquivalent (kurz: F = .4 G)
=g Fiir jedes c € (0,1) gilt die Gleichung

card {x|x € U und F(z) = ¢} = card {y| y € V und G(y) = c}.

Unmittelbar ist klar, daB diese Aquivalenzdefinition mit dem klassischen Kardinalzahlbe-
griff fiir scharfe Mengen kompatibel ist; denn fiir #': U — {0,1} und G : V' — {0, 1} mit
F =4 {z|2€Uund F(z) =1} und G =4 {y| y € V und G(y) = 1} gilt:

F ~_.q G genau dann, wenn card F' = card G.

Ein weiteres wichtiges Prinzip zur Klassifikation allgemeiner Quantoren ist das der Ez-
tensionalitdt.

Wir iibernehmen dieses Prinzip aus der Aussagenlogik, wo es wie folgt formuliert werden
kann. Gegeben sei eine Menge AUSS von ,Aussagen” sowie eine Bewertungsfunktion
w: AUSS — Q, wobei Q) die zugrunde gelegte Menge von Wahrheitswerten ist. Eine n-
stellige eindeutige Abbildung o von AUSS in AUSS, auch Aussagenfunktion genannt,
heifit nun extensional genau dann, wenn fiir jedes Ay,...,A,, By,..., B, € AUSS gilt:

Wenn w(A;) = w(By),...,w(4,) =w(B,), so w(a(A,...,A,)) =w(a(B,...,B,)).

Diese Bedingung besagt offenbar, dafl der Wahrheitswert w(a(A4,,... ,A,)) der ,zusam-
mengesetzten“ Aussage a(Ay,. .., A,) allein von den Wahrheitswerten w(A;),... ,w(A,)
der Aussagen A,,...,A,, jedoch nicht von den Aussagen A,,..., A, selbst abhingt.
Die Bedingung w(A4,) = w(By),...,w(A,) = w(B,) ibertragen wir fiir beliebige Fuzzy-
Mengen F : U — (0,1) und G : U — (0, 1) durch die folgende Isomorphie-Definition.

Definition 11.2.2

F und G heiBen isomorph (kurz: F =5, G)

=4 Es gibt eine eineindeutige Abbildung h von U auf V (Bijektion), so daf fiir alle
xz e U gilt: F(z) = G(h(z)).

Mit den eingefiihrten Begriffsbildungen formulieren wir nun die folgende grundlegende
Definition. Dazu seien beliebige Fuzzy-Mengen F : U — (0,1) und G : V — (0,1)
gegeben.

Definition 11.2.3
1. QUANT heifle allgemeiner Fuzzy-Quantor iiber U

—4ef QUANT : (0,1)7 — (0,1).

2. QUANT heifle kardinalzahl-invarianter Fuzzy-Quantor iiber U
=4ef QUANT ist ein allgemeiner Fuzzy-Quantor iiber U und fiir jede Fuzzy-Menge
F und G iiber U gilt:

Wenn F =g G, so QUANT(F) = QUANT(G).
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3. QUANT heife extensionaler Fuzzy-Quantor iiber U

=4ef QUANT ist ein allgemeiner Fuzzy-Quantor iiber U und fiir jede Fuzzy-Menge
F und G iiber U gilt:

Wenn F ~,s,m G, so QUANT(F) = QUANT(G).

Beispiele und Folgerungen

1.

216

Obwohl die Motivationen zur Definition der Kardinalzahl-Aquivalenz und der Iso-
morphie von Fuzzy-Mengen sich sehr unterscheiden, sind beide Begriffsbildungen
gleichwertig, d. h. fiir beliebige nicht-leere Universa U und V sowie fiir beliebige
Fuzzy-Mengen F : U — (0,1) und G : V — (0,1) gilt: F =4 G genau dann,
wenn F' =, G. Daraus folgt offenbar, dafl die Klasse der kardinalzahl-invarianten
Fuzzy-Quantoren iiber U mit der Klasse der extensionalen Fuzzy-Quantoren iiber
U zusammenfillt.

Kardinalzahl-invariante Quantoren sind aus der zweiwertigen Logik bekannt als
Quantoren der Form ,es gibt mindestens (héchstens bzw. genau) n Elemente z,
so daB* (n natiirliche Zahl mit n = 1). Auch die Quantoren ,es gibt mindestens
(hochstens bzw. genau) abzihlbar-unendlich viele Elemente x, so da“ und ,,fiir fast
alle z gilt“ sowie ,,es gibt unendlich viele =, so daf}* sind kardinalzahl-invariant.

Offenbar erhélt man unmittelbar auf Grundlage von Definition 11.2.3.3 die Folge-
rung: QUANT ist ein extensionaler Quantor iiber U genau dann, wenn es ein @)
gibt, so daf

3.1. Q ist eine eindeutige Abbildung von der Menge B,, (0, 1) aller Multiteilmengen
von (0,1) in (0,1) und
3.2. fiir jede Fuzzy-Menge F iiber U gilt:

QUANT(F) = Q;{RF(x)|a: € U"}

Hierbei ist {F'(x)|z € U} als Multimenge zu verstehen, d. h. Werte F'(z) kom-
men so oft vor, wie sie durch z € U erzeugt werden. Will man den Begriff
der Multimenge vermeiden, darf man nur solche Fuzzy-Mengen F' : U — (0, 1)
zulassen, fiir die aus F(x) = F(2') mit z,2” € U die Gleichung x = 2’ folgt. In
diesem Fall ist {nF () |z € UW}L eine Menge im iiblichen Sinne.

. Die Fuzzy-Quantoren ALL und EX, definiert iiber U durch

ALL(F) =4¢p Inf {F(x)|z € U}
EX(F) =ay Sup {F(x) |z € U)

sind kardinalzahl-invariant und somit auch extensional.

Fordert man fiir einen kardinalzahl-invarianten Quantor Q UANT zusétzlich die Um-
kehrung der definierenden Bedingung, d. h.

Wenn QUANT(F) = QUANT(G), so F ~.4a G
fiir jede Fuzzy-Menge F und G iiber U, so wollen wir QUANT einen Kardinalitéts-
quantor nennen.

Offenbar sind die in Punkt 2 genannten Quantoren ,es gibt genau n Elemente x, so
daf3“ und ,,es gibt genau abzdhlbar-unendlich viele x, so daf3“ Kardinalitdtsquanto-
ren, wihrend die iibrigen genannten diese Eigenschaft nicht haben.



11.8 T-Quantoren und S-Quantoren

11.3 T-Quantoren und S-Quantoren

In Theorie und Anwendungen spielen T-Normen und S-Normen eine hervorragende Rolle,
und zwar als Verallgemeinerungen der Funktoren min und maz, die in der Fuzzy-Logik
zur Interpretation von A (und) und V (oder) dienen. Um Unklarheiten zu vermeiden,
schreiben wir hier die entsprechenden Definitionen noch einmal auf:

Definition 11.3.1
1. Eine Abbildung 7 : (0,1) x (0,1) — (0,1) heifle T-Norm
=4 T erfiillt die folgenden Axiome:
TN;. Fiir jedes r € (0,1) gilt: 7(r,1) = 7.
TN,. Fiir jedes r € (0,1) gilt: 7(r,0) = 0.
MON (Monotonie). Fiir jedes r,1’,s,s" € (0,1) gilt:

Wenn r <r' und s £ ¢, so 7(r,s) < 7(r', §).
KOM (Kommutativitét). Fiir jedes r,s € (0,1) gilt:
7(r,s) = 7(s,7).
ASS (Assoziativitdt). Fiir jedes r,s,t € (0,1) gilt:

7(r,7(s,t)) = 7(7(r, 8),t).

2. Eine Abbildung o : (0,1) x (0,1) — (0,1) heife S-Norm
=qer 0 erfiillt die folgenden Axiome:
SN;. Fiir jedes r € (0,1) gilt: o(r,1) = 1.
SN,. Fiir jedes r € (0,1) gilt: o(r,0) = r.
MON, KOM, ASS wie in der Definition von T.
Zur Formulierung des folgenden Theorems verwenden wir die schwach-drastische Kon-

Junktion ety und die schwach-drastische Alternative vely, die fiir jedes r,s € (0,1) wie
folgt definiert werden.

Definition 11.3.2
1. etea(r,1) =gep 7
etsa(1l,s) =g s
etsa(r,8) =aef 0, falls r <1 und s < 1

2. velsd(r, O) =def T
velg (0, 8) =gef s
velsa(r,s) =aer 1, falls 0 <7 und 0 < s

Aus der Literatur bekannt sind die nachstehende Folgerung sowie die Theoreme 11.3.2
und 11.3.3.

Folgerung 11.3.1
1. Die Funktionen ety und min sind T-Normen.

2. Die Funktionen velyy und maz sind S-Normen.
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Theorem 11.3.2
1. Ist T eine T-Norm, so gilt fiir jedes r,s € (0,1):

etsa(r,s) < 7(r,s) < min(r, s)

2. Ist o eine S-Norm, so gilt fiir jedes r,s € (0,1):
maz(r,s) < o(r,s) < vely(r, s)
Gegeben sei ¢ : (0,1) x (0,1) — (0,1).

Definition 11.3.3
@ heiBe idempotent
=4 Fiir jedes r € (0,1) gilt: o(r,r) = r.

Theorem 11.3.3
1. Ist T eine idempotente T-Norm, so gilt fiir jedes r,s € (0,1): 7(r,s) = min(r, s).

2. Ist o eine idempotente S-Norm, so gilt fiir jedes r,s € (0,1): o(r,s) = maz(r,s).

Wir iibertragen nun diese Betrachtungen auf Fuzzy-Quantoren. Dabei verwenden wir die
folgenden Notationen bzw. Begriffsbildungen.

Gegeben seien die beliebigen Fuzzy-Mengen F' und G iiber U, d. h. F,G : U — (0, 1).

Die ,,scharfe* Teilmengenbeziehung F' € G wird definiert durch die Bedingung, da8 fiir
jedes x € U gilt: F(x) £ G(z).

Eine Abbildung IT : U — U heifle Permutation von U (auch Bijektion genannt), falls
sie eine Abbildung auf U (Surjektion) und eindeutig umkehrbar (Injektion) ist.

Gegeben seien eine beliebige Fuzzy-Menge F' : U — (0,1) sowie eine Permutation II
von U. Wir definieren nun eine Fuzzy-Menge II(F') iiber U wie folgt:

II(F)(z) =aef F(II(z)), wobei z € U.

Definition 11.3.4
1. Ein allgemeiner Fuzzy-Quantor

TQ : (0,1)Y — (0,1)

iiber U heife T-Quantor iiber U
=qer TQ erfiillt die folgenden Axiome:

TQ,. Fiir jedes F' : U — (0,1) und jedes v € U gilt: Ist F'(y) = 1 fiir alle
y €U mity # z, so
TQ(F) = F(x)

TQ.. Fiir jedes F : U — (0, 1) und jedes x € U gilt: Ist F(z) =0, so
TQ(F)=0
MON. Fiir jedes F,G : U — (0, 1) gilt:
Wenn F € G, so TQ(F) £ TQ(G).

KOM/ASS. Fiir jedes F' : U — (0,1) und jedes Il : U — U gilt: Ist II eine
Permutation von U, so TQ(II(F)) = TQ(F).
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2. FEin allgemeiner Fuzzy-Quantor
SQ - (0,1)” — (0,1)

iiber U heifle S-Quantor iiber U
=4ef SQ erfiillt die folgenden Axiome:

SQ,. Fiir jedes F' : U — (0,1) und jedes x € U gilt: Ist F'(z) =1, so
SQ(F)=1

SQ,. Fiir jedes F' : U — (0,1) und jedes x € U gilt: Ist F(y) = 0 fiir alle
y € U mity # z, so
SQ(F) = F(x)

MON und KOM/ASS wie in der Definition von T(Q).

Unmittelbar ist klar, dafl die formulierten Axiome Verallgemeinerungen der entsprechen-
den Axiome fiir T- bzw. S-Normen sind. Insbesondere sind in KOM/ASS die Kommuta-
tivitdt (siehe Axiom KOM) und die Assoziativitét (siehe Axiom ASS) zusammengefafit.

Folgerung 11.3.4
Ist QUANT ein T-Quantor oder ein S-Quantor, so ist QUANT kardinalzahl-invariant.

In Analogie zur Definition der Funktionen ety und velyy definieren wir den schwach dra-
stischen All-Quantor ALL.y und den schwach drastischen Existenz-Quantor EXy wie
folgt.

Definition 11.3.5
F(x) , falls fiir jedesy € U mit y # x gilt F(y) = 1.
1. ALLy(F) =45 4 0 , falls es x,y € U gibt
mit z #y und F(z) < 1 und F(y) < 1.

F(x) , falls fiir jedes y € U mit y # z gilt F(y) = 0.
2. EX(F) =45 S 1 , falls es x,y € U gibt
mit x #y und 0 < F(x) und 0 < F(y).

Folgerung 11.3.5
1. Die Abbildungen ALL, und ALL sind T-Quantoren.
2. Die Abbildungen EX,; und EX sind S-Quantoren.

Theorem 11.3.6
1. Ist TQ ein T-Quantor iiber U, so gilt fiir jedes F' : U — (0,1):

ALL4(F) £ TQ(F) £ ALL(F).
2. Ist SQ ein S-Quantor iiber U, so gilt fiir jedes F : U — (0,1):
EX(F) < SQ(F) £ EX (F),
Gegeben sei ein allgemeiner Fuzzy-Quantor QUANT iiber U, d. h.
QUANT : (0,1)Y — (0,1)
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Definition 11.3.6
QUANT heifle idempotent
=ger Fiir jedes F : U — (0,1) und jedes c € (0,1) gilt:

Wenn F(x) = c fiir alle x € U, so QUANT(F) =c.

Theorem 11.3.7
1. Ist TQ ein idempotenter T-Quantor iiber U, so gilt fiir jedes F': U — (0,1):

TQ(F)=Inf{F(z)|z €U} = ALL(F)

2. Ist SQ ein idempotenter S-Quantor iiber U, so gilt fiir jedes F : U — (0,1):

SQ(F) = Sup{F(x)|x € U} = EX(F).

11.4 Uber die gegenseitige Erzeugbarkeit von T-Normen und
T-Quantoren bzw. S-Normen und S-Quantoren

Ausgangspunkt der Untersuchungen in diesem Abschnitt ist die Tatsache, daf sich in der
zweiwertigen Logik der All-Quantor als iterierte Konjunktion und der Existenz-Quantor
als iterierte Alternative auffassen 148t. In der betrachteten LUKASIEWICZschen Logik be-
steht ein entsprechender Zusammenhang zwischen dem Operator Inf und der (zweistel-
ligen) Funktion min einerseits und zwischen dem Operator Sup und der (zweistelligen)
Funktion maz andererseits.

Wir iibertragen diese Idee nun auf beliebige T-Normen bzw. S-Normen und erhalten
auf diesem Wege verallgemeinerte All-Quantoren bzw. Ezxistenz-Quantoren, die durch die
gegebene T-Norm bzw. S-Norm erzeugt werden.

Gegeben seien eine beliebige T-Norm 7 und eine beliebige S-Norm o.

Als wesentliche Hilfsmittel fiir die Erzeugung eines verallgemeinerten All-Quantors
ALL, durch die T-Norm 7 und eines verallgemeinerten FExistenz-Quantors EX, durch
die S-Norm o definieren wir zunéchst mittels 7 eine Funktionenfolge (7"),—12, . sowie
mittels ¢ eine Funktionenfolge (6"),—12.., wobei 7" und ¢” jeweils eine Abbildung von
(0,1)" — (0,1) ist. Diese Funktionenfolgen werden induktiv iiber n wie folgt definiert,
wobei r1,..., 7, ... € (0,1):

Definition 11.4.1

L TH(r1) =aer T

TnJrl(Th B ) 7qn-i-l) —def T (Tn(rh LI 7Tn)7 Tn+l)
2 o' (1) =aer 1

O-n+1(rl7 ) 7qn-i-l) —def g (O-n(rh L 7rn)7 Tn+l)

Es sei nun eine beliebige Fuzzy-Menge F' iiber U gegeben.

Definition 11.4.2
1. ALL (F) =45 Inf {7"(F(21),...,F(z,))|n 21 und zy,...,2, € U}

2. EX,(F) =45 Sup {o"(F(z1),...,F(x,))|n21und xy,...,2, €U}
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Diese Definition 148t sich dadurch rechtfertigen, daf fiir jedes n =1,2,... gilt
TnJrl(rlv s 7rn7rn+1) g Tn(rly e 7rn)

und
oy, Ty 1) 20 (P ).

Eine weitere Rechtfertigung ergibt sich aus der nachstehenden

Folgerung 11.4.1
1. ALL,,;,, = ALL

2. EX hor = EX
3. ALLet,, = ALLy
4. EX yor, = EX o4
Das folgende Theorem gibt eine endgiiltige Rechtfertigung fiir Definition 11.4.2.

Theorem 11.4.2
1. ALL, ist ein extensionaler T-Quantor.

2. EX, ist ein extensionaler S-Quantor.
An dieses Theorem schlieflen sich zwei Fragen an:

Frage 1. Ist jeder T-Quantor bzw. S-Quantor durch eine geeignet gewéhlte T-Norm bzw.
S-Norm erzeugbar?

Frage 2. Ist die durch die Definition 11.4.2 beschriebene Erzeugungsprozedur eindeu-
tig umkehrbar, d. h. ist jeder extensionale T-Quantor bzw. extensionale S-Quantor
durch hochstens eine T-Norm bzw. S-Norm erzeugbar?

Beide Fragen werden im folgenden positiv beantwortet.

Dazu zeigen wir als erstes, wie durch einen extensionalen T-Quantor T'Q) eine T-Norm
Trg und aus einem extensionalen S-Quantor S@ eine S-Norm ogq erzeugt werden kann.
Dazu definieren wir fiir beliebige r, s,t € (0, 1):

Definition 11.4.3
1. Tpq(r,s) =aes t genau dann, wenn es eine Fuzzy-Menge F' : U — (0,1) sowie
Elemente z,y € U gibt, so daB r = F(z) und s = F(y) und t = TQ(F') und
F(z) =1 fiir alle z € U mit z # x und z # y.

2. 059(r,8) =4e t genau dann, wenn es eine Fuzzy-Menge F' : U — (0,1) sowie
Elemente z,y € U gibt, so dafl r = F(x) und s = F(y) und t = SQ(F') und
F(z) =0 fiir alle z € U mit z # x und z # y.

Aus dieser Definition kann man unmittelbar ablesen, daf§ die Funktionen 7r¢ und og¢ nur
dann total, d. h. iiberall definiert, sind, wenn U mindestens zwei Elemente enthélt. Enthélt
nidmlich U nur genau ein Element, dann ist fiir r, s € (0,1) mit r # s eine Darstellung in
der Form r = F(x) und s = F(y) nicht moglich.

Auflerdem ist klar, daf3 diese Funktionen im allgemeinen nur dann eindeutig sind, falls
die Quantoren T'Q) bzw. S@Q extensional sind — eine Tatsache, die die Wichtigkeit des
Konzepts der Extensionalitit unterstreicht.

Die Axiome TN;, TNy, MON, KOM, ASS fiir 77 bzw. SN;, SNy, MON, KOM und
ASS fiir o5 werden aus den entsprechenden Axiomen fiir T'Q) bzw. SQ hergeleitet.

Somit erhalten wir
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Theorem 11.4.3
1. Ist card U 2 2 und ist T'Q ein extensionaler T-Quantor, so ist Tpq eine T-Norm.

2. Ist card U 2 2 und ist SQ ein extensionaler S-Quantor, so ist ogg eine S-Norm.

Auf Grund dieses Theorems kénnen wir durch einen gegebenen extensionalen T-Quantor
bzw. S-Quantor eindeutig eine T-Norm bzw. S-Norm erzeugen (falls auflerdem die triviale

Voraussetzung card U 2 2 erfiillt ist).
Somit schlielen sich, entsprechend den Fragen 1 und 2, die folgenden Fragen an.

Frage 3. Ist jede T-Norm bzw. jede S-Norm durch einen geeignet gewihlten extensionalen
T-Quantor bzw. extensionalen S-Quantor erzeugbar?

Frage 4. Ist die durch Definition 11.4.3 beschriebene Erzeugungsprozedur eindeutig um-
kehrbar, d. h. ist jede T-Norm bzw. jede S-Norm durch hichstens einen extensionalen
T-Quantor bzw. extensionalen S-Quantor erzeugbar?

Frage 5. Welches Resultat erhilt man, wenn man die beschriebenen Erzeugungsprozedu-
ren hintereinander ausfiihrt, d. h.

Fall 1. T = ALL; = T(aLL,)
bzw. o= EX, = oEx,)

Fall 2. TQ = Trq = ALL(7,y)
bzw. S5Q = 03 = EX (o)

Die folgenden zwei Theoreme geben eine komplette Antwort auf die gestellten Fragen 1
bis 5.

Theorem 11.4.4
1. Ist card U = 2 und ist T eine T-Norm, so gilt:
1.1. ALL, ist ein extensionaler T-Quantor und
1.2. T(aLL,) ist eine T-Norm und

1.3. T(ALLT) =T.
2. Ist card U = 2 und ist o eine S-Norm, so gilt:

2.1. EX, ist ein extensionaler S-Quantor und
2.2. o(gx,) ist eine S-Norm und

23 U(EXU) = 0.
Theorem 11.4.5
1. Ist card U = 2 und ist TQ ein extensionaler T-Quantor, so gilt:

1.1. Tpq ist eine T-Norm und
1.2. ALL(,,) ist ein extensionaler T-Quantor und
1.3. ALL(;,,) = TQ.

2. Ist card U Z 2 und ist SQ ein extensionaler S-Quantor, so gilt:

2.1. ogq ist eine S-Norm und
2.2. EX (44, ist ein extensionaler S-Quantor und
2.3. EX (54, = 5Q.
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Folgerung 11.4.6

Wenn card U 2 2, so existiert eine Bijektion zwischen der Menge aller T-Normen und der
Menge aller extensionalen T-Quantoren iiber U bzw. zwischen der Menge der S-Normen
und der Menge aller extensionalen S-Quantoren iiber U.

11.5 Die Quantoren ALMOST-ALL, INF-EX, MOST und
MANY

In der zweiwertigen Logik werden die Quantoren ALMOST-ALL (,fiir fast alle z gilt ... )
und INF-EX (,es gibt unendlich viele z, so daB gilt ... “) wie folgt eingefiihrt. Dazu sei
ein zweiwertiges Pridikat P iiber U, d. h. mit P : U — {0, 1}, gegeben.

Definition 11.5.1
1. ALMOST-ALL(P) =, 1 genau dann, falls es eine endliche Teilmenge V' C U gibt,
so daf fiir alle z € U \'V die Gleichung P(z) = 1 gilt.

2. INF-EX(P) =45 1 genau dann, falls es eine unendliche Teilmenge W C U gibt,
so daf fiir alle x € W die Gleichung P(z) = 1 gilt.

Zur Formulierung des folgenden Theorems definieren wir fiir P : U — {0,1} das Komple-
ment P von P wie folgt:

P(x) =g 1 — P(x) (x €U).

Theorem 11.5.1
1. Die Quantoren ALMOST-ALL und INF-EX sind dual, d. h. fiir jedes P : U — {0, 1}
gilt
ALMOST-ALL(P) =1 — INF-EX (P)

2. Ist U endlich (und nicht-leer), so gilt fiir jedes P : U — {0,1}:

2.1. ALMOST-ALL(P) =1
2.2. INF-EX(P) =0

Aus Bedingung 2 des obigen Theorems ergibt sich, dafi in der zweiwertigen Logik die Quan-
toren ALMOST-ALL und INF-EX konstant sind, falls U endlich ist, in diesen Fillen also
unbrauchbar sind, weil sie nur triviale Resultate liefern. Ihr eigentlicher Anwendungsbe-
reich betrifft unendliche U, z. B. in der Analysis, wo U z. B. als Menge R der reellen Zahlen
gewihlt wird und so die genannten Quantoren zur Definition grundlegender Begriffe der
Analysis, wie etwa ,,Grenzwert”, ,Konvergenz*, , Hiufungspunkt® eine fundamentale Rol-
le spielen.

Die Ausdehnung dieser Quantoren auf Pridikate F': U — (0, 1) der LUKASIEWICZschen
Logik (d. h. auf Fuzzy-Mengen iiber U) gibt die folgende

Definition 11.5.2
1. ALMOST-ALL(F) =40 Sup {Inf {F(z)|x € U\ V}|V S U und V ist endlich}

2. INF-EX'(F) =4t Sup {Inf {F(x)|z € W}| W S U und W ist unendlich}
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Das Komplement F einer Fuzzy-Menge F : U — (0,1) wird analog zur zweiwertigen Logik
durch

F(a) =y 1 - F(2) (e D)

definiert.
Wir miissen nun feststellen, daf§ fiir die durch Definition 11.5.2 definierten Fuzzy-
Quantoren ein zu Theorem 11.5.1 analoges Theorem gilt, ndmlich

Theorem 11.5.2
1. Die Fuzzy-Quantoren ALMOST-ALL und INF-EX' sind dual, d. h. fiir jede Fuzzy-
Menge F : U — (0,1) gilt

ALMOST-ALL'(F) =1— INF-EX' (F)

2. Ist U endlich (und nicht-leer), so gilt fiir jede Fuzzy-Menge F : U — (0,1):

2.1. ALMOST-ALL (F) =1
2.2. INF-EX'(F) =0

Aus Bedingung 2 dieses Theorems ergibt sich, daff die Ausdehnung der Quantoren
ALMOST-ALL und INF-EX von der zweiwertigen Logik in die Fuzzy-Logik mittels De-
finition 11.5.2 fiir endliche U ebenfalls nur triviale Resultate liefert.

Durch die ,,Fuzzy-Philosophie* haben wir aber die Mdglichkeit, auch fiir endliche U eine
nicht-triviale und im Hinblick auf die Anwendungen sinnvolle Definition dieser Quantoren
zu geben, ndmlich wie folgt.

Es seien also ein nicht-leeres endliches U und ein F' : U — (0, 1) gegeben.

Definition 11.5.3

" o 1 j :
1. ALMOST-ALL (F) =def card U - F(I‘)
" _ 1
2, INF-EX"(F) =aey — EGUF(:E)

Zur Definition von ALMOST-ALL"(F) haben wir den wohlbekannten relativen Y-Count
einer Fuzzy-Menge F' iiber endlichen U verwendet, der in vielen anderen Anwendungen
eine wichtige Rolle spielt. Wir sind dariiberhinaus der Meinung, dafl diese Definition gut
das prézisiert, was man intuitiv (oder umgangssprachlich) unter , fast-alle“, bezogen auf
endliche U, versteht.

Die Definition INF-EX"(F) erscheint merkwiirdig, da sie mit der Definition von
ALMOST-ALL'(F) iibereinstimmt. Man wird aber mit Notwendigkeit auf diese Defi-
nition gefiihrt, wenn man das Dualitétsprinzip als giiltig fordert, d. h. daf} die Quantoren
ALMOST-ALL" und INF-EX" zueinander dual sein sollen.

Die Rechtfertigung dieser Definition (insbesondere von Teil 2) wird durch den folgenden
Satz geliefert.

Theorem 11.5.3
Bezogen auf endliche (nicht-leere) Universa U sind die Fuzzy-Quantoren ALMOST-ALL"
und INF-EX" dual, d. h. fiir jedes F': U — (0,1) gilt

ALMOST-ALL"(F) =1 — INF-EX" (F).
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Nun miissen wir allerdings feststellen, dafl sich die Quantoren ALMOST-ALL" und
INF-EX" fiir F : U — (0, 1), falls U unendlich ist, nicht definieren lassen, da in diesem Fall

—L— nicht definiert ist und auBerdem die Bildung der Summe Z%}F (z) Schwierigkeiten
S

bereitet.
Wir ,eliminieren“ nun in den Definitionen 11.5.2 und 11.5.3 die ,,unbrauchbaren Teile
und fiigen die ,,brauchbaren“ Reste zu der folgenden Definition zusammen.

Definition 11.5.4
ALMOST-ALL(F), falls U unendlich

1. ALMOST-ALL*(F) =g,
() Zae {ALMOST—ALL”(F), falls U endlich

INF-EX'(F), falls U unendlich

2. INF-EX*(F) =,
) Zae {INF—EX"(F), falls U endlich

Theorem 11.5.4
1. Die Quantoren ALMOST-ALL" und INF-EX" sind dual, d. h. fiir jedes nicht-leere
U und jedes F : U — (0,1) gilt

ALMOST-ALL*(F) =1— INF-EX™ (F).
2. Die Quantoren ALMOST-ALL" und INF-EX™ erfiillen beide die Axiome MON und
KOM/ASS.

3. Der Quantor ALMOST-ALL" erfiillt im allgemeinen keines der Axiome TQ,, TQs,
SQq, SQy; er ist also weder ein T-Quantor noch ein S-Quantor. Dieselbe Aussage
gilt fiir den Quantor INF-EX™.

4. Die Quantoren ALMOST-ALL" und INF-EX™ sind kardinalzahl-invariant und ex-
tensional.

Theorem 11.5.5
Fiir jedes nicht-leere U und jede Fuzzy-Menge F : U — (0, 1) gilt:

ALL(F) £ ALMOST-ALL'(F) < INF-EX*(F) < EX(F).

Bemerkung
Zu Definition 11.5.3 kénnte man der Meinung sein, dafl beim Ansatz

1
ALMOST-ALL'(F) =4y — - Y _ F(x)
card U =

der Wert ,,zu langsam abfallt* und
INF-EX"(F) =40 ALMOST-ALL"(F)

nicht der geldufigen Intention entspricht.
Somit wére zu diskutieren, ob eine Definition der Form

1
card U ;} F(z)

9

ALMOST-ALL)(F) =4ef
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wobei n eine fixierte natiirliche Zahl mit n 2 2 ist, bessere Ergebnisse liefert. Zur Wahrung
des Dualitétsprinzips miiffite man dann

INF-EX|(F) =1— ALMOST-ALL, (F)

definieren.
Fiir den Spezialfall n = 2 erhiilt man dann fiir INF-EX7(F) die Gleichung

2

" 2
INF-EX3(F) = —— > Fla) -
zelU

1
cardU Z;} Flz)
Von Theorem 11.5.5 wiirde (fiir endliche U) zwar noch

ALMOST-ALL,(F) £ INF-EX',(F)
gelten, jedoch nicht mehr allgemein
ALL(F) £ ALMOST-ALL)(F)
und auch nicht mehr allgemein
INF-EX}(F) < EX(F),

was unserer Intention eklatant widerspricht.

Es bleibt hier offen, ob fiir n = 3 dhnliche Effekte auftreten. Auch soll nicht diskutiert
werden, ob zur Definition von ALMOST-ALL fiir endliche U evtl. ganz andere Ansétze
bessere Resultate liefern.

Wir wollen jetzt den Fuzzy-Quantor ALMOST-ALL" als ,Basis-Quantor“ betrachten,
d. h. ihn dazu verwenden, um andere (,echte“) Fuzzy-Quantoren zu definieren.

Als erstes definieren wir — ZADEH folgend und wie in vielen fuzzy-logischen Untersu-
chungen {iiblich — fiir r € (0, 1):

more-or-1ess(r) =gep &/
very(r) =gef r?
Sodann setzen wir:

Definition 11.5.5
1. MOST(F) =4ey more-or-less(ALMOST-ALL" (F))

2. MANY (F) =4 more-or-less(MOST (F))
Aus dieser Definition ergibt sich trivial die

Folgerung 11.5.6
1. MOST(F) = very(MANY (F))

2. ALMOST-ALL*(F) = very(very(MANY (F)))
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