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Approximatives SchlieRen

Bisher:

o p: IF Xist ATHEN Yist B

— R(x, y) = Imp( A(x), B(y) )

e Regel: IF Xist ATHEN Yist B
Fakt: Xist A’
Folgerung: Yist B’

— B'(y) = sup, _y t( A‘(x), R(X, ¥) )

Also:
o B'(y) = sup,.x t( A'(x), Imp( A(x), B(y) ) )

Regel als Relation; Fuzzy Implikation

Kompositionsregel der Inferenz
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Approximatives SchlieRen

Hier:

1 farx =X, oo E ool
‘ — scharfe Eingabe!
A'(x) O sonst
B'(y) = sup,.x t( A'(x), Imp( A(x), B(y) ) )

N\

X # Xg

\ Imp( ( A(Xo): B(y) )

sup (0, Imp(A(x), B(y))) fiir x # x,

\ t( 1, Imp(A(xo), B(y) ) ) fir x = x,

far X # X,

far x = x,

dat(0,a)=0

dat(a, 1)

a
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Approximatives SchlieRen

Lemma:

a) t(a,1)=a

b) t(a,b)<min{a, b}

c) t(0,a)=0

Beweis: wg. a)
ad a) ldentisch zu Axiom 1 fur t-Normen. /

ad b) Aus Monotonie (Axiom 2) folgt fir b < 1, dass t(a, b) < t(a, 1) = a.
Wg. Kommutativitat aus Axiom 3 und Monotonie folgt fura <1,
dass t(a, b) = t(b, a) < t(b, 1) = b. Also ist t(a, b) sowohl kleiner oder
gleich a als auch b, woraus sofort t(a, b) < min { a, b } folgt.

ad c) Mit b) folgt 0 <t(0, a) <min {0, a } = 0 und damit t(0, a) = 0.
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Mehrere Regeln:

IF X ist A, THEN Y ist B, Ri(x, y) = Imp,( A,(x), B4(y) )
IF X ist A,, THEN Y ist B, Ry(X, y) = Imp,( Ax(x), B,(y) )
IF Xist A, THEN Y ist B, Rs(%, y) = Imp5( As(x), Bs(y) )
IF XistA_, THEN Y istB_ — R,(X, y) = Imp,( A,(x), B,(y) )
X ist A
Y ist B

Mehrere Regeln bei scharfer Eingabe: x, gegeben
B,'(y) = Imp;(A;(X), B4(y) )

B, (y) = IMP,(An(xo), Bo(y))

Aggregation der Teilregeln bzw.
lokalen Inferenzen notwendig!

min

Aggregieren! = B'(y) = aggr{ B,'(y), ..., B,'(y) }, wobei aggr = { max
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FITA: “First inference, then aggregate!”

1. Jede Regel der Form IF Xist A, THEN Y'ist B, durch geeignete Wahl
einer unscharfen Implikation Imp,(, -) in Relation R, Gberfuhren:

Rk(x’ y) = Impk( Ak(x)’ Bk(y) )
2. Berechne B, '(y) = R, (x, y) o A'(x) fur alle k = 1, ..., n (lokale Inferenz).

3. Aggregiere zu B'(y) = B( B,(y), ..., B,'(y) )

FATI: “First aggregate, then inference!”

1. Jede Regel der Form IF Xist A, THEN Yist B, durch geeignete Wahl einer
unscharfen Implikation Imp,(-, -) in Relation R, Gberfuhren:

Rk(x’ y) = Impk( Ak(x)’ Bk(y) )
2. Aggregiere R,, ..., R, zu einer Superrelation mit Aggregierungsfkt. a(-):
R(X’ y) = (X.( R'](X’ y)v Tt Rn(x’ y) )

3. Berechne B'(y) = R(x, y) o A‘(x) bzgl. Superrelation (Inferenz).
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Approximatives SchlieRen

1. Welches Prinzip ist besser? FITA oder FATI?

2. Aquivalenz von FITA und FATI ?

FITA: B'(y) = B(By(y). .... B;(¥))
B( R’](X’ y) 0 A‘(X)’ Ty Rn(x’ y) 0 A‘(X) )

FATI: B'(y) = R(X,y) o A(x)
= a( Ry(X, y), ..., Ri(X, y) ) o A'(x)
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Approximatives SchlieRen

Spezialfall: 1 firx =x,

‘ — scharfe Eingabe!
AX) 0 sonst

Zur Aquivalenz von FITA und FATI:

FITA: B'(y) = B(B4(y), .... B(y))
= BCIMP,(A4(Xo), By(y) ), - Imp,(A(Xo), By(y) ))

FATI: B'(y) = R(x,y) o A'(x)
= sup, .y t( A'(x), R(x, y) ) (ab jetzt: Spezialfall)
= R(XO’ y)

o Imp;(Ay(Xp), B4(y) ), -, Imp,( An(Xo), By(y) ) )

Offensichtlich: sup-t-Komposition mit beliebiger t-Norm und a(-) = ()

Rudolph: FCI (WS 2006/07) e Kap. 2: Fuzzy Systeme 9
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Approximatives SchlieRen

A NV AN
A\ A\ Y
A\ A\ \ L\

e UND-gekoppelte Pramissen

IFX,=A,,ANDX,=A,, AND ... AND X_=A, THENY =B,

IFX =A  ANDX,=A,AND ... ANDX_=A_THENY =B,

zusammenfassen zu einer Pramisse je Regel k:

A(Xq5--5 X)) = min { A (Xq), A(Xa)s - Agn(Xn) }

e ODER-gekoppelte Pramissen
IFX,=A;;ORX,=A,,0R...ORX_ =A,, THENY =B,

IF X, =A,,ORX,=A,0R...0ORX_ =A, THENY =B,
zusammenfassen zu einer Pramisse je Regel k:

AXqyees X) = max { Ay (Xq), AalXa), -0 Agn(Xm) }

oder allgem.: t-Norm

oder allgem.: s-Norm

Rudolph: FCI (WS 2006/07) e Kap. 2: Fuzzy Systeme
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Approximatives SchlieRen wmaw
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Wichtig:

e Regeln der Form IF X ist A THEN Y ist B aufgefasst als logische Implikationen
e Dann macht R(x, y) = Imp( A(x), B(y) ) auch Sinn.

e Wir erhalten: B'(y) = sup,_x t( A'(x), R(x, y) )

= je schlechter Pramisse A'(x) zutrifft, umso grofRer ist die Fuzzy-Menge B'(y)

— folgt sofort aus Axiom 1: a < b impliziert Imp(a, z) > Imp(b, z)

Interpretation der Ausgabemenge B‘(y):
e B(y) ist die Menge der noch moglichen Werte
e einzelne Regel liefert jeweils Einschrankung aller noch moglichen Werte

= resultierende Fuzzy-Mengen B',(y) aus Einzelregeln missen miteinander
geschnitten werden!

= Aggregieren via B'(y) = min {B,(y), ..., B,'(y) }

Rudolph: FCI (WS 2006/07) e Kap. 2: Fuzzy Systeme
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Approximatives SchlieRen wuuw

Wichtig:

e \Werden Regeln der Form IF Xist A THEN Y ist B nicht als logische
Implikationen aufgefasst, dann kann die Funktion Fkt(-) in

R(x, y) = Fkt( A(x), B(y) )
wie fur gewunschte Interpretation erforderlich gewahlt werden.
e Haufige Vertreter (insbesondere in Fuzzy Regelung):
- R(x, y) = min { A(x), B(x) } Mamdami - ,Implikation”
- R(x, y) = A(x) - B(x) Larsen — ,Implikation®
= Das sind naturlich keine Implikationen sondern spezielle t-Normen!

= |Ist also die Relation R(x, y) gegeben,
dann kann durch die Kompositionsregel der Inferenz

B'(y) = Al(x) o R(x, y) = sup,_x min { A'(x), R(x, y) }

immer noch mit Hilfe der Fuzzy Logik eine Schluf3folgerung gezogen werden.
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Approximatives SchlieRen

Beispiel: [JM96, S. 244ff]

Industrielle Bohrmaschine — Regelung der Kiuhimittelzufuhr

Modellierung
Linguistische Variable : Drehzahl
Linguistische Terme . sehr niedrig, niedrig, mittel, hoch, sehr hoch
Grundmenge : X'mit 0 < x < 18000 [U/min]
! sn n m h sh
1000 5000 9000 13000 17000 =Drehzahl
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Approximatives SchlieRen

Beispiel: (Fortsetzung)

Industrielle Bohrmaschine — Regelung der Kiuhimittelzufuhr

Modellierung
Linguistische Variable : Kuhimittelmenge
Linguistische Terme . sehr wenig, wenig, normal, viel, sehr viel
Grundmenge : Y mit 0 <y < 18 [Liter/Zeiteinheit]
! sSw w n v SV
1 5 9 13 17 =Kiihlmittel
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Approximatives SchlieRen

Beispiel: (Fortsetzung)

Industrielle Bohrmaschine — Regelung der Kiuhimittelzufuhr

Regelbasis

IF Drehzahl IS sehr niedig THEN Kuhimittelmenge IS sehr wenig

niedrig
mittel
hoch

sehr hoch

wenig
normal
viel

sehr viel

Rudolph: FCI (WS 2006/07) e Kap. 2: Fuzzy Systeme
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Approximatives SchlieRen wmaw
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Beispiel: (Fortsetzung)

Industrielle Bohrmaschine — Regelung der Kiuhimittelzufuhr

1.

3.

Eingabe: scharfer Wert x, = 10000 min-? (keine Fuzzy-Menge!)

— Fuzzyfizierung = bestimme Zugehorigkeitswert fur jede Fuzzy-Menge uber X
— ergibt D" = (0, 0, %, 4, 0) via X = ( Dg,(X,), D, (Xg), Diy(Xg), Di(Xg), Dgn(Xo) )

. FITA: lokale Inferenz = wg. Imp(0,a) = 0 nur zu betrachten:

Dy K'o(y) = Imp( %, Ki(y) )
Dp: Ky(y) = Imp( %4, K(y))

Aggregieren:

?
K(y) = aggr { K'(y), K\(y) } =[max){(mp( %, K,(y) ),

Rudolph: FCI (WS 2006/07) e Kap. 2: Fuzzy Systeme 16



Approximatives SchlieRen

Beispiel: (Fortsetzung)

Industrielle Bohrmaschine — Regelung der Kiuhimittelzufuhr

K'(y) = max { Imp( 7, K.(y) ), Imp( 74, K,(y) ) }

Bei Regelungsaufgaben keine logikbasierte Interpretation:

— max-Aggregation und
— Relation R(x,y) nicht als Implikation auffassen.

Haufig: R(x,y) = min(a, b) ,Mamdani-Regler”

Also:
K'(y) = max { min { %, K (y) }, min { 2, K/(y) } }

— Graphische lllustration

Rudolph: FCI (WS 2006/07) e Kap. 2: Fuzzy Systeme
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Approximatives SchlieRen wmuw

Beispiel: (Fortsetzung)

Industrielle Bohrmaschine — Regelung der Kiuhimittelzufuhr

K'(y) = max { min { %, K_(y) }, min { 72, K(y) } }, X, = 10000

1000 5000 9000 13000 17000 1 5 9 13 17

Drehzahl Kihimittel
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Was erhalten wir fur K‘(y) aus vorherigen Beispiel, wenn

e Regeln logikbasiert interpretiert werden (min-Aggregation) und

e verschiedene Implikationsregeln verwendet werden?

Zur Erinnerung:
- Bohrmaschine bendtigt Kuhimittelzufuhr.
- Bei x, = 10000 Umdrehungen/min. sollte K'(y) ermittelt werden.

- Zugehorigkeitsgrad zu Fuzzy-Mengen fur Drehzahl x:
mittel(x,) = 0.75 und hoch(x,) = 0.25, sonst = 0.

Rudolph: FCI (WS 2006/07) e Kap. 2: Fuzzy Systeme 19



Approximatives SchlieRen

Kleene / Dienes

LNV

4 2 4 6 & 1812 14 16 18

Imp(a, b)=max{1-a, b}

Rudolph: FCI (WS 2006/07) e Kap. 2: Fuzzy Systeme 20
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Lukaciewicz
I T T
KV

be 3 —
RV |
de4d —
2.2 / \ -

% | | | | | | | |

v 2 4 6 8 1 12 14 16 18
Imp(a,b)=min{1,1—-a+b}
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Approximatives SchlieRen

Reichenbach

LMV

\

4 2 4 6 & 1812 14 16 18

Imp(a, b)=1—-a +ab

Rudolph: FCI (WS 2006/07) e
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Approximatives SchlieRen

K1ir / Yuyan #1

\

4 2 4 6 & 1812 14 16 18

Imp(a, b)=1—-a+ aZb
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Approximatives SchlieRen

4 2 4 6 & 1812 14 16 18

1, fallsa<b
Imp(a, b) = b/a, fallsa>b
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Approximatives SchlieBen (Teil 3)

Loedel

4 2 4 6 & 1812 14 16 18

1, fallsa<b
Imp(a, b) = b, fallsa>b

Rudolph: FCI (WS 2006/07) e Kap. 2: Fuzzy Systeme 25



Approximatives SchlieRen

4 2 4 6 & 1812 14 16 18

1 , fallsa<b
Imp(a, b) =

min{1-a,b}, fallsa>b
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Bemerkungen (zu den hier gezeigten Beispielen):
e Lukaciewicz-Implikation erfullt alle 9 Axiome.
e Wu-Implikation ergibt beim Inferenzschritt fir A'=A genau B*=B.

e Zugehorigkeitsgrad B'(y) = 0 nur mit Implikationen moglich,
fur die Imp(a, 0) = 0 fur a > 0 gilt: z.B. Godel, Goguen, Wu.

Was erhalten wir fur B‘(y) aus vorherigen Beispiel, wenn

e Regeln nicht logikbasiert interpretiert werden (max-Aggregation) und

e verschiedene Relationszusammenhange verwendet werden?

Rudolph: FCI (WS 2006/07) e Kap. 2: Fuzzy Systeme 27
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b 2 4 6 & 1412 14 16 18

R(x, y) = A(x) - B(x)

Rudolph: FCI (WS 2006/07) e
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b 2 4 6 & 1412 14 16 18

R(x, y) = min { A(x), B(x) }

Rudolph: FCI (WS 2006/07) e
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Kleene ~ Diener Lukaciewicz Goedel

B 2 4 6 8 1@ 12 14 16 18 B 2 4 6 8 1@ 12 14 16 18 B 2 4 6 8 1@ 12 14 16 18
Klir » Yuan #1 Larsen Goguen
1
= b.8 |
- B.6
- 0.4
- @.2 r
5]
B 2 4 6 8 1@ 12 14 16 18 B 2 4 6 8 1@ 12 14 16 18 5
Reichenbach Mamdani
1 1
b8.8 = b.8 |
B.6 - - B.6
B.4 - 0.4
@.2 r - B.2
o o
B 2 4 6 8 1@ 12 14 16 18 5 12 14 16 18 B 2 4 6 8 1@ 12 14 16 18
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