b

Fundamente der Computational Intelligence
— Teil 4 -

Gulnter Rudolph
Fachbereich Informatik, Lehrstuhl Xl
Fachgebiet Computational Intelligence

WS 2006/07



Fuzzy Relationen

Relationen mit scharfen Mengen X', X5, ..., X,:

R(Xl,XQ,...,Xn)gX1XX2X...XXn

Da kartesisches Produkt eine Menge ist
= alle Mengenoperationen bleiben gultig!

Scharfe Zugehorigkeitsfunktion (von = zur Relation R)

1 falls (z1,29,...,2,) € R

R(ﬂ?l,ZUQ, .. ,a:n) = { 0 sonst
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Fuzzy Relationen

Fuzzy Relation :=
Fuzzy-Menge auf scharfem kartesischen Produkt
X1 XXy x...x X,

Tupel (z1, zo, ..., z,) haben verschiedene
Zugehorigkeitsgrade zur Relation

Zugehorigkeitsgrad beschreibt Starke der Relation
zwischen Elementen des Tupels

Geeignete Darstellung: n-dim. Zugehaorigkeitsmatrix
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Fuzzy Mengen: Beispiel

Sei
X = {New York, Paris} und
Y = {Bejing, New York, Dortmund}.

Relation R soll ,sehr weit entfernt reprasentieren
Zugehorigkeitsmatrix (Z-Matrix):

New York Paris
Bejing 1.0 0.9
New York 0.0 0.7
Dortmund 0.6 0.3
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Binare Fuzzy Relation

Definition
dom R ist Fuzzy-Menge Uber X mit

Vz € X : (dom R)(z) = max R(x, y)
ye)y

Also:

Jedes z € X gehort zur Domain von R im Grade gleich
der Starke der starksten Beziehung zu irgendeinem Mit-
glied von Y
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Binare Fuzzy Relation

Definition
ran R ist Fuzzy-Menge Uber ) mit

vy € V: (ran R)(y) = max R(z, y)

Also:

Die Starke der starksten Beziehung, die jedes Element von

Y zu einem Element in X" hat ist gleich dem Zugehorigkeitsgrad
im Wertebereich (range) von R.
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(dom R)(x) und (ran R)(x): Beispiel

New York Paris
Bejing 1.0 0.9
New York 0.0 0.7
Dortmund 0.6 0.3

(dom R)(x) = max{R(z,y) :y € Y} = (1.0, 0.9)
(Spaltenmaxima)

(ran R)(X) = max{R(z,y) : x € X} = (1.0,0.7,0.6)"
(Zeilenmaxima)
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Binare Fuzzy Relationen

Definition

Die zur Fuzzy-Relation R(X,)) inverse Fuzzy-Relation
R4, X) ist eine Fuzzy-Relation auf Y x X

mit Zugehorigkeitsmatrix R~! = R’

R ist die transponierte Matrix von Z-Matrix R

Offensichtlich gilt: (R~)) ' = Rwg. (RT) =R
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Binare Fuzzy Relationen

Max-min-Komposition von Fuzzy-Relationen
Seien P(X,Y) und Q(Y, Z) zwei Fuzzy-Relationen.

R(X,Z2)=P(X,))oQ(V, 2)
mit
R(x,z) = (PoQ)(x,2)

= max min{P(z,y), Q(y, 2)}

furallex € X und z € Z.
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Binare Fuzzy Relationen

Satz
Es qilt:

a) (P(X,Y)oQ(Y,2))' =Q7(2,Y)o P, X)
b) max-min-Komposition ist assoziativ

c) max-min-Komposition ist nicht kommutativ
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Binare Fuzzy Relationen

max-min-Komposition laf3t sich berechnen durch
Fuzzy-Matrizenrechnung: R =P o Q

i = mkax min{pika ij}

zum Vergleich:
scharfe Matrizenrechnung R =P - Q

Tij = Zpik'ij
k
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Binare Fuzzy Relationen

Beispiel:
0.7 0.2 0.9 0.1
R=PoQ 0.9 0.1 0.2 0.5
1.0 0.9 0.0 0.0

0.3 0.2 0.2 0.3 0.2 0.3 0.2
0.9 0.7 0.8 0.8 0.8 0.9 0.5
rog = max{min{pa, q13}, min{ps, g2z}, min{pas, ¢z3} }

= max{min{0.9,0.9}, min{0.7,0.2}, min{0.8,0.0} }
— max{0.9,0.2,0.0} = 0.9
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Kapitel 3: Fuzzy Relationen

Max-prod-Komposition

(POQ)(x,z) = max{P(x,y) - Qy,2)}
yey

O,
O

18 0,27 0,10 \
,56 0,81 0,35 )

(Beispiel) ( 8: 2(1)

Verallgemeinerung: sup-t-Komposition

(Po@Q)(z,z) =sup{t(P(z,y),Q(y,2))}, wobei t(-,-) t-Norm
yey

Bsp.: t(a,b) = min{a, b} = max-min-Komposition

ta,p)=a-b = max-prod-Komposition

Rudolph: FCI (WS 2006/07) e Kap. 3: Fuzzy Relationen 2



Kapitel 3: Fuzzy Relationen

Weitere Operationen: Relationaler Join

( N . N — . . ,
(P*Q)(x,y,2z) = min{P(z,y) - Q(y, »
yEy

H—J

Es qilt.

(PoQ)(x.2) = max{(P Q)(x.v.2)}

Rudolph: FCI (WS 2006/07) e Kap. 3: Fuzzy Relationen 3
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Kapitel 3: Fuzzy Relationen Newal
Binare Fuzzy-Relationen auf X x X' : Eigenschaften
e reflexiv S Vxe X R(xx)=1
e irreflexiv & dx e X R(x,x) <1
e antireflexiv < VX e X R(x,x)<1
e symmetrisch < V(Xy) € Xx X:R(Xy) = R(y,x)
e asymmetrisch & 3 (xy) € Xx X:R(x,y) # R(y,x)
e antisymmetrisch SV (xy) e Xx X:R(xy) #R(y,x)
e transitiv &V (x,z) e Xx X:R(x,z) 2 max min { R(x,y), R(y,z) }
yey
e intransitiv & d(x,z2) e Xx X R(x,z2) < ma)>}( min { R(x,y), R(y,z) }
y€e
e antitransitiv &V (x,2) € X x X:R(x,z) < max min { R(x,y), R(y,z) }
ye )y

Genauer: max-min-Transitivitat (— allgemein: sup-t-Transitivitat)

Rudolph: FCI (WS 2006/07) e Kap. 3: Fuzzy Relationen
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Kapitel 3: Fuzzy Relationen wuuu'

Binare Fuzzy-Relationen auf X x X : Beispiel

Sei X die Menge aller Stadte in Deutschland.

Die Fuzzy-Relation R soll das Konzept ,sehr nah“ reprasentieren.

e R(x,x) = 1, da eine Stadt zu sich selbst sicher sehr nah ist.
= reflexiv

e R(x,y) = R(y,x): wenn Stadt x sehr nah zu Stadt y, dann auch umgekehrt.
= symmetrisch

e R(Dortmund, Essen) =0.8
R(Essen, Duisburg) =0.7 @
R(Dortmund, Duisburg) = 0.5
R(Dortmund, Hagen)  =0.9

= intransitiv

Rudolph: FCI (WS 2006/07) e Kap. 3: Fuzzy Relationen



Kapitel 3: Fuzzy Relationen

Scharf: )
Relation R ist Aquivalenzrelation < R reflexiv, symmetrisch, transitiv

Unscharf:
Relation R ist Ahnlichkeitsrelation < R reflexiv, symmetrisch, (max-min-) transitiv

Bsp:

a b cdef g a=04 alb|d| [c|e|f]|g
a [1,0]/0,8/0,0/0,4|0,0/0,0(0,0
b 0,8/1,0/0,0(0,4|0,0(0,0|0,0 a=0,5 alb d cle|f]|g
c 10,0]/0,0{1,0/0,0/1,0/0,9|0,5 . S -

= a c|e

d (0,4]0,4]/0,0/1,0/0,0/0,0(0,0 =08 / \ g
e (0,0/0,0{1,0/0,0/1,0/0,9(0,5 0=009 al bl l4 clelf g
f 10,0/0,0/0,9/0,0(0,9{1,0(0,5 \
g |0,0{0,0/0,5(0,0({0,5(0,5(1,0 a=1,0 allblld cle||f]|g

Rudolph: FCI (WS 2006/07) e Kap. 3: Fuzzy Relationen 6



	lec04.pdf
	3_Fuzzy_Relationen.pdf



