KAPITEL 1

Hidden Markov Modell, Viterbi-, Forward- und
Backward-Algorithmus

Ausarbeitung von Manuel Allhoff

1.1 Einleitung

Dieses Kapitel befasst sich mit dem Hidden Markov Modell und dem Viterbi-, Forward- und
Backward-Algorithmus.

Dazu wird das Beispiel der CpG-Inseln vorgestellt und in einem Exkurs klar gemacht, wieso
die CpG-Inseln wichtig fiir die Forschung sind. In diesem Zusammenhang wird gleichzeitig
die Markov Kette verdeutlicht und mit ihrer Hilfe das HMM erldutert. Mit diesem Wissen
werden dann der Viterbi-, der Forward-, und der Backward-Algorithmus erklart.

1.2 CpG-Inseln

In der Bioinformatik ist es von Interesse, wichtige DNA-Teilstiicke, die Promotorbereiche,
zu erkennen. Diese Promotorbereiche sind hiufig auch sogenannte CpG-Inseln. Sie dienen
auf dem DNA-Strang als Markierung, um die Gen-Expression zu ermdoglichen.

Bei dem Dinukleotid CG eines DNA Stranges ist das Cytosin hdufig methyliert und kann
somit relativ haufig in ein T mutieren. Somit tritt ein CG-Paar selten auf und widerspricht
der intuitiven Annahme einer Gleichverteilung der Paare. Es gibt allerdings Regionen auf
dem DNA-Strang, wo das CG Paar relativ hdufig vorkommt. Dies ist wie oben beschrieben
z.B. bei Promotorbereichen der Fall. Diese Teilstiicke nennt man CpG-Inseln. Man schreibt
,CpG* statt ,,CG*“ um die Bindung von C und G mit einer Wasserstoffbriicke zwischen den
Strangen zu unterscheiden. Das Kiirzel ,,CpG*“ steht fiir ,,Cytosin-phosphatidyl-Guanosin®.
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Die CpG-Inseln weisen also eine erhohte CpG Dichte auf als andere Regionen auf dem DNA-
Strang und haben eine Lénge von ca. 1-2kb.

Exkurs: Bedeutung der CpG-Inseln Die Bedeutung der CpG-Inseln wird schnell klar, wenn
man sie in Verbindung mit Krebserkrankungen bringt. Krebs ist in der Medizin als bosartiger
Tumor definiert. Unter einem Tumor versteht man die unkontrollierte Neubildung von Ge-
webe im Korper. Ein bosartiger Tumor dringt in das ihn umgebende Gewebe ein und zerstort
es. Auflerdem kann er sich iiber das Blut- und Lymphsystem im Korper verteilen und Toch-
tergeschwiilste bilden.

Die unkontrollierte Neubildung von Gewebe ist auf defekte DNA-Teilstiicke zuriickzufiihren,
sodass Erbinformationen bei jeder DNA-Kopie verfilscht weitergegeben werden. Jeder Ko-
piervorgang beginnt bei einem Promotor, der wie oben beschrieben auch hiufig eine CpG-
Insel darstellt. Somit ist leicht ersichtlich, dass es fiir die Forschung unerlédsslich ist, die
CpG-Inseln in einem DNA-Strang zu finden (Lokalisierungsproblem) oder zu entscheiden,
ob ein Teilstrang der DNA eine CpG-Insel ist oder nicht (Diskriminationsproblem).

1.3 Markov Kette

Da die CpG-Inseln nur eine groflere Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines CG-Dinu-
kleotids im Vergleich zum restlichen DNA-Strang beschreiben, kann man bei einem gegebe-
nen DNA-Teilstiick auch nicht sagen, ob es sich entweder um eine CpG-Insel handelt oder
nicht. Stattdessen muss man eine Wahrscheinlichkeit festlegen, die beschreibt, wie grof§ die
Chance ist, dass dieses Teilstiick eine CpG-Insel ist oder nicht. Erst dann kann man eine
Entscheidung treffen.

Somit kann man das Diskriminations-Problem wie folgt definieren:

Problem 1: Diskriminations-Problem

Gegeben:
FEine Zeichenkette x mit der Liénge L iiber dem
Alphabet Z = {A,C,G, T}

Gesucht:
Entscheidung, ob z eine CpG-Insel ist oder
nicht.

Um dieses Problem zu 16sen, muss man ein Modell finden, dass DNA-Sequenzen generieren
kann, die entweder CpG-Inseln sind oder nicht. Die passenden Wahrscheinlichkeiten, z.B.,
dass in einer CpG-Insel ein G auf ein C folgt, sind empirisch aus DNA-Sequenzen gewonnen.
Dazu hat man tiber eine lange Sequenz die Nukleotide gezéhlt und anschlieend verschiedene
Teilstiicke miteinander verglichen. Erst mit diesem Verfahren hat man entdeckt, dass es so
etwas wie CpG-Inseln iiberhaupt gibt.

Ein passendes Modell, dass diese Anforderungen erfiillt, ist die Markov Kette, die formal wie
folgt definiert ist:



1.3 Markov Kette

Definition 1 Eine Markovsche Kette erster Ordnung (kurz: Markovsche Kette) ist ein sto-
chastischer Prozess X1, Xo...mit Werten in einer hochstens abzdihlbaren Zustandsmenge Z,
der die Markovsche Eigenschaft besitzt:

Fiir jeden Zeitpunkt t > 0 und jeder Zustandsfolge z1, za, . ..,z mit
P(Xl = Zl,XQ = Z29,... 7Xt—1 = Zt_1)> 0 st
PXi=z|X1=2,Xo=22,..., X4-1 = 21) = P(Xe = 2| Xy1 = 2-1).

Die Wahrscheinlichkeiten P(X; = s) = aps heiffen Startwahrscheinlichkeiten, die Wahr-
scheinlichkeiten ag = P(X; = t|X;-1 = s) Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Fine Markov Kette kann man als Graph darstellen, wie man in Abbildung 1.1 sehen kann.

Abbildung 1.1: DNA-Markov Kette als Graph, angelehnt an: (Durbin et al., 1998, S. 50)

Grundlagen Mit dieser Markov Kette kann man eine DNA-Sequenz generieren, indem man
sich einen Pfad von B nach E aussucht. Fiir die Zustandsmenge gilt Z = {A,C,G, T} U{B, E},
wenn die Markov-Kette beim Erreichen von E endet. Wenn die Markov-Kette nach einer fe-
sten Anzahl an Schritten endet, gilt: Z = {A,C,G,T} U {B}. Die Kanten entsprechen den
Ubergangswahrscheinlichkeiten, die durch

ast = P(x; = t|lzi—1 = s)

bestimmt sind. Dabei entsprechen s und ¢ Zustéinden aus Z und x; bzw. x; _1 einem Symbol
aus der DNA-Sequenz. Die Ubergangswahrscheinlichkeit ag; gibt also die Wahrscheinlichkeit
an, dass dem Zustand s der Zustand ¢ folgt.

Als Spezialfall ist hier zum einen die Startwahrscheinlichkeit aps zu nennen. Sie gibt an
bei welchem Symbol die Sequenz beginnt und es gilt:

aps = P(r1 = s).
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Zum anderen die Endwahrscheinlichkeit, fir die gilt: ayp = P(zp41 = Elzp =t), VL > 0.
Sie modelliert das Ende der Sequenz. Beide werden oft aus Griinden der Ubersichtlichkeit
einfach weggelassen.

Fiir jede Sequenz = = (zp,xp—1,...,x1) fester Linge L kann man ihre Wahrscheinlichkeit
wie folgt angeben:
P(x) = P(rp,xp-1,...,21).

Diese Formel kann man durch mehrmalige Anwendung der Regel P(X,Y) = P(X|Y)P(Y)
umformen zu

P(x) = P(.CEL’.TL_l, c. ,xl)P(xL_1|:l:L_2, . ,:131) .. P(CEl)

Laut Definition der Markov Kette hiangt der aktuelle Zustand nur von seinem Vorgénger-
zustand ab, und somit gilt:

P(.%’) = P(ZCL|.%’L_1)P($L_1|J?L_2) N P(x2|x1)P(a:1)

Wenn man dabei den Start- und Endzustand aufler Acht lasst, was oft passiert, ist die Formel
dquivalent zu:

L
P(z) = P(z1) Hal’i—lxi'
=2

L6sung des Diskriminations-Problems Mit diesem Wissen kann man zwei Markov Ketten
erstellen, die entweder eine CpG-Insel (im folgenden ,,+ -Modell“ genannt), oder keine CpG-
Insel (,- -Modell“) generieren. Die wie oben beschrieben empirisch gewonnenen Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten sind durch die Formel

Jr
+ _ Cst

Ao =
st
Zt' C:t/

bestimmt. Beim ,,- -Modell“ erfolgt die Berechnung analog. Die Variable ¢/, gibt an, wie oft
von dem Zustand s in den Zustand ¢ gewechselt wird. Dieser Wert wird anschliefend durch
die Summe aller Ubergénge dividiert. So erhélt man folgende Tabelle:

A C G T

0,180 | 0,274 | 0,426 | 0,120
0,171 | 0,368 | 0,274 | 0,188
0,161 | 0,339 | 0,375 | 0,125
0,079 | 0,355 | 0,384 | 0,182

A C G T

0,300 | 0,205 | 0,285 | 0,210
0,322 | 0,298 | 0,078 | 0,302
0,248 | 0,246 | 0,298 | 0,208
0,177 | 0,239 | 0,292 | 0,292

H| Q| Q|+

H| Qe

Tabelle 1.1: Ubergangswahrscheinlichkeiten innerhalb und auBerhalb von CpG-Inseln, Quel-
le: (Durbin et al., 1998, S. 51)

Man definiere nun eine Score-Funktion S:
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Sie berechnet den Quotienten von den Wahrscheinlichkeiten, dass die Zeichenkette z eine
CpG-Insel ist bzw. nicht ist.

Es gilt:
L al
S(z) = Z log ——1%¢
i=1 Az;_qa;
da man fiir jeden String x = (x1,...,x) mit fester Linge L den Quotienten abschnittsweise

berechnet und die Werte addiert.

Man rechnet mit der log-Funktion, da man durch mehrmaliges Multiplizieren von Wahr-
scheinlichkeiten sehr schnell sehr kleine Zahlen als Ergebnis erhilt, die bei der digitalen
Berechnung zu einer Underflow-Exception fithren. Die Funktion S ist intuitiv verniinftig
gewdhlt, da eine CpG-Insel im ,+ -Modell“ eine groflere Wahrscheinlichkeit hat als im
»- -Modell“. Der Score wird also positiv. Der umgekehrte Fall gilt analog. Somit gilt:

> 0, wenn x CpG-Insel,

S(z) =4 <0, wenn z keine CpG-Insel,
=0, keine Aussage.

1.4 Hidden Markov Modell

Definition 2 FEin Hidden Markov Modell ist ein Quintupel A = (S, A, Tstart, B, V') mit:

e endlicher Menge S von Zustinden {s1,...,Sp}

Matriz von Ubergangswahrscheinlichkeiten A = (aij|aij = P(s; = jlsg—1 = z))

Vektor mwsiare von Zustandsstartwahrscheinlichkeiten

Ausgabealphabet V

Emissionswahrscheinlichkeiten e (b) = P(x; = blm; = k) in Form einer Matrix E mit

keSundbeV

Grundlagen In der bis jetzt beschriebenen Thematik kann man ein HMM als eine erweiterte
Markov Kette betrachten. Neben dem Zufallsexperiment der einzelnen Zustandsiiberginge
wird in jedem Zustand ein weiteres Experiment durchgefiihrt: Die Auswahl des Emissions-
symbols b, das durch die Matrix der Emissionswahrscheinlichkeiten E gegeben ist. Bei einem
HMM wird also das Symbol b von dem Zustand k entkoppelt und es gilt:

ek(b) = P(a:z = b‘ﬂ'i = k)

Dabei beschreibt 7 die Sequenz der Zusténde. Der Ubergang von einem Zustand zum anderen
ist durch folgende Formel bestimmt:

] = P(T['l = l|7TZ',1 = k?)
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Die gemeinsame Wahrscheinlichkeit einer Symbolsequenz = und einer Zustandsfolge m mit
fester Lange L lautet
L

P(z,m) = aom H em; (xi>a7ri7ri+1‘
=1

Zuerst wird also der Startzustand durch agr, bestimmt. Dann wird fiir jedes einzele Sym-
bol das Produkt aus der Emissionswahrscheinlichkeit und der Ubergangswahrscheinlichkeit
bestimmt.

Hier wird der Unterschied zu einer Markov Kette deutlich, der auch das Wort ,,hidden“ in
HMM rechtfertigt. Das einzelne Symbol b ist nicht eindeutig durch einen Zustand bestimmt,
da es in mehreren Zustdnden mdoglich ist b zu generien. Der Pfad 7 ist also nicht eindeutig.

Beispiel Um die Definition zu verdeutlichen, wird diese anhand des Beispiels des ,,unehrli-
chen Casinos® erklért.

Gegeben sei ein Casino, das zeitweise einen gezinkten Wiirfel benutzt, sodass die Gleichver-
teilung der Zahlen 1 bis 6 nicht mehr gegeben ist. Bei dem gezinkten Wiirfel fillt die 6 mit
einer Wahrscheinlichkeit von 1/2, alle anderen Zahlen mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/10.
Der Croupier wechselt nach jedem Wurf mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit den Wiirfel
oder fahrt mit dem aktuellen fort. Diese Situation kann man als HMM modellieren, das sich
wie die Markov Kette als Graph darstellen lisst (vgl. Abbildung 1.2).

0.95 0.9
(: 1 1/6 Fi: 110 :)
2 16| o005 Jz:110

3 16 A 3:1/10
4 16 N ] 4 1/10

5 1/6 0.1 5:1/10
6: 1/6 6: 1/2
Fair Loaded

Abbildung 1.2: HMM als Graph: Das unehrliche Casino, Quelle: (Durbin et al., 1998, S. 55)
Hierbei gilt:

e S ={1,2} mit 1=Fair und 2=Loaded

o V ={1,2,3,4,5,6}

® TStart = (%’ %)

0.95 0.05
s A= ( 0.1 0.9 )
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Lokalisierungsproblem HMDMs haben gegeniiber den Markov Ketten den Vorteil, dass sie
DNA-Sequenzen generieren, in denen CpG-Inseln auftreten kénnen, aber nicht miissen. Das
passende HMM ist in Abbildung 1.3 dargestellt. Hierbei kommen noch die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten innerhalb der ,,+“ - und ,-* -Modelle hinzu, wie es bei Abbildung 1.1 der

Fall ist.

Abbildung 1.3: DNA HMM, Quelle: (Durbin et al., 1998, S. 53)

Das HMM wird sich aufgrund der Ubergangswahrscheinlichkeiten wahrscheinlich 6fter im
»- -Modell“ befinden. Das ist intuitiv klar, da die CpG-Inseln in einer DNA-Sequenz auch
selten vorkommen. Es stellt sich die Frage, wo diese Inseln in der gegebenen DNA-Sequenz
sind. Dies wird als Lokalisierungs-Problem bezeichnet.

Problem 2: Lokalisierungs-Problem

Gegeben:
Eine Zeichenkette x mit der Lénge L {iber dem
Alphabet Z = {A,C,G, T}

Gesucht:
Position der CpG-Inseln

Anmerkung zum Lokalisierungs-Problem: Die Losung, die vorgestellt wird, erkléart nicht, wie
genau die Position angegeben wird. Dies hidngt von der konkreten Implementierung ab, auf
die hier nicht eingegangen wird.
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Eine Losung des Problems ist, es auf das Diskriminations-Problem zu reduzieren. Man legt
ein Fenster der Grofie [ Nukleotide fest und betrachtet die DNA-Sequenz als Eingabe-Stream.
Dieser Stream wird nun Nukleotid fiir Nukleotid in das Fenster eingegeben und bei jedem
Schritt als neues Diskriminations-Problem betrachtet. Bei dieser Losung ist aber nicht klar,
wie [ gewéhlt werden muss, um sinnvolle Ergebnisse zu erhalten.

Stattdessen kann man bei einer gegebenen Zeichenkette x den wahrscheinlichsten Pfad durch
das HMM in Abbildung 1.3 suchen. Dieser kann durch das ,,4+ -Modell* fithren, und somit
hat man die CpG-Insel(n) lokalisiert. Dieses Problem 16st der Viterbi-Algorithmus.

1.5 Viterbi-Algorithmus

Um den Viterbi-Algorithmus zu erkléren, bietet sich eine andere Darstellungsart von HMMs
an: Die ,Irrfahrt“. Mit einer ,Irrfahrt* kann man eine zeitliche Abfolge der Zustandsiiber-
gidnge simulieren. Jede Spalte entspricht dabei einem Zeitpunkt. Die Kanten geben weiterhin
die Ubergangswahrscheinlichkeiten an. Abbildung 1.4 zeigt die ,Irrfahrt® fiir das zeitweise
,unehrliche Casino*.

w
n
N
¥
@l

=3

Abbildung 1.4: unehrliches Casino, Darstellung als ,, Irrfahrt*

Der Viterbi-Algorithmus arbeitet in drei Phasen, der Initialisierungs-, der Pfadberechnungs-,
und der Backtrackingsphase. Dabei werden 2 Datenstrukturen verwendet. Fiir jeden Zustand
in der ,Irrfahrt“ wird ein Wert abgespeichert, der angibt, wie wahrscheinlich es ist, zum
Zeitpunkt ¢ in diesem Zustand ¢ zu sein. Diese lokale Pfadwahrscheinlichkeit ist durch

0t(i) = max P(x1,..., 24, T1,...,m) Mit 7 =4
™

gegeben. Weiter wird fiir jeden Zustand ¢ ein Zeiger abgespeichert, der auf den Vorgénger-
zustand ¢ — 1 zeigt: ¢y (7).

Initialisierung Bei der Initialisierung wird die lokale Pfadwahrscheinlichkeit fiir den Zeit-

punkt ¢ = 1 berechnet. Der Zustand bei ¢ = 0 wird immer mit einer Wahrscheinlich-
keit von 1 eingenommen. Die Pfadwahrscheinlichkeit ergibt sich bei einer Eingabesequenz
x = (z1,...,zr) aus dem Produkt der Emissionswahrscheinlichkeit e;(x;) und der Zustands-

startwahrscheinlichkeit 7;:
(51 (Z) = €; (:L’l)ﬂ’i
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Pfadberechnung Wihrend der Pfadberechnungsphase wird fiir jeden Zeitpunkt und Zu-
stand eine lokale Pfadwahrscheinlichkeit berechnet. Es gilt:

ot (i) = max (0t-1(5)ajiei(xr))
Die neu zu berechnende Pfadwahrscheinlichkeit 0,(7) ergibt sich aus dem Produkt der Pfad-
wahrscheinlichkeit des vorangegangenen Zustandes, die Ubergangswahrscheinlichkeit von
diesem zu dem aktuellen Zustand und der Emissionswahrscheinlichkeit des passenden Sym-
bols des aktuellen Zustandes. Da es mehrere Pfade zu dem aktuellen Zustand geben kann,
wird das Maximum als neuer Wert gewéhlt. Der Zustand, mit dessen Hilfe man diesen ma-
ximalen Wert berechnet hat, wird als Vorgiangerzustand in ¢¢(i) eingetragen.

Backtrackingsphase Wenn fiir jeden Zeitpunkt und Zustdnd die Pfadwahrscheinlichkeit
berechnet wurde, wird fiir den letzten Zeitpunk ¢t = L der Zustand i; mit der maxima-
len Wahrscheinlichkeit ermittelt. Mit Hilfe von ¢ (iz,) kann der wahrscheinlichste Pfad von
diesem Zustand bestimmt werden. Die umgekehrte Ausgabe dieser Vorgéingerzustinde ent-
spricht dem gesuchten wahrscheinlichsten Pfad.

Laufzeit Zur Laufzeitbestimmung sind nur die Schliisselvergleiche bei der Pfadberechnung
zu beachten, da die anderen Berechnungen des Algorithmus in konstanter Zeit geschehen
kénnen. Man kann sich intuitiv an der Abbildung 1.5 die Laufzeit des Algorithmus ver-
deutlichen. Gegeben sei das Alphabet Z = {A, B, C'} und eine Sequenz der Linge L. Zum
Zeitpunkt k = 1 werden |Z| Schliisselvergleiche, und zum Zeitpunkt k = 2,k = 3... |Z?|
benétigt. Insgesamt werden also (L — 1)|Z|? + |Z| Schliisselvergleiche vorgenommen. Und
diese liegen in O(L|Z|?).

Abbildung 1.5: Laufzeit des Viterbi-Algorithmus

1.6 Forward-Algorithmus

Der Forward-Algorithmus berechnet die Wahrscheinlichkeit, dass ein HMM zum Zeitpunkt ¢
in einem Zustand k ist und die Sequenz x = (x1,x2,...,x¢) erzeugt hat (Evaluierungspro-
blem I).
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Problem 3: Evaluierungs-Problem 1

Gegeben:
Eine Beobachtung =z = (x1,29,...,2¢,...,2L)
iiber einem Alphabet und ein HMM §

Gesucht:
Wahrscheinlichkeit, dass das HMM die Sequenz
(z1,...,2) erzeugt und im Zustand k ist.

Der Algorithmus hat eine Initialisierungs-, Rekursions-, und Terminationsphase. Zudem wird
die Vorwirtsvariable

fk<’L) = P(ml,...,xi,m = k?)

berechnet. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass die Sequenz (z1, ..., ;) generiert wurde
und sich das HMM im Zustand m; = k befindet. Sie ist rekursiv durch

fli+1) = e(wig) Y fr(D)ar

k
definiert. Dazu wird in der Initialisierungsphase fg(i) festgelegt.

Dabei ist e; die Wahrscheinlichkeit, das passende Symbol auszugeben. Der Term fi(i)ax;
beschreibt die Wahrscheinlichkeit, sich im Zustand k, der zeitlich vor [ liegt, zu befin-
den, und die passende Ausgabe bis zu diesem Punkt generiert zu haben. Dies wird mit
der Ubergangswahrscheinlichkeit zu dem aktuellen Zustand ! multipliziert, um die Gesamt-
wahrscheinlichkeit zu erhalten. Da mehrere Kanten in einer ,, Irrfahrt“ nach [ fithren kénnen,
werden die Wahrscheinlichkeiten addiert. Wenn alle fj(i) festgelegt sind, wird die Gesamt-
wahrscheinlichkeit fiir die Sequenz z durch

P(z) =Y fr(L)ao
k

berechnet, die fiir den Forward-Backward-Algorithmus wichtig ist.

1.7 Backward-Algorithmus

Im Gegensatz zum Forward-Algorithmus berechnet der Backward-Algorithmus nicht die
Wahrscheinlichkeit in einen Zustand k zu gelangen. Er geht davon aus in dem Zustand
k zu sein und berechnet die Wahrscheinlichkeit eine (Teil-)Sequenz zu erzeugen (Evaluie-
rungsproblem II).

Problem 4: Evaluierungs-Problem II
Gegeben:

Eine Beobachtung =z = (z1,z9,...,2¢,...,21)
iiber einem Alphabet und ein HMM §
Gesucht:

Wahrscheinlichkeit, von einem Zustand k aus
(T¢41,-..,TL) Zu erzeugen.

10
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Dazu wird die Riickwértsvariable by(x;) definiert:
b (i) = P(@iy1, ..., xp|m = k)

Sie gibt genau die gesuchte Wahrscheinlichkeit an: Die Sequenz (z;41,...,x1) soll erzeugt
werden unter der Bedingung, dass sich das HMM zu Anfang im Zustand k befand.

Wie die Vorwirtsvariable, so ist auch die Riickwértsvariable rekursiv definiert:

br(i) =Y ager(wip1)bi(i + 1)

l

Die Initialisierung erfolgt durch bx(L) = agg. Somit kann man by (i) fiir jeden Zustand und
Zeitpunkt berechnen. Dazu ermittelt man das Produkt aus der schon bekannten Riickwirts-
variable, der Emissionswahrscheinlichkeit und der Ubergangswahrscheinlichkeit zu dem ak-
tuellen Zustand. Da sich in einer ,Irrfahrt* so ebenfalls mehrere Pfade ergeben koénnen,
werden die einzelnen Wahrscheinlichkeiten addiert.

1.8 Forward-Backward-Algorithmus

Der Forward-Backward-Algorithmus kombiniert -wie der Name schon sagt- die letzten beiden
vorgestellten Algorithmen. Mit seiner Hilfe kann man die Wahrscheinlichkeit berechnen, mit
der sich das HMM bei einer gegebenen Sequenz x im Zustand k befindet:

Problem 5: Evaluierungs-Problem 111

Gegeben:
Eine Beobachtung = = (x1,x9,...,2¢,...,2L)
tiber einem Alphabet und ein HMM §

Gesucht:

P(m; = k|z), d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass
sich das HMM bei einer gegebenen Beobachtung
x im Zustand k befindet.

Die Wahrscheinlichkeit, dass = generiert wird und sich das HMM im Zustand k befindet,
kann man somit wie folgt in einem Ausdruck zusammenfassen:

P(x,m = k)
Man kann die Sequenz = der Linge L auch als (z1,...,2;, Zit+1,...,2r) schreiben und somit
ergibt sich der dquivalente Ausdruck:
P(xy,...,x,%iy1, ..., 20, = k)

Mit Hilfe der Regel P(A,B) = P(A|B)P(B) formt man mit A = z;+1,...,2; und B =
r1,...,2;,m™ =k den Ausdruck um:

P(:Ui+1,...,l‘L|.’E1,...,CEl’,T('i :k‘)P(ml,...,xi,m :]{3)

11
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Da nach der Definition der Markov Kette der aktuelle Zustand nur von seinem Vorginger-
zustand abhéngt, erhélt man:

P(zit1, .. zp|m = k)P(w1, ... 2, m = k)
Dies ist nach Definition dquivalent zu

br(1) fr ()

Die im Evaluierungsproblem III gesuchte Wahrscheinlichkeit P(w; = k|z), ergibt sich aus
dem Quotienten dieser Formel und der Wahrscheinlichkeit von z, die man mit dem Forward-
Algorithmus berechnen kann. Es gilt:

P(?TZ' = k‘|l’) =

Somit 16st der Forward-Backward-Algorithmus das Evaluierungsproblem III.

12
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