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Vorwort

Algorithmen und Datenstrukturen sind ein wichtiges undtzdes Gebiet der Informatik.
Was auch immer Sie spater tun werden, ob wahrend lhresugtsdder danach: die Wahr-
scheinlichkeit, dass Sie Basiswissen in Algorithmen unteBstrukturen benotigen, ist sehr
hoch.

Egal in welchem Gebiet Sie sich vertiefen werden, ob in SafbAEntwicklung, Computer-

graphik, Datenbanken, Eingebettete Systeme, Kryptogeamiher Kunstlicher Intelligenz,

Sie werden immer wieder auf die Grundbegriffe, die Sie irs€eid_ehrveranstaltung lernen,
stolRen.

Die VorlesungDatenstrukturen, Algorithmen und Programmierung 2 (DAP2) ist im Stu-
dienplan der Bachelorstudiengange der Informatik artgesed behandelt den Entwurf und
die Analyse von Algorithmen. Bisher haben Sie gelernt, wenrgrundsatzlich program-
miert. Sie sollten in der Lage sein, jede an Sie herangeimd@aifgabenstellung in ein
lauffahiges Programm umzusetzen. Mit dem in DAP2 behaeddasiswissen werden Sie
auch in der Lage seigut undeffizient zu programmieren, sowie die Qualitat Ihrer Losungen
zu bewerten. Was dies genau bedeutet, werden Sie im Lauldesung kennenlernen.

Hier nur ein kleines Beispiel, um Ihnen eine Vorstellungatazu geben:

Angenommen Sie haben nach Studienende eine Stellung aékfReber/in in

der Software-Branche inne. Sie erhalten die Aufgabe, diedank einer Fir-
ma neu aufzubauen, und erledigen das mit Ihrem Team. Nadig$telung

bendtigt jede Abfrage (z.B. nach einer Kundennummer) ddiriten.

Ihr grofRter Konkurrent oder lhre grof3te Konkurrentiny/dee den Stoff von
DAP2 verstanden hat, schreibt hingegen ein Programmudgsdé Abfrage nur
1 Sekunde benotigt, also 120 Mal so schnell ist. Das isnheftdtlich schlecht
fur Sie und lhre Zukunft in der Firma.

Wenn Sie hingegen zu den Studierenden zahlen, die sichgari#éthmen und
Datenstrukturen auskennen, dann sind Sie denjenigenbditar/inne/n aus der
IT-Branche, die das nicht beherrschen, schon ein groltek Straus.

Wir, die Algorithmen und Datenstrukturen lehren, bemihes, dass es in Zukunft mehr
Fachkrafte geben wird, die wissen, wie man gut und effizmogrammiert. Wir hoffen,
dass wir Sie dazu anregen konnen, dieses Wissen auch inedis Bmzusetzen.

Vil
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Wir hoffen Sie davon tiberzeugen zu konnen:
+ALGORITHMEN UND DATENSTRUKTUREN SIND SPANNEND"

und wiinschen lhnewviel Erfolg!

Petra Mutzel und das DAP2-Team
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Das ModulDatenstrukturen, Algorithmen und Programmierung 2 (DAB&%teht aus den
Lehrveranstaltungen:

e \orlesung DAP2 (4 SWS, 6 Credits)
o Ubungen zu DAP2 (2 SWS, 3 Credits)

e Praktikum zu DAP2 (2 SWS, 3 Credits)

Die Vorlesung DAP2 wird im Sommersemester 2009 von ProfPBetra Mutzel vom Lehr-
stuhl 11 (Algorithm Engineering) gehalten und findet diagstvon 12:15 bis 13:45 iAu-
ditorium Maximunund donnerstags von 14:15 bis 15:45 Uhrim HG 2/HS1 (Campud)No
statt.

Die Ubungen werden von Nicola Beume, Christian Bockermannijs@&mn Horoba, Ingo
Schulz, Dirk Sudholt und Christine Zarges durchgefuhds[Praktikum wird von Carsten
Gutwenger, Jurgen Mater, Wilfried Rupflin und Mouzhi Gearestaltet. Die wissenschaftli-
chen Mitarbeiter/innen werden von studentischen Tutofén unterstiitzt. Ansprechpartner
bei organisatorischen Fragen zu débungen sind Nicola Beume und Dirk Sudholt sowie
zum Praktikum Carsten Gutwenger.

Die Modulprtfung findet in Form eineKlausur am Freitag, dem 31. Juli 2009 in ver-
schiedenen Horsalen statt und dauert 90 Minuten. Der iNebmin ist Montag, der 5. Ok-
tober 2009. Voraussetzung zur Teilnahme an der KlausuflisStudierende im Bachelor-
Studiengang) dierfolgreiche Teilnahmeam Praktikum zu DAP1 sowie an déibungen
zu DAP2.

Detaillierte Informationen zWbungsablauf, Scheinkriterieflbungstests und Anmeldung
finden Sie auf den Folien zur ersten Vorlesung sowie auf enséfebseiten. Beachten Sie
bitte auch die aktuellen Informationen zu DAP2 auf unsem@mipage:

e Unsere Homepage:
http://1s11- ww. cs. uni-dortnmund. de/

iX
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e \orlesung DAP2:
http://1sl11-ww. cs.tu-dortnund. de/ peopl e/ beune/ dap2- 09/
dap2.j sp

e Ubung zu DAP2:
http://1sl11-ww. cs.tu-dortnund. de/ peopl e/ beune/ dap2- 09/
dap2u. j sp

e Praktikum zu DAP2:
http://1sl11-ww. cs.tu-dortnund. de/ peopl e/ gut weng/
DAP2- 09/ dap2p.j sp

Literaturliste

Das Skript kann und soll den Besuch der Vorlesung nicht seseEs dient als begleitende
Unterlage vorrangig dazu, einéfberblick Uber den behandelten Stoff zu gebgher das
Skript und die Vorlesung hinaus empfehlen wir, den Lehfstof Buchern zu vertiefen. Die
Vorlesung halt sich teilweise eng an Ausfuhrungen der diggelisteten Biicher.

T.H. Cormen, C.E. Leiserson, R.L. Rivest, C. Stein: Algorihmen - Eine Einfihrung
(2. Auflage, Oldenbourg Verlag 2007)
Dieses Buch gilt als Standardwerk auf dem Gebiet Datenstresk und Algorith-
men. Es erklart die Themen sehr schon und ausfihrlich kamth auch Uber den
Stoffumfang von DAP2 hinweg als Nachschlagewerk dienen.

R. Sedgewick: Algorithmen (2. Auflage, Pearson 2002)

Ein sehr anschauliches und gut zu lesendes Buch, dass saufobkeutsch als auch
auf Englisch erhaltlich ist. Diese (aktuelle) Ausgabedbesibt die Algorithmen — so
wie wir es auch in der Vorlesung tun werden — mittels Pseudecond umfasst den
gesamten Stoffumfang.

Es existieren vom selben Autor auch sehr ahnliche Wenkiedgtimmte Programmier-
sprachen, z.B. ,,Algorithmen in C++". Doch Vorsicht! Diesied in 2 Bande (Band 1 =
Teil 1-4, Band 2 = Teil 5) geteilt; in der Vorlesung behandeinden Stoff aus beiden
Banden!

T. Ottmann und P. Widmayer: Algorithmen und Datenstrukture n (4. Auflage, Spek-
trum Akademischer Verlag 2002)
Auch dieses Buch bietet einen sehr anschaulichen Einstidgei Thematik, ist aber
etwas mathematischer gestaltet.

Speziellere Literaturhinweise finden Sie ggf. am Ende d&peachenden Kapitel. Dartiber
hinaus steht es Ihnen natirlich frei, jedes andere gewigdech zum behandelten Stoff
auszuwahlen.
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Dankesworte

Das vorliegende Skript basiert auf dem Skript zu der bis 2894ler TU Wien von Pro-
fessor Dr. Petra Mutzel gehaltenen Vorlesukigorithmen und Datenstrukturefeile des
Originalskripts wurden aus einer Vorlage entnommen, die @onstantin Hellweg fur die
Algorithmen-Vorlesung von Professor Dr. Michael Jung#niversitat zu Koln, erstellt wur-
de. Bereits in Wien haben zahlreiche Mitarbeiter/innenni@ur Klau, Gabriele Koller, lvana
Ljubic, Gunther Raidl, Martin Schonhacker und René \Wlecher, sowie der Studienassis-
tent Georg Kraml) das Skript regelmal3ig tberarbeitet.dt€ DAP2 Vorlesung im SS2006
in Dortmund wurden grol3e Teile des Skripts von Petra Mutrel den wissenschaftlichen
Mitarbeitern Markus Chimani, Carsten Gutwenger und Kargtkein Gberarbeitet bzw. neu
geschrieben. Der Dank geht an alle diese zahlreichen Kaildgitarbeiter und Mitarbeite-
rinnen, die so zur Entstehung des heutigen Skripts entdehéibeigetragen haben.

Sollten Sie Anmerkungen zum Skript haben, sind wir dafiinkdbar. Verantwortlich fur den
Inhalt ist Professor Dr. Petra Mutzel.
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Kapitel 1

EinfUhrung

In diesem Kapitel klaren wir zunachst wichtige Begriffeevklgorithmus Datenstruktuund
Programmdie uns im Laufe des Skripts unentwegt begegnen werdennlveiterer Folge
Algorithmen spezifizieren zu konnen, verwenden wir sogetenPseudocode

Einer der wesentlichste Bereiche der Algorithmik ist dieese von Algorithmen, die wir in
Abschnitt 1.3 einfuhren werden. Ohne sie kdnnten wir welike Effizienz unserer Program-
me abschatzen, noch einen Vergleich zwischen zwei kotigyetaden Algorithmen ziehen.

1.1 Grundbegriffe

Algorithmus. Der Duden definiert einen Algorithmus alfechenvorgang, der nach ei-
nem bestimmten [sich wiederholenden] Schemauwbl, bzw. — fur den Bereich der mathe-
matischen Logik — algVerfahren zur schrittweisen Umformung von Zahlenreihen

‘ Rechenvorschrift ‘

Abbildung 1.1: Definition des Begriffs Algorithmus

Genauer besitzt ein Algorithmus eine Spezifikation vortigéh Eingabedaten, fuhrt eine
Berechnung gemal’ einer Rechenvorschrift durch, undiséhliel3lich ein wohldefinierte
Ausgabe (siehe Abb. 1.1). Weiterhin fordern wir, dass disdBeeibung eines Algorithmus
endliche GroRRe hat, und die Berechnung nach endlich vietdmitten terminiert.

Datenstruktur. Eine Datenstruktur ist ein Schema zur Reprasentationutehdinen Al-
gorithmus behandelten Daten.
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Programm. Nach dem bekannten Informatiker Nikolaus Wirth ist ein Paogm eine
,,konkrete Formulierung abstrakter Algorithmen, die saeh bestimmte Darstellungen wie
Datenstrukturen s$itzen”, d.h. die Summe aus Algorithmen und Datenstrukturen. Rrogr
merstellung und Datenstrukturierung sind untrennbamnandergreifende Themen.

Schliel3lich bleibt noch die Frage, wie wir ein Programm narstkllen konnen. Dies kann
auf mehrere Arten geschehen:

e als Text (Deutsch, Englisch,...)
e als Computerprogramm (C/C++, Java, Pascal, Haskell,. . .)

e als Hardwaredesign

In der Vorlesung bedienen wir uns einer vereinfachten Ar¢eProgrammiersprache:

Pseudocode. Pseudocode orientiert sich in der Regel an den weit vedbegitmperati-
ven Programmiersprachewon deren klassischen Vertretern wie C/C++ oder Java &iesi
schon gehort haben. In all diesen Sprachen finden sich hedete syntaktische Notwen-
digkeiten und Langatmigkeiten, die fur das Verstandmis @rundgedanken unwesentlich
sind. Pseudocode trifft ausgehend von diesen Sprachersdivereinfachungen, unter der
Pramisse, dass die Umsetzung von Pseudocode in eine rsi@¢mnde Programmierspra-
che eindeutig klar ist. Es existieren keine strikten Regealth denen Pseudocode spezifiziert
werden kann, aber die in diesem Skript vorkommenden Cddeteilten Ihnen einen Ein-
blick in den Umgang mit ihm geben.

Anmerkundl.1 Viele ,,lastige” Programmiertatigkeiten durfen atlergs nicht ausgelassen
werden. So darf man insbesondere laitfalisierungenund Spezifikation der Parametele
bei einem Programmaufruf Ubergeben werdet verzichten!

Beispiel 1.1.Pseudocode dient zum Beispiel dazu, derartige Struktueeginfacht auf-
zuschreiben:

C/Java Pseudocode
int tnp =1;
i =j; vertausche mit j
j = tnp;

for(int i=0; i<10; i++) {|for f:=A[0],...,A[]9] do
float f = Ali];
end for
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Hinweis 1.1 In der Ubung sowie zur Klausur kénnen natiirlich Aufgabenstejen vor-
kommen, in denen Sie einen Algorithmus in Pseudocode sgsmaenissen. Wenn Sie sich
unsicher sind wie stark Sie vereinfachen dirfen, schre@e tendenziell eher zu genau (al-
so sehr nahe an C, Java, etc.), als zu ungenau! Wenn Sie karelie Hilfsfunktionen bzw.
Hilfsdatenstrukturen benutzen durfen, wird dies in degéloe explizit vermerkt stehen.

1.2 Beispiel: Sortierproblem

Sortierproblem (informell)

Gegeben: eine Folge vom Zahlen(ay, as, . .., a,)

Gesucht: eine Umordnung der Elemente der Eingabefolge, so dassd{r d

neue Folg€a), a,, ..., al) gilt,dassa) < a), <...<a),

) N,

=

Jede konkrete Zahlenfolge ist eindnstanz des Sortierproblems, z.B. soll
(51,24,43,66,12,32) in (12,24,32,43,51,66) Uberfuhrt werden. Allgemein gilt, dass
eine Instanz eines Problems aus allen Eingabewerten bediehzur Losung benotigt
werden.

Ein Algorithmus zur Losung eines Problems héi@trekt wenn seine Durchfiihrung fur jede
maogliche Eingabeinstanz der Problems mit der korrektesg&be terminiert. Ein korrekter
Algorithmus lost also das gegebene Problem.

Wir werden im Laufe der Vorlesung verschiedene Algorithrkennenlernen, die das Sor-
tierproblem losen. Einer der einfachsten dieser Algangh wird alsinsertionSortezeich-
net, da der Grundgedanke auf einem sukzessiven Einfugemde nicht sortierten Elemente
in eine schon sortierte Teilfolge basiert.

Der Algorithmus hat die schone Eigenschatt, dass er uigenes Vorgehen im realen Leben
simuliert. Nehmen wir an, wie bekommen bei einem Kartengpkarten, die zu Beginn als
Stapel vor uns liegen. Zunachst nehmen wir die erste dicaeen auf die Hand. Da wir nur
eine Karte in der Hand halten, ist diese Teilmenge der Kastetiert. Nun nehmen wir die
zweite Karte, und fiigen sie vor oder nach der ersten Karntesei dass wir zwei Karten in
sortierter Reihenfolge in der Hand halten. Danach nehmedie/dritte Karte, und sortieren
sie in die schon sortierten Karten ein, usw. bis wir schie3hach dem Aufnehmen der
achten Karte alle Karten sortiert in der Hand halten.

Als Datenstruktur fur unser Sortierproblem bietet siam @nfached~eld (engl. Array) an,
d.h. eine Folge von Daten gleichen Typs, auf die wir einfachamem Index zugreifen
konnen. In diesem Skript fangen die Indizes eines Feldesveis nicht anders erwahnt —
immer bei 1 an.
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Eingabe: zu sortierende Zahlenfolge im Feltd(d.h. in A[1], ..., A[n])
Ausgabe: sortierte Zahlenfolge im Feld
1. procedure INSERTIONSORT(ref A)
2 var Zahl key
3 var Indizesk, i
4 for k:=2,....,ndo > Flgek-te Zahl ein
5: key := Alk] > Zwischenspeichern der einzufiigenden Zahl
6 1=k
7 while i > 1 and A[i — 1] > key do > Suchen der Position|..
8 Ali] .= Ali — 1] > Verschieben der zu groR3en Zahl nach rechts
9: 1i=1—1
10: end while
11: Ali] = key > Neue Zahl einfigep
12: end for
13: end procedure

Listing 1.1: Sortieren durch Einfugen.

Im Folgenden sehen wir das beschriebene SortierprograsiPsaiudocode Es ist darauf
zu achten, dass das Einfugen einer Karte an der richtigsiti®o nicht ganz so einfach
funktioniert wie in unserem Kartenspiel-Analogon. Wenrr die k-te Karte einsortieren
wollen, haben wir eine sortierte Teilfolgé1], ..., A[k — 1]. Soll diese neue Karte nun z.B.
zwischenA|[3] und A[4] eingefuigt werden, so miissen wir zunachst ,,Platz setigfin dem
wir die Teilfolge A[4], ..., A[k — 1] um einen Platz nach rechts an die Positiohen., k
schieben. Danach konnen wir die neue Karte an der nun f&dle4 einflgen.

Dieses Verschieben verbinden wir gleichzeitig mit der Sunhkch der richtigen Einfuge-
position: Wir verschieben, bei den grof3ten beginnenct jedrte immer um eine Position
nach rechts, solange diese Karte grof3er als die neu egende ist. Sobald wir eine Karte
betrachten die kleiner ist als die neue, haben wir alle gr&@fd Karten schon um eine Stelle
nach rechts verschoben und konnen die neue Karte einfafiigen.

Der Ablauf des Algorithmus bei Eingabe der Folg#l, 24,43, 66, 12,32) ist in Abbil-
dung 1.2 dargestellt.

IDie Bezeichnungef vor einem Parameter in der Parameterliste eines Algorighweist darauf hin, dass
dieser Parameter eReferenzparametést. Dadurch wird im Gegensatz zu einem herkdmmlichen péed-
meter auch ein Ergebnis zuriickgeliefert. In diesem Atganus wird im Referenzparametdrdas unsortierte
Feld als Eingabe erwartet und nach Beendigung das soffieldezuriickgeliefert.
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Index: 1 2 3 4 5 6 Index: 1 2 3 4 5 6
% N N N
k=2:151 4366|1232 k=5:124 43|51 66///%32
_ D

R NN
k=3:|24 | 51 %66 12132 k=6:112|24 |43 |51 66%
Y ~_
k=4:124 |43 | 51 %12 32 Fertig:| 12 /24 132 |43 |51 |66
(@)

Abbildung 1.2: lllustration von Insertion-Sort

1.3 Analyse von Algorithmen

Die Analyse von Algorithmen ist sehr eng mit dem Algorithraetwurf verbunden. Es geht
darum, die Gute bzw. Effizienz eines vorliegenden Algonitis festzustellen. Dabei kdnnen
uns verschiedene Mal3e interessieren:

e Laufzeit,

e bendotigter Speicherplatz,

e Anzahl der Vergleichsoperationen,

e Anzahl der Datenbewegungen, u.v.m.

Im Folgenden sind wir fast immer an der Laufzeit eines Algonius interessiert. Wir bedie-
nen uns dabei einem sogenanmtégschinenmodelblso einer vereinfachten Sichtweise auf
einen realen Computer. Das einfachste und gebrauctdidhaschinenmodell ist die soge-
nannterandom access machine (RANBje besitzt die folgenden Eigenschaften:

e Es gibt genau einen Prozessor, der das Programm sequeah&dbeitet.

Jede Zahl die wir in unserem Programm benutzen pal3t in eigiel&geinheit.

Alle Daten liegen in einem direkt zugreifbaren Speicher.

Alle Speicherzugriffe dauern gleich lang.

Alle primitiven Operationefendotigen konstante Zeit.

Unter primitiven Operationen verstehen wir
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Zuweisungend := b)

arithmetische Operationen (Addition, Subtraktion, Mullikation, Modulo-
Berechnung, Wurzelziehen,...)

logische Operationerafd, or, not,...)

Vergleichsoperationeng, >, #,...)

Befehle zur Ablaufsteuerungfthen-elseg ...)

Allgemein werden wir in diesem Skript annehmen, dass eimaifive Operation jeweils
eine Zeiteinheit in Anspruch nimmt.

Definition 1.1. Die Laufzeiteines Algorithmus ist die Anzahl der bei einer Berechnyng
durchgefuhrten primitiven Operationen.

Es ist klar, dass das Sortieren von 1000 Zahlen langer talsedas Sortieren von 10 Zah-
len. Daher beschreiben wir die Laufzeit Blsnktion der Eingabegif3e Beim Sortieren einer
n-elementigen Folge ist diese EingabegraBei einigen Sortieralgorithmen — unter ande-
rem InsertionSort — geht das Sortieren bei gleich langegdfofur eine ,,beinahe korrekt
sortierte” Folge schneller als fur eine absolut unsaxi€olge. Wir miissen also bei gleicher
Eingabegrol3e durchaus verschiedene Falle unterscheide

1.3.1 Best-Case, Worst-Case und Average-Case

Analysieren wir nun die Laufzeit von Insertion-Sort. Dazeisen wir zunachst jeder Zeile
des Algorithmus eine Laufzeit zu, die sich aus der Summe der in ihr enthaltenen primitiven
Operationen ergibt, und bestimmen, wie oft die Zeile atidygfvird.

Zeile Zeit Wie oft?
4 t4 n
5 t5 n—1
6 t6 n—1
7 tr D p—g Sk
8
9

ts D palsk—1)
to D palsk—1)
10 th ZZ:Q(Sk - 1)
11 tll n—1
12 t12 n—1
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Die Zeilen der Schleifenbedingungen (4 und 7) werden imrnrenal mehr ausgefihrt als
der Schleifenkorper selbst, da das Kriterium Uberpnigtden muss, um festzustellen, dass
die Schleife kein weiters Mal durchlaufen wird. Die Variab), bezeichnet die Anzahl der
Durchfuhrungen der Zeile 7 fur diete Zahl.

Daraus ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von:

T(n) = tin+ts(n—1)+ten—1)+t: > sp+tsy (se—1)+ta » (sp—1)
k=2 k=2 k=2

+t10 Z(Sk - 1) -+ tn(n — 1) + tlg(n — 1) =
k=2

= t4+(t4+t5+t6+t7+t11 —|—t12)(n— 1)+(t7+t8+t9+t10) (Sk — 1)
k=2

T'(n) wird auch aldaufzeitfunktion im bezeichnet. Wir erkennen allerdings, dass wir diese
Formel ohne Wissen um die Werte vep nicht weiter vereinfachen konnen, doch diese
sind von den Werten der Eingabefolge abhangig. In solcldlersind drei Fragestellungen
besonders interessant:

e Was ist die minimale Laufze{Best-Case€)
e Was ist die maximale Laufze{tWorst-Case€)

e Was ist die durchschnittliche Laufzéverage-Casé)

Best-Case-Analyse. Die Best-Case-Analyse misst die kiirzeste mogliche Leitiiioer al-
le moglichen Eingaben der Grofke Demnach ist der Best-Case also eumtere Schranke
fur die Laufzeit einer beliebigen Instanz dieser Grol3e.

Die Laufzeit ist dann am geringsten, wesnfur alle £ moglichst klein ist. Dieses Minimum
ware, wenn wir die Zeile 7 in jedem Durchlauf der ausserehlé&fe immer nur einmal
auswerten mussten, um festzustellen, dass die innereifechicht durchlaufen werden soll.
Doch kdnnen wir uns tatsachlich eine Zahlenfolge tlgentefir die diese Situation eintritt?
Wenn wir den Fall betrachten, dass die Eingabefolge schodem Aufruf des Algorithmus
korrekt sortiert ist, stellen wir fest, dass wir Zeile 7 tatklich immer nur einmal auswerten
mussen, da wir jedesmal feststellen, dass der Wert desqiri€leenents grol3er ist als der
grol3te der bisher sortierten Teilfolge. Daher gilt dape= 1 fur £ = 2,3, ..., n und es folgt
eine Laufzeit von
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n

Tbc(n) = i+ (t4 + s + 16 +tr + 111 + tlg)(n - 1) + (t7 +tg + tg + th) (1 - 1)
k=2

= (ta+ts+ts+1tr+tu +tio)n — (t5 +t6 + t7 + t11 + t12)

= an + b fur Konstanterz undb,

also eine lineare Funktion im.

Worst-Case-Analyse. Die Worst-Case-Analyse misst die langste Laufzeit Ubemaogli-
chen Eingaben der Grof3e Demnach ist der Worst-Case also ealeere Schrankéir die
Laufzeit einer beliebigen Instanz dieser Grol3e.

Unsere Laufzeitfunktion liefert umso grofRere Resultateso grofRer die Wertg, sind, d.h.
wenn die innere Schleife immer moglichst weit durch dasaumach vorne lauft. Eine Ein-
gabefolge die in genau umgekehrter Reihenfolge sortiebéswvirkt ein solches Verhalten:
Jedes neue Element ist kleiner als alle vorhergehenderdalmet miissen alle anderen Ele-
mente zunachst um eine Stelle nach rechts wandern, bevordasmneue Element an die
vorderste Position setzen kann. Die innere Schleife batdd immer erst durch die nicht-
erfullte Bedingung > 1 ab.

Das bedeutet, dasg = Lk fur k = 2,3, ..., n. Wir erinnern uns an die Gauss’sche Summen-
formel und wissen

n —1

n—l) n’> n
k= =— ——.
Z 2 2

k=2 k=1

3

Daraus folgt eine Laufzeit von

3

’fl2
Twc(n) = t4 -+ (t4 -+ t5 + t6 -+ t7 -+ t11 + tlg)(n — 1) -+ (t7 -+ tg + tg -+ th) (5 — —)

[\)

_ ([trtts e+t
2
—(t5 +tg + t7 + t11 + t12)

tr —ts —tg — 1
)n2+<t4+t5+t6+t11+tlz+ s 10)

= an® + bn + ¢ fir Konstanter, b undc,

also eine quadratische Funktiorrin

Average-Case-Analyse. Die Average-Case-Analyse misst die durchschnittlichefzeit
uber alle Eingaben der Grofée Es gibt Algorithmen, in denen der Average-Case erheblich
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besser als der ,,pessimistische” Worst-Case ist; es géstetienso Algorithmen bei denen
er genauso schlecht ist.

Average-Case-Analysen sind oft mathematisch weit aufigeals eine Best- oder Worst-
Case-Analyse. Das Hauptproblem besteht oft darin, dasssatadiesslich keinen ,,durch-
schnittlichen Fall” hat, sondern den Durchschnitt Ubée atdglichen Falle bilden muss.
Hinzu kommt, dass es oft keinen Sinn macht, diesen Durclisehs arithmetisches Mittel
zu berechnen! Im Allgemeinen folgen die in der Realitatr@i¢nden Eingaben einer nicht-
trivialen Verteilungsfunktiond.h. bestimmte Eingabemuster haben eine hohere Walmsche
lichkeit als andere. Da die Average-Case-Analyse flroheeslene Verteilungen durchaus
verschiedene Ergebnisse liefern kann, ist im Umgang mitiinmer Vorsicht geboten.

Bei unserem Insertion-Sort beruht der Ansatz der Analysaufadass jede mogliche Aus-
gangspermutation gleich wahrscheinlich ist. Der Einfattialber beschranken wir uns dar-
auf, dass kein Schlusselwert mehr als einmal vorkommtaBbten wir den Zeitpunkt, an
dem wir dask-te Elementy;, einsortieren mochten und analysieren, um wieviele Rogsti
wir a;, durchschnittlich verschieben missen. Da alle Ausganggtationen unserer Folge
gleich wahrscheinlich waren, wissen wir fur jedes schoiseitierte Element; (mit j < k),
dass die Falle; < a; unda; > a; gleich wahrscheinlich sind. Im Durchschnitt werden also
die Halfte der schon betrachteten Elemente kleiner, ua@ddere Halfte grof3er sein als

Wir wissen aber, dass die Elemente links v@rschon gultig sortiert wurden: Da wir beim
Einsortieren voru, genau alle Elemente abwandern, die gro3eaasnd, und beim ersten
Element abbrechen, das kleiner ajsist, folgern wir, dass im Average-Casg = % +1

gilt.
Setzen wir diesen Term in unsere allgemeine Laufzeitfonkein, errechnen wir zunachst

(k-1 1 ¢
- 4l)-1== —1).
S ()1
k=2 k=2
Diese Summe ist also genau halb so grof3 wie die der Worst-&zalgse. Dadurch erhal-
ten wir durch analoge Berechnungen abermals eine quathatid aufzeitfunktior?,.(n),
wenn auch mit kleineren Konstanten im VergleichZzy(n).

1.3.2 Asymptotische Schranken

Schon bei dem vergleichsweise sehr iberschaubarenitmsgott-Algorithmus merken wir,
dass die ausfuhrliche Laufzeitfunktion meistens zu umpfeich ist. Was uns tatsachlich in-
teressiert, ist das Wachstumsverhalten einer Laufzédtimm, d.h. um wieviel verlangert sich
die Laufzeit wenn sich die EingabegrolRe beispielsweisgoppelt. Desweiteren stellen wir
fest, dass die Laufzeit eines Algorithmus fur kleine Ingen in der Regel recht uninter-
essant ist — bei kleinen Eingaben ist der Algorithmus ohmelsichnell genug”. Wichtig
ist die Laufzeit wenn wir betrachten, dass die Eingabe imgnéRer wird, mathematisch
gesehen: gegen unendlich geht. Dies bezeichnen wasglsptotische Laufzeit
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Laufzeit
h(n
91 "

g(n)

f(n)

g

Abbildung 1.3: Laufzeitfunktionf(n), g(n), h(n) undg'(n)

Beispiel 1.2.Nehmen wir an, dass Fridolin, Gwendoline und Harlekin jésveinen Algo-
rithmus entwickelt haben, deren Laufzeitfunktior@n), g(n) bzw.h(n) sie in Sekunden
messen, wobef(n) = n + 3, g(n) = 2n + 1 undh(n) = 2n? (vgl. Abb. 1.3):

e Welcher Algorithmus ist der langsamste®uitiv halten wir f(n) und g(n) fur
schneller alsh(n), obwohl fur kleine EingabegrofRen die Situation umgekehrt
ist (siehe Abb. 1.3). Unsere Intuition stimmt, denn wir netesieren uns fur die
Laufzeitfunktion fur grof3es — kleinen sind vernachlassigbar. Wir sagen also

,.f (n) wachst langsamer algn)”

daf(n) < h(n) fur allen ab einem gewissem, (hier z.B. 3) gilt. Analoges gilt fur
g(n).

e Welcher Algorithmus ist der schnellstE® ist leicht zu sehen, dag$n) < g(n)
fur allen > 2. Doch nehmen wir an, dass Gwendoline sich einen schnel@ven
puter kauft; die Laufzeit ist jetzt nur noch halb so laptn) = 3(g(n)) = n + 3.
Wahrend vorher Fridolin als der Sieger erschien, so istGwendolines Algorith-
mus immer schneller. Wir erkennen: Eine Skalierung mit@ihk@nstanten Faktor
andert nichts an dem asymptotischem Wachstum. Daher sagen

,.f(n) wachst ungefahr gleich stark wi¢n)”

wennc g(n) < f(n) < cg(n) (@b einem gewissem) fur zwei Konstanter; und
Co g||t

Wir wenden nun die Erkenntnisse aus diesem Beispiel an, afodnalen Definitionen der
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0-, O-, und2-Notationen einzufuhren. Sie stellen die Standardbépeicgen fur Laufzeit-
analysen in der Informatik dar:

Definition 1.2. Seig : N — R* eine Funktion. Wir definieren die folgenden Mengen v
Funktionen:

O(g9(n)) = {f:N—=R"|(3Bcr,c2,n0 >0),(Yn = no) : c1g(n) < f(n) < cag(n)}
O(g(n)) = {f:N—=R"|(3c,no>0),(Vn=no) : f(n) < cg(n)}

Qg(n)) = {f:N—=R"|(Fe.,ng >0),(vn = no) : cg(n) < f(n)}

©(g(n)) ist also die Menge aller Funktionefi{n), fur die einc;, ¢, und einn, (alle positiv
und unabhéangig von) existieren, so dass fur alle> n gilt, dassc;g(n) < f(n) < cag(n).
D.h. ©(g(n)) ist die Menge aller Funktionen, die asymptotisch — bis audlikung mit
einem konstanten Faktor — gleich stark wachsengfig.

O(g(n)) ist die Menge aller positiven Funktiongitn ), fur die einc und einn, (beide positiv
und unabhangig von) existieren, so dass fur alte > n, gilt, dassf(n) < cg(n) ist. D.h.
f(n) ist durchcg(n) asymptotisch von oben beschrankt.

Q(g(n)) schliel3lich bezeichnet die entsprechende Menge von Famédif (n) fur diecg(n)
eine asymptotische untere Schranke ist.

Aus der Definition ist klar, dass jede Funktiondrig(n)) auch ein Element aus(g(n)) und
Q(g(n)) ist. Es gilt®(g(n)) = O(g(n)) N Qg(n)).

Wir benutzen die

e O-Notation fur eineoberen Schranke
o ()-Notation fuir einaunteren Schrankeind

e O-Notation fur die ,,genaue” Wachstumsrate einer Laufizektion.

Oft wird der Begriff ,()-Notation” auch fur die Gesamtheit der obigen Notationenuizt.

Anmerkundl.2 Man schreibtf(n) = ©(g(n)) anstelle vonf(n) € ©(g(n)); entsprechen-
des qilt fur dieO- und{2-Notation.



12

KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Beispiel 1.3.Wenden wir uns wieder Fridolin, Gwendoline und Harlekin zud @naly-
sieren formal die asymptotischen Laufzeiten ihrer Aldorien:

e Zunachst zeigen wir, dass fur Gwendolines Laufzgit) = ©O(n) gilt. Dazu

mussen wir Werte fue,, c; undng finden, so dass
cn <2n+1 < con furallen > ny.

Mit Division durchn > 0 erhalten wir

1) 1
(&1 S 24+ — S Co.

S

Da wir aus der Analysis wissen, da%snonoton fallend ist undlim% = 0 (fur
eine beliebige Konstant®, wissen wir auch:

(1) giltfurallen > 1, wennc; < 2.
(2) giltfurallen > 1, wenncy, > 3.

Also wahlen wir z.B.c; = 2, ¢ = 3 undng = 1, und die asymtoptisch lineare
Laufzeit ist bewiesen. Analog kbnnen wir zeigen, dAgs) = O(n).

FOr einen Beweis ist es also sehr wichtig, diese Konstanten, und n, auch
anzugeben. Naturlich missen diese Konstanten nichhdwaktes Losen der Glei-
chungssysteme bestimmt werden; grobe Abschatzungermygemereits. Beispiels-
weise kann man in diesem Beispiel auch die Weyte- % co = 50 undngy = 100
wahlen.

Nun zeigen wir, dass wir fur Harlekins Algorithmus keinedare obere Schranke
finden konnen, also dags$n) # O(n). Wir beweisen durch Widerspruch, d.h. wir
nehmen zunachst an, ddgs ) eine lineare Laufzeit garantieren kann. Dann musste
fur geeignete Konstanterundn, gelten:

0 < n®<enfirallen > n,.
Dividieren wir wieder durctn > 0 erhalten wir
0<n<cfurallen > nyg.

Wennn aber nun gegen unendlich strebt, werden wir nie eine Kotestaiinden
konnen, die diese Bedingung erfillt. Die Laufzeft:) kann also nicht durct(n)
nach oben beschrakt werden. Es lasst sich aber einfagbrgalas# (n) = O(n?).



1.3. ANALYSE VON ALGORITHMEN 13

Asymptotische Laufzeit von InsertionSort. Zunachst zeigen wir, dass die Worst-Case
Laufzeit von InsertionSort if(n?), also quadratisch ist. Wir wissen, ddss = an’+bn+c
mit a > 0 — wir wissen nichts tiber das Vorzeichen vioand ¢ — und missen also zeigen,

dass

en? < an® +bn + ¢ < con?

fur allen > ny und fur geeignete Konstanten c, undn, gilt. Durch Division durchn? > 0
erhalten wir

b c
a<a+ - + ESCQ'

Da aIIgemein% monoton fallend ist undim n% = 0 (fur beliebigesd und & > 0 gilt),

n—~0o0

mussen wir nur noch die Konstanten finden. Wahlennyiso, dass

b
o2 ().

Dann kdnnen wir; einfach alsg, undc, als2a wahlen. Das, b undc Konstanten sind, sind
auchc; und ¢, Konstanten, und dadurch ist die asymptotische Laufzeitdsam. Analog
konnen wir die Best-Case Laufzeit ndin) abschatzen. Ganz allgemein gilt:

an+ay = O(n)
2

agn® +an+ay = O(n?)

apn® +ap_ "'+ dan+ay = O(1nF)

Anmerkundl.3. Aus den asymptotischen Worst- und Best-Case Laufzeitand@wir nun
einige Schlussfolgerungen ziehen:

e Aus der Worst-Case Laufzeid(n?) folgt eine Laufzeit vorO(n?) fur beliebige Ein-
gaben.

e Aus der Worst-Case Laufzefi(n?) folgt nicht eine Laufzeit voro(n?) fur beliebige
Eingabe. So gilt ja z.B. bei Insertion-Sort eine Laufzeihe(n) falls die Eingabe
bereits sortiert ist.

e Aus der Best-Case Laufzéit(n) folgt eine Laufzeit2(n) fur beliebige Eingaben.

1.3.3 Weitere asymptotische Schranken
Zusatzlich zu den oben genannten drei Hauptnotationehrginh zwei weitere Notationen
interessant und gebrauchlich.

Wir wissen, das®(g(n)) alle Funktionen umfasst, die genauso schnell wachsery g
selbst. Die Meng®(g(n)) umfasst nicht nur diese Funktionen, sondern zusatzlich alle
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Funktionen die schwacher wachsen @ls). Analog umfassf)(g(n)) alle Funktionen die
mindestens so schnell wachsen wie).

Wenn wir dies analog zu den Vergleichsoperationen der isletssn Arithmetik betrachten,
konnten wir =" mit ©, ,,<” mit O und ,>" mit Q) vergleichen. In diesem Vergleich fallt
uns das ,,Fehlen” vons; und ,,>" auf. Deren Analoga werden wir nun einfuhren:

Definition 1.3. Seig : N — R™ eine Funktion. Wir definieren die folgenden Mengen vpn
Funktionen:

o) = {:8—r] i L o}
slom) = {£:n- o]t T — oo}

Dies ist aquivalent zu:

o(g(n)) = {f:N—=R"|(Ve>0),(Ing>0),(¥Yn>ng): f(n) <cg(n)}

w(gn)) = {f:N—=R"|(Ve>0),(3ng>0),(¥Yn>ng):cg(n) < f(n)}

Diese formal abschreckende Definition besagt, dass all&tiemen f(n) in der Menge
o(g(n)) (sprich ,,klein-0”) enthalten sind, bei denen die Divisimm f durchg eine Nullfol-
ge bildet, d.h. die Menge umfasst alle Funktionen die edmvacher wachsen alsselbst
(denn dann wird der Divisor schneller gro3er als der Dinatleind die Folge strebt gegen 0).
Die Mengew(g(n)) (sprich ,,klein-Omega”) ist analog so definiert, dass deeflinktionen
enthalt, die echt starker wachsen @(s) selbst.

Auf Grund dieser Definitionen gilt% bedeutet nur filr geschlossene Funktionen):

O(g(n)) = ©(g(n)) U olg(n))
O(g(n)) N o(g(n)) = 0
Qg(n)) £ B(g(n)) U wlg(n))
O(g(n)) N wlg(n)) = 0
f(n) € O(y(n)) < g(n) € Qf(n
f(n) €olg(n)) < g(n) €w(f(n))
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1.3.4 O-Notation in Termen

Manchmal sieht man Gleichungen, in denen die obigen NaotatizZ’orkommen, z.B.
2n® +3n +1=2n>+0(n) .

Dies bedeutet: es gibt eine Funktigfn) € O(n) mit 2n? + 3n + 1 = 2n* + f(n) (hier:
f(n) = 3n + 1). Die intuitive Bedeutung des rechten Terms der Gleichwshgdass die
Funktion im wesentlichen mitn? wachst, zu dem ,,nur” ein linear wachsender Anteil hin-
zukommt.

Entsprechend giltn? + ©(n) = ©(n?), denn es bedeutet formal
(Vf(n) € ©(n)) (3g(n) € ©(n*)) (¥n) 20° + f(n) = g(n).

Hinweis 1.2 Wir konnten also die Laufzeit von Gwendolines Algorithnfaosmal richtig
mit 2n + O(1) beschreiben. Allerdings ist digscht die richtige Antwort auf die Frage
nach der asymptotischen oberen Schrank@&-4Notation. Diese muss soweit gekirzt sein
wie moglich, d.h. in diesem FalD(n). Noch viel mehr ist auch von Schreibweisen wie
O(2n + 2) abzusehen.
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Kapitel 2

Abstrakte Datentypen und
Datenstrukturen

Fur den Entwurf eines guten Algorithmus ist die Verwendgegigneter Datenstrukturen
von grol3er Bedeutung. Haufig hat man in einem Algorithmeswlahl, fur die selbe Auf-
gabe unterschiedliche Datenstrukturen zu verwenden.istress sinnvoll, die Schnittstelle
einer Datenstruktur (also das, was die Datenstruktur keomXder eigentlichen Implemen-
tierung zu trennen. Datenstrukturen mit gleicher Scheitesskonnen dann innerhalb eines
Algorithmus problemlos ausgetauscht werden, der Algorith verwendet lediglich einen
abstrakten DatentyDie konkrete Realisierung dieses Datentyps, also die erdate Da-
tenstruktur, bestimmt die Laufzeit der einzelnen Operaig die auf dem Datentyp aus-
gefuihrt werden konnen. Insbesondere missen wir alsddyeAnalyse eines Algorithmus
immer wissen, welche Datenstrukturen verwendet werden.

Formal definieren wir die Begriffe abstrakter Datentyp uratdhstruktur wie folgt:

Definition 2.1. Ein abstrakter Datentyp (ADThesteht aus einem Wertebereich (d.h. eiper
Menge vonObjekten und darauf definierte@perationen Die Menge der Operationen bq
zeichnet man auch achnittstellales Datentyps.

Definition 2.2. Eine Datenstrukturist eineRealisierungozw. Implementierungines ADT
mit den Mitteln einer Programmiersprache (Variablen, Riomk Schleifen, usw.). Die Reali
sierung ist in der Regel nicht in einer konkreten Programspieiche sondern in Pseudocofle
verfasst.

Im folgenden Abschnitt zeigen wir am Beispiel des AB€&quencedass es verschiedene
Realisierungen eines ADT mit unterschiedlichem Laufaztalten der Operationen geben
kann.

17
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2.1 Der ADT Sequence

Der ADT Sequenceeprasentiert eine Folge von Elementen eines gemeins@meardtyps
(z.B. Zahlen, Zeichenketten, .. .). Der Wertebereich uedwbglichen Operationen sind wie
folgt spezifiziert.

Wertebereich: Der Wertebereich umfasst die Menge aller endlichen Folgessegege-
benen Grundtyps, den wir im Folgenden Mitlue Typebezeichnen. Wir schreiben eine Se-
quenceS mit n Elementen als

S ={ay,ag,...,a,).

Insbesondere bezeichngteine leere Sequence.

Operationen: SeiS = (ay,as, ..., a,),n > 0, die Sequence vor Anwendung der Operati-
on. Wir beschreiben die Operationen wnndem wir fur jede Operation definieren, welche
Parameter sie hat, was der Ruckgabewert ist, undbwiach der Operation aussieht.

e INSERT(ValueTyper, PositionType) : PositionType

Flgt ein Element vor dem Element an Positignin S ein und gibt die Position von

in S zurtick. Dabei ist ein Element des Grundtyps upeine Position in der Sequence
S. Wie eine Position beschrieben wird, hangt von der jegeili Implementierung
ab. Um ein Element am Ende der Liste einzufiigen, wird dieisfle Positionnil

angegeben.
Falls p = nil ist, dann istS nach Aufruf(a,...,a,,x), sonst sei; das Element
an Positiorp und S ist nach Aufruf(ay,...,a;_1,z,a;, ..., a,). Fallsp keine gultige

Position bezeichnet, dann ist das Ergebnis undefiniert.

e DELETE(PositionTypep)

Loscht das Element an Positipraus,S. Dabei istp # nil eine Position inS. Seia;
das Element an Positign Dann istS nach Aufruf{ay,...,a;_1,a;11,...,a,). Falls
p keine gultige Position bezeichnet, dann ist das Ergebrdgfiniert.

e GET(int ¢) : ValueType
Gibt das Element aitter Stelle vonS zuriick, wobei eine ganze Zahl ist. Falls <
i < nist, dann wirda; zuriickgegeben, sonst ist das Ergebnis undefiniert.

e CONCATENATE(Sequence’)

Hangt die Sequencg an S an, wobeiS’ ein Sequence vom gleichen Grundtyp Wie
ist. FallsS’ = (a},...,al,), dann istS nach dem Aufrufa, ..., a,,d),...,a ) und
S’ ist leer.
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Um den ADT Sequence zu realisieren, sind verschiedene Btat&turen moglich. Wir be-

trachten im Folgenden Realisierungen unter Verwendundretatern und verketteten Listen.
Anmerkund@.1l Der Einfachheit halber haben wir einige Operationen weggssan, die der

Datentyp Sequence unterstutzen sollte, insbesondertiénalitat die das Iterieren tber
alle Elemente der Sequence erlaubt. Erweiterungen digseinl meist recht einfach; wir
konzentrieren uns hier bewusst auf die oben beschriebdmatStelle, um Unterschiede im
Laufzeitverhalten der verschiedenen Realisierungeruaefgen.

2.1.1 Realisierung mit Feldern

Die einfachste Moglichkeit ist es, die Sequence in eineld Bezu speichern. Wir initialisie-
ren das Feld fumaxNElemente, wobei wir davon ausgehen, dass diese Anzahlictusne
ist. Graphisch lasst sich das wie folgt veranschaulichen:

1 23 I n maxN
A |a,|a,|a, a

A[i]

a

5 cee
1 n

Die Implementierung der Schnittstelle ist in Listing 2. kgksstellt. Eine Position innerhalb
der Sequence wird einfach durch den entsprechenden Feldiegrasentiert. Wichtig bei
der Implementierung eines ADTSs ist es, zunachstimlierne Repasentationgenau festzu-
legen, sowie anzugeben, wie digs#ialisiert wird. In unserem Fall setzten wir die Zal
der Elemente auf 0, wodurch wir anfangs eine leere Sequehaten.

Bei INSERT missen wir zunachst tberprifen, ob wir in dem Feld lidept noch gentigend
Platz haben, da wir ja die mogliche Anzahl der Element in $equence mitmaxN be-
schrankt haben. Danach schaffen wir durch Verschiebersdiailbereichs des Feldes Platz
fur das einzufigende Element. Analog missen wir beire verschieben. Der Einfach-
heit halber kodieren wir den Spezialfall= nil bei INSERT zum Einfugen am Ende der
Sequence durch=n + 1.

Hinweis2.1 Die Festlegung der FeldgroBexNist dann sinnvoll, wenn man eine geeignete
obere Schranke fir die Anzahl abzuspeichernder Elememtetkist das nicht der Fall, kann
man das Feld auch dynamisch vergrofRern, wenn es zu Klaineder man verwendet gleich
eine geeignetere Implementierung (siehe nachster Aldschn

2.1.2 Realisierung mit verketteten Listen

Eine alternative Implementierung fur den ADT Sequenceveadet einaloppelt verkettete
Liste Doppelt verkettete Listen lassen sich auf verschiedetenAealisieren, wir betrachten
hier eine ringformig verkettete Variante, die eine sebgahte Implementierung erlaubt.
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© x® N

10:

11:
12:

13:
14

15:
16:
17:
18:

19:
20:

21:
22:
23:

24:
25:

26:
27:
28:

29:
30:
31:

> Interne Reprasentation einer Sequence

var ValueTypeA[1l..maxN > Feld, das Elemente der Sequence enthalt
varint n > Anzahl der Elemente in der Sequence

> Initialisierung
n:=0

procedure INSERT(ValueTypex, int p) : int
if n = maxNthen throw Overflow Exception

for i :==n downto p do
Ali + 1] := Ali]
end for
Alpl ==
n:=n+1
return p
end procedure

procedure DELETE(int p)
fori:=p+1 tondo

Ali — 1] := A[i]
end for
n:=n-—1

end procedure

function GET(int 7) : ValueType
return A[i]
end function

procedure CONCATENATE(Sequencs’)
if n +S’.n > maxNthen throw Overflow Exception

fori:=1 to S'.ndo
Aln +i] .= 5" Ali
end for
ni=n+25n
S'n:=0
end procedure

Listing 2.1: Implementierung des Datentyps Sequence durch ein Feld.
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Ein Listenelementvir durch die StruktuListElementeprasentiert:

< —>
T value T
prev next

Sie besteht aus zwei Verweisen, je einem auf den Vorgangkeeinem auf den Nachfolger
in der Liste, sowie dem eigentlichen Wert, der in dem Elenadgtespeichert ist. Wir ver-
wenden einen Verweis auf ein Objekt vom TyistElementum eine Position in der Liste zu
bezeichnen. Die Liste selbst besteht lediglich aus einemv&is headauf das erste Element
in der Liste. Bei einer leeren Liste zeigéadaufnil. Eine Liste mit einem einzigen Element
sieht wie folgt aus:

heaa’.—» o al c
A

Sowohl der Verweis auf den Vorganger als auch der auf demfidlyer zeigen also auf das
Element selbst. Die Liste ist somit vorwarts und ricksamgformig verkettet. Insbeson-
dere zeigen die Verweise auf Vorganger und Nachfolgersdiitements niemals auil. Die
ringformige Verkettung wird besser deutlich, wenn wireeiniste aus mehren Elementen
ai, a9, as, ..., a, betrachten:

heade—p| a, ._4_—’—0 a, ._<_—>—0 a, e <o
7y

Es ist leicht zu sehen, wie eine Liste eine Sequence darsisling 2.2 zeigt die Definition
der verwendeten Datenstruktur und deren Initialisierwejche eine leere Sequence liefert.

Die OperationenNSERT und DELETE sind in Listing 2.3 dargestellt. Wenn wir ein neu-
es Listenelement anlegen, mussen wir natv Speicher fur ein Objekte vom TyjpstEle-
mentallozieren. Entsprechend muss dieser Speicher beim easgihes Elements ndelete
wieder freigegeben werden. Die Implementierungen an sskelhen im Prinzip nur aus ge-
schicktem Umsetzen der Vorganger- und Nachfolger-Veseei

Anmerkung2.2 Programmiersprachen wie Java versuchen dem Programrdesdreben
zu erleichtern, indem auf das explizite Freigeben vonnaw alloziertem Speicher verzich-
tet wird. Ein komplexer Mechanismus nameaarbage Collectiorsorgt dafiir, dass nicht
mehr Uber Verweise erreichbarer Speicher automatisaefyeben wird. Es ist in der Regel
nicht vorhersagbar, wie sich dieser Mechanismus auf dafzé#verhalten auswirkt. Wir
gehen grundsatzlich davon aus, dass effiziente Datemstewkund Algorithmen selbst fur
die Freigabe von Speicher verantwortlich sind!
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Ahnliches gilt fur die Implementierung vonaBICATENATE (siehe Listing 2.4). Die Elemen-
te der Sequencg’ werden einfach an das letzte Elemente der Sequence angeWachtig
hierbei ist, dass ddreadder Sequencé’ auf nil gesetzt wird, da sonst Listenelemente in
zwei verschiedenen Listen vorkommen wirden, was zu emm@nisistenz der Datenstruk-
tur fuhren kann. Ungunstiger gestaltet sich allerdingslthplementierung von 6r. Um
auf dasi-te Element der Sequence zugreifen zu konnen, misseniavitiste von vorne
durchlaufen, bis wir beintten Element angekommen sind.

2.1.3 Analyse der Laufzeit

Implementierung mit Feld. Bei der Initialisierung missen wir ein Feld nmitaxN Ele-
menten allozieren. Der Aufwand dafir kann je nach Progrearsprache und System unter-
schiedlich sein, und lasst sich nicht einfach abschéataén schreiben daher AllgmaxN

als die Zeit, die benotigt wird einen Speicherbereich deif3@max N zu allozieren. Al-

le weiteren Schritte der Initialisierung verursachen mumgtanten Aufwand. Offensichtlich
benotigt GeT(i) konstante Laufzeit. BeiNSERT(x, p) haben wir konstanten Aufwand plus
den Aufwand fur didor-Schleife, welche: — p + 1 mal durchlaufen wird. Im gunstigsten
Fall istp = n + 1 und die Schleife wird gar nicht durchlaufen, im ungungegsrFall ist

p = 1 und die Schleife wird» mal durchlaufen. Daher ergibt sich eine Best-Case Laufzeit
von ©(1) und eine Worst-Case Laufzeit véi(n).

Analog ergeben sich bei 2ETE(p) n — p Schleifendurchlaufe und die gleichen Laufzeit-
schranken wie beiNSERT. Bei CONCATENATE(.S”) hangt die Laufzeit einfach linear von
der Anzahl der Element i§’ ab, daher ist der Best- und Worst-Case @t + S".n). Der
Summand 1 ist erforderlich, da wir ja fitf.n = 0 konstanten Aufwand haben, und nicht
einen Aufwand von O.

Wir analysieren noch die Average-Case Laufzeit iig#RT(z, p). Wir nehmen an, dass alle
Positionerp = 1,...,n + 1 gleich wahrscheinlich sind, d.h. jeweils die Wahrschelmieit

1. > Reprasentation eines Listenelements

2: struct ListElement

3 var ListElement prev > Verweis auf Vorgange
4 var ListElement next > Verweis auf Nachfolge
5: var ValueType value > gespeicherter Wert
6

7

8

9

= =

: end struct

. > Interne Reprasentation einer Sequence
. var ListElement head
. > Initialisierung

10: head:= nil

Listing 2.2: Interne Reprasentation einer Sequence durch eine veikste.
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1
2 var ListElement; := new ListElement
3 g.value:=x
4 if head= nil then
5: head:= ¢.next:= q.prev:= ¢
6 else
7 if p = headthen head:= ¢
8 if p = nil then p := head
9: g.next:=p
10: q.prev:= p.prev
11: g.nextprev:= g.prevnext:= q
12: end if
13: return ¢

14: end procedure

15: procedure DELETE(ListElementp)

16: if p.next= p then

17: head:= nil

18: else

19: p.prev.next:= p.next

20: p.nextprev:= p.prev

21: if p = headthen head:= p.next
22: end if

23: deletep

24: end procedure

procedure INSERT(ValueTypex, ListElemenp) : ListElement

> Neues Listenelement anlege

> War Liste vorher leer

> hinten anfugen bedeutet vbeadeinfiigen

> Speicher fur Listenelement wieder freigeb

\1%
>

~NJ

Listing 2.3: Einfugen und Loschen in einer Sequence mittels verlattasten.

HLH haben. Ein Schleifendurchlauf bis zur Positiphenotigtn — p + 1 Zeit. Daher ist die
durchschnittliche Anzah¥(») von Schleifendurchlaufen

n+1

LS n-p+1)

S(n)

n+1

p=1

1 n
n+lz

1=0

1=

I (n+1)n _ n

n+1 2 2

Die Vereinfachungen in der zweiten Zeilen basieren auf @thstg der Summanden und
Anwenden der Gauss’'schen Summenformel. Daraus folgt,dlas&verage-Case Laufzeit
von INSERT O(n) ist. Analog zeigt man, dass auch die Average-Case LaufaaiDELETE

©(n) ist.
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1. procedure CONCATENATE(Sequenc&’)
2 if head= nil then

3 head:= S’ .head

4 else if S’ .head+ nil then

5: var ListElement first= S’ .head
6: var ListElement last= first.prev
7

8

9

headprev.next:= first
lastnext:= head
: first.prev:= headprev
10: headprev:= last
11: end if

12: S’.head:= nil > Sequence’ ist jetzt leer!
13: end procedure

14: function GET(int ) : ValueType
15: var ListElemenp := head
16: while i > 1 do

17: p = p.next

18: 1:=1—1

19: end while

20: return p.value

21: end function

Listing 2.4: Zugriff und Konkatenieren in einer Sequence mittels veedtet Listen.

Implementierung mit doppelt verketteter Liste. Die Laufzeitanalyse ist hier deutlich
einfacher. NSERT, DELETE und CONCATENATE benotigen offensichtlich nur konstante
Laufzeit. Andererseits mussen wir bee@:) die Liste bis zumi-ten Element durchlau-
fen. Das ergibt im Best-Case (fir= 1) eine Laufzeit vor9(1) und im Worst-Case (fur

i = n) eine Laufzeit vorO(n). Der Average-Case hat wie der Worst-Case eine Laufzeit von
©(n), wenn alle Positionen gleich wahrscheinlich sind (Nachnen!).

Diskussion. Tabelle 2.1 gibt nochmals einéfberblick Uber die Laufzeitenschranken. Wir
sehen, dass wir die Einfachheit der Implementierung mittaldern teuer erkauft haben.
Sowohl INSERT und DELETE wie auch @WNCATENATE benotigen bei Listen nur konstante
Laufzeit, wahrend wir selbst im Average Case bei Felderedre Laufzeit bzw. eine Lauf-
zeit linear in der Grol3e der anzuhangenden Sequence (0eC A ENATE) bendtigen. Le-
diglich der wahlfreie Zugriff auf ein Element @&-Operation) wird von Feldern effizienter
unterstutzt. Dartiber hinaus benotigt die Implemeuntigrdurch Felder (um einen konstanten
Faktor) weniger Speicher.

Wir folgern daraus, dass Listen dann vorzuziehen sind, wenrclemente an beliebiger
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Best-Case Average- und Worst-Case
Operation Felder | Listen | Felder | Listen
Initialisierung O(1)+Alloc(maxN | ©(1) O(1)+Alloc(maxN | ©(1)
INSERT(x, p) O(1) O(1) O(n) O(1)
DELETE(p) O(1) O(1) O(n) O(1)
GET(7) O(1) O(1) O(1) O(n)
CONCATENATE(S") | ©(1 + S'.n) o) |1 +5n) O(1)

Tabelle 2.1:Laufzeiten der beiden Realisierungen des ADT Sequence.

Stelle in einer Folge einfigen oder loschen wollen, undmght unbedingt auf Elemente

Uber ihren Index zugreifen mussen. Wir werden im folgendéschnitt Datentypen ken-

nen lernen, die ebenfalls Folgen von Elementen verwaleglogh nur eine eingeschrankte
Schnittstelle unterstiitzen miuissen. Dadurch wird didémgntierung mit Hilfe von Feldern

wieder effizient moglich sein.

2.2 Stacks

Einer der fundamentalsten Datentypen ist 8trck(dt. StapelspeicheKellerspeichey. Ein
Stack unterstitzt im Wesentlichen nur zwei OperationeanMann Elemente oben auf den
Stack drauflegen und das oberste Elemente entfernen. Kk ‘@tdeitet” also im Prinzip
wie ein Stapel Papier auf dem Schreibtisch. Aufgrund sefubeitsweise wird ein Stack
auch ald_IFO-Speicher(Last-In, First-Out) bezeichnet.

Trotz der sehr eingeschrankten Funktionalitat wird elid3atentyp sehr haufig verwendet,
z.B. zur Verwaltung des Prozedurstacks von Programmenb&ider Auswertung von arith-
metischen Ausdriicken. Die Schnittstelle wird wie folgtiniert.

Wertebereich: Ein Stack ist eine Folg& = (a4,...,a,) von Elementen des gleichen
GrundtypsvalueType

Operationen: SeiS = (a4, ..., a,) der Stack vor Anwendung der Operation.

e ISEMPTY() : bool
Testet, ob der Stack leer ist. Giptie zuruck, fallsS = (), sonstfalse

e PusH(ValueTyper)
Legt ein neues Elementeauf den Stack. Die neue Folge ist, . . ., a,, ).
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e POP() : ValueType

Gibt das oberste Element des Stacks zurtick und entferRaiblsn > 0, dann wirda,,
zuriickgeben und die neue Folge(st, . . ., a,_1), sonst ist das Ergebnis undefiniert.

Gerade die eingeschrankte Funktionalitat erlaubt esabes, sehr effiziente Implementie-
rungen anzugebeAhnlich wie beim Datentyp Sequence betrachten wir Realisigen mit
Feldern und verketteten Listen.

Realisierung durch Felder. Genauso wie bei der Realisierung einer Sequence durch Fel-
der speichern wir einen Stack in einem Feld ab:

1 2 3 .. n maxN
A |a,|a,|a, a

n

Wir missen also wiederum eine geeignete obere SchrardsN bei Initialisierung des
Stacks kennen. Da wir aber nicht mehr mitten im Feld Einfiilgad Loschen missen,
konnen wir uns das ineffiziente Verschieben von Teilbémicersparen. Wir missen le-
diglich am Ende ein Element hinzufugenu$H) oder wegnehmen (). Die vollstandige
Implementierung ist in Listing 2.5 angegeben.

Realisierung durch Listen. Die Realisierung durch Listen gestaltet sich ebenfallfaein
cher als bei der Sequence. Wir benotigen lediglich eintaeimverkettete Liste (ein Lis-
tenelement besitzt nur einen Verweis auf seinen Nachfpliér verzichten auch auf eine
zyklische Verkettung, d.h. der Nachfolgerverweis destégtZlements zeigt aufil. Sche-
matisch stellt sich das wie folgt dar:

gy
a}’l

head o—»

R
X4—o |4
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1: > Interne Reprasentation des Stacks

2: var ValueTypeA[l..maxN > Feld, das Elemente des Stacks enthalt
3:varint n > Anzahl Elemente im Stack
4: 1 Initialisierung

5 n:=0 > leerer Stack

6: function ISEMPTY( ) : bool

return n =0
8: end function

N

9: procedure PusH(ValueTypex)

10: if n = maxNthen throw Overflow Exception
11: n:=n+1

122 An]:==z

13: end procedure

14: function Popr( ) : ValueType
15: if n = 0 then throw Underflow Exception

16:  var ValueTyper := A[n]
17: n:=n-—1

18: return x

19: end function

Listing 2.5: Implementierung des ADT Stack durch ein Feld.

| Operation | Felder | Listen |
Initialisierung ©(1)+Alloc(maxN | O(1)
ISEMPTY/() O(1) O(1)
PusH(z), PUT(z) O(1) O(1)
PoP(), GET() O(1) O(1)

Tabelle 2.2:Laufzeiten der beiden Realisierungen von Stacks und Queues

Da wir nur noch am Anfang der Liste einfugen und entfernerssen, vereinfacht sich auch
die Implementierung, welche in Listing 2.6 zu sehen ist.

Laufzeitanalyse. Die Laufzeiten der einzelnen Operationen sind im Worst- imd3est-

Case immer konstant (bis auf die Initialisierung bei Verdiamg von Feldern); siehe Tabel-
le 2.2. Jedoch ist die Variante mit Feldern dann vorzuzietvemn man eine gute Maximal-
zahl fur die Elemente kennt, da diese Implementierungrhieh auf einem realen Rechner
immer schneller ist als die Variante mit Listen, welche dyisth Speicher allozieren muss.
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10:
11:

12:
13:

14:
15:
16:
17:

18:
19:

20:
21:

22:
23:

24
25:

O N ou hwbhke

struct SListElement
var SListElement next > Verweis auf Nachfolge
var ValueType value > abgespeicherter We
end struct

> Interne Reprasentation des Stacks
var SListElement head > Anfang der Liste

> Initialisierung
head := nil > leerer Stack

—_ =

function ISEMPTY( ) : bool
return head= nil
end function

procedure PusH(ValueTypex)
var SListElemenp := new SListElement

p.value:= x
p.next:= head
head:= p

end procedure

function Por() : ValueType
if head= nil then throw Underflow Exception

var SListElemenp := head
var ValueTyper := p.value

head:= p.next
deletep

return z
end function

Listing 2.6: Implementierung des ADT Stack durch eine Liste.

2.3 Queues

Im Gegensatz zu Stacks arbeit@ueues(dt. Warteschlangennach demFIFO-Prinzip
(First-In, First-Out). Das kann man sich wie eine Schlangreder Kinokasse vorstellen. Es
wird immer derjenige als nachstes bedient, der auch zdarstar. Als Operationen stehen
entsprechend Einfugen am Ende und Entfernen am Anfangueuéxur Verfugung. Queu-
es verwendet man also dann, wenn eingehende Daten auclsén Rieihenfolge verarbeitet
werden sollen.
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Wertebereich: Eine Queue ist eine Folge = (a4, ..., a,) von Elementen des gleichen
GrundtypsvalueType

Operationen: Sei@ = (aq, . .., a,) die Queue vor Anwendung der Operation.

e ISEMPTY() : bool

Testet, ob die Queue leer ist. Gintie zuriick, falls@Q) = (), sonstfalse

e PuT(ValueTyper)

Fugt ein neues Elementein die Queue ein. Die neue Folge {gt, . . ., a,, ).

e GET() : ValueType

Gibt das erste Element der Queue zuriick und entfernt ds..FFat 0, dann wirda,
zurickgegeben und die neue Folgg(ist . . . , a,,), sonst ist das Ergebnis undefiniert.

Realisierung durch Felder. Um Queues mit Feldern effizient implementieren zu konnen,
mussen wir etwas trickreicher vorgehen als bei Stacks. DawAnfang entfernen und am
Ende einfligen, jedoch nicht komplette Teilbereiche waedzen wollen, missen wir uns die
Queue zyklisch im Feld gespeichert vorstellen:

\
v
123 .. o
A lala a,|a,|a,|a,|a;
back front

Der Anfang der Queudrpnt) kann sich an beliebiger Stelle im Feld befinden; falls die-El
mente der Queue “Uber das Ende hinausgehen”, dann wircbtie Einfach am Anfang des
Feldes fortgesetzt. Das Ende der Queue wird dbeztkgekennzeichnet, was genau genom-
men auf ein Element hinter dem letzten Element der Queud @hgt wird als nachstes
eingefiigt). Um korrekt aublber- und Unterlauf testen zu kdnnen, benétigen wir eild Fe
der GroRamaxN+ 1, d.h. ein Element des Feldes ist immer unbenutzt. Die kotteplieple-
mentierung befindet sich in Listing 2.7.
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7: function ISEMPTY( ) : bool

10:
11:
12:

13:
14

15:
16:

17:
18:

19:
20:

> Interne Reprasentation der Queue
var ValueTypeA[l..maxN+ 1]
var int front

> Feld, das Elemente der Queue ent

halt

> Index von erstem Element der Queue

o g hrwnNRE

var int back > Index nach letztem Element der Queue
> Initialisierung
front := back:= 1 > leere Queue

return front = back
end function

procedure PuT(ValueTypex)
Alback =z
if back= maxN+ 1 then back:= 1 elseback:= back+ 1
if front = backthen throw Overflow Exception

end procedure

function GET( ) : ValueType
if front = backthen throw Underflow Exception

var ValueTyper := Alfront]
if front = maxN+ 1 then front := 1 elsefront := front + 1

return x
end function

Realisierung durch Listen.

Listing 2.7: Implementierung des ADT Queue durch ein Feld.

Die Realisierung von Queues durch Listen gestaltet sich ah

lich wie bei Stacks, nur das wir zusatzlich einen Zetgdrauf das Ende der Liste benotigen.

<:| a,| e a,| > a,| «»--|a,,| «»a, o—->><(::|

head tc‘z’il

Interessanterweise reichen uns auch dabei einfach vetdetisten aus und die Implemen-
tierung ist recht einfach (siehe Listing 2.8). Das Laufzgihalten ist dementsprechend wie
bei Stacks (siehe Tabelle 2.2).
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1: > Interne Reprasentation der Queue

2. var SListElement head > Anfang der Liste
3: var SListElement tail > Ende der Liste
4: 1 Initialisierung

5. head := tail := nil > leerer Stack
6: function ISEMPTY( ) : bool

return head= nil
8: end function

N

9: procedure PuT(ValueTypex)
10: var SListElemenp := tail

11: tail := new SListElement
12: tail.value:= z; tail.next:= nil

13: if head= nil then head:= tail elsep.next:= tail
14: end procedure

15: function GET() : ValueType
16: if head= nil then throw Underflow Exception

17: var ValueTyper := headvalue
18: var SListElemenp := headnext

19: deletehead
20: head:= p

21: return «
22: end function

Listing 2.8: Implementierung des ADT Queue durch eine Liste.

2.4 Dictionaries

Ein sehr leistungsfahiger Datentyp ist d@ictionary (dt. Worterbuch). Ahnlich wie bei ei-
nem Englisch-Deutsch Worterbuch werden dabei bestim®taiiisseln (englische Worter)
Werte (deutschBlbersetzungen) zugewiesen. Der Datentyp erlaubt es, eévem Schliissel
mit assoziiertem Wert in den Dictionary einzufiigen, $iskEl inklusive ihnrem Wert zu ent-
fernen, sowie zu einem Schlissel den assoziierten Weliznachlagen.

Formal definieren wir die Schnittstelle eines Dictionarigémdermal3en:

Wertebereich: Ein DictionaryD ist eine RelatiorD C K xV, die jedemk € K hochstens
einv € V zuordnet. Die Elemente voli werden als Schliissel und die Elemente Voals
Werte bezeichnet.
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Operationen: Sei(@ der Dictionary vor Anwendung der Operation.

e INSERT(K k,V v)

Flgt einen neuen Schliisgeinit Wertv in den DictionaryD ein oder andert den Wert
eines vorhandenen Schlussklaufv. Falls einv’ € V' existiert mit(k,v") € D, dann
ist der neue DictionaryD \ {(k,v")}) U {(k,v)}, sonstD U {(k,v)}.

e DELETE(K k)

Entfernt einen Schliussglaus dem Dictionary. Falls einv € V' existiert mit(k, v) €
D, dann ist der neue Dictionady \ {(k, v)}, sonstD.

e SEARCH(K k) :V U {undef}

Gibt den beim Schliissél gespeicherten Wert zurtick. Falls eine V' existiert mit
(k,v) € D, dann wirdv zuriickgegeben, sonst witthdef zuriickgegeben.

Das Problem, eine Datenstruktur mit moglichst effizieritaplementierungen fur die Ope-
rationen eines Dictionary zu finden, nennt man\désterbuchproblemUnsere Aufgabe ist
es nun, effiziente Implementierung dafur zu finden.

Eine triviale mogliche Realisierung des Datentyps Winteh verwendet eine doppelt ver-
kettete Liste. Offensichtlich konnen wir durch linearegr€hlaufen der Liste die Operation
Searchimplementieren. Das hat allerdings eine Laufzeit @m), wennn die Anzahl der
Elemente im Dictionary ist. Damit konnen wir dann augéleteund Insertin O(n) Zeit
implementieren (auch bénsertk, v) mussen wir zunachst nach dem Schlugsslichen,
damit nicht zwei Werte fuk im Dictionary enthalten sind). Fur groRe Datenmengen sind
diese Laufzeiten aber viel zu ineffizient

Im Kapitel 4 werden wir sehen, dass man den Aufwand fur apjer@tionen auf (logn)
verringern kann, indem man balancierte binare Suchbawmeendet (siehe Abschnitt 4.3).
Andert sich die Datenmenge fast nie, d.h. wir haben fasSearchOperationen, dann kann
man die Schliussel auch sortiert in einem Feld verwaltenmdHilfe von Binarer Suche
in O(logn) Zeit suchen (siehe Kapitel 4.1). Unter gewissen Bedingnrigean man das
Worterbuchproblem sogar in nahezu konstanter Zeit |§sieme Hashing-Verfahren in Ka-
pitel 5).

2.5 Priority Queues

Eine Priority Queue (dt. Prioritatswarteschlange) védigtaine Menge von Elementen, die
jeweils eine Prioritat haben. Die Prioritaten selbstisius einer linear geordneten Menge.
Neben dem Einfligen und Loschen von Elementen erlaubBeingty Queue den effizienten
Zugriff auf das Element mit minimaler Prioritat. Priori@Queues sind wesentliche Bestand-
teile von Netzwerkalgorithmen (siehe Abschnitt 6.6.1) gedmetrischen Algorithmen.
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Wertebereich: Ein Priority Queues ist eine Multi-Menge von Paardp, v) € P x V', wo-
bei P eine linear geordnete Menge von Prioritaten Wihdine beliebige Menge von Werten
ist.

Operationen: Sei S die Priority QueueAhnlich wie beim ADTSequenceerweisen wir
mit einem Element vom TypositionTypeuf ein Element irf.

e INSERT(P p,V v) : PositionType
Fugt ein neues Elemefy, v) in S ein und gibt den Verweis darauf zurtick.

e DELETE(PositionType pos
Loscht das Element if, auf dagposverweist.

e ISEMPTY() : bool
Gibt true zurtick, wennS = (), falsesonst.

e PRIORITY(PositionType pos: P
Gibt die Prioritat des Elements zuriick, auf g@sverweist.

e MINIMUM () : PositionType
Gibt den Verweis auf ein Element mit minimaler Prioritatdrzuriick.

e EXTRACTMIN() : P x V
Gibt die Prioritat und den den Wert eines Elementessimit minimaler Prioritat
zurick und entfernt es aus

e DECREASEPRIORITY (PositionTypepos, P p')

Setzt die Prioritat des Element@s v), auf dagposverweist, aufp’. Dabei darfy’ nicht
grol3er sein alg.

Wir werden im Abschnitt 3.1.6 eine effiziente Implementiegwon Priority-Queues kennen
lernen.
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Kapitel 3

Sortieren

Sortieren ist ein klassisches Problem sowohl der theatedis als auch der angewandten
Informatik. Bei der Verwaltung grof3er Datenmengen ist daiti&en von Zahlen oder Ob-
jekten im Rechner eine einfach erscheinende, aber denneatithehrliche Aufgabe. Das
Ziel beim Sortierproblem ist es, Datensatze, die Ubegre{oder mehrere) Schlissel charak-
terisiert sind, in eine nach den Schlusselwerten geoedRethenfolge zu bringen. Haufig
taucht das Sortierproblem als Teilproblem von praktisohefgabenstellungen auf, deshalb
ist eine solide Kenntnis der grundlegenden Eigenschagernetschiedenen Sortieralgorith-
men fur Informatiker unerlasslich. Da das Sortieren eigignifikanten Teil der Rechenzeit
fur die Losung vieler Aufgabenstellungen beanspruciht, s eine Vielzahl von Ansatzen,
um moglichst effiziente Sortieralgorithmen zu entwickelinerbei spielen auch die verwen-
deten Datenstrukturen eine wichtige Rolle. Vielfach werlfeengen nur einmal sortiert und
dann standig in sortierter Reihenfolge gehalten, walnedié effiziente Umsetzung eine ent-
sprechende Datenstruktur benotigt wird. Neben der Rexghiegkann, gerade bei sehr grof3en
Datenmengen, der zusatzlich zur Eingabegrof3e bee@igeicher oder die Moglichkeit der
Ausfuhrung auf externem Speicher ein wichtiges Kriteribender Auswabhl eines geeigne-
ten Sortieralgorithmus sein.

Formal kdnnen wir daSortierproblenwie folgt beschreiben:

Sortierproblem

Gegeben: Folge von Datensatzensy, ss,...,s, mit den Schlusselp
k1, ko, ..., k,, auf denen eine Ordnungsrelatipn” definiert ist

Gesucht: Permutationr : {1,2,...,n} S {1,2,...,n}, so dass die Um}
ordnung der Datensatze gemaltlie Schliissel in aufsteigende
Reihenfolge bringtk, 1) < ko) < ... < ke

Mit dieser Beschreibung ist nicht festgelegt, wie die Datgre und Schlissel aufgebaut
sind und wie wir die Effizienz eines Verfahrens messen kiinira Weiteren arbeiten wir

35
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(sofern nichts anderes gesagt wird) auf einem Array, dé&.Oftensatze der Folge sind
in einem FeldA[l],..., A[n] gespeichert. Die Schlussel sind folgendermalRen ansprech
bar: A[1].key, . .., A[n].key. Jeder Datensatz beinhaltet ein zusatzliches Informsitd, das
Uber A[l].data . .., A[n].dataansprechbar ist. Dieses Informationsfeld kann im Allgemei
nen sehr grof3 sein und kann beliebige Zeichen enthaltengiziBg, integer, ...). Nach dem
Sortieren gilt:

A[l].key< A2.key< ... < A[n].key.

Laufzeitmessung. Statt alle primitiven Operationen zu zahlen, interessiexir uns hier
jeweils fur zwei besondere Charakteristika:

e Anzahl der durchgefuhrten Schliisselvergleiche und

e Anzahl der durchgefuhrten Bewegungen von Datensatzen.

Da sich durch die in der Eingabe gegebene Anordnung der Elersgynifikante Unterschie-
de der Laufzeit ergeben kdonnen (Algorithmen konnen sickall einer, fast sortierten® Fol-
ge z.B. besser oder auch schlechter verhalten), analgsieralie Algorithmen jeweils fur
den Best-Case, den Worst-Case und einige Algorithmen ducleh Average-Case uber alle
n! moglichen Anfangsanordungen.

Die Laufzeitfunktionen fur die Schlusselvergleiche endeweiligen Fallen sind,.s (1),
Cuorst(n) UndCayg(n), wobeiC fur Comparisonsteht. Fur die Bewegungen sind es dement-
sprechend/pes; (1), Myorst (n) undMayg(n), wobeilM fur Movementsteht. Die Laufzeit des
Algorithmus, wenn wir uns weder auf Vergleiche noch auf Bgwegen beschranken, wird
in der Regel dem Maximum dieser beiden Werte entsprechen.

Wir betrachten bei unseren Analysen immer den Fall, dasSahi#issel paarweise verschie-
den sind. Sind die Informationsfelder der Datensatze gedf$, dann ist jedes Kopieren der
Daten (d.h. jede Bewegung) sehr aufwandig und zeitinteDsishalb erscheint es manchmal
gunstiger, einen Algorithmus mit mehr Schlisselveddien aber weniger Datenbewegun-
gen einem anderen Algorithmus mit weniger Schliisseleaigen aber mehr Datenbewe-
gungen vorzuziehen.

Fur Sortierverfahren gibt es unabhangig von ihrer Effizieinige relevante Eigenschaften.

In situ.  Wenn ein Sortieralgorithmus zusatzlich zur Eingabe, atsea einem Feld von
Zahlen, hochstens konstant viel zusatzlichen Speicaedtigt, nennt man ihn auch situ
(for Sortieren,am Platz “, manchmal audh placegenannt).

Anmerkung3.1 Es gibt auch Definitionen dieser Eigenschaft, die logangichmviel Platz
erlauben.
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Adaptiv. In der Praxis hat man selten wirklich zufallige EingabeuHg sind die Ein-
gabeinstanzen schon teilweise vorsortiert (wobei wir hieht auf die verschiedenen Ma-
3e eingehen wollen, mit denen man diese Vorsortierung )nisstige Sortieralgorithmen
konnen diese Vorsortierung derart ausnutzen, dass gietEitiizienz steigert. Wir nennen
ein Sortierverfahreadaptiy, wenn es auf einer fast sortierten Eingabe asymptotisaiesch
ler lauft als auf einer unsortierten Eingabe.

Stabil. Ein Sortierverfahren heif#tabil, wenn in der sortierten Reihenfolge die aus der
Eingabe gegebene relative Reihenfolge der Elemente mihglen Schlissel beibehalten
wird, d.h., steht ein Element mit dem Schlissel in der Eingabe vor einem Elemesyt

mit dem Schlissel, so steht; auch in der sortierten Ausgabe vgr

Intern/Extern.  Geht das Verfahren davon aus, dass alle Daten wahrend dés&ts im
Hauptspeicher gehalten werden konnen, so spricht manimeménternenSortierverfahren,
werden Daten hingegen auf externen Speicher ausgelagecthtanan von einenexternen
Sortierverfahren. Algorithmen konnen fur diese Faleanschiedlich gut geeignet sein; dies
wird in Abschnitt 3.3 genauer besprochen.

Im Folgenden werden die wichtigsten Sortieralgorithmergestellt.

3.1 Allgemeine Sortierverfahren

Allgemeine Sortierverfahre(auchvergleichsorientierté/erfahren genannt) setzen ausser
der Vergleichbarkeit von Schliisseln in konstanter Zeih Réorwissen tber die zu sortie-
renden Daten voraus. Insbesondere nutzen sie kein Wissardie Struktur und die arith-
metischen Eigenschaften der zu sortierenden SchlisBeldass diese aus einem endlichen
Intervall ganzer Zahlen kommen oder ahnliches.

3.1.1 Insertion-Sort

Der Algorithmus fur Insertion-SortSortieren durch Eirifger) wurde bereits in den Ab-

schnitten 1.2 und 1.3 behandelt, wobei wir auch den Aufwasrédhnet haben. Wir holen
daher an dieser Stelle nur noch die Aufteilung dieses Aufisan Schliisselvergleiche und
Datenbewegungen nach.

Der einzige Schlusselvergleich findet sich in Zeile 7 vostinig 1.1. Aus der Analyse in
Abschnitt 1.3 wissen wir, dass diese Zeile im Best-Gage) mal durchlaufen wird, wahrend
sie im Worst-Cas®(n?) mal bearbeiten werden muss. Daher gilt:

Chest(n) = O(n)  und  Cyorst(n) = O(n?).
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Im Mittel ist die Halfte der vorangehenden Elemente gridde dask-te Element, deshalb
unterscheidet sich der Average-Case nur um eine KonstantéNorst-Case und es gilt

Cuvg(n) = O(n?).

Fir die Analyse der Datenbewegungen mussen wir uns Zeigs &lgorithmus 1.1 betrach-
ten, die sich in der inneren Schleife befindet (Zeilen 5 uneigeben linearen Aufwand.
Damit ergibt sich wie zuvor aus den bereits berechnetenzedtfiinktionen:

Myest(n) =0O(n)  und  Myo(n) = Maye(n) = O(n?).

Diskussion von Insertion-Sort.

Worst-Case LaufzeiD (n?)

e Insertion-Sort ist ein stabiles Sortierverfahren, dastinarbeitet.

e Der Algorithmus profitiert davon, wenn die Eingabe schon&uennd sortiert ist, da
die Laufzeit direkt von der Zahl der Inversionen abhangs st die Anzahl der Ele-
mente links von einem Element an Stellalie groer sind als dieses Element. Er ist
also adaptiv.

e Insertion-Sort ist einfach zu implementieren und wird, daef kleinen Eingaben sehr
effizient arbeitet, in der Praxis als Subroutine fur andodierverfahren zur Bearbei-
tung kleiner Teilprobleme eingesetzt.

e Die Suche nach der Einfugestelle kann durch binare Sistbled Kapitel 4) verbessert
werden.

3.1.2 Selection-Sort

Selection-Sort$ortieren durch Auswalst ein weiterer einfacher Sortieralgorithmus. Wie
Insertion-Sort geht er davon aus, dass die Folge links vorakuuellen Positiory bereits
sortiert ist. Bei Insertion-Sort wird nun jeweils das Elerhan der Positior in die bereits
sortierte Teilfolge eingeordnet, indem alle Elemente di#gr sind, der Reihe nach einen
Schritt nach rechts ricken und dadurch schlief3lich eidatz Rn der richtigen Stelle der
Teilfolge schaffen. Im Unterschied dazu durchsucht Selee$ort alle Elemente von Positi-
onj bis Positionn und wahlt aus ihnen das Element mit dem kleinsten SchlasseDieses
wird dann in einer einzigen Datenbewegung an die Posjtigetauscht.

Abbildung 3.1 illustriert Selection-Sort an einem Beidpie jeder Zeile ist jenes Element
durch einen Kreis markiert, das als kleinstes Element deh nmsortierten (rechten) Teil-
folge ausgewahlt wird.
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bereits sortierter Bereich

Abbildung 3.1: Beispiel fur Selection-Sort.

Pseudocode des Algorithmus. In Listing 3.1 findet sich der Pseudocode von Selection-
Sort. In vielen Implementierungen wird die Abfrage in Zelle weggelassen und einfach
immer die Vertauschung durchgefuhrt. Was in der Praxigiefiter ist, hangt vom Aufwand
des Indexvergleichs relativ zum Aufwand der Vertauschung a

Eingabe: Folge in FeldA
Ausgabe: sortierte Folge in Feldl
1: procedure SELECTIONSORT(ref A)
2 var Indizesminpos, i, j
3 for j:=1,2,...,n—1do > Bestimme Position des Minimums ausj}, ..., A[n]
4: minpos = j
5: fori:=j+1,...,ndo
6 if Ali].key < Alminpos].keythen
7 Mminpos =1
8 end if
9 end for
10: if minpos > j then
11: Vertausched[minpos| mit A[j]
12: end if
13: end for
14: end procedure

Listing 3.1: Selection-Sort

Analyse von Selection-Sort Wir zahlen die Schlisselvergleiche, das sind die Vechkei
in Zeile 6. Diese werden in jedem Durchlauf der beidenSchleifen immer ausgefuhrt,



40 KAPITEL 3. SORTIEREN

deshalb ergibt sich:

Cbest(n) - Cworst(n) = Cavg(n) = : (n - ]) - ] = 5 - @(nZ)

Die Datenbewegungen finden in Zeile 11 statt. Im Worst-Caggsen wir in jedem Durch-
lauf der ausseren Schleife Daten bewegen, im Durchsaéhmiterhin noch in der Halfte der
Falle. Falls die Eingabe bereits sortiert ist, bendtigiamallerdings gar keine Vertauschung.
Es gilt also:

Mbcst (n) = 07 Mworst (’fl) = Mavg(”) = @(TZ)

Wir werden spater sehen, dass es weitaus kostengurestgetieralgorithmen gibt. Aller-
dings bringen diese meist einen hoheren Bewegungsaufmérsich.

Diskussion von Selection-Sort.

o Laufzeit®(n?).

¢ Die Laufzeit des Algorithmus profitiert nicht davon, wene @ingabe schon teilweise
sortiert ist, allerdings kann die Anzahl der Datenbewegurgnken.

e Selection-Sort arbeitet in situ und ist nicht stabil.

e Der Einsatz vonSelection-Sortkkann sich lohnen, falls die Bewegungen von Da-
tensatzen teuer sind, und die Vergleiche zwischen deruSs#lh billig.

3.1.3 Merge-Sort

Merge-Sort Sortieren durch Verschmelzeist einer der altesten fur den Computer entwi-
ckelten Sortieralgorithmen und wurde erstmals 1945 duotim ¥on Neumann vorgestellt.
Er folgt einem wichtigen Entwurfsprinzip fur Algorithmedas als, Divide and Conquer”
(, Teile und Erobere} bezeichnet wird:

e Teile das Problem in Teilprobleme auf.

e Erobere die Teilprobleme durch rekursives Losen. Wenn sie kleimugesind, 10se sie
direkt.

e Kombiniere die Losungen der Teilprobleme zu einer Losung des Gesablgms.

Fur das Sortierproblem kann man dieses Prinzip wie folgietzen:
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o Teile: Teile dien-elementige Folge in der Mitte in zwei Teilfolgen.

e Erobere: Sortiere beide Teilfolgen rekursiv milerge-Sort Fir einelementige Teil-
folgen ist nichts zu tun.

e Kombiniere: Verschmelze die beiden Teilfolgen zu einer sortierten G¢fsdge.

Eingabefolge

5] [4 e [1 3 [2

2 4 5 6 |1 2 3 ¢

Ausgabefolge ‘ 1 2 2 3 4 5 6 6 ‘

Abbildung 3.2: Illustration von Merge-Sort.

Das Aufteilen in kleinere Teilprobleme hat bei Merge-Sdsbaeine sehr einfache Struktur,
wir teilen die Folge in der Mitte des Eingabefeldes. Die Kamaltion zweier bereits sor-

tierter Teilfolgen geschieht durch Ablaufen beider Tdgen und elementweisen Vergleich.
Das kleinere der beiden Elemente wird in das Ergebnis ipenmen und wir riicken in der

entsprechenden Teilfolge zum nachsten Element weitevergleichen wieder, bis alle Ele-
mente abgearbeitet sind. Abbildung 3.2 illustriert dieslden Merge-Sort an einem kleinen
Beispiel.

Pseudocode des Algorithmus. In Listing 3.2 findet sich die rekursive Implementierung
von Merge-Sort. Wird der Algorithmus fur eine leere oderedémentige Teilfolge aufgeru-
fen, so terminiert die Rekursion. Listing 3.3 zeigt die Zugigge Operation MRGE

e Das Sortieren eines-elementigen Feldes geschieht durch den Aufruf vOERME
SORT (A, 1,n).

e MERGESORT(A,[,r) sortiertA[l, ..., r] (fallsl > r gilt, so ist nichts zu tun).

e MERGHEA, [, m,r) verschmilzt die beiden Teilfeldet[l, ..., m|undA[m +1,...,7]
die bereits sortiert sind, wobéi < m < r. Das Resultat ist ein sortiertes Feld
All,...,r]. Die Laufzeit vonMergebetragto(r — [ + 1).

Merge-Sort ist ein rekursiver Algorithmus, d.h. er ruftrsimmer wieder selbst auf. Rekur-

sive Algorithmen kdnnen ein bisschen schwieriger zu edresh sein, aber sie sind manch-
mal wesentlich eleganter und ubersichtlicher zu prograaren als iterative Varianten. Es

ist wichtig, sich mit diesem rekursiven Ansatz genauer zchaftigen, weil gerade dieses
Design-Prinzip immer wieder auftaucht.
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Eingabe: FolgeA; Indexgrenzer undr (falls ! > r ist nichts zu tun)
Ausgabe: sortierte Teilfolge inA[l],. .. A[r]

procedure MERGESORT(ref A, [, r)
var Indexm

1

2

3 if [ <rthen

4 m:=[(l+r)/2]

5: MERGESORT(A, ,m)

6 MERGESORT(A, m + 1,7)
7 MERGEA, [, m,r)

8 end if

9: end procedure

Listing 3.2: Merge-Sort

Pseudocode von Merge. Unser Pseudocode vonBGE nutzt drei Hilfsindizesj ist ein
Index in der ersten Teilfolge;, ein Index in der zweiten Teilfolge unkl der Index fur das
Hilfsfeld B, in welchem wir das Ergebnis zwischenspeichern. Der Atgorus lauft in ei-
ner Schleife durch die Indizes des Hilfsfeldes und mussanthcheiden ob er das nachste
Element aus der ersten oder aus der zweiten Teilfolge dwst der Index zu grof3, oder
sind beide Indizes und j gultig und der Schlissel an der Stejikleiner als der an der
Stelles, so wird das durch spezifizierte Element an diete Position inB kopiert. Ansons-
ten wird das durch angegebene Element ausgewahlt. Da der entsprechendedadach
um 1 erhoht wird, wird jedes Element der beiden Teilfolgenau einmal nacls kopiert.
Insgesamt erhalten wir ein sortiertes Hilfsfébd dass wir schliesslich wieder in das Feld
zuruickschreiben.

Anmerkung.2 Der Aufwand fur das Umkopieren kann reduziert werden, indes Feld3
nicht lokal, sondern global verwaltet wird und die Feldeund B ihre Rolle zum Ende einer
Rekursionsstufe wechseln. Das Ergebnis verbleibt zu Aniiaklilfsfeld B, das als Eingabe
fur die nachste Stufe genommen wird, bei der das Ergelama dn FeldA aufgebaut wird,
das Ergebnis einer Rekursionsstufe landet also jewedsngdtrend inA bzw. B. Am Ende
muss man dann nur einmal das Ergebnis fonach A kopieren, wenn die Rekursionstiefe
ungerade ist, da dann das letzte ErgebniB steht.

Anmerkung3.3. Wir gehen im Pseudocode in Zeiteexplizit davon aus, dass die soge-
nannteshort circuitAuswertung benutzt wird (und von links nach rechts ausgeiesird),
das heil3t logische Ausdriicke werden nur solange ausgeweit der Wert des Ausdrucks
nicht mehr geandert werden kann. Dadurch wird der Scalisggleich nur ausgefiihrt wenn
notig.

Intuitive Herleitung der Laufzeitfunktion.  Wir analysieren die Laufzeit zunachst einmal
informell, um ein Verstandnis fur die relevanten Ablawu bekommen. Wir nehmen der
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Eingabe: sortierte TeilfolgerA[l], ..., A[m] und A[m + 1],..., A[r]

Ausgabe: verschmolzene, sortierte Teilfolge #1/], . . ., A[r]
1: procedure MERGHref A, 1, m,r)
2 var Hilfsfolge B; Indizesi, j, k
3 i:=1 > 4 lauft von A[l] bis A[m] (ersten Teilfolge
4 ji=m+1 > j lauft von A[m + 1] bis A[r] (zweiten Teilfolge)
5: for k:=1 tor do > das nachste Element der Resultatfolge3st|
6: if (i >m)or((j<r)and(Ai].key > A[j].key)) then
7 Blk] = A[jl; j=j+1
8 else
9 Blk] .= Ali]; i:=i+1

10: end if

11: end for

12: Schreibe sortierte Folge van zuriick nachA

13: end procedure

Listing 3.3: Merge

Einfachheit halber an, dass= 2* fiir ein beliebige# < N. In jedem Aufteilungsschritt wird
die Anzahl der zu losenden Teilinstanzen verdoppelt, di#i@ dieser Teilinstanzen jedoch
jeweils halbiert. Der Aufwand fur das Aufteilen einer Felpt konstant, der Aufwand fur
die Merge-Funktion besteht aus einem Durchlauf und ist tliameiar in der Grof3e der Folge.
Damit bleibt der Gesamtaufwand in allen Teile- und Komhi@i8chritten der gleichen Stufe
gleichn. Abbildung 3.3 zeigt dies fumn = 2% = 8.

Anzahl der Zeit pro
Teilfolgen| Teilfolge | Gesamt
22=8 | 22=38
2 _ 3 _
1 22=4 | 22=8
+
logn 20=2 | 22=38
20=1 22=38

Abbildung 3.3: Visualisierung fum = 23 = 8 unda = 1. In den Kreisen steht die Anzahl
der Elemente der zu bearbeitenden Folge.

Wieviele dieser Stufen gibt es? Die Folgenlangeird so lange £ mal) halbiert, bis die
Teilfolgenlangel ist, d.h.5; = 1. Also gilt z = log n. Es gibt also genalog n + 1 solcher
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Stufen.
Daraus ergibt sich fim = 2* eine Laufzeit von:

T(n) = Aufwand pro Stufe Anzahl der Stufen
= n(l+logn) =n+nlogn
= O(nlogn)

Formale Analyse von Merge-Sort. Analysieren wir nun den Algorithmus formal und
bestatigen unser bisheriges Ergebnis.

e Teile: Bestimme die Mitte des Teilvorgangs in konstanter Zeitt).

e Erobere: Lose die zwei Teilprobleme der GroRe] bzw. [2]: T ([2]) + T (|%]).

e Kombiniere: MERGE O(n).

Dies ergibt insgesamt folgendRekursionsgleichunder Laufzeitfunktion:

T(n) = O(1), furn =1
T (2]) +7(|2]) +©(n), furn>1.

Das heisst, die gesamte Laufzeit zum Sortieren einer InstanGrol3e: setzt sich aus der
Summe der Zeiten zum Sortieren der linken und rechten &lalfid der Zeit fur MRGE
zusammen.

Die Losung dieser Rekursionsgleichung lautétn) = ©O(nlogn). Wir werden nur
O(nlogn) formal beweisen§2(n log n) geht analog, woraus schliessliéfin log n) folgt.

Beweis.Wir zeigenT'(n) = O(nlogn). Aus der Rekursionsgleichung folgt: Es existiert ein
a > 0, so dass gilt

T(n) < a, furn=1
n
- T((%W)JrT(L%J)Jran, furn > 1
Wir zeigen mit Induktion, dass mit= 3a fur allen > 3 gilt 7'(n) < cnlog(n — 1)
Induktionsanfang:
n=3: TB) < T()+T(2)+3a n=4: T(4) < T2)+T(2)+4a
< ()+2T()+2a+3a < 4T(1) + 84
< 3T(1) +5a < 120 =4c
< 8a=3c -
< —
< 3c=c3log(3— 1) < cdlogd— 1)

N’ >1
=1
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T(2)+T(3) + 5a

2T(1) +2a+T(2)+T(1) + 3a + ba

27(1) + 2a+ 27(1) + 2a + T'(1) + 3a + 5a
5T(1) + 12a

17a = %c

10c¢ = ¢5log(5 — 1)

VAN VAN R VANN VAN VAN

Induktionsschluss: Wir nehmen an, die Behauptung gilafle Instanzen der GroRRe kleiner
alsn und schlie3en daraus awf

) < T([3))+T(5]) +an
(1.V)
< cl3[log([5] = 1) +¢5]log (5] —1) +an
< cHlog (B —1) +cZlog (2 —1) +an
< enllog (252) + e log (552) +an
“ sc(n+1)log(n —1) + senlog(n —2) — ™ —cZ +an
< Zenlog(n — 1)+ sclog(n — 1) + tenlog(n — 1) — en
—5tan
= cnlog(n —1)+glog(n —1) —cn— 5+ §n
< cnlog(n—1) = §(2n+1—log(n — 1)) + $n
(fiir n > 2)
< cnlog(n —1) — sn+§n
= cnlog(n—1)
(%) : (log 2 =log Z —log N) O

Wir wissen also:

Cworst(n) - Cbest(n) - Cavr(n) = @(nlogn)
Mworst(n> == Mbcst(n) - Mavr(n) = @(nlogn)

Diskussion zu Merge-Sort.

e LaufzeitO(nlogn).
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e Merge-Sort bendtigb(n) zusatzlichen Speicherplatz fur die Hilfsfoldg arbeitet
also nicht in situ.

e Als alternative Datenstruktur eignen sich verkettetednstda alle Teilfolgen nur se-
quentiell verarbeitet werden. Dann werden keine Daten bewer Zeiger verandert.
Merge-Sort ist deshalb auch gut als externes Sortierverfiedieeignet (klassisch: Sor-
tieren auf Bandern) und wird in der Praxis haufig dafurendet (siehe auch Ab-
schnitt 3.3).

e Es existieren in der Praxis eine Vielzahl von Verbessemnga Merge-Sort, insbe-
sondere platz- und zeitsparende Versionen va&rRBI, der Algorithmus kann ausser-
dem auch iterativ definiert werden.

Bedeutung der asymptotischen Laufzeit. Wir sind bei Merge-Sort im Worst-Case und
Average-Case besser als bei Insertion-Sort und SeleSoon\Welche Auswirkungen hat das
in der Praxis? Nehmen wir an, es ginge in einem Wettbewerbas&drtieren vo 000 000
Zahlen. Die Teilnehmer sind ein schneller Computer mit min@ngsamen Programm und
ein langsamer Computer mit einem schnellen Programm, wiéottiende Tabelle zeigt.

| | Algorithmus | Implementierund Geschwindigkeit |

Schneller Computer || Insertion-Sort 2n? 1000 Mio. Op./sec
Langsamer Computel Merge-Sort 50nlogn 10 Mio. Op./sec
Zeitbedarf:

2 - (10%)? Operationen
109 Operationen/sec
2000 sec

~ 33 min

Schneller Computer:

50 - 10° - log 10° Operationen
107 Operationen/sec.
~ 100 sec~ 1,67 min

Langsamer Computer:

Dies ist doch ein immenser Unterschied. Rechnen beide #tgoen auf dem gleichen Com-
puter, z.B. dem schnelleren, so ist der Unterschied noctlicleer: die Rechenzeiten betra-
gen 1 Sekunde gegeniiber 33 Minuten. Man sieht also:

Wie Computer-Hardware sind auch Algorithmen Technologie!
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3.1.4 Quick-Sort

Dieser in der Praxis sehr schnelle und viel verwendete Atlyous wurde 1960 von C.A.R.
Hoare entwickelt und basiert ebenfalls auf der StrateBiwide and Conquer‘. Wahrend
jedoch bei Merge-Sort die Folgen zuerst aufgeteilt wurtbemor sortiert wurde, ist dies bei
Quick-Sort umgekehrt: hier wird zunachst Vorarbeit geet, bevor rekursiv aufgeteilt wird,
die Eingabefolge wird anhand eines sogenaniimotelementegerlegt (,partitioniert”).
Der Unterschied zu Merge-Sort besteht darin, dass der Auhiia die Aufteilung grof3er ist,
dafur aber der Schritt des Zusammenfiigens einfach dunginanderhangen der sortierten
Teilfolgen geschieht. Wahrend also Merge-Sort beim Zusanfiigen in MERGE sortiert,
sortiert Quick-Sort bereits beim Partitionieren.

Idee. Wahle ein Pivotelement (z.B. das letzte in der Folge) uild tias Feld anhand die-

ses Pivotelements in kleinere und grofR3ere Elemente auf. bhdatimmt dabei gleichzeitig

die Position, die dieses Element am Ende in der vollstasditjerten Folge einnehmen
wird. Daflir werden in einem einfachen Schleifendurchidigjenigen Elemente, die klei-

ner (bzw. kleiner gleich) als das Pivotelement sind, an idieel Seite des Feldes gebracht,
und diejenigen, die grofRer (bzw. grofRer gleich) sind, ierrelchte Seite. Das Pivotelement
wird schliesslich zwischen diese beiden Teile eingesetdtsitzt damit an seiner richtigen

Endposition: alle kleineren Elemente liegen links davod afie grof3eren rechts davon —
jedoch noch unsortiert. Um diese Teilfolgen (die linke uielréchte) zu sortieren, wenden
wir das Verfahren rekursiv an.

Der Algorithmus ist wie folgt in das Prinzip ,,Divide and Gprer” einzuordnen:

o Teile: Falls A die leere Folge ist oder nur ein Element hat, selibereits fertig sortiert.
Ansonsten wahle ein Pivoteleméntus A und teile A ohnek in zwei Teilfolgen A,
und A,, so dass giltA; enthalt nur Elementg k& und A, enthalt nur Elemente k.

e Erobere: Zwei rekursive Aufrufe @ICKSORT(A;) und QUICKSORT(A,). Danach
sind A; und A, sortiert.

e Kombiniere: Bilde A durch Hintereinanderfugen in der Reihenfolde k, A,.

Pseudocode. Die Listings 3.4 und 3.5 zeigen den Pseudocode fur Quick-Swwei der
Hilfsoperation RRTITION, die die eigentliche Aufteilung der Daten in kleinere undsge-
re Schlissel vornimmt. Das Sortieren eimeslementigen Felded wird mit dem Aufruf
QUICKSORT(A, 1,n) durchgefuhrt.

Der Ablauf der Operation ARTITION(A, 4,9, 4) beim Aufruf von QUICKSORT(A,4,9) ist
in Abbildung 3.4 illustriert.
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Eingabe: FolgeA; Indexgrenzer undr (falls > r ist nichts zu tun)
Ausgabe: sortierte Teilfolge inA[l],. .. A[r]

procedure QUICK SORT(ref A, 1, )
var Indexp

1
2
3 if [ <rthen

4: p = Partition(A,l,r);

5: QUICKSORT (A, l,p — 1);
6 QUICKSORT (A,p+ 1,71);
7 end if

8: end procedure

Listing 3.4: Quick-Sort

Eingabe: FolgeA; Indexgrenzer undr (falls > r ist nichts zu tun);
Ausgabe: Pivotstellei; partitionierte TeilfolgeA[l],. .. Alr]

1: function PARTITION(ref A, [, r)

2 var Indizesi, j; Schlusselwert
3 x = Alr].key

4: 1=1-1;, g:=r

5: repeat
6
7
8
9

repeat > Suche groReres Element als
1:=14+1
until Aféi].key >«
: repeat > Suche kleineres Element als
10: ji=j—1
11: until j < or A[j].key < z
12: if i < jthen
13: vertausched[i| und A|j]
14: end if
15: until ¢ > 5 > ¢ ist Pivotstelle: dann sind: alle links x, alle rechts> x

16:  vertauschel[i] und A[r]
17: return ¢
18: end function

Listing 3.5: Partition
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I=4 r=9
¢ v Pivotelement
Position 4 5 6 7 8 9
Schluessel % 8 ‘ 6 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 7 ‘V
i j  Anfangsposition
7 5ol 2 | [
i j 1. Halt
\
ZBERDE
i i 2. Halt
e N
3|2 s]7]6 7
j i letzter Halt

Abbildung 3.4: lllustration eines Aufrufs von QuickSort.

Korrektheit. Die Korrektheit des Algorithmus ist offensichtlich, wenie ©peration RR-
TITION korrekt funktioniert. Insbesondere missen wir auch ilgeminierung zeigen, d.h.
zeigen, dass die Operation tatsachlich stoppt.

Die erste innere Repeat-Schleife (Zeile 6—8) terminiedtsgtens wenn wir das gesamte
Teilfeld von links nach rechts durchlaufen haben, und ausf [B&otelement stossen. Die
zweite innere Repeat-Schleife (Zeile 9-11) terminiedtsptens wenn wir an den linken
Rand stossen.

Die Bedingung in Zeile 12 kann nur erfullt sein, wenn wetlabchj an die Arraygrenzen

gestossen sind. In diesem Fall sind die beiden inneren iBahgestoppt, weil sie Elemente
gefunden haben, die (im Fall vah zu grof3, und im Fall vory zu klein waren, um in der

jeweiligen linken bzw. rechten Teilfolge liegen zu durfen

Die aussere Schleife terminiert, wenmind j sich ,,uberkreuzt” haben, d.h. sobaldicht
mehr den Bereich der kleineren Elemente, ymicht mehr den Bereich der grosseren Ele-
mente betrachtet; dies ist insbesondere immer dann denkaiih: oder; an eine Array-
grenze gestossen sind.

Haben sichi und j aber Uberkreuzt, so bezeichnieiber die erste Stelle des Bereichs der
groR3en Elemente, und daher die richtige Position um dasstilrende Element mit dem Pi-
votelement zu vertauschen! Letzteres steht dann genau &releze zwischen den kleineren
und den groReren Schlisseln.
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Analyse von Quick-Sort. Die Laufzeit hangt davon ab, wie gut die Partitionierung de
Eingabe in moglichst gleichgrol3e Teile gelingt. d.h., @ls @ivotelement moglichst in der
Mitte der sortierten Folge liegt. Wir unterscheiden wiederschiedene Falle:

Worst-Case. Der schlechteste Fall tritt z.B. auf, wenn die Eingabemstier Lange: eine
bereits aufsteigend sortierte Folge ist. Dann befindetdichh die Pivotauswahl kein Ele-
ment in der zweiten Teilfolge und wir rufen Quick-Sort reginrauf einem — 1 elementigen
Teilmenge auf. Der rekursive Aufrufbaum hat daher lineaedel Die Partitionierung eines
n-elementigen Feldes benotigt in diesem Fallergleiche tiber Indexund einen Vergleich
uber Index;j, insgesamt alsa + 1 Vergleiche, fur beliebige Feldlangebenotigt mark + 1
Vergleiche. Da wir bis zur FeldgroRepartitionieren, haben wir insgesamt:

R CE L +)m+2)
Cworst(n) = ;(k‘ + ].) = kzzgk’ = 9 —3= @(n )

Die Anzahl der Bewegungen in diesem Fall 8tn). Die Anzahl der Bewegungen im
schlechtest moglichen Fall igt(n logn) (ohne Beweis).

Best-Case. Die durch die Aufteilung erhaltenen Folgeh und A, haben immer ungefahr
die gleiche Lange. Dann ist die Hohe des Aufrufbaumes ahes bei Merge-So® (log n)
und auf jedem Niveau werdéd(n) Vergleiche durchgefuhrt, also

Chest(n) = O(nlogn)

Dabei ist auch die Anzahl der Bewegungefm log n). Im besten Fall jedoch ist die Anzahl
der Bewegungen (s. oben)
Myest(n) = ©(n).

Average-Case. Unsere Grundannahme hier ist, dass alle Schlissel vedsahisind und
0.B.d.A. genau der Menggl, 2, ...,n} entsprechen; alle Permutationen werden als gleich
wahrscheinlich angenommen. Daher tritt jede Zahk {1,2,...,n} mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit (némlich};) an der letzten Position auf, und wird als Pivotelementajgtv”
Mit der Auswahl vonk werden zwei Folgen der Langéh — 1) und (n — k) erzeugt. Jede
dieser Aufteilungen hat also die Wahrscheinlich%eiDie fuhrt zu folgender Rekursions-
formel fur die Laufzeitfunktionen mit Konstanterundb:

a, furn =1
Tavg(n) S 1 n ..
=Y et (Tavg (B = 1) + Toyg(n — k) +bn,  farn > 2

wobei die Summe Uber allemoglichen Aufteilungen in Teilfolgen lauft urich der Auftei-
lungsaufwand fur eine Folge der Langést.
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Das Einsetzen voff,,, (0) = 0 ergibt:

@, furn =1
Tavg(n) < 9 5 ni .
23 i) Tag(k) +bn, fUrn > 2

Die Losung der Rekursionsgleichung lautet:
Tos(n) = ©(nlogn),

was wir in der Folge beweisen werden. Durch den Best-Cassewisvir schon, dass
Tave(n) = Q(nlogn), daher missen wir nur nodh,,(n) = O(nlogn) formal zeigen.

Beweis. Wir zeigen mit Hilfe von vollstandiger Induktion, dasstgil
Tog(n) = O(nlogn), d.h.
Je,ng > 0:Vn > ng : 0 < The(n) < enlogn

Wir wahlenng = 2.

Induktionsanfangn = 2 : T;4(2) = Toye(1) +bn=a+2b

Somitist7,.,(2) < c2log2 genau dann, wenn> %2*’ =5+b

Induktionsschluss: Es gelte nun> 3:

n—1
2
Twg(n) < EZTan(k:)ern
k=1

n—1

w9

< — log k
ng (cklogk) + bn

k=1

2 n—1
= — ) (klogk)+bn
n

k=1

IN

n \2 8

cnlogn — §n+bn

2 1 1 .
=« (—n2 logn — —n2) +bn  (Analysis)

IN

cnlogn, fallsc > 4b

Insgesamt wahlen wir
c= max{g + b,4b}

Mit diesemc undn, = 2 ist die Behauptund,,,(n) = O(nlogn) bewiesen. O
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Diskussion zu Quick-Sort.

e Quick-Sort ist ein sehr gutes Verfahren in der Praxis undlwlieshalb sehr haufig
verwendet. Trotz dieses guten praktischen Verhaltenteguokhn allerdings bedenken,
dass es beim Einsatz von Quick-Sort zu quadratischer Lawammen kann, was
nicht bei allen Anwendungen tolerabel ist.

e Quick-Sort arbeitet nicht stabil.

Anmerkung3.4. Bei jedem rekursiven Aufruf werden die aktuellen Werte darafeter
und der lokalen Variablen auf den Stack gelegt, und nach dgeng des rekursiven Auf-
rufs wieder vom Stack geholt. Wir konnen deshalb folgerssdaer Stack fur Quick-Sort
im Worst-Cased(n) Platz benotigt. Man jedoch den benotigten Speicherglat® (log n)
dricken, indem man an Stelle von zwei rekursiven Aufrufeur, den durchfuhrt, der die
kleinere Teilfolge bearbeitet; die zweite Teilfolge karemd durch einen iterativen Ansatz
ohne zusatzlichen Speicheraufwand realisiert werden.

Bei der Analyse des Quick-Sort-Verfahrens fallt auf, ddisd_aufzeit stark von der Struktur
der Eingabe abhangt. Die Worst-Case Analyse hat dabeigiedass unsere Strategie, das
Pivotelement immer vom Ende des zu sortierenden Bereiclmelzmen, problematisch ist.
Man kann sehr einfach eine Klasse von Eingabeinstanzeredetw bei denen die Worst-
Case Laufzeit immer erreicht wird, namlich sortierte Fesigum diese Entartung zu verhin-
dern und das Verfahren weniger anfallig gegen die StrutkeurEingabeinstanz zu machen,
wurde eine Reihe voAnderungen entwickelt.

Ein einfaches Mittel besteht darin, statt eines einzelnements z.B. drei Elemente (vom
Anfang, der Mitte und dem Ende) der Folge zu betrachten undrddas der Grol3e nach
mittlere (denMedian als Pivotelement zu wahlen. Dies verringert zwar die Getner
Entartung abhangig von der Eingabe, beseitigt sie abét ualstandig. Eine bessere Stra-
tegie werden wir im folgenden Abschnitt kennenlernen.

Randomisierter Quick-Sort. Um die Laufzeit von der Qualitat der Eingabe zu entkop-
peln, wurde das randomisierte Quick-Sort-Verfahren eckelt. Hierbei wird das Pivotele-
ment nicht mehr deterministisch an einer bestimmten Rosghntnommen, sondern zufallig
aus dem gesamten Bereich der (Teil-)Folge gewahlt. Dabéiii jedes Element die Wahr-
scheinlichkeit, gewahlt zu werden, gleich gross. Es egih damit eirErwartungswerfir
die Laufzeit von

E[T(n)] = 6©(nlogn)

wie beim Average-Case im deterministischen Fall. Wir sgtdtjnicht mehr von einer An-
nahme Uber die Eingabe abhangig, so dass bei einer Eizgatveveiterhin der Worst-Case
eintreten kann, bei der nachsten Sortierung derselbagaBewird sich das Laufzeitverhal-
ten jedoch in der Regel verbessern. Es gibt also keine in daneSchlechten Eingaben
mehr.
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Alternativ zum Ansatz der randomisierten Auswahl des Rihents kann man auch wei-
terhin das deterministische Verfahren nutzen, wobei dilig)s die Eingabefolge vor der
Pivot-Auswahl zufallig permutiert wird. Dadurch hat jed€lement die gleiche Chance, als
Pivotelement gewahlt zu werden. Dieser Ansatz wird dmghut-Randomisierungenannt
und fuhrt zum gleichen Erwartungswert wie die Randomisigrder Pivot-Auswahl.

3.1.5 Heap-Sort

Die Analyse von Selection-Sort hat gezeigt, dass die Aubded minimalen Elementes in
der noch unsortierten Teilfolge durch Durchlauf der inndigg Schleife zu quadratischer
Laufzeit fuhrt. Durch Beschleunigung dieser Auswahl kén wir auch die Laufzeit fur das
Sortieren durch Auswahl verbessern. Der Algorithmus Heag-folgt dem gleichen Prinzip
wie Selection-Sort, namlich dem Prinzip des Sortierensldfuswahl, organisiert diese
Auswabhl jedoch geschickter. Dazu wird eine spezielle Dsttektur, der sogenanntéeap
(Halde, Haufen), verwendet, die die Extraktion des Maxira@mus einer Menge von Werten
effizient unterstutzt.

Definition 3.1. Wir nennen eine Folg& = (k1, ks, . . ., k,,) von Schlusseln eineddaxHeap
wenn fur jede Positiondie folgende Heapeigenschatft erfullt ist: falis< n so giltk; > ko,
und falls2i + 1 < nso giltk; > ko 1.

Ein MinHeap ist analog definiert (kleiner-gleich Relatiomigchen den Schlisseln).

Der Zugriff auf das maximale (bzw. minimale beim MinHeapgi&ent ist jetzt sehr einfach
maoglich, da es sich immer an der ersten Stelle der Folgedsfin

Die in der Definition des Heaps geforderte Anordnung von i&s#ln kann einfach in einem
Feld realisiert werden, fir die Betrachtung der Funktiegise nutzen wir jedoch die intuiti-
vere Veranschaulichung eines Heaps als binarer Baum (&é&ndy Baum ist ein gewurzelter
Baum in welchem jeder Knoten maximal zwei Kindknoten békitz

Dazu tragen wir einfach die Elemente des Heaps der Reihebeghnend bei der Wurzel
in einen leeren Baum ein und fullen jeweils die einzelnemedt des Baumes auf. Abbil-
dung 3.5 veranschaulicht den durch die Faljgegebenen Heap fur

1 2 3 4 5 6 7 8
H= ( 8 6 7, 3, 4, 5 2 1)

Bei der Veranschaulichung des Heapsals Binarbauni” konnen wir folgende Beobach-
tungen machen:
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Stufen
1 Wurzel
1
2
binarer
Baum
3
4

Abbildung 3.5: Der HeapH veranschaulicht als binarer Baum

Die Schlussek; entsprechen den Knoten des Binarbadms

Die Paare(k;, ko;) bzw. (k;, ko;11) entsprechen den Kanten 1, die die Elter-Kind
Beziehung im Baum darstellen.

ko; In T ist linkes Kind vonk;.

ko; 1 In T ist rechtes Kind vortk;.

e k; in T ist Elter vonky; undkg; 1.

Ein binarer Baum ist also ein MaxHeap, wenn der Schlissdg Knotens mindestens so
grol} ist wie die Schlussel seiner beiden Kinder (falls eliesistieren). Aus dieser Beob-
achtung erhalt man: Das grofdte Element im Heap steht aerdegn Position der Folge
bzw. ist die Wurzel des dazugehorigen Binarbaumes. Eswohen, auf der Idee eines
binaren Baums basierenden, Heap nennt man Bugry Heap(dt. Binarer Heap.

Die Implementierung eines Heaps geschieht am einfachstégisreines Feldes. Die Daten
werden in der gegebenen Reihenfolge in das Feld geschridbe@ugriff zu den Kindern
eines Elements an der Stellerfolgt Uber die Indizeg: fur das linke und: + 1 fur das
rechte Kind, das Elterelement befindet sich am Inpéﬁx

Sortieren von Feldern. Wenn wir unsere Eingabedaten in einem Heap, d.h. in eineth Fel
mit einer die Heapeigenschatt erfullenden Anordnungegeg haben, kdnnen wir sie mit
dem folgenden Schema sortieren.
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1. Initialisiere ein Ausgabefel® und setze einen Indexauf die letzte Stelle in B.
2. Solange der Heap nicht leer ist

(a) Extrahiere das erste Element (das Maximum) aus dem Hehpalnreibe es an
Stellei in B.

(b) Stelle die Heapeigenschaft in den verbliebenen Eleemewieder her, so dass
das Maximum der verblieben Elemente wieder an erster Stielhd.

Wenn der Heap komplett abgearbeitet ist, steht in Heldie aufsteigend sortierte Folge
unserer Daten. Wir kdnnen allerdings auf die Benutzungsilfsfeldes verzichten und
die Ausgabe innerhalb unseres Eingabefeldes erledigemjrakitu arbeiten, wenn wir wie
folgt vorgehen:

Bei der Extraktion des Maximums schreiben wir das Elemegtitnn ein Hilfsfeld, sondern
in unser Eingabefeld. Damit das dort stehende Eingabealenmeht Gberschrieben wird,
tauschen wir es mit dem Maximalelement aus, schreibenesaldie erste Stelle des Feldes.
Da wir damit aber die Heapeigenschaft verletzt haben kinneissen wir diese wieder
herstellen, indem wir das getauschte Element an eine geeifosition verschieben. Diese
Operation, die in unserer Interpretation des Heaps eineg e der Wurzel des Baums
nach unten entspricht, nennen BiftDown(Versickern. Nach der Vertauschung des grof3ten
Elements brauchen wir es nicht mehr zu betrachten und higswben Folgenden nur noch
den Bereich an den Indizésbisn — 1.

In unserem Beispiel vertauschen wir also den \Wexin der ersten Position im Feld mit der
an der letzten Position. Den grof3ten Wi unserem Heap haben wir mit der Vertauschung
ausgegeben und betrachten ab jetzt nur noch den BereiclodeioRen1 bis 7, in denen
unsere restlichen Schliissel gespeichert sind. Wir nmiisse dafur sorgen, dass der Weyt
der jetzt an der ersten Position steht, an eine Stelle vebsrhwird, so dass das Feld an den
Positionenl bis 7 die Heapeigenschaft wieder erfullt.

Da wir ausser der Vertauschung von zwei Elementen niclasdgsrt haben, wissen wir aber,
dass die zwei Teilbaume, die Kinder des Wertes an der eRsisition sind, die Heapeigen-

schaft noch erfullen. Es reicht also, beim Versickern dest¥¢ an der Wurzel des Baumes
einen Pfad fur diesen Wert in Richtung der Blatter zu ludtran. Ist die Heapeigenschaft
verletzt, so ist der Wert an der Wurzel kleiner als mindestines seiner Kinder. Um dies

zu andern, fuhren wir auch hier eine Vertauschung dureémiDanschliessend die Heapei-
genschaft an dieser Position garantiert erfullt ist, mesthen wir den Wert an der Wurzel
mit dem grol3eren seiner Kinder, so dass nachher der Wedradrzel grof3er oder gleich

als seine Kinder ist.

Im Beispiel vertauschen wir den Werimit dem Wert7 und haben an der Wurzel wieder die
Heapeigenschatft erfullt.
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1 ,— einziger Fehler
im Heap

Die Heapbedingung kann naturlich weiterhin an dem Wetetgrsein, den wir gerade von

der Wurzelposition verschoben haben. Wir missen also degiéich dieses Wertes mit sei-
nen Kindern und gegebenenfalls eine Vertauschung so lamghfidhren, bis der Wert an

eine Position versickert ist, an der er nicht mehr kleingeahes seiner Kinder ist. Dies kann
auch eine Blattposition sein, z.B. falls wir das kleinstergént im Heap an die Wurzelposi-
tion getauscht hatten.

In unserem Beispielheap mussen wir Weguch noch mit deb tauschen, um die Heapbe-

dingung wieder herzustellen. Danach haben wir fur did jetzh betrachteten Heapelemente
wieder einen korrekten Heap und konnen in unserem Schemfiazhicen, das grof3te Element

7 durch Vertauschung mit dem letzten Element auszugeben.

Haben wir die Heapeigenschaft in unserem Restheap durd$taradiges Versickern des
Wertes wieder hergestellt, fahren wir mit der Ausgabe dehsten Elements fort, d.h. wir
vertauschen wieder das jetzt grof3te Element mit dem feitiement, versickern dieses, falls
notig, usw.

Abbildung 3.6 illustriert das aufsteigende Sortieren asemem Beispiel. Man beachte dabei
die Analogie zu Selection-Sort!

In Listing 3.6 ist der Pseudocode fur Heap-Sort angebemn.bémotigen dazu zwei Hilfs-
operationen: &#TDOwWN (Listing 3.7) kimmert sich um das Versickern eines Elemene
oben beschreiben. Die OperatioREATEHEAP (Listing 3.8) wollen wir nun noch etwas
genauer besprechen:

CreateHeap. Wir interpretieren die Eingabefolge wieder als Binarbadir gehen ,,von
rechts nach links” vor und lassen jeweils Schliissel vkesit deren beidgeUnterbaume*
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Eingabe: Folge A
Ausgabe: sortierte Folged

1: procedure HEAPSORT(ref A)
2 var Index:

3 CREATEHEAP(A)

4 fori:=mn,...,2do

5: Vertausched|[1] mit A[i]
6 SIFTDOWN(A, 1,7 — 1)
7 end for
8: end procedure

Listing 3.6: Heap-Sort

Eingabe: Folge A; Indexgrenzen undm
Ausgabe: Eingangswertd[i] ist bis maximalA[m]| versickert

1: procedure SIFTDOWN(ref A, i, m)
2 var Index

3 while 2 < m do

4: ji=2

5: if 7 < mthen

6: if A[j].key < A[j + 1].key then
7 ji=7+1

8 end if

9 end if

10: if Ali].key < Alj].key then
11: VertauscheA[:] mit Afj]
12: 1:=7

13: else

14: return

15: end if

16: end while
17: end procedure

> Ali] hat linkes Kind
> A[j] ist linkes Kind
> A[i] hat rechtes Kin

> A[j] ist grof3tes King

> Weiter versickerri

> Heap-Bedingung erfil

-

)

~—+

Listing 3.7: Versickern
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1.2 3 4 5.6 7 8
8 6 7 3 4 5 2ﬂ
1 6 7 3 4 5 238
7 6 5 3 4 1 2

2 6 5 3 4 1|7

6 4 5 3 2 1

1 4 5 3 2|6

5 4 1 3 2

2 4 1 3|5

4 3 1 2

2 3 1|4

3 2 1

1 2|3

2 1

12

Abbildung 3.6: Beispiel fur Sortieren mit Heap-Sort.

Eingabe: Folge A; maximaler Index:
Ausgabe: Heap inA

procedure CREATEHEAP(ref A, n)
var Indexi

1
2
3 for i :=|n/2|,...,1do
4: SIFTDOWN(A, i, n)
5 end for
6: end procedure

Listing 3.8: Erstellen eines Heaps

bereits die Heapeigenschaft erfulllen. Da die BlatterBi@sms keine Kinder haben, ist fur
sie nichts zu tun und wir beginnen beim Index/ 2 |. Versickern bedeutet dabei wieder, dass
gepruft wird, ob das Wurzelelement eines Teilbaumes &leist als eines seiner Kinder.
Ist dies der Fall, so ist die Heapeigenschaft nicht erfiititt wir vertauschen die Wurzel
mit dem grofReren Kind. Dies wird solange wiederholt, bis disspriingliche Wurzelelement
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eine Position erreicht hat, an er beide Kinder nicht gridded. Abbildung 3.7 zeigt die
Konstruktion eines Heaps an einem Beispiel.

Analyse von SiftDown(, i, m). Wir versickern ein Element in einem Heap mit Wurzel
7 und Maximalindexm. Die Schleife in Zeile 3 wird hochstens so oft durchlaufere es
der Anzahl der Stufen des Heaps entspricht. Als sehr pestssctie Abschatzung ist dies
maximal die Hohe den-elementigen Heaps, algd(logn).

Analyse von CreateHeap. Ein vollstandiger Binarbaum mit Stufen besitzt gena®f — 1
Knoten, daher hat ein Heap mitSchlusseln genaji= [log(n + 1)] Stufen.

Sei j die Anzahl der Stufen des Binarbaums, ®h.! < n < 27 — 1. Auf Stufe k sind
hochsteng®~! Schluissel. Die Anzahl der Vergleiche und Bewegungen zursitkern eines
Elements von Stufé ist im Worst-Case proportional zi— k&, insgesamt ist die Anzahl
proportional zu

7j—1
Z2k—1(j—k) = 20(]‘—1)+21(j_2)_|_22(j_3)_|_”‘+2j—2‘1
k=1

j—1
D k2Tt =yt
k=1

2771.2 < 2n = O(n).

—_

j_

k
2k

(]

B
Il

1

A
INx

(*) folgt aus > .-, 2% = 2 (siehe beliebiges Grundlagenbuch zur Analysis). Daralgg, fo
dass wir einen Heap aus einer unsortierten Folge in Lingamafbauen konnen.

Analyse von Heap-Sort Der AlgorithmusSiftDownwird n» — 1 Mal aufgerufen. Das ergibt
insgesam® (n logn) Vergleiche und Bewegungen im Worst-Case. Die lineare leiufon
CREATEHEAP ist daher nicht von Interesse, und wir erhalten:

Cyorst = O(nlogn) und Myes(n) = O(nlogn).

Die Vergleiche in Zeile 5 und 10 voniSrDowN werden sowohl im Worst-Case als auch
im Best-Case in jedem Durchlauf der While-Schleife bagtptinabhangig z.B. von einer
Vorsortierung der Eingabefolge. Fur die Analyse des Biste missen wir also feststellen,
wie oft die While-Schleife durchlaufen wird. Wahrend im ¥bCase die Abbruchbedin-
gung?2: < m erfullt wird, nachdem entsprechend oft verdoppelt wurde, konnten wir im
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(8 6 7 3 4 5 2 1)

Abbildung 3.7: Konstruktion eines Heaps
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Best-Case darauf hoffen, dass die Heapbedingung fridgnzeftillt ist und deshalb das Re-
turn in Zeile 14 ausgefuhrt wird. Dazu muss der Schliss&talle; grof3er oder gleich dem
Schliuissel an Stellg sein, welcher der gro3ere Schliissel der beiden KindeDast jeweils
betrachtete Element wurde aber gerade erst mit der Wurtaligght und wir zeigen, dass
nicht alle getauschten Elemenigben “auf dem Heap liegen bleiben kdénnen, sondern nach
unten absinken mussen. Dazu betrachten wir die obergeH#ieres Heaps, d.h. die Ele-
mente mit Tiefe kleiner oder gleic%"g—"] sowie die Mengé/ dern/2 grofiten Elemente. In

der oberen Halfte des Heaps haben maxiiat = \/n Elemente Platz.

Wenn von den Elementen it im initialen Heap mindestens die Halfte, alsg4, keine
Blatter sind, dann befinden sich mindesterid — /n unterhalb der Tiefe< @ ohne
Blatter zu sein. Dann haben wir mindestens genauso vieladde Kinder, die mindestens
bis Tiefe@ absinken missen und damit ergibt sich eine Laufzeit vordestengn /4 —

\/ﬁ)ﬂLg’” = Q(nlogn). Sind umgekehrt mindestens die Halfte der ElementéBiatter, so

sind deren Vorfahren (mindestemg) ebenfalls aug’ und keine Blatter, womit die Laufzeit

mit dem Argument von oben wieder mindesténgs — \/ﬁ)@ = Q(nlogn) ist.

Dadurch ergibt sich:

C(worst (n) - Cavg(n) - Cbest(n) = @(n IOg n)
Mworst (n) = Mavg(n) = Mbcst (’fl) = @(n IOg TL)

Diskussion von Heap-Sort.

e LaufzeitO(nlogn).

Quicksort istim Durchschnitt schneller als Heapsort, &beap-Sort benotigt nur kon-
stant viel zusatzlichen Speicherplatz, arbeitet alsdtin s

Fur das Versickern eines Elements gibt es verschiedematidaen, die effizienter sein
konnen als die Standardmethode.

Da Heap-Sort auf die Elemente im Feld nicht der Reihe naclefitigkann es auf mo-
dernen Rechnern eine schlechtere Cache-Performanc®alderge-Sort aufweisen.

Heap-Sort arbeitet nicht stabil.

3.1.6 Exkurs: Realisierung von Priority Queues durch Heaps

Ein MinHeap erfullt mit der effizienten Riickgabe des mialen Elements die charakteristi-
sche Anforderung an den ADT Priority Queue. Wir beschreibefolgenden die Realisie-
rung einer Priority Queue durch einen binaren MinHeap. §éinen dabei davon aus, dass
wir von vorneherein wissen wieviele Elemente maximal dieeitig gespeichert werden, so
dass wir die FeldgrofRe des Heaps zu Beginn entsprechend wahlen.
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Anmerkund.5. Fur den Fall, dass der Heap dynamisch verwaltet werden,daske Grole
unbekannt ist, kann man statt mittels eines Feldes die ntglBaumstruktur auch tiber
entsprechende Verlinkung realisieren und muf3 dann fineues Element jeweils nur den
entsprechenden Platz bereitstellen.

Unser HeapH besitzt aul3er dem Feld der fixen Lange: nun eine VariabldeapSizein
der die aktuelle Anzahl der Elemente im Heap gespeicheMstmissen fur eine Priority
Queue auch Verweise auf Elemente (BesitionTypeaus der Definition des ADT Priority
Queue) bereitstellen, da z.B. fir die effizieAtederung der Prioritat ein solcher Verweis auf
das zu andernde Element der FunktiondREASEPRIORITY als Parameter Ubergeben wer-
den muss. Wir konnen dafur allerdings nicht die Feld-kvderte selbst benutzen, da diese
sich wahrend der dynamischen Operationen auf der PriQuiigue andern konnen. Deshalb
speichern wir in dem Feld statt der Elemente selbst nur ieenauf die Elemente und geben
diese beim Einfugen zurtick. Zusatzlich merken wir uns @eveiligen tatsachlichen Feld-
Index in jedem Element, so dass wir hi#iergabe eines Elementverweises die zugehorige
Position im Feld finden konnen. Die Indexwerte konnen dianden Update-Operationen
geandert werden, ohne dass die Element-Verweise ihrggigit verlieren. Dazu kapseln
wir die Prioritat und den zu speichernden Datensatz zusammit dem Index in einem
HeapElementein Zeiger auf ein solches HeapElement realisiert danrPdsitionTypeaus
der Beschreibung des ADT Priority Queue. Wir mussen daarfdnktionen §TUP und
SIFTDOWN nur so erganzen, dass bei einer Vertauschung zweier Eteerereise auch die
in den Elementen gespeicherten Indizes getauscht werden.

e INSERT(PriorityType p, Value k Fur die Insert-Operation missen wir zunachst die
HeapgrofRe um vergrol3ern. Das neue Elementvird nun an das Ende des Heaps
angefigt, so dass es in unserer intuitiven Vorstellung Hiesps als Baum das am
weitesten rechts stehende Blatt auf der untersten EbenPastlas neue Element
unter Umstanden eine kleinere Prioritat hat als seinrBl&nn die Heapeigenschaft
jetzt verletzt sein. Wir stellen die Heapeigenschaft widder, indem wirz solan-
ge nach oben wandern lassen, bis es entweder an der Wutzebdts die Prioritat
des Elterelements nicht groRRer ist alglisting 3.10). Dazu nutzen wir die Funktion
SIFTUP(heapSize) (Listing 3.13). Die Laufzeit wird im Worst-Case durch dieufa
zeit von SFTUP bestimmt, die asymptotisch durch die Hohe des Baums béskchr
ist, alsoO(log n). Dieser Fall tritt auf, wenmp kleiner ist als jede Prioritat im Heap.

e DELETE(HeapElement pgsDas Loschen eines Elements verlauft ahnlich wie die En
fernung des maximalen Elements in einem MaxHeap, die lsdveitn Sortieren be-
sprochen wurde. Um ein Element zu loschen, tauschen wiitetem letzten Element
im Heap, passen die Indexwerte an und verringern die He&gguinl. Dadurch kann
an Positionpos die Heapeigenschaft verletzt sein, da das vertauschtedgteeven-
tuell eine groRere Prioritat hat als eines seiner Kinalar@ine kleinere Prioritat hat
als sein Elter. Beide Verletzungen der Heap-Eigensclafh&i wir beheben, indem
wir entweder dieses Elemente nach unten oder nach oberckemsilassen. Daher
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=
= o

e
A W N

15:
16:
17:

18:
19:
20:

N ok wnNR

. heapSize= 0
. function ISEMPTY( ) : bool

: end function

> Reprasentation eines Heap-Elements
struct HeapElement

var PriorityType priority > Prioritat des Elements

var ValueType value > Gespeicherter Wert

var int index > Index des gespeicherten Elements im Feld
end struct

> Interne Reprasentation einer binaren MinHeap-PQ
var int heapSize
var HeapElement A. . .n|

> Initialisierung

return heapSize = 0

function MINIMUM () : HeapElement
return A[1]
end function

function PRIORITY(poS) :PriorityType
return pos.priority
end function

Listing 3.9: Priority Queue-Implementierung durch einen binaren Meapl.

rufen wir fur den Index := pos.index des aktuellen Elementes sowohFEDoOwWN
und SFTUP auf, wobei nur hochstens eine der Prozeduren wirklich gtira wird.
Der Pseudocode ist in den Listings 3.11, 3.13 und 3.14 ahgegder Parameter
der Funktion &FTDOWN, der angibt, wie tief ein Element maximal versickert werden
kann, wird hier implizit auheapSiz@esetzt, da wir in einer Priority Queue Elemen-
te immer bis zur aktuellen GrofRe des Heaps versickerniagse Laufzeit ist damit
durch die Hohe des Baums beschrankt, élgtwg n).

e ISEMPTY(): Da wir Uber den Wert voheapSize direkt die Anzahl der gespeicherten

Elemente kennen, kdnnen wir hier den Vergleich YieapSize mit 0 zuriickgeben.

e PrIORITY(HeapElement pgs Der lbergebene Verweis auf ein HeapElement

ermoglicht es uns, direkt die dort gespeicherte Pribet@iickzugeben.

e MINIMUM (): Die Abfrage des Elements mit minimaler Prioritat kanie\schon bei

der Beschreibung des binaren Heaps erlautert einfadhdRiickgabe eines Verweises
auf das erste Element im Heap erfolgen.
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e EXTRACTMIN(): Wir loschen das minimale Heapelement an Posifiaomd geben
das Paar aus Prioritat und Wert des Elements zuriick. Diézkd ist hier durch die

Losch-Operation bestimmt, al§d(logn).

e DECREASEPRIORITY(HeapElement pos, Priority Typ@:Wir verringern die Prioritat
im Heapelement, auf dass verweist und rufen TUP(pos.indez) auf, um die even-
tuell verletzte Heapeigenschaft wieder herzustellen. raewm Element im Worst-

Case von einem Blatt bis zur Wurzel verschieben mussedigdtaufzeitO(logn).

Eingabe: Prioritatp, Wertv
Ausgabe: Verweis auf neues Heapelement

10:
11:

1
2
3
4:
5:
6.
7
8
9

. function INSERT(p, v) : HeapElement

var HeapElement
heapSize= heapSizer 1
x := newHeapElement
T.priority == p
xr.value == v
xr.index := heapSize
AlheapSize] .= x
SIFTUP(heapSize)
return x

end function

Listing 3.10: Einfugen eines Elements in eine Heap-Priority Queue

Eingabe: Loschpositionpos

1
2:
3
4:
5:
6:
7
8:
9:

procedure DELETE(pos)
AlheapSize].index := pos.index
TauscheA[heapSize] und A[pos.index]
heapSize= heapSize- 1
1 := posindex
SIFTUP(7)
SIFTDOWN(7)
deletepos

end procedure

Listing 3.11: Loschen eines Elements in einer Heap-Priority Queue
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Eingabe: Positionpos, neue Prioritat p

1: procedure DECREASEPRIORITY(pos, p)
2 pos.priority == p

3 SIFTUP(pos.index)

4: end procedure

Listing 3.12: Verkleinern der Prioritat eines Elements in einer Heap#ity Queue

Eingabe: Feld-Index:
1: procedure SIFTUP(7)
2 var int parent
3 parent = |i/2]
4 while parent > 0 do
5: if Ali].priority < Alparent].priority then
6 Alparent].index =1 > Indizes anpassen
7 Ali].index := parent
8 VertauscheA[:] mit A[parent] > Weiterlaufer
9: 1= parent
10: parent ;= |i/2]
11: else
12: return
13: end if
14: end while
15: end procedure

Listing 3.13: SiftUp in einer Heap-Priority Queue
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Eingabe: Feld-Indexi

1
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:

procedure SIFTDOWN(7)
var Index

while 2i < heapSize do

=2
if 7 < heapSize then
if A[j].priority > Alj + 1].priority then
j=Jg+1
end if
end if
if Ali].priority > Alj].priority then
Aljlindex ==
Ali].index := j
VertauscheA[:] mit A[j]
1:=7
else
return
end if

end while

19: end procedure

> A[i] hat linkes Kind
> A[j] ist linkes Kind
> A[i] hat rechtes King

> A[j] ist kleinstes King

> Weiter versickern

—

> Heap-Bedingung erfil

Listing 3.14: Versickern in einer Heap-Priority Queue
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3.1.7 Eine untere Laufzeit-Schranke flr allgemeine Sor@rverfahren

Wir haben nun verschiedene Algorithmen zum Sortierenwv@bjekten kennengelernt, bei
denen die Worst-Case Laufzeit zwisch@f logn) undO(n?) lag. Nun stellt sich die Frage,
ob man auch in Worst-Case Zél(n) sortieren kann.

Wieviele Schritte mindestens zum Sortieren vobatensatzen benotigt werden, hangt da-
von ab, was wir Uber die zu sortierenden Datensatze wissehwelche Operationen wir
zulassen. Wir betrachten wie bisher das folgende Szeriarall§emeine Sortierverfahren.

Wir haben kein Wissen Uiber die Datensatze, ausser dasSdiliissel verschie-
den sind. Zur Bestimmung einer Sortierung sind ledigétghmentare Vergleiche
zwischen den Schliisseln erlaubt, d.h. die Fraggt a;, < a;?".

Um obige Frage zu beantworten, fuhren wir eif@rischeidungsbauein. Die Knoten des
Baumes entsprechen einem Vergleich zwischamda; (siehe Abbildung 3.8). Die Kinder
reprasentieren dann einen positiven bzw. negativen Agsdas Vergleichs und schranken
damit die moglichen Sortierreihenfolgen ein. Die Blatatsprechen dann jeweils einer der
Permutationen der Folge der zu sortierenden Elemente.

>

IN

Abbildung 3.8: Ein elementarer Vergleicty, mit a; im Entscheidungsbaum

Abbildung 3.9 zeigt als Beispiel den Entscheidungsbaunmraestion-Sort Algorithmus far
<a'17 ag, a3> .

Die Anzahl der Schlusselvergleiche im Worst-Cé%e,.; entspricht genau der Anzahl der
Knoten auf dem langsten Pfad von der Wurzel bis zu einent Blatus 1, also defiefe
des Baums. Um die Frage nach der minimal moglichen Schrittan einem Worst-Case
Szenario zu beantworten, suchen wir also nach einer ungskranke fir die Hohe eines
Entscheidungsbaums.

Lemma 3.1. Jeder Entscheidungsbauiirfdie Sortierung vom paarweise verschiedenen
Schlsseln hat die Tief@(n logn).

Beweis.Wir betrachten einen Entscheidungsbaum der Tiedern disjunkte Schliissel sor-
tiert. Der Baum hat mindestend Blatter, die ja alle moglichen Permutationen darstellen
missen. Ein Binarbaum der Tieféat hochsteng' Blatter, also

2! >nl =t >log(n!).
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Abbildung 3.9: Entscheidungsbaum fur Insertion-Sort von drei Elementen

Damit gilt

t > log(n!) = Zlogi > glogg = g(logn —1)=Q(nlogn). O
i=1

Aus diesem Lemma folgt aber direkt:

Theorem 3.1. Jedes allgemeine Sortierverfahren bégt zum Sortieren von paarweise
verschiedenen Sdidseln mindesterig(n logn) im Worst-Case.

Heap-Sort und Merge-Sort sind also asymptotisch zeitagpér8ortieralgorithmen!

3.2 Lineare Sortierverfahren

Wahrend allgemeine Sortierverfahren kein Vorwisserr ihe zu sortierenden Daten vor-
aussetzen, hat man in der Praxis oft Informationen UbeAdieder den Wertebereich der
Schliisselwerte. Zum Beispiel wird man haufig nur Zahles @inem bestimmten Bereich
oder Zeichen aus einem endlichen Alphabet sortieren mugsiese Informationen kann
man nutzen, um die untere Schranke fur die Laufzeit deeailgnen Sortierverfahren zu
umgehen und auch Sortierverfahren mit linearer Laufzeiezuoglichen. Im Folgenden
werden einige davon vorgestellt.

3.2.1 Bucket-Sort

Bucket-Sort ist ein Sortierverfahren, das eingesetzt arekiann, wenn die Schliissel der
Eingabeelemente aus einem endlichen Alphabet der Larigemmen, z.B. ganze Zahlen
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aus dem BereiclD, .., k — 1] sind. Das Verfahren wechselt zwischeerteilungsphasend
Sammelphase

Die grundlegende Idee der Verteilungsphase ist, dass digaBeelemente ik Buckets
(Facher) verteilt werden, so dass da® FachF; alle Elemente enthalt, deren Schlussel
den Wert: haben. Das jeweils nachste Element wird stets nach dennamd-ach bereits
vorhandenen Elementen gereiht. Dies kann z.B. dadurcitletrsgerden, dass die Elemente
in jedem Fach in einer Queue gespeichert werden, und dastedElement dann an diese
Queue angehangt wird.

Im zweiten Schritt, der Sammelphase, sammelt man die Ssélisler Reihe nach aus den
Buckets wieder auf, wobei die Buckets in aufsteigenderxreleenfolge durchlaufen wer-
den. In der Sammelphase werden die Elemente in den FaéhernF),_; so eingesammelt,
dass die Elemente im Fadh,; als Ganzes hinter die Satze im FaEhkommen. Dafur
werden die Facher nach aufsteigenden Werten abgearnbedetie Queues geleert.

Durch das Anhangen des jeweils nachsten betrachteteneils an eine Queue in der Ver-
teilungsphase wird auch die Eingabereihenfolge von Eléememit gleichem Schlussel er-
halten, d.h. BucketSort sortiert stabil.

Die Laufzeit von Bucket-Sort ergibt sich wie folgt: Zunatterfolgt die Verteilung durch
Ablauf aller Eingabeelemente, also mit Aufwa@d»). Dann werden die Buckets zum Auf-
sammeln durchlaufen, was Aufwaf k) erfordert. Dabei werden auch die Queues geleert,
die dien Elemente speichern, womit dieser Schritt Aufwanh + k) hat. Insgesamt hat
Bucket-Sort also eine Laufzeit id(n + k).

Wie man leicht sieht, ist der Aufwand unabhangig von deti&amg der Eingabe, womit
Worst-Case, Average-Case und Best-Case zusammenfallen.

Beispiel Bucket-Sort Die Folge(C, B, C’, A, B) mit dem Alphabe{ A, B,C'}, m = 3,
soll sortiert werden (Die Anfuhrungszeichen sind nur zuntédscheidung von Elementen
mit denselben Werten angefigt). Verteilungsphase:

Fach| Datensatze
F(] A

) B'.B

I C,C

Sammelphase: Durchlaufen der FachgrF; und F;, mit dem ErgebnisA, B', B, C, C")

Diskussion von Bucket-Sort.

e Bucket-Sort sortiert stabil.

e Da die Effizienz von Bucket-Sort von der Anzahl der moglichéertek abhangig ist,
lohnt sich dieses Verfahren nur, wehmicht allzu grof3 ist.
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Eingabe: Zu sortierende Zahlenfolge in Feli Feld Bucket von Listen
Ausgabe: sortierte Folge in Feldl
1. procedure BUCKETSORT(ref A)
2: var Liste Bucket[0..k — 1]
3 Initialisiere Bucket
4: fori:=1,..,ndo > Verteilen
5: Bucket[Ali].key].put(A[i])
6: end for
7 i=1
8 for j:=1,..,k—1do > Sammeln
o: while not Bucket|[j].iSEmpty() do
10: Ali] := Bucket[j].get)
11: 1:=14+1
12: end while
13: end for
14: end procedure

Listing 3.15: Bucket-Sort

e Bucket-Sort ist einfach zu implementieren.

e Bucket-Sort kann auch zum Sortieren genutzt werden, wearEdigabeelemente
(annahernd) uniform uber das Intervéll .., 1) verteilt sind (z.B. bei FlieRkomma-
zahlen). Dann wird das Intervall einfachrngleichgrof3e Buckets aufgeteilt. Die ent-
stehenden Listen sind aufgrund der Verteilung hoffenttielativ klein und werden
dann z.B. mit Insertion-Sort sortiert.

3.2.2 Counting-Sort

Counting-Sort geht davon aus, dass die zu sortierendendalenganze Zahlen aus dem
Intervall [0..k — 1] sind. Furk in O(n) erfolgt die Sortierung dann i®(n) Laufzeit. Die
grundlegende Idee bei Counting-Sort ist es, fur jedes Etgmdie Anzahl der Elemente zu
ermitteln, die kleiner sind als, und damit direkt die Position vonzu bestimmen. Aufpassen
muss man dabei auf den Fall, dass einige Elemente gleick ghod, damit diese nicht an
dieselbe Position gesetzt werden. Counting-Sort erzaongtsortierte Version der Eingabe
aus FeldA in einem Resultatsfeld.

Der Pseudocode von Counting-Sort ist in Abbildung 3.16 elsteglt. Der Algorithmus geht
wie folgt vor: In der ersteffor-Schleife wird das temporare Zahlfeldauf den Werd initia-
lisiert. Dann wird in der zweiten Schleife jedes Eingabe®lat angeschaut und fur seinen
Wert ! der EintragC[/] um eins erhoht. Dadurch enthaltnach der Schleife an Indéxdie



3.2. LINEARE SORTIERVERFAHREN 71

Anzahl der Eingabeelemente mit Wertm die Anzahl der Elemente, die kleiner oder gleich
einem Wert sind, festzustellen, werden dann in der dritten Schleiiéaeh die Werte irC’
sukzessive aufsummiert. Damit haben wir im Prinzip schornjddes Elementl[j] = i sein
Position festgelegt, es kommt an die Stélled[j]], die dieser Anzahl entspricht. Wir laufen
also in der letzten Schleife rickwarts Uber das Eéldnd schreiben den Wer|[j] in das
ErgebnisfeldB an die StelleC[A[j]]. Da wir auch gleiche Werte in der Eingabe zulassen,
verringern wir jedesmal die Anzalil[A[;j]] um eins, so dass das nachste Eingabeelement,
das denselben Wert hat wig;], eine Position vor dem Element ad$j] in B eingetragen
wird. Dies hat den Nebeneffekt, dass Counting-Sort stalilest, d.h., Elemente mit glei-
chen Schlusseln werden in der Ausgabe so angeordnet,eniie der Eingabe vorkommen.

Eingabe: zu sortierende Zahlenfolge in Feld[1...n] mit Elementen aus dem Bereich
[0..k — 1]
Ausgabe: sortierte Zahlenfolge in Feld

. procedure COUNTINGSORT(ref A, int k)
; var Zahl C[0...k — 1]
; var Hilfsfolge BJ[1...n]

1

2

3

4: forl:=0,..,k—1do > Initialisiere Zahlfeld
5: Cll =0

6: end for

7 for j:=1,..,ndo

8 ClA[j]] :== C[A[j]] + 1 > C[j] ist die Anzahl def mit A[l] = j
9: end for

10: forl:=1,..,k—1do

11: Cll] :==Cll|+C[l — 1] > Cl] ist Anzahl derl mit A[l] <
12: end for

13: for j:=mn,..,1do

14: B[C[A[f]] :== A[j]

15: ClA[f]] == ClA[f]] - 1

16: end for

17: Schreibe sortierte Folge zuriick von B nach A

18: end procedure

Listing 3.16: Counting-Sort

Analyse von Counting-Sort. Die Laufzeit von Counting-Sort lasst sich durch eine einfa
che Betrachtung des Pseudocode ableiten. Die erste Schviedf genau: mal durchlaufen,
die zweite Schleife: mal, die dritte Schleife wiedér mal und die letzte Schleife mal. Da-
bei werden jeweils nur einfache Anweisungen bzw. Operati@usgefuhrt. Unsere Laufzeit
ist also durch das Maximum vamnund ik bestimmt, in O-Notation erhalten wid(n + k).
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Fur den Fallk = O(n) erhalten wir eine Laufzeit vo®(n), womit Counting-Sort dann in
der Praxis als lineares Sortierverfahren angewandt wekaien.

Diskussion von Counting-Sort.

e Counting-Sort ist ein stabiles Sortierverfahren
e Counting-Sort benotigt zusatzlichen Platz der Gréije)

e Counting-Sort kann aufgrund seiner Eigenschaften alsdstiipe in anderen Sortier-
verfahren, wie z.B. RadixSort (siehe Abschnitt 3.2.3)gesetzt werden.

e Wahrend Bucket-Sort auch bei kontinuierlichen Werterig@rechende Verteilung der
Werte vorausgesetzt) eingesetzt werden kann, ist CouStamgnur im Spezialfall gan-
zer Zahlen sinnvoll einsetzbar.

3.2.3 Radix-Sort

Radix-Sort kann als Sortierverfahren angewandt werdennwiée Eingabeschliissel Zahlen
im Bereich[O..kd — 1} sind. Man fasst die Zahlen dann dlstellige Zahlen zur Basis auf
und sortiert die Stellen jeweils einzeln mit einem stabiBantierverfahren, beginnend mit
der niedrigstwertigen Stelle. Beispielsweisekist 10, wenn die Schlissel Dezimalzahlen
sind, undk = 26, wenn die Schlissel Buchstaben aus dem lateinischen Bépisand. Der
Pseudocode zu Radix-Sort ist sehr einfach aufgebaut, 8lgh8.17.

Eingabe: zu sortierende Zahlenfolge in Feld Stellenzahtl
Ausgabe: sortierte Zahlenfolge

1. procedure RADIX SORT(ref A, int d)

2: fori:=0,..,d—1do > FUr alle Stellen
3: Benutze stabiles Sortierverfahren uihmach Stelle i zu sortieren
4: end for

5. end procedure

Listing 3.17: RadixSort: Stellenweises Sortieren.

Auf den ersten Blick erscheint es ungewodhnlich, nach dednigstwertigen Ziffer zuerst

Zu sortieren, aber die Sortierung in den ersten Runden wirchddie Benutzung eines sta-
bilen Sortierverfahrens in den nachfolgenden Sortierean@weils stabil gehalten und die
abschliessende Sortierung erfolgt dann nach der hochigiee Ziffer jedes Eingabewertes,
wodurch das Ergebnis dann eine korrekte Sortierung ergibt.
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Laufzeitanalyse von Radixsort. Die Laufzeit von Radix-Sort ist naturlich abhangig vom
verwendeten stabilen Sortierverfahren. Bei der oben gerarinterpretation der Eingabe-
werte ist jede Stelle eine Ziffer aus dem Werteberéictk — 1], womit z.B. CountingSort
eingesetzt werden kann. Jeder Durchlauf Gber eine Stefle d-stelligen Zahlen bendtigt
dann®(n + k), beid Durchlaufen erhalten wir somit eine Gesamtlaufzeit & (n + k)).
Hat man eine feste Maximalzahl von Stellen, also konstastesd einen Ziffernbereich
k = O(n), dann sortiert RadixSort in Linearzeit.

Welche genauen Eigenschaften Radix-Sort, z.B. auch beglSgeicherbedarfs, hat, hangt
von dem verwendeten stabilen Sortierverfahren ab.

Beispiel Radix-Sort.

Eingabe Erste Runde Zweite Runde Dritte Runde
Sortiere Einser stabil Sortiere Zehner stabj|l Sortiere Hunderter stabil
237 422 512 119
422 512 213 213
427 213 119 237
512 237 422 422
119 427 427 427
213 119 237 512

3.3 Externe Sortierverfahren

Wir gehen in dieser Vorlesung nicht im Detail auf externeti®orerfahren ein, wollen aber
dennoch die Problematik kurz erlautern und ein Verfahreiselhaft vorstellen. Die klas-
sischen Sortierverfahren wie Insertion-Sort etc. besiatkigen eventuell problematische
Aspekte des Speicherzugriffs Uberhaupt nicht. Inr Emsatler Praxis, also eine Implemen-
tierung auf konkreter Hardware, erfordert die implizitenahme, dass alle Daten gleichzei-
tig in den Hauptspeicher passen.

In den letzten Jahren stieg die Menge an Daten, die veratletrden missen, rasant an. Da-
her und zusatzlich haben sich eine Vielzahl von Technikabliert, die schnellen Speicher-
zugriff erlauben, ohne dass der gesamte Speicherberesdeauschnellen und damit teuren
Speicherbausteinen bestehen muss; ein Beispiel daflid@rCaching-Strategien in moder-
nen PCs. Konkrete Hardwarearchitekturen bauen also aef 8ieicherhierarchie auf, die
von Prozessorregistern Uber First-, Second-, ggf. Thadel Cache, und Hauptspeicher bis
zur Festplatte und noch langsameren (z.B. optischen) Mags&hern reicht. Daten werden
dann jeweils irBlockeneiner festen Grofie aus nachgeordneten SpeicherebeaeeigeDa
die Zugriffszeiten auf die Speicherebenen jeweils um &ierdnungen auseinanderliegen
konnen, mussen die Zugriffe moglichst effizient gestalterden. Wir kbnnen also nicht
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mehr wie bisher davon ausgehen, dass z.B. der Zugriff aef Rosition in einem Feld in
konstanter Zeit moglich ist und missen versuchen, dieaAhder Externspeicher-Zugriffe
(I/0s) so gering wie moglich zu halten. Ein geladener Block salleshalb moglichst vie-
le nitzliche Daten enthalteirtliche Lokalit), also z.B. Feldelemente, die hintereinander
verarbeitet werden, und es sollen moglichst wenige Biaggddaden werden muissen.

Beim Entwurf und der Analyse von externen Sortierverfalgeht man nun vom abstrakten
RAM Maschinenmodell ab und beriicksichtigt stattdessenuditerschiedliche Wertigkeit
von externen und internen Speicherzugriffen in einem hirachen Speichermodell. Die
Laufzeiten dieser Algorithmen werden deshalb nicht nudalig von der Eingabegrofe
angegeben, sondern hangen auch von Hardwareparametsie: ab

e Hauptspeichergrol3&/
e Speicher-BlockgroR&

sowie der Anzahl an verfugbaren Platten usw.

Die Analyse und Verbesserung externer Verfahren ist eingbdbr aktuellen Forschung; ein

Zielist es z.B. aufgrund der Heterogenitat der heutigerditare, auf moglichst verschiede-
nen Architekturen eine gute Laufzeit zu erreichen. Ein Angar externe Sortierverfahren

ist es, das externe Sortieren auf das interne Sortiererckzmfuhren, indem man die Daten
zunachst in kleinere Teile aufteilt, die klein genug simch intern sortiert zu werden. Diese
Teile miissen dann noch kombiniert werden. Wir haben Isee@ien Algorithmus kennenge-
lernt, der das Sortieren wahrend der Zusammenfuhrungemengen durchfuhrt, namlich

Merge-Sort. Wir beschreiben als Beispiel fur externe &arén im Folgenden den externen
Merge-Sort Algorithmus, ein Standardverfahren zum exer8ortieren.

3.3.1 Algorithmische Aspekte

Die Idee beim externen Merge-Sort ist es, die Eingabe Ahstdn m Teilmengen aufzu-
teilen, welche dann intern sortiert werden konnen. Damitrhan nach dieser Phadeup-
Formation-Phasgkleinere, sortierte Teilmengen der Eingabe, die sogeeariuns Diese
Runs werden bei der Erzeugung in den externen Speicherlagedge In einem weiteren
Schritt werden die Runs dann wieder zur Gesamtmenge zusagefigt Merging-Phasg
indem Blocke der Runs in den Hauptspeicher geladen wend@deren Inhalt in die sortier-
te Ausgabereihenfolge eingefligt werden.

Wir betrachten zunachst die 1/0-Komplexitat von normalklerge-Sort. Das interne Sor-
tieren verursacht keine 1/0-Operationen, das Einlesenwieder Herausschreiben in der
Run-Formation-Phase kann mii{n/B) I/Os erfolgen. Fur die Merge-Phase haben wir:

e Verschmelzen der Teilfolges; undSy: O(1 + (|S1| + |S2|)/B) I/Os.
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o Auf jeder Rekursionsstufé?(n + n/B) 1/0s.

e Auf allen Stufen zusamme®((n + n/B)logn) I/Os.

Wir konnen dieses Verhalten allerdings einfach verbesser

1. Wir verhindern in der Run-Formation-Phase 1-elemerlgagen. Dazu beenden wir
die Aufteilung bereits bei Teilmengen der Lane da wir wissen, dass diese komplett
in den Speicher passen. Wir laden danfi/ Teile nacheinander in den Hauptspeicher
und sortieren sie dort. Danach konnen wir die sortiertédige in den externen Spei-
cher zuruickschreiben. Der Aufwand ist dann wie folgt:

e Wir brauchenl// B I/Os, um eine Folge hin und her zu kopieren, zusammen also
O((n/M)(M/B+ 1)) = O(n/B) l/0s, das Sortieren selbst benotigt keine 1/Os.
e Auf jeder Stufe brauchen wiv(n/M + n/B) 1/Os.
e Da wir jetzt nicht mehtog n Stufen haben, sondern nur ndoy n/M, ergibt sich
auf allen Stufen zusamme®((n/M + n/B)log(n/M)) I/Os. Dies ist gleich
O(n/B(1 + log(n/B)))
dan/M < n/B.

2. Wir verschmelzen statt zwei jeweils= M /(2B) Runs Multiway-Merging. Dazu
kopieren wir zunachst die jeweils kleinsten Elemente . ., z, der RunsSy, ..., S, in
den Hauptspeicher (Blockzugriff) und kopieren dann dasidinm z; dieser Elemente
in den Run, der herausgeschrieben wird. Dann liest man alzsste’ Element voR;
ein usw. Wir haben damit fir das Verschmelzen von Teilfol§g . . ., S, mindestens
Kostenp und (|S:| + ...+ |S,|)/B Blocke, und damit:

e Auf jeder StufeO(n/M + n/B) 1/Os.
o Aufallen Stufen zusammen((n/M+n/B)log,, 5(n/B)) I/Os. Dies istgleich

O(n/B(1 +logy,5(n/B))

Nun betrachten wir die interne Laufzeit des Algorithmus uriseren Verbesserungen. Wir
konnen das Minimum der Elemente aus den verschiedenend®iiment ermitteln, indem
wir die jeweils kleinsten Elementa, . . ., z, (mitihren Blockzugriffspartnern) in einer Prio-
rity Queue im Hauptspeicher halten. Damit haben wir furtiaotigten OperationendRE-
TEMIN und INSERT Laufzeitlog p. Der Speicherplatz hierfur ig¢p = BM/(2B) = M/2.

Fur die Gesamtlaufzeit mit unseren Verbesserungen esigibtnun

e In Phase 1 sortieren wir/M Stiicke der Langé/:

O((n/M)(Mlog M)) = O(nlog M).
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e Auf jeder Stufe verschmelzen wir Elemente und suchen jeweils das Minimum:

O(nlogp).
e Die Tiefe des Baums igP(log,(n/B)).

Insgesamt haben wir damit
O((nlog M) + (nlogp) log,(n/B)) =

= O((nlog M) + (nlog(M/B))logy;,z(N/B)) =
= O(nlogn).

Theorem 3.2. Eine Menge vom Elementen kann mit Hilfe von Multiway Merging in inter-
ner ZeitO(n logn) mitO(n/B(1 + log,,,5(n/B))) /Os sortiert werden.

Anmerkund3.6. Man kann zeigen, dass dies die bestmogliche Komplesitat i



Kapitel 4

Suchen

Das Suchen in Datenmengen ist eine der grundlegenden Aarigdle heutzutage mit dem
Computer gelost werden, und damit auch ein wichtiges Thaen#Ilgorithmentheorie.

Die Suche nach Stichwortern im Internet oder die Suche Dathnsatzen mit bestimmten
Eigenschaften in einer Datenbank sind bekannte Beispadie.cAuch beim Suchen sind wie
beim Sortieren die betrachteten Objekte durch einen ($8chlissel aus einer linear geord-
neten Menge (denmUniversum U charakterisiert. Diese Schlussel kbnnen z.B. bestimmte
Attribute der Objekte sein, etwa die Versicherungsnumnoer Rersonen in einer Kunden-
datenbank. Wir beschreiben zunachst einige elementaigaorithmen, die auf sequenti-
ell gespeicherten Elementfolgen (Listen und Feldern)itgbeund stellen dann dynamische
Datenstrukturen vor, die die Suche in den von ihnen verteadt&lementen effizient un-
terstitzen. Diese Datenstrukturen werden zur Verwalttorgdynamischen Datenmengen
d.h. Datenmengen, deren Inhalt sich durch Einfugen oddeim®n von Elementen andern
kann, benutzt, fur die wir bereits den abstrakten DateBligtionary kennengelernt haben.

Bei der Betrachtung der verschiedenen Suchmethoden geh&neAbeim Sortieren davon

aus, dass kein Schlussel mehrfach in der Eingabe vorkohach diesen vergleichsorien-
tierten Suchverfahren werden in Kapitel 5 Suchverfahrdmabdelt, bei denen zusatzlich
arithmetische Operationen erlaubt sind.

4.1 Suchen in sequentiell gespeicherten Folgen

Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dass die Datenelemergméem FeldA[1], ..., Aln]
gegeben sind und wir id ein Element mit Schliissele U suchen.

Wir betrachten drei Suchverfahren: ein einfaches linedeefhren, die binare Suche sowie
die geometrische Suche.

77
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4.1.1 Lineare Suche

Die lineare Suche setzt die einfachste Suchidee um: MarhtBwit alle Elemente des Fel-
des von vorne nach hinten und vergleicht jeden Schlussetlemn Suchschlissel, bis der
Schlussel gefunden wird.

Analyse.

e Best-Case (sofortiger Treffe)i,i,(n) = 1 = O(1)

e Worst-Case (erfolglose Suché);,.«(n) = n = O(n)

e Average-Case (fur erfolgreiche Suche unter der Annahass gde Anordnung gleich
wahrscheinlich ist):

1 Zn . on+1
=1

Diskussion.

e Diese einfache Methode eignet sich auch fur einfach veateeListen.
e Lineare Suche ist nur fur kleineempfehlenswert.

e Lineare Suche ist bei unsortierten Daten die einzige Mbgkeit.

4.1.2 Bimare Suche

Wenn in einer Folge haufig gesucht wird, ohne dass sie sicluigf andert, lohnt es sich, die
Elemente bereits sortiert zu verwalten und dann in deresteta Folge zu suchen, was den
Suchaufwand erheblich verringern kann. Die Idee der bm&uche ist, den Suchbereich in
jedem Schritt zu halbieren, indem das gesuchte ElementemtiElement an der mittleren

Position in der sortierten Folge verglichen wird. Ist dasugite Element kleiner, so arbeitet
man auf der linken Halfte weiter, ist es grol3er, auf dehtexe Seite. Bei Gleichheit hat

man das Objekt gefunden. Diese Methode funktioniert nunnaaan einen indexbasierten
Zugriff auf die Elemente der Folge hat, also nicht auf Listen

Schema. In einem ersten Schritt wird die Folge sortiert; jetzt gilt:

Alll.key < A2].key < ... < Alnl.key

Nun folgt man deDivide and Conquer Method#&kergleiche den Suchschlisseimit dem
Schliussel des Elementes in der Mitte. Falls
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Eingabe: Feld A[1..n]; Schlussek
Ausgabe: Position vons oder 0, fallss nicht vorhanden

1: procedure BINARY SEARCH(A, s)
2 var Indexm,l =1,r =n

3 repeat

4 m:=[(l+r)/2]

5: if s < A[m].key then

6 r.=m-—1

7 else

8 l:=m+1

9 end if

10: until s = Afm|.key VI >r
11: if s = A[m].key then

12: return m
13: else

14: return 0
15: end if

16: end procedure

Listing 4.1: Binare Suche

e s gefunden: Stop, Ruckgabe des Elements
e s ist kleiner: Durchsuche Elemenginks der Mitte*

e sist grol3er: Durchsuche Elementechts der Mitte*

Listing 4.1 zeigt eine nicht-rekursive Implementierung bimaren Suche.

Analyse. Um die Analyse zu vereinfachen nehmen wir an, dass2* — 1 gilt fir ein ge-
eignetes:. Wir zahlen die Anzahl der Vergleiche bei Zeile 3 und Zeiia @lgorithmus 4.1.

e Best-Case (d.h. sofortiger Treffe),in(n) = ©(1).

e Worst-Case: Wie lange dauert es, das Element an Positiof1, 2, ..., n} zu finden?
Bei erfolgloser Suche missen wir den Suchbereich so laalipeehen, bis er nur noch
ein Element enthalt, d.h. wir missen logarithmisch otbiemen. Im schlechtesten
Fall fur die erfolgreiche Suche ist das gesuchte Elemect aas letzte Element im
Suchbereich, d.h. wir missen ebenso oft halbieren.

Sowohl fur erfolgreiches als auch fur erfolgloses Suatidrdamit:
Chax(n) = log(n + 1) = ©(logn).
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Abbildung 4.1: lllustration der Schrittzahl im Average-Case

e Average-Case: Beim Average-Case benutzen wir die Tatsaess sich die Anzahl
der Elemente, die wir bei einer bestimmten Schrittzahl imdei jeder VergrofRerung
der Schrittzahl verdoppelt: Wir finden mit einem Schritt rim einziges Element,
namlich das in der Mitte des Feldes, mit zwei Schritten achwei und die Halfte
der Elemente finden wir mit der Worst-Case Suchizejtn + 1). Abbildung 4.1 zeigt
dieses Schema.

Damit ergibt sich als GesamtaufwaRd 2" " i - 2i-! und deshalb als durchschnitt-
licher Aufwand (bei erfolgreicher Suche) von

1 log(n+1) 1
Cavg(n) = = E:i-?4:E@gm+1%4ﬂn+D+l

n -
=1

Durch Einsetzen voh = log(n + 1) ergibt sich schlief3lich:

= (logln+1)—1)(n+1)+1
= (n+1)log(n+1)—n

Daraus berechnet sich die durchschnittliche Zeit fiir dieh®:

1 1
—[(n+ log(n+1) —n] = "Z log(n+1) — 1
1 1
~ log(n4 1) 48D

n
—  log(n+1)—1

n—oo

Das bedeutet, es wird eine Zeiteinheit weniger als im Woeste bendotigt. Also gilt:
Cavg(n) = O(logn).
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Diskussion.

e Binare Suche ist fur grof¥e sehr empfehlenswert. Eine lineare Suche bei ca. 2 Mil-
lionen Elementen wirde schlimmstenfalls 2 Millionen Mleighe benotigen, binare
Suche hingegen nuisg(2 - 10%) ~ 20 Vergleiche.

¢ In der Praxis macht man meibtterpolationssuch€auchFingersuchegenannt), die
wie Binarsuche funktioniert. Es wird jedoch durch die erwartete Position des
Suchschlussels ersetzt. Die Interpolationssuche lggmi@t Durchschnitio (log log n)
Vergleiche, aber im Worst-Cage(n) (!) bei einer unregelmaRigen Verteilung der
Schliussel, wie z.B,,AAAAAAABZ".

e Binare Suche ist nur sinnvoll, wenn sich die Daten nichzuabft andern; sonst sind
binare Suchbaume besser geeignet (siehe Abschnitt 4.2).

e Die Analyse zeigt, dafR wir im Durchschnitt kaum weniger \eiche brauchen als
im Worst-Case. Statt in jedem Schritt als AbbruchbedingauigGleichheit mit dem
Suchelement zu testen, konnen wir deshalb auch fur jedeeSogarithmisch oft hal-
bieren, bis unser Suchbereich nur noch ein Element enthdltdabei dann einen Ver-
gleich pro Schritt sparen.

Exkurs: Bin are Suche bei Insertion-Sort

Beim Sortieralgorithmus Insertion-Sort haben wir bereits Suchproblem kennengelernt:
Wir suchten fur ein aktuelles Element der Eingabe die igghPosition in der bereits sortier-
ten Teilfolge. Dies haben wir mit einem einfachen Durchjalh. in Begriffen aus diesem
Kapitel mit linearer Suche erreicht. Stattdessen konneawch die binare Suche anwenden,
da die Teilfolge, in der wir suchen, sortiert ist und in einEeld gespeichert vorliegt. Die
Suche ist erfolglos und findet damit dielicke”, in die wir unser aktuelles Element einfligen
konnen. Dadurch haben wir im Worst-Case von Insertiori-8arnochO(n log n) Verglei-
che, allerdings andert sich nichts an der Anzahl der edtigerschiebungen, wir haben also
weiterhin quadratische Worst-Case Laufzeit.

4.1.3 Geometrische Suche

Die geometrische Suche verkleinert wie die binare SucheSiehbereich in jedem Schritt
um einen ganzen Bereich (d.h. um mehr als ein Element wierifirdmaren Suche), aller-
dings nicht mit einem konstanten Faktor, sondern in imm@&gren Schritten. Der gesuchte
Schliissel wird mit den Schliisseln an Posititdn2', 22, . .., 2% vergleichen, wobe* die
groRte Zweierpotenz mit* < n ist, und durch das Ergebnis der Vergleichsoperation wird
der neue Suchbereich bestimmt. Wird an einer Positi@in Schliisset > s gefunden, so
wird im Bereich2=!, ... 2" — 1 mittels binarer Suche weitergesucht. Ist hingegen auch de
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Schlussel a* noch kleiner als, wird in den restlichen Positionét, . . ., n binar gesucht.
Da sowohl die Binarsuche als auch der Aufteilungsschigtimehr alsflogn] + 1 Schritte
benotigt, brauchen wir nie mehr als doppelt so viele Sighritie binare Suche, allerdings
sind wir fur Elemente, die relativ klein (Position an Index,/n) sind, sehr effizient. Da-
mit bietet die geometrische Suche einen Kompromiss zwisthearer Suche und binarer
Suche und ist gut geeignet, wenn der Suchschlissel wadinéich relativ klein zu den ge-
speicherten Daten ist.

Schema. In einem ersten Schritt wird die Liste sortiert; jetzt gilt:
Alll.key < A2].key < ... < A[n].key

Nun folgt man deDivide and Conquer Method&ergleiche den Suchschliissein Schritt
i mit dem Schliissel des Elementes an der Posi#fiaies Suchbereichs. Falls

e s gefunden: Stop, Ruckgabe des Elements

e s ist kleiner: Durchsuche Elemente im letzten Teilbereiokdivon der aktuellen Po-
sition.

e s ist grolRer: Gehe eine Suchposition weiter durch Verdappek Index, falls noch
kleiner alsn, sonst durchsuche den Rest mit binarer Suche.

Parametersuche. In dem hier besprochenen Fall der Suche in einem Array hagete
metrische Suche nur beschrankten Nutzen in spezielleneAdungsfallen. Der klassische
Bereich in dem dieses Suchverfahren jedoch glanzen kadreiParametersucheHier su-
chen wir nicht einen Wert in einem Array, sondern wollen aineptimalen” Parameter
fur eine Funktionf(n) finden. Allerdings konnen wir die Gite eines Parametersdooch
Berechnen dieser Funktion erfahren.

Wir starten in diesem Fall also z.B. in dem vfif1) ausrechnen, und (problemspezifisch!)
feststellen ob ,,1” der optimale Parameter war, bzw. falibtn ob der optimale Parameter
kleiner oder groRer it Ist er groRer, so verdoppeln wir nun jeweils den Paramater
prufen die Funktion furf(2). Ist dieser Parameter noch immer zu klein, so testenfyr,
danachf(8), f(16), f(32), usw. Sobald wir einen Parameter testen der zu grofl3 warnhabe
wir ein eingeschranktes Intervall zwisch&hund 2*+! (fur irgendeink), und konnen dieses
Intervall dann z.B. mit binarer Suche genauer untersuchen

Die Besonderheit der geometrischen Suche liegt also eonadlarin, dass wir einen Bereich
absuchen konnen, von dem wir seine obere Schranke nicheken

1In vielen Anwendungsfallen kann man dies zum Beispiel an Werzeichen des Resultats erkennen.
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4.2 Binare Suchkbiume

Binare Suchbaume sind binare Baume mit zusatzliclpezisllen Eigenschaften, die sich
zum Suchen in dynamischen Datenmengen eignen, d.h. siestinten die Operationen

des abstrakten Datentyps Dictionary. Wir haben binanenB#ibereits bei Heapsort und der
Diskussion der unteren Schranke fur das Sortierproblemdwegelernt, und fuhren zunachst
einige Begriffe formal ein.

Bezeichnungen. Binare Suchbaume basieren auf sogenangamurzelten Bumen die
wie folgt rekursiv definiert sind: Ein gewurzelter Baum istweder leer oder er besteht aus
einem Knoten (genanWurze), der eine Menge vo#Zeigernbesitzt, die selbst wieder auf
gewurzelte Baume zeigen. Zeigt der Zeiger eines Knotend einen nichtleeren gewurzel-
ten Baum, so nennen wir die Wurzeldieses Baums audkind von v undv den Elter von
w.

Die Wurzel ist somit der einzige Knoten in einem gewurzeBanm ohne Elter. Alle anderen
Knoten konnen durch Verfolgung von Elter-Kind Beziehumgder genau einen Weg von
der Wurzel aus erreicht werden. Digefet,,(v) eines Knotens ist die Anzahl der Elter-
Knoten auf diesem Weg einschliesslich der Wurz€(lst klar, welche Wurzel gemeint ist,
lassen wir den Index auch weg und schreiben). Sie ist eindeutig, da nur ein solcher Weg
existiert. Die Tiefe der Wurzel ist 0. Die Menge aller Knotait gleicher Tiefe im Baum
wird auchEbenegenannt. Knoten, die keine Kinder besitzen, heiBéitter, alle anderen
Knoten heif3ermnnere Knoten

Jeder Knoterv in einem gewurzelten Bauriy' ist selbst Wurzel einetnterbaums der
aus ihm selbst sowie den Knoten in den an seinen Kindern geften Unterbaumen be-
steht. Die Knoten im Unterbaum mit Wurzel nennen wir auchiNachfolgervon v in

T. Die Hohe k(7)) eines (Unter-)Baume$, mit dem Wurzelknoten- ist definiert als
h(T,) = max{t.(v) : vist Knoten inT,}. Die Hohe eines leeren Baums ist aid defi-
niert. In Abbildung 4.2 gilt z.BA(7),,) = 2 undh(7,,,) = 4. Die Hoheeines Knotens ist
analog die Hohe des Unterbaums depayewurzelt ist, also die Lange eines langsten Pfades
in T"von v zu einem Nachkommen van Abbildung 4.3 gibt ein Beispiel fur die Hohe und
die Tiefe von Knoten in einem gewurzelten Baum.

Ein gewurzelter Baum heilgieordnet wenn die Reihenfolge der Kinder an jedem Knoten
festgelegt ist, die Kinder also eine Folgg ..., ¢; bilden. Einbinarer gewurzelter Baum
ist ein gewurzelter Baum, bei dem jeder Knoten genau zwedkaiger hat. Ist ein binarer
gewurzelter Baum geordnet, dann konnen wir zwischen dekeri und dem rechten Kind
unterscheiden. Die an den Kindern gewurzelten Unterbauerden entsprechend als lin-
ker bzw. rechter Unterbaum bezeichnet. Eallstindig balancierterbinarer Baum ist ein
binarer Baum, in welchem jede Ebene, aulRer eventuell dezste, vollig mit Knoten gefullt
ist. Ein binarer Baum heifollstandig wenn alle seine Ebenen komplett gefullt sind.
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linker Unterbaum von 5

Abbildung 4.2: Zwei binare Suchbaume, Blatter haben fette Umrandummpté&hw,; mit
Schlussel 5 ist Wurzel vofi;, Knotenw, mit Schliissel 2 Wurzel voi,

Abbildung 4.3: Hohe und Tiefe eines Knotens

Definition 4.1. Ein binarer Suchbaunst ein binarer geordneter Baum, dessen Knoten eipen
Suchschlussel enthalten, und der die folgeSdehbaumeigenschatfillt:

Enthalt ein Knoten in einem binaren Suchbaum den Scéliisso sind alle Schliisse]
in seinem linken Unterbaum kleiner ataund alle Schliissel in seinem rechten Untgr-

baum groRRer als.

Implementierung von binaren Baumen. Wir realisieren binare Suchbaume als verallge-
meinerte Listen mit bis zu zwei Nachfolgern, siehe Listing#4 Der Zugriff auf den Baum
erfolgt Uber seinen Wurzelknoteoot. Den Verweis auf das Elterelement fiigen wir nur ein,
um die Pseudocode-Beschreibungen in diesem Kapitel éiziagestalten.
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Traversierungen fur geordnete birare Baume. Die Traversierung eines binaren Baums
besucht alle Knoten des Baums in einer bestimmten Reilgafblach der unterschiedlichen
Position der Wurzel und der beiden Unterbaume in einemhsol®©urchlauf unterscheidet

man die folgenden Methoden:

e Inorder-Traversierung: Traversiere rekursiv zunachest tinken Unterbaum, besu-
che dann die Wurzel, traversiere danach den rechten Untexb®ie Inorder-
Traversierung ist die wichtigste Traversierung fur ben&uchbaume, weil dabei die
Schliuissel aufsteigend sortiert durchlaufen werden.

e Preorder-Traversierung: Besuche zunachst die Wuragktsiere dann rekursiv zuerst
den linken, dann den rechten Unterbaum.

e Postorder-Traversierung: Traversiere zunachst rekdesi linken und den rechten Un-
terbaum, besuche danach die Wurzel.

Listing 4.3 zeigt den Pseudocode der Traversierungen, vatbAufrufparameter jeweils die
Wurzel eines binaren Baums Ulbergeben wird. Wenn man die BRes linken und rechten
Unterbaums jeweils austauscht, erhalt man entsprectsymai@etrische Methoden.

Anmerkung4.l Gelegentlich wird auch die sogenanntevel-Order-Traversierundpe-
schrieben, bei der alle Ebenen von links nach rechts und lokmé&nh von oben nach unten
durchlaufen werden.

> Reprasentation eines Knotens
struct TreeNode
var TreeNode left > Linker Zeiger
var TreeNode right > Rechter Zeige
var KeyType key > Schliissel des Knotens
var ValueType info > Gespeicherter Wert
var TreeNode parent > Zeiger auf Elter
end struct

© NI RN R
=

> Interne Reprasentation eines Baums
var TreeNode root

e =
= o

. > Initialisierung
. left := nil

. right := nil

. parent:= nil

e
AW N

Listing 4.2: Reprasentation eines binaren Baums durch Knotenelement
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procedure INORDER(p) procedure PREORDERp) procedure POSTORDEKp)
if p # nil then if p # nil then if p # nil then
INORDER(p.left) Ausgabe vorp POSTORDERDp.left)
Ausgabe vomp PREORDERp.left) POSTORDERp.right)
INORDER(p.right) PREORDERp.right) Ausgabe vomp
end if end if end if
end procedure end procedure end procedure

Listing 4.3: Baum-Traversierungen

Beispiel 4.1.Inorder-Traversierung vah; aus Abb. 4.2, angegeben ist die rekursive Auf-
rufreihenfolge und die Ausgabe:

| norder (5)
| norder (3)
I norder (2)
Ausgabe 2
Ausgabe 3
I norder (4)
Ausgabe 4
Ausgabe 5
I norder (7)
Ausgabe 7
| norder (8)
Ausgabe 8

Es ergibt sich die folgende Ausgabereihenfolge: 2, 3, 4, 8, FurT; ergibt sich die gleiche
Ausgabereihenfolge. Man kann also ausgehend von einebgege Inorder-Reihenfolge
den ursprunglichen Baum nicht eindeutig rekonstruieren.

Bei gegebener Inorder- und Preorder-Traversierungsrfalge eines beliebigen binaren
Baums kann dieser eindeutig rekonstruiert werden. Diesicstt moglich, wenn lediglich

die Preorder- und Postorder-Reihenfolge gegeben sinddaseBeispiel in Abbildung 4.4
zeigt.

Implementierung der Dictionary-Operationen. Wir besprechen nun eine Implementie-
rung der Dictionary-Operationen mit Laufzé h(7")) fur binare Suchbaume, wobk{T’)
die Hohe des gegebenen Suchbauihiést.

Flur SEARCH, DELETE und INSERT mit gegebenem Schlisselst es wichtig, die Position
in T zu finden, an des zur Einhaltung der Suchbaumeigenschaft/irgespeichert sein
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® 6
2 2
@D @D

Abbildung 4.4: Zwei Baume mit den gleichen Preorder (5, 2, 1, 3) und Postdd 2, 3, 5)
Traversierungsreihenfolgen

mufte. Dazu nutzen wir die Suchbaumeigenschaft aus, dieekk Schlissel als den der
Wurzel stets im linken Unterbaum und grol3ere Schlussekichten Unterbaum speichert.
Wir vergleichens mit dem in der Wurzel gespeicherten Schliissdrallss # s, setzen wir

die Suche fiis < s’ im linken Unterbaum und fug > s’ im rechten Unterbaum fort. Bei
Gleichheit haben wir Schlisseim Baum gefunden und konnen aufhdren. Ansonsten endet
unser Suchverfahren wenn wir in einen leeren Unterbaummesgen, die Suche war dann
erfolglos. Damit haben wir nun schon die &cH-Operation komplett beschrieben, deren
Laufzeit von der Lange des Suchpfads abhangt und damitamstCase linear in der Hohe
des Baums ist.

e SEARCH: Wir suchen nach einem Element mit dem gegebenen Schijsedem wir
rekursiv Schlusselvergleiche mit der Wurzel des Baumsldihren und je nach Er-
gebnis im linken oder rechten Unterbaum weitersuchen. D&h& endet erfolgreich,
wenn wir auf den gesuchten Schlussel treffen und nichtgrdach, wenn wir in einen
leeren Unterbaum verzweigen. Die Laufzeit ist abhangigder Lange des Suchpfa-
des und damit im Worst-Case und im Average-Case linear ildbe des Baums, im
Best-Case ist sie konstant. Listing 4.4 zeigt den Pseudofiodlie Suchoperation.

e INSERT. Wollen wir in einen binaren Suchbauifi ein Elementr mit Schlissels
einfugen, so suchen wir wie beESRCH die richtige Position (erfolglos), und fugen
bei Erreichen eines leeren Unterbaums an dessen Stelle méuen Knoten mit den
Werten vone in den Baum ein. Listing 4.5 zeigt den Pseudocode fur diéligeope-
ration.

e DELETE: Auch beim Loschen eines Elements mit gegebenem Schléissehen wir
zunachst nack im Baum. Haben wir in einem Knoterw gefunden, unterscheiden
wir zwei Falle:

(1) v hat hochstens ein Kind. Dann konnen wieinfach léschen und falls ein Kind
hat, rlickt dieses an seine Stelle.

(2) v hat zwei Kinder. Um unsere Suchbaumeigenschaft nach desohed zu er-
halten, brauchen wir einen Ersatzknoten, der an die Steltevvtreten kann. Dies
konnen die beiden Nachbarn verin der sortierten Liste der Schlissel sein, also die
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Eingabe: Baum mit Wurzelp; Schlissek
Ausgabe: Knoten mit Schliissed odernil, falls s nicht vorhanden
1: function SEARCH(p, s) : TreeNode

9:
10: end function

3
4:
5:
6
7
8

while p # nil A p.key # s do
if s < p.key then
p = p.left
else
p = p.right
end if
end while
return p

Listing 4.4: Suche in binaren Suchbaumen

Knoten mit dem nachstgrofReren bzw. nachstkleinerefiiSsél. Wir beschreiben die
Ersetzung durch den nachstkleineren Schliissel. Didgigjro3te Wert im linken Un-
terbaum vornv. Wir laufen deshalb zunachst zum linken Kind voand dann solange
zum rechten Kind, bis ein leerer Kindzeiger erreicht wircerDetzte durchlaufene
Knotenw enthalt dann den gesuchten Schlussel. Knatewird nun mitv ausge-
tauscht, danach kanngeloscht werden, da wir nun in Fall 1) sind. Fur den Fall der
Suche nach dem nachstgroReren Schliissel hatten wogaden kleinsten Schlissel
im rechten Unterbaum flr die Ersetzung benutzt. Listing zeigt den Pseudocode
fur das Entfernen eines Knotens, Abbildung 4.5 zeigt eiisjidel.

Zusatzlich zu den Dictionary-Operationen werden oft adiehfolgenden einfachen Hilfs-
funktionen benotigt:

e MINIMUM (MAXIMUM): Wir suchen das Element mit dem kleinsten (grof3ten)

Schliissel im Baum. Dazu laufen wir von der Wurzel aus rekumsden linken (rech-
ten) Unterbaum, bis wir auf ein leeres Kind treffen. Der tetdurchlaufene Knoten
enthalt dann den kleinsten (grofdten) Schlussel.

PREDECESSORSUCCESSOR: Ausgehend von einem gegebenen Element suchen wir
das Element mit dem nachstkleineren (nachstgroReremjisSsel im Baum. Die Su-
che nach dem nachstkleineren Schliissel haben wir bé@itOeLETE fur den Fall
beschrieben, dass das Element im Baum ein linkes Kind belstader linke Unter-
baum leer, kann das gesuchte Element, falls vorhandenuhdiean Pfad zur Wurzel
liegen. Wir folgen solange von aus den Elter-Eintragen, bis wir entweder aus dem
rechten Unterbaum zum Elter gelangen (dann ist der Sdlirsgliesem Elter der
gesuchte), oder an der Wurzel in einen leeren Eintrag ladfem gibt es keinen klei-
neren Wert. Den Ablauf der Suche nach dem nachstgro3erdnsSel (8 CCESsSOR
erhalten wir analog zu obiger Beschreibung durch Vertaerscler Richtungen links
und rechts. Listing 4.7 gibt den Pseudocode der Operation an
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Eingabe: Baum mit Wurzelroot; Schlussek und Werty
1: procedure INSERT(ref root, k,v) > Fugt Werty mit Schlussek in Baum mit Wurze
root €in
2: var TreeNode-, p
3 r = nil > wird Elter von des neuen Knotens
4: p = root
5: while p # nil do
6: ri=p > r ist der zuletzt besuchte Knoten
7 if k < p.key then
8: p = p.left
9: else ifk > p.key then
10: p = p.right
11: else > Schliissel schon vorhanden
12: p.info := v
13: return
14: end if
15: end while
16: q := new TreeNode
17: q.parent :=1r
18: q.key =k
19: q.info :=v
20: if » = nil then
21 root := q > Neuen Knoten in leeren Baum einfuigen
22: else ifq.key < r.key then
23: r.left :=q
24: else
25: r.right := q
26: end if
27: end procedure

Listing 4.5: Einfugen in binaren Suchbaumen

Analyse. Die Laufzeit aller Operationen ist offensichtlich4(7")), da wir jeweils nur Pfa-
de im Baum verfolgen, die asymptotisch durch die Baumhdaseltrankt sind. Die Struktur
des binaren Suchbaums, der durch Einfugen (und Losaloentlementen entsteht, und da-
mit auch die Hohe des Baums, ist aber von der Einfugerétgmder Elemente abhangig.
Abbildung 4.6 zeigt zwei Extrembeispiele die bei unteredhcher Einfugereihenfolge der-
selben Schliussel entstehen kdnnen. Im ersten Fall isBalem7; zu einer linearen Liste
degeneriert, im anderen Fall sind die Knoten so verteiksdale Ebenen vollstandig be-
setzt sind bis auf eine Position auf der untersten EbeneBdem 75 ist also vollstandig
balanciert.

Der Extremfall, dass ein Baum zu einer linearen Liste aggaghtsteht z.B., wenn die Ein-
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Eingabe: Baum mit Wurzeloot; Schlissek
1. procedure DELETE(ref root, s)

2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24: end procedure

> Entfernt Knoten mit Schliisselim Baum mit Wurzeloot

var TreeNoder, p, ¢ > Bestimme einen Knotenzum Herausschneide
q := SEARCH(s) > Suches in Baum (erfolgreich
if (g.left = nil) or (q.right = nil) then > Fall 1:¢ hat max. 1 King
ri=q
else > ¢ hat 2 Kinder, wird durch Predecessor ersetzt, dieser witfe e
r := PREDECESSORq)
q.key := r.key; q.info := r.info > Umhangen der Daten vannachg
end if

> Jetzt [dschen wir Knoten mit max. einem Kind

> Lassep auf Kind vonr verweisen g = nil, falls  keine Kinder hat)
if r.left # nil then p := r.left elsep := r.right end if

if p # nil then

p.parent := r.parent > Neuer Elter vorp ist jetzt Elter vonr
end if > Hangep anstelle vonr in den Baum eif
if r.parent = nil then > war Wurzel: neue Wurzel igt
700t :=p
else ifr = r.parent.left then > Hangep an der richtigen Seite des Elter vo
r.parent.left := p > p sei linker Nachfolge
else
r.parent.right == p > p sei rechter Nachfolge
end if

eN

= J

Listing 4.6: Entfernen in binaren Suchbaumen

(a) Vertauschung (b) Loschen

Abbildung 4.5: Loschen eines Knotens mit zwei Kindern: Der Knoten mit 8skél3 wird

zunachst mit seinem Vorgangegetauscht, dieser wird dann geldscht
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Eingabe: Knotenp
Ausgabe: Vorganger von Knotep # nil in der Inorder-Traversierungsreihenfolge
1: function PREDECESSORp)
2: var TreeNodey
3 if p.left # nil then
4 return MAXIMUM (p.left)
5 else
6: q := p.parent > Ist p rechtes Kind vory, dann isty Predecessor
7 while ¢ # nil and p = q¢.left do
8 pi=q
9: q := q.parent
10: end while
11: return g
12: end if
13: end function

Listing 4.7: Suche des Vorganger-Schliissels

T. (H6he=5) T,  (Hohe=2)

Eingabereihenfolge:
1,3,4,6,8,9

Eingabereihenfolge, z.B.:
6,83,4,1,9

Abbildung 4.6: Zwei Baume mit denselben Datenelementen: Buynst zur linearen Liste
entartet, BaunT; dagegen ist vollstandig balanciert

trage mit aufsteigenden Schlisseln in einen anfangeneBaum eingefugt werden. Der
Baum verhalt sich dann bei der Suche wie eine lineare Liske die Suche benotigt lineare
Zeit, dah(T) = O(n).

\ollstandig balancierte Baumg dagegen haben die Hoh¢T') = O(logn), d.h. alle Ope-
rationen benodtigen Zeid (log n). Fur dieses Zeitverhalten genuigen aber ainchreichend
balancierte” Baume, die wir im nachsten Abschnitt besipea werden.

Einen binaren Suchbaum, der durch eine beliebige Folgbidaer beschriebenen Opera-



92 KAPITEL 4. SUCHEN

tionen ausgehend von einem leeren Baum entstehen, nennauchnatirlichen binaren
Suchbaum. Damit ist hier eher die Entstehung als die Bauktsirfestgelegt, da die Ge-
stalt des Baums entscheidend von der Reihenfolge abhamndgy die Schliissel eingefugt
werden. Man kann zeigen: die erwartete durchschnittliahshSfadlange (Uber alle mogli-
chen Permutationen vonEinfiigeoperationen) fur einen nattrlichen binareot®aum mit
n Knoten ist:

I(n)=2Inn—0O(1) = 1.38629... - log, n — O(1),

d.h. fur groRRen ist die durchschnittliche Suchpfadlange nur ca. 40%éarmds im Idealfall.
Das heil3t natirlich nicht, dass naturliche binare Saante fur die Praxis eine gute Wahl
darstellen.

Aufgrund der Abhangigkeit von der Einflugereihenfolg@kanan nicht garantieren, dass die
wichtigsten Basisoperationen fur Baume (Suchen, Eeafiiund Entfernen von Schlisseln)
einen logarithmisch mit der Anzahl der im Baum gespeiclmelElemente wachsenden Auf-
wand haben. Es gibt jedoch Techniken, die es erlauben, Baem, der nach dem Einfugen
oder Entfernen eines Elements aus der Balance geraterigsigmso zu rebalancieren, dass
die Basisoperationen mit logarithmischem Aufwand audfahsind. Ein Beispiel fur diese
sogenanntebalancierten Suchlumewird nun vorgestellt.

4.3 AVL-Baume

Binare Suchbaume losen das Worterbuchproblem effizieenn die Hohe der Baume lo-
garithmisch beschrankt bleibt. Balancierte Suchbausrengiden die Extremfalle, wie sie
fur degenerierte binare Suchbaume auftauchen, inderBalem nachAnderungen, die die
Balance zerstoren, wieder ausbalanciert wird. Man etksidhf also die Beschrankung der
Laufzeit mit den durch das Ausbalancieren etwas komptien Operationen. Fir die Ba-
lancierung gibt es verschiedene Moglichkeiten:

e Hohenbalancierte Baume: Die Hohen der Unterbaumesjéamtens unterscheiden
sich um hochstens eins voneinander.

e Gewichtsbalancierte Baume: Die Anzahl der Knoten in detetfiaumen jedes Kno-
tens unterscheidet sich hochstens um einen konstantéorFak

e (a,b)-Baume(2 < a < b): Jeder innere Knoten (aufRer der Wurzel) hat zwischen
undb Kinder und alle Blatter haben den gleichen Abstand zur \&urz

Wir betrachten in diesem Abschnitt ein Beispiel zu hohdémtaerten Baumen (AVL-
Baume) und im nachsten ein Beispiel zu (a,b)-Baumen §BrBe, vgl. Abschnitt 4.4). AVL-
Baume wurden 1962 von G. M. Adelson-Velskii und Y. M. Landisgefuhrt. Wir fuhren
die folgenden Begriffe ein:
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Qo Qp-l ng

Abbildung 4.7: Beispiele fur die Balance von Knoten in einem binaren Baum

e Die Balance eines Knotensin einem binaren Baum ist definiert &gl (v) = hy — hy,
wobei h; und h, die Hohe des linken bzw. rechten Unterbaumes vdrezeichnen
(siehe Abb. 4.7).

e Ein Knotenv heil3t(hohen)balanciertfalls bal(v) € {—1,0, +1}, sonst unbalanciert.

e Ein Baum heifl3t(hohen)balanciertwenn sich die Hohen der Unterbaume an jedem
Knoten hochstens umvoneinander unterscheiden, d.h. jeder Knoten balansiert i

Definition 4.2. Ein AVL-Baunist ein binarer Suchbaum, in dem alle Knoten hohenbadaing
sind.

Ein binarer Suchbaum ist also ein AVL-Baum, wenn fur je#f@motenv des Baumes gilt,
dass sich die Hohe des linken Unterbaums von der Hohe désere Unterbaums von
hochstens um 1 unterscheidet.

(a) Nicht hohenbalanciert (b) Hohenbalanciert

Abbildung 4.8: Balance bei binaren Suchbaumen, Balancewerte sind aksl bagegeben,
fett gezeichnete Knoten sind nicht balanciert

Das folgende wichtige Theorem gibt eine obere SchrankeligiHohe von AVL-Baumen
und damit auch fur deren Suchtiefe. Da der Beweis aufwgaistliwird es hier nur zitiert.

Theorem 4.1. Ein AVL-Baum mit. Knoten hat kbheO(log n).
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Die Operationen SARCH, MINIMUM , MAXIMUM , SUCCESSORUNd FRREDECESSORDbeI
AVL-Baumen werden genauso wie bei naturlichen binarechBaumen ausgefihrt. Da die
SuchtiefeO(log n) betragt, konnen diese Operationen in Ze{logn) ausgefuhrt werden.
Aufpassen missen wir hingegen bei den OperationeakTund DELETE, da hier eventuell
die AVL-Baum-Eigenschaft verloren geht.

Zunachst werden die OperationevsERT bzw. DELETE genauso wie bei naturlichen binaren
Suchbaumen durchgefuhrt. Danach wird untersucht, okementuell ein Knoten nicht mehr

balanciert ist. Da wir nur einen Knoten entfernt oder eiigehaben, wissen wir in diesem

Fall, dass ein Knotem existiert mitbal(u) € (—2,2). Dieser Knoten kann nur auf den

bei der Operation abgelaufenen Suchpfaden liegen. Im Rd&gebeschreiben wir, wie der

Baum geandert wird, so dass er danach wieder balanci¢Resalancieruny

Abbildung 4.9: Ein Baum, der durch Einfugen eines Knotenseine Balance-Eigenschaft
verloren hat. Die alten Balancen sind geklammert, fallvsr@ndert wurden.

Rebalancierung. Um bei AVL-Baumen nach einer Operation die AVL-Baum-Eigenaft
wieder herzustellen, nutzen wir das Konzept Batation bei der eine lokalénderung
der Elter-Kind-Beziehung zwischen Knoten und eventuallldinhangen von Unterbaumen
erfolgt.

SeiTy ein AVL-Baum vor der Zerstorung der Balance (z.B. durchf&gen oder Entfernen
eines Knotens), und; der unbalancierte Baum hinterher. Seder unbalancierte Knoten
maximaler Tiefe, d.hbal(u) € {—2,+2}. SeienT’ und 7™ die Unterbaume mit Wurzel in
To bzw. T;.

Fall 1: Seibal(u) = —2, d.h. der linke Unterbaum ist um 2 Ebenen hoher als der eecht
Dann seiv das linke Kind voru (dieses existiert, wellal(u) < 0).

Fall 1.1: bal(v) € {—1,0}, d.h. der linke Unterbaum des linken Kindes venst
hoher als oder gleich hoch wie der rechte. Wir erreicherRaiealancierung von
u durchRechts-Rotatioanw, d.h.« wird rechtes Kind von. Das rechte Kind



4.3. AVL-BAUME 95

Abbildung 4.10: Rebalancierung durch Rechts-Rotation an Knateder Pfeil im linken,
unbalancierten Baum deutet die Richtung der Rotation an

von v wird als linkes Kind an: abgegeben (vgl. Abb. 4.10). Der Name Rotation
ist passend, weil man sich gut vorstellen kann, den BaumianUhrzeigersinn
zu drehen. (Dadurch wandertnach oben und nach unten. Der rechte Unter-
baum vorw fallt dabei vornw nachu).

Durch die Rotation nach rechts bleibt die Inorder-Reihkygchier Av Bu C)
erhalten. Fur alle Knoten unterhalb hat sich nichts geéntlVir wissen, dass die
Hohen der UnterbaumB undC gleich der Hohe vomd minus eins (bzw. gleich
fur bal(v) = 0) sind. Der neue Unterbauffi’ mit Wurzel v ist also nach der
Rotation balanciert (siehe Abb. 4.10).

Fall 1.2: bal(v) = 1, d.h. der rechte Unterbaum des linken Kindes vast hoher als
der linke. Dann existiert das rechte Kimdvon v. Wir rebalancieren durch eine
Links-Rotationan v und eine anschlieRende Rechts-Rotation:adies nennt
man auch einkinks-Rechts-Rotatiofs. Abb. 4.11). Auch hier andert sich durch
die Doppelrotation die Inorder-Reihenfolge nicht. Weiiarwissen wir, dass die
Hohen vonB oderC' sowie D gleich der Hohe vom sind. Der Teilbaum?™ mit
Wurzelw ist demnach hinterher balanciert.

Fall 2: bal(u) = 2. Dieser Fall ist genau symmetrisch zu Fall 1. Man muss nurBim
gespiegelt betrachten. Wir nutzen analog zu Fall 1 die Kptedenks-Rotationund
Rechts-Links-Rotatigrlie sich nur durch ein Vertauschen der jeweiligen Seiten vo
den Operationen in Fall 1 unterscheiden.

Abbildung 4.12 zeigt je ein Beispiel fur jeden der vierlgal

Fur die einfache Rotation gilt: h(7") — h(T") € {0,1}, denn: entweder wurde die Hohe
des niedrigeren Unterbaumes um 1 kleiner oder die Hohe dlesrén Unterbaumes um 1
grofRer. Im Falle der Doppelrotation gj(7") — h(T')| < 1, weil h(T") — h(T*) € {0,1}
undh(T") — h(T") € {—1,0}.

Daraus folgt, dass alle Transformationen onach7” bzw.7” die Hohe eines Unterbaums
an einem Knoten und damit die Balance um hochstens 1 verand
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Abbildung 4.11: Rebalancierung durch Links-Rechts-Rotation an Knatetie beiden Pfei-
le in den unbalancierten Baumen kennzeichnen die Richdengotationen

(6) (6) (6) (6)
3 © ® ©@© & @
@§® @ @ ® @9 @
® W @
(3 (4) 9
@ @O 2 696G W ®

Abbildung 4.12: Obere Reihe: Vier Beispiele fur AVL-Baume, die durch dagigen eines
Knotens (grau hinterlegt) aus der Balance geraten singk (fetoten sind nicht balan-
ciert). Untere Reihe: Die vier Baume nach der Rebalannggru

FUr das Einfugen eines Knoten reicht eine Rotation, umBdince wieder herzustellen.
Beim Loschen eines Knotens kann es allerdings notig saeghrere Rotationen durch-
zufuihren, da sich durch die Rotation in einem UnterbaumBdilance des Elter geandert
haben kann. Deshalb wird die Rebalancierung im gesamtemBaederholt fortgesetzt:
Wir betrachten wieder einen Knotenmit bal(u) € {—2,+42} und maximaler Tiefe. Diese
Tiefe ist nun kleiner als vorher, d.h. das Verfahren tererinhachO(h(77)) Iterationen zu
einem gultigen AVL-Baum.

Fur die nachfolgenden Algorithmen kommt nun in jedem Knatas Attributheighthinzu,
das die Hohe des Knotens speichert. Wir nutzen die in Allgorus 4.8 gezeigte Hilfsfunk-
tion zur Ruckgabe der Hohe eines Baums, um den Pseudodaglehst einfach zu halten,
aber eventuelle Zugriffe auf nicht vorhandene Unterbammeerhindern.
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Eingabe: Teilbaum mit Wurzek
Ausgabe: Hohe des Teilbaums
1: procedure HEIGHT(u)

2: if u = nil then

3 return —1 > Teilbaum ist leef
4 else

5: return w.height > gespeicherte Hohe zurickliefern
6 end if

7. end procedure

Listing 4.8: Height

Algorithmus 4.9 zeigt den Pseudocode fur das Einfugeessiknotens in einen AVL-Baum.
In Algorithmus 4.10 bzw. 4.11 werden diRechts-Rotatiobzw. dieLinks-Rechts-Rotation
in Pseudocode dargestellt.

Anmerkungt.2 Der beim nattrlichen Suchbaum eingefuihrte Venpeientauf den Eltern-
knoten eines Knoten ist hier aus Griundendbersichtlichkeit nicht berticksichtigt.

Beispiel fur das Entfernen eines Elementes aus einem AVL&im. Wir betrachten den
AVL-Baum in Abb. 4.13(a). Wir wollen Knoten 9 entfernen. abBoll die AVL-Eigenschaft
erhalten bleiben.

1. Schritt: Entferne Knoten 9 wie bei natiirlichen binagrchbaumen.
2. Schritt: Rebalancierung. Diese wird im Folgenden aligyéf

Der nicht balancierte Knoten maximaler Tiefe istit Schlussel 10. Daal(u) = 2, trifft
Fall 2 zu. Seiv das rechte Kind vom. Dabal(v) = —1, trifft Fall 2.2 ein. Seiw linkes Kind
vonu. Wir fuhren eine Rechts-Links-Rotation aus, d.h. zuishelne einfache Rotation nach
rechts any, dann eine Rotation nach links araus (s. Abb. 4.13(b)).

Es ergibt sich der in Abb. 4.13(c) dargestellte Baum.

Obwonhl der Knoten 8« in Abb. 4.13(c)) vor der Rebalancierung balanciert wareigtun,
nach der Rebalancierung vannicht mehr balanciert. Die Rebalancierung geht also weite
Auf o' trifft Fall 1 zu, dennbal(v') = —2. Seiv’ das linke Kind vonu'. Dabal(v') = —1,
trifft Fall 1.1 zu. Zur Rebalancierung vasi gentigt eine Rotation nach rechts@n(siehe
Abb. 4.13(d)).

Analyse. Rotationen und Doppelrotationen konnen in konstanter @iesgefiuhrt werden,
da nur konstant viele Zeiger umgehangt werden mussenfilien eine Rebalancierung
hochstens einmal an jedem Knoten auf dem Pfad vom einggfiggler geldschten Knoten
zur Wurzel durch. Daraus folgt:
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Eingabe: Baum mit Wurzelp; Schlissek und Werty
1. procedure INSERTAVL(ref p, k, v)

2: > Fugt Wertv mit Schlissek in AVL-Baum mit Wurzelp ein und fuhrt Rebalancié

rung durch
3 var TreeNodey
4: if p = nil then > Flge neuen Knoten e
5: p := new TreeNode
6: p.key ==k
7: p.info :=v
8: p.height == 0
9 else
10: if & < p.key then
11: INSERTAVL (p.left, k,v)
12: if HEIGHT(p.7ight) — HEIGHT(p.left) = —2 then
13: if HEIGHT(p.left.left) > HEIGHT(p.left.right) then
14: > linker Unterbaum vom.left ist hoher
15: p := ROTATERIGHT (p) > Fall 1.1
16: else
17: p := ROTATELEFTRIGHT (p) > Fall 1.2
18: end if
19: end if
20: else
21: if & > p.key then
22: INSERTAVL (p.right, k,v)
23: if HEIGHT(p.7ight) — HEIGHT(p.left) = 2 then
24: if HEIGHT(p.7ight.right) > HEIGHT(p.right.left) then
25: p := ROTATELEFT (p)
26: else
27: p := ROTATERIGHTLEFT (p)
28: end if
29: end if
30: else
31: > Uberschreibe Wert an Knoten
32: p.info == v
33: end if
34: end if
35: p.height := max (HEIGHT(p.left), HEIGHT(p.right)) + 1
36: end if

37: end procedure

A1 4
1

in

Listing 4.9: Einfugen in einen AVL-Baum
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ciert.

(d) Nach der Rotation nach rechts ist der Baum wieder balan-

ciert.

Abbildung 4.13: Loschen in einem AVL-Baum an einem Beispiel
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Eingabe: Unterbaum mit Wurzei,
Ausgabe: Neue Wurzeb des rebalancierten Unterbaums

1: function ROTATERIGHT(TreeNodeu) : TreeNode

2: v = u.left

3 w.left := v.right > u bekommt das rechte Kind van
4 v.right := u > u wird zum neuen rechten Kind van
5: > Berechne die Hohen der betroffenen Knoten neu
6: u.height := max (HEIGHT(u.left), HEIGHT (u.right)) + 1
7 v.height := max (HEIGHT(v.left), HEIGHT(u)) + 1
8: return v > Liefere die neue Wurzel des Unterbaumszuriick|
9: end function

Listing 4.10: Rechts-Rotation in AVL-Baumen

Eingabe: Unterbaum mit Wurzei
Ausgabe: Neue Wurzel des rebalancierten Teilbaums
1: function ROTATELEFTRIGHT(u) : TreeNode
2: w.left := ROTATELEFT(u.left)
3: return ROTATERIGHT (u)
4: end function

Listing 4.11: Links-Rechts-Rotation

Das Einfligen und Entfernen ist in einem AVL-Baum in Zeitlog n) moglich.

AVL-Baume unterstitzen also die Operationen Einfudantfernen, Minimum, Maximum,
Successor, Predecessor, Suchen in @€libg ).

Diskussion. Wenn oft gesucht und selten umgeordnet wird, sind AVL-Baugiinstiger
als naturliche binare Suchbaume. Falls jedoch fast jgdgriff ein Einfugen oder Entfernen
ist, und man davon ausgehen kann, dass die Daten meist gailtvend nicht teilweise
vorsortiert sind, dann sind naturliche binare Suchbéworzuziehen.

4.4 B-Baume

Mit den AVL-Baumen haben wir eine Methode kennengelerig,Ehtartung von binaren
Suchbaumen zu verhindern. Aul3er dieser Methode gibt dsweitere Ansatze Suchbaume
mit garantierter Balacierung zu generieren; dazu werderumg von der Idee des binaren
Suchbaums trennen und mehrere Schliissel pro Knoten enlass

Dieser Grundgedanke fuhrte 1970 zur Entwicklung2i&Baumerdurch J.E. Hopcroft, bei
denen jeder innere Knoten entweder 2 oder 3 Kinder besg#tvdise findet man auch den
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analog definierter2-3-4-Baumin der Literatur als eigenstandiges Konzept. Interegsant
weise kann man diese Knoten mit 2 bis 4 Kindern ihrerseitsi@rielurch binare Teilbaume
simulieren, was zu den sogenannit-Schwarz-Bumerfuhrt. Der Vorteil all dieser Abar-
ten gegentuiber den AVL-Baumen besteht darin, dass si¢ micteine lokale, sondern sogar
eine globale Balancierung garantieren, d.h. alle Bldtédren die gleiche Tiefe.

Wir werden uns in Folge mit den B-Baumen beschaftigenethe Verallgemeinerung der
2-3-, und 2-3-4-Baume darstellen. Sie sind vorallem degsweso interessant, weil sie in der
Praxis sehr weit verbreitet sind und beispielsweise beelzdnken und Dateisystemen zum
Einsatz kommen.

Es gibt zahlreiche Variationen dieser Baumstrukturen, demen der3*-Baum wohl eine
der interessantesten ist, so dass wir diesen in Absch4iz étwas naher betrachten werden.

Extern. Bevor wir uns der formalen Definition des B-Baums zuwendéeyiegen wir uns,
was es eigentlich bedeutet, einen balancierten Baum zunhdégsen Knoten viele Schlussel
bzw. Kinder besitzen.

Die in den vorigen Abschnitten behandelten Suchmethodeandr ,,internes” Suchen gut
geeignet, d.h. die Daten, in denen gesucht wird, findentéaoitBg im Hauptspeicher Platz.
Oft, z.B. bei Datenbanken und Dateisystemen, ist dies jedaht der Fall. Wenn wir also in
einem einfachen binaren Baum suchen und dabei von einerteKza einem seiner Kinder
springen, kann es uns passieren, dass wir fir jeden diekatt8 einen Zugriff auf langsame
Festplatten durchfuhren missen. Wie schon im Abschbét éxternes Sortieren ausgefihrt,
ist ein solcher Zugriff um mehrere Grolienordnungen lamgsals ein Zugriff auf Elemente
im Hauptspeicher. Auf der anderen Seite wird bei einem Lggpdff auf die Festplatte nicht
nur ein einzelner Datensatz geladen, sondern immer eimges&lock, auch Speicherseite
oderpagegenannt.

Im Falle eines binaren Baums hilft uns das Laden einer sol&bmpletten Seite in der Regel
wenig, da das nachste Kind das wir besuchen sehr gut aufgame anderen Speicherseite
liegen kann. Der Trick des B-Baums ist es nun, die Knotesggi) gerade so zu wahlen, dass
sie gerade noch in genau eine Speicherseite hineinpagssmdszum Beispiel, abhangig
von der Schlussel- und Datensatzgrosse, B-Baume mibEX®000 Schliisseln pro Knoten
keine Seltenheit.

Wenn wir nun in einem B-Baum absteigen, konnen wir tatééichdie gesamte geladene
Speicherseite nutzen und intern in diesem Knoten arbaitenz.B. den nachsten zu unter-
suchenden Unterbaum finden. Und da der Baum viel breiter, siinétt nattrlich auch seine

Hohe! Wir werden die obere und untere Schranke der HohlesdsraBaums spater noch for-
mal beweisen, doch nehmen wir zunachst fur einen grobegidfeh an, dass ein vollstandig
balancierter(!) binarer Suchbaum im Wesentlichen di&édog, » hat, wohingegen jeder

B-Baum eine Hohe von cdog,, n garantiert. Wollen wir nun ein Element aus 1 Million
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-8-R:6
A A

Abbildung 4.14: Ein B-Baum Knoten mit 4 Schliisseln hat 5 Kinder.

Knoten

“ @ s,...S,. Schlussel

3 d,...d,: Daten (zu Schlisseln)
4 . C,...C,. Zeiger auf Kinder

O]
9]

}/n
P

Teilbaume

=

Datensatzen suchen, so bedeutet das bei einem binarem &aa Hohe von ca. 20; ein B-
Baum der Ordnung 100 wird hingegen nur 2 externe Speichefftaigenttigen (da man
animmt, dass der Wurzelknoten immer im Hauptspeicher ¢ghnalird).

441 B-BAume

B-Baume wurden 1972 von Bayer und McCreight entwickelhehllerdings die Namens-
wahl zu erklaren. Die Kernidee besteht darin, dass ein &metnes B-Baums der Ordnung
m immer zwischenm /2] undm Kinder besitzt. Da diese Ordnung eine Konstante ist,
kann man den Aufwand der Algorithmenteile, die ausschbélhnerhalb eines Knotens ar-
beiten als konstant betrachten. Die oben kurz erwahnt@&nuad 2-3-4-Baume entsprechen
genau B-Baumen der Ordnung 3 bzw. 4.

Uberlegen wir uns nun zunachst, was es bedeutet, einereKnomit k& + 1 Kindern zu
haben: Innerhalb unseres Knotens mussen wir da3ehlissel in sortierter Reihenfolge
speichern (wir gehen im Weiteren einfachheitshalber daum) dass kein Schlussel mehr-
fach vorkommt). Jedes Kind ist wie in einem binaren BaumWligzel eines Unterbaums;
wir missen sicherstellen, dass die Schlusselwalie verschiedenen Schlissel der jeweili-
gen Unterbaume voneinander trennen (vergl. Abb. 4.14b. AlL5 zeigt einen B-Baum der
Ordnung 4.

Formal definieren wir einen B-Baum wie folgt, vergl. Abb. 4 .1dnd 4.15:

-

Definition 4.3. Ein B-Baum der Ordnung: > 2 ist ein Baum mit folgenden Eigenschatftep:

B1: Kein Schlusselwert ist mehrfach im Baum enthalten.

B2: Fur jeden Knotem mit & + 1 Zeigern auf Unterbaume gilt (seiep, ¢, . .., ¢
die Wurzeln der nicht-leeren Unterbaume):

a) « hatk Schliusseky, s, . .., si, wobei gilt: s; < 59 < - -+ < sp.
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Abbildung 4.15: Beispiel eines B-Baums der Ordnung 4.

b) Furjeden Schlusselim Unterbaum mit Wurzet; gilt s; < s < s;,1, wobei
8o = —oo undsy 1 = +o0.

c) Ein Schlussek; wird als Trennschlisselder Unterbaume mit Wurzed,_,
undc; bezeichnet.

B3: Der Baum ist leer, oder die Wurzel hat mindestens 2 Zeiger

B4: Jeder Knoten mit Ausnahme der Wurzel enthalt mindesitér] Zeiger.
B5: Jeder Knoten hat hochstemsZeiger.

B6: Alle Blatter haben die gleiche Tiefe.

Anmerkungd.3. In der Realitat werden zumeist zwei verschiedene TypenKmoten be-
nutzt: Innere Knoten mit Zeigern auf Kinder, und Blattkmgtehne jegliche Zeiger. Dadurch
erspart man sich die vielen recht nutzloséinZeiger in den Blattern. Dddbersichtlichkeit
halber verzichten wir in diesem Skript auf diese Untersiineg.

Bevor wir uns der Erklarung zuwenden, wie sich ein solcheurB realisieren lasst und wie
wir in ihm effizient Einfugen und Entfernen kdnnen, beli@n wir die Eigenschaften eines
Baums, der obigen Anforderungen entspricht.

Zunachst einmal wollen wir zeigen, dass Uberhaupt fde jBchliisselmenge ein Baum mit
den geforderten Eigenschaften existiert. Bevor wir diagerzekdonnen (Theorem 4.2), zei-
gen wir zunachst eine schwachere Aussage: Wir wollemachst zeigen, dass wir aus einer
Menge von Schlusseln eine Menge von Trennschlisselnrfikdienen, so dass alle anderen
Schlussel (,,di&s-Mengen”) jeweils in einen B-Baum-Knoten passen.

Lemma 4.1. Gegeben sei eine Mengé ausn Schlisseln und eine nétliche Zahlm > 3,
mitn > m. Wir setzerf := | 2 |. Wir konnen/ Trennschilissel aus\/ so auswvihlen, dass die

n
m
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tbrigen Schiissel ind + 1 Teilmengerb,, . . ., S, zerfallen, die jeweils eineldtige Befillung
eines Knotens in einem B-Baum der Ordnumgarstellen.

Beweis.Der zu beweisende Kern dieses Lemmas besteht eigentlicdarii, zu zeigen,
dass die Kardinalitat der auftretenden Mengen weder zn,ki®ch zu grol3 fur einen B-
Baum-Knoten sind. Die tatsachliche Auswahl der Trenriss®l gemal inrem Wert ist dann
trivial.

Auf jeden Fall muss fur jede Mengg gelten, dass

(%W—lgwﬂgm—L

Entsprechend ist klar, dass wir versuchen werden,%Mengen moglichst gleich voll zu
befullen. Berechnen wir die durchschnittlich notwend@®Ren del5-Mengen, so ist dies
’l%l —1; wenn dieser Term keine natirliche Zahl liefert, habenMéngen, bei denen dieser
Wert aufgerundet interpretiert werden muss, und anderddyein wir abrunden.

e Wenn wir Aufrunden, muss gelten:

n+1 n+1

h+1‘ﬂ§m—1¢$’Q+J§m
Diese Ungleichung ist arkritischstenwenn wir fur relativ viele Elemente relativ we-
nige Trennschlissel benutzen: Wenn unseso grof3 gewahlt ist, dass wir bei der
Berechnung vor gerade noclabrunden missen, so bedeutet dies, dass wir sehr we-
nige Trennschliussel auswahlen durfen, und damit dietthohnittliche Grosse déi-
Mengen ihr relatives Maximum erreicht. Wenn wir zeigen kémn, dass selbst in die-
sem ungunstigsten Fall dieMengen nicht zu grof3 fur einen B-Baum-Knoten werden
kdnnen, so ist gezeigt, dass sie nie zu grol3 werden.

Dieses gro3tmogliche [alt sich auch so beschreiben, dass, sobald wir auch rem ein
Schlussel mehr besitzen wiirden, wir schon einen weit€rennschliissel auswahlen
dirften, also weni + 1 = £l € N.

Dann konnen wir den linken Teil der Ungleichung aber umfenmau

n+1 n+1
_— = m = m.
ntl n+1 ’

m

die Ungleichung stimmt also offensichtlich.

e Wenn wir abrunden muss gelten:

S| = (512 |a)




4.4. B-BAUME 105

Diese Ungleichung ist am kritischsten, wenn wir relativel@iTrennschliissel benut-
zen, und dadurch unsefeMengen im Durchschnitt klein sein werden. Dies ist genau
dann der Fall, wenn wir bei der Berechnung Vamicht abrunden mussen, also wenn
¢ == €N, bzw.n = ¢m. Wenn wir also zeigen dass die Ungleichung

1< Fr 1

stimmt, so werden die Teilmengen nie kleiner als fur eineBaBim-Knoten zulassig.
Diese Ungleichung ist auf jeden Fall dann gultig, wenn

/4 1
T+1§ m — W+m<ml < (> .
2 (+1 m — 2

Dam > 3, gilt dies fur alle/ > 3; istm > 4 gilt es auch fur all¢ > 2.

Fur den Fall, dass» = 3 und /¢ = 2 lasst sich die Gultigkeit der Ungleichung 4.1
durch einfaches Einsetzen validieren.

Betrachten wir den Fall, dags= 1, so fuhrt die Ungleichung 4.1 zu

[@“ - m+1 .

21— 2

Dies ist natirlich immer erfullt, da entweder der linkeeodler rechte Ausdruck auch
ohne Rundung eine naturliche Zahl liefert. O

Mit diesem Lemma ausgeristet kbnnen wir nun zeigen:

Theorem 4.2(Existenz) Fur jede beliebige Menge von Sikkeln existiert einigtiger B-
Baum der Ordnungn.

Beweis.Wir zeigen dies schrittweise: Besteht unsere Schlisselmaus weniger als:
Schliisseln, so besteht der B-Baum einfach aus einem eimafgurzelknoten, der alle
Schliissel enthalt.

Besteht unsere Schlisselmenge aus mindestedshlisseln, so zerlegen wir die Schliissel-
menge wie in Lemma 4.1 beschreiben. Rie¢ 1 S-Teilmengen bilden die Blatter unseres
B-Baums, und wir verfugen uber die korrekte Anzahl (naml) an Trennschlisseln. Nun
mussen wir fur diese Trennschlissel ihrerseits ein®&aBm erzeugen: igt< m so sind wir
fertig, da wir alle Trennschlissel in einen Wurzelknotecken konnen. Ansonsten missen
wir wieder eine Aufteilung dieser — nun viel kleineren — Mengprnehmen, etc. O

Lemma 4.2(Grol3e) Die GrolRe eines B-Baums ist linearin der Anzahl der Schbksel.
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Beweis.Da jeder Schlussel im Baum vorkommt, gilt offensichliefn) fur seine GrolRe. Sei
t die Anzahl der Knoten im Baum. Da jeder Knoten mindestensrefchlissel enthalt, gilt
t = O(n) Knoten. Da in jedem Knoten mit Schliisseln gilt, dass ér+ 1 Zeiger enthalt,
haben wir insgesamt + ¢t = O(n) viele Zeiger. Aus2(n) und O(n) folgt also, dass der
Baum linear viel Speicher (in der Anzahl der Schliissel)ibigih O

Lemma 4.3(Minimale Hohe) Die minimale Hbhe eines B-Baums mitSchlisseln ist

[log,,(n+1)] — 1.

Beweis.Ein B-Baum hat die geringste Hohe, wenn alle Knoten mbgligefullt sind, d.h.
m—1 Schluissel enthalten; bei einer Hohenthalt er danm Blatter. Wenn ein B-Baumi+

1 Blatter besitzt, so enthalt éiSchlissel in inneren Knoten (vergl. Beweis zu Theorem 4.2)
Die Anzahl der Schliissel in einem solchen Baum (mit gegebeidheh > 1) ist dann

Nomaz = m"(m — 1) - (m" —1) =mhtt -1
Schlussel in Blattern Schluissel in inneren Knoten
Wenn wir dies naclh umformen, erhalten wir die Aussage des Lemmas. ]

Lemma 4.4(Maximale Hohe) Die maximale lhe eines B-Baums mitSchlisseln ist

o (457

Beweis.Ein B-Baum hat die grof3te Hohe, wenn alle Knoten mogtievenig gefullt sind,
d.h. die Wurzel enthalt nur einen einzigen Schlisselzdiei Unterbaume der Kindknoten
sind vollstandige Baume mit jeweils ntﬁ@i] — 1 Schluisseln pro Knoten. Die Anzahl der
Schliissel in einem solchen Baum (mit gegebener Hdhel) ist dann

P = 1+ 2([%1}?1)4 :2[%]}1—1.

Schliissel in dgn 2 Unterbaumen

Wenn wir dies naclh umformen, erhalten wir die Aussage des Lemmas. ]

Aus den beiden letzten Lemmata ergibt sich die fur balate®uchbaume typische Eigen-
schaft, namlich dass ihre Hohe logarithmisch in der Ahdah Schliissel beschrankt ist.

Datenstruktur. Wenden wir uns im Weiteren nun den Operationen zu, die wileaém
solchen B-Baum durchfiihren mochten. Zunachst definiesie die Datenstruktur fur einen
Knoten wie in Listing 4.12. Als Alternative zu den Arrays @inaturlich auch lineare Listen
vorstellbar.
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1: struct BTreeNode
2 varint k > Anzahl der Schlussel
3 var KeyTypéekey|[l ... k] > Die Schlussel im Knoten (sortiert)
4 var DataTypedata[l ... k] > Die mit den Schlusseln verkntipften Daten
5: var BTreeNode:hild[0 . . . k| > Die Kinder des Knotens
6: end struct
7. > Interne Reprasentation eines B-Baums
8: var BTreeNodeoot > Wurzel des B-Baums
9: > Initialisierung

10: root = nil

Listing 4.12: Datenstruktur eines B-Baums.

Suchen. Die Suche in einem B-Baum (vergl. Listing 4.13) funktionien Wesentlichen
genau so, wie in einem binaren Baum: Wir starten bei der Wunnd Uberprifen die
Schliuissel des Knotens. Sollten wir den Eintrag nicht gadémnhaben, folgen wir dem Zei-
ger der sich zwischen den beiden im Wurzelknoten benadtb&thlusseln befindet, die
den gesuchten Wert umgrenzen. Dies fuhren wir solangelfisrivir entweder das gesuchte

Element gefunden haben, oder auf eindrZeiger stol3en.

In der im Listing 4.13 gezeigten Implementierung wird irtmedb eines Knotens eine linea-
re Suche durchgefuhrt. Bei B-Baumen hoher Ordnung wird mader Realitat natirlich

Eingabe: B-Baum mit Wurzel; zu suchender Schlussel

Ausgabe: Die Daten die zum Schlisselgespeichert sind odeil, falls = nicht existiert

1: procedure SEARCH(BTreeNoden, KeyTyper)
2: if p = nil then

3 return nil > Suche erfolglos
4 else

5: varint i ;=1

6: while ¢ < p.k and = > p.key[i| do

7 1i=1+1

8 end while

9 if i <p.kandx = p.key[i] then
10: return p.datali] > Schlussel gefunden
11: else
12: return SEARCH(p.child i — 1],x) > rekursiv weitersuchen
13: end if
14: end if

15: end procedure

Listing 4.13: Suche in einem B-Baum.
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auf eine binare Suche zuruickgreifen. Es ist interessamiraerken, dass sich, da eine
Konstante ist, beide Ansatze nicht in desNotation unterscheiden!

Insgesamt garantiert uns ein B-Baum logarithmische HbBlaewir den Baum nur maximal
einmal von oben bis unten durchlaufen, und sich der Aufwandrhalb eines Knotens mit
einer Konstante abschatzen lasst (die Ordnung des Batijakionstant), fuhrt dies zu einer
Laufzeitabschatzung vafi(log n).

EinflUgen. Ein Element in einen B-Baum einzufugen ist etwas aufwegrdals in einem
einfachen binaren Suchbaum. Klarerweise ist es nichaeimmoglich einen neuen Blatt-
knoten zu erzeugen und unter ein schon bestehendes Blaingem, da dies die globale
Balancierung (Eigenschaft B6:) zerstoren wirde.

Wir losen dieses Problem wie im Folgenden beschrieben; Aldl6 zeigt beispielhaft einen
solchen Einfugevorgang in einem B-Baum der Ordnung 3.

1. Einfugeposition suchen.Zunachst suchen wir das richtige Blatt, in dem der neue
Wert z zu finden ware, wirde er schon im Baum enthalten sein. Ditspacht genau
unserer Funktion BARCH, wobei wir das letzte besuchte Blatt zurlickgeben, amstell
desnil-Zeigers. Sollten wir wider Erwarten das Element dabei sghoBaum finden,
so ist kein Einfugen notwendig (Eigenschaft B1:).

2. Einflgen in Blatt. Nun fugen wir zunachst den neuen Schliissel einfach sediBlatt
ein. Damit ist das Element zwar eingefugt und Eigenschéftasfullt, doch kdnnte es
dadurch geschehen sein, dass der Knoten ein Element zunthélie(B5:¥.

3. Aufspalten. Der nachste Schritt liegt nun also darin, den Baum zu ,(reygn”. Die
Idee besteht immer darin, einen zu grossen Knoten in zwiidde aufzubrechen, und
den ,,mittleren” Schlussel als Trennschlussel diesatdoeneuen Knoten zu benut-
zen (dass eine solche Aufteilung moglich ist, folgt z.Bs &emma 4.1). Doch was
machen wir mit diesem Trennschlissel? Er kann sicherlghdn einzelnen Knoten
bilden, da in B-Baumen mit Ordnung 5 und hoher immer miteles zwei Schliissel
pro Knoten existieren missen. Und selbst wenn wir eineel@mnentigen Knoten er-
zeugen durften, ware der resultierende B-Baum dann wieidét global balanciert
(Eigenschaft B6:, vergl. Abb. 4.16(c))!

Es bietet sich aber einfach an, diesen trennenden Schéistech in den Elterknoten
zu verschieben. Da dieser dann einen Schliissel mehr thésétet er auch automa-
tisch genug Platz fur die zwei neuen Kindzeiger (vergl. Abth6(d)). Allerdings muss
uns klar sein, dass wir damit das Problem ggf. nur verschbbben: Es kann durch
diesen zusatzlichen Schliissel nun passiert sein, dadsligeknoten seinerseits zu
viele Schlussel enthalt.

2In einer realen Implementierung wird man den SchliissePaatzgriinden gar nicht tatsachlich einfiigen
koénnen, sondern getrennt gespeichert halten bis dietBituaie im Folgenden beschrieben gelost ist. Fir die
Vorstellung geniigt es aber, den Knoten kurzzeitig ,,zU zol befillen.
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(a) Der Baum vor dem Einfugen. (b) Neuen Schlussel ,,10” in richtiges Blatt
einflgen— Blatt wird zu grof3.

‘\
oJoNoloo

(c) Falsches Aufspalten des Knotens: Die Blatter  (d) Richtiges Aufspalten: der mittlere Schlissel
hatten nicht mehr alle die gleiche Tiefe. (,9”) wandert in den Elterknoten. Nun ist dieser
Elterknoten zu voll.

XX XX

(
&) © H )C@)

vy vy
XX XX xx X X X

(e) Aufspalten der bisherigen Wurzel, erzeugt ei-
ne neue Wurzel. Dadurch wachst der Baum um
eine Ebene.

Abbildung 4.16: Einfugen des Schlissels ,,10” in einen B-Baum der Ordr8ing



110 KAPITEL 4. SUCHEN

4. Aufspaltung rekursiv fortsetzen. Was wir also tun, ist nun ggf. diesen Elterknoten
wieder in zwei Teilknoten mit einem Trennschlissel zu egeh, und diesen neu-
en Trennschlussel in dessen Elterknoten zu verschielsan Wir miissen dies unter
Umstanden solange fortsetzen, bis schliellich kein Moggrknoten mehr existiert —
also bis wir im Wurzelknoten angekommen sind — und der Wiregten zu viele
Elemente enthalt.

5. Sonderfall Wurzel. Genau an dieser Stelle kommt uns aber die Eigenschaft B3: zur

Hilfe: ein B-Baum darf durchaus eine Wurzel mit nur einem I8sbel, und damit
zwei Kindzeigern haben. Also ist es kein Problem, den Wiregken in zwei Teilkno-
ten aufzuspalten und den trennenden Schlissel in einearmeugten Wurzelknoten
zu verschieben. Diese neue Wurzel halt dann die Zeigerialfaiden eben aufgespal-
tenen Teilknoten der ehemaligen Wurzel.

Nach diesem Vorgang, ist der neue Schlusselingefugt, und alle Bedingungen des B-
Baums sind weiterhin erfullt. So bleibt nun noch die Laitfder Operation zu untersuchen:
Zunachst sind wir mit einer einfachen Suche von der Wuriset b einem Blatt abgestiegen,
und haben das Element dort eingefugt, agtog(n)). Danach mussten wir die Eigenschaft
B5: wiederherstellen, und haben dazu im unguinstigstdmiedier von diesem Blatt bis zur
Wurzel aufsteigen mussen, also nochnm@l$og(n)). Die Arbeit die wir an einem einzel-
nen Knoten zu verrichten hatten (Untersuchen, Aufspaditn) lasst sich immer durch eine
Konstante abschatzen. Dadurch erhalten wir in Summe diézkagarantieO(log(n)) fur
die gesamte Einfligeoperation.

Anmerkungt.4. Wir erkennen: Ein B-Baum wachst nicht wie ein traditioeebinarer Baum
nach unten (durch neue Blatter), sondeach obendurch neue Wurzelknoten.

Entfernen. Beim Entfernen eines Elements aus einem B-Baum haben waugdie umge-
kehrten Probleme im Vergleich zum Einfugen: Wirden wiregi Schliissel einfach 1oschen,
ware nicht sichergestellt, dass jeder Knoten noch geamiigzhlussel enthalt, um Eigen-
schaft B4: zu erfullen. Dartiberhinaus hatten wir, weith sler Schliissel in einem inneren
Knoten befand, das Problem, dass nun zu viele Kindzeigstiesen wiirden.

Die nun folgende Beschreibung der korrekten Entfern-Honkkann auch in Abb. 4.17
nachvollzogen werden.

1. SchlUssel sucherZunachst miissen wir den zu loschenden Schlisastder einfach
suchen. Wir unterscheiden, ob wir ihn in einem Blatt oderinem inneren Knoten
finden:

a) Schlussel in Blatt. Befindet sich der Schliussel in einem Blatt, so werden wir
ihn einfach — zusammen mit einem dann UberzahligeZeiger — aus diesem
entfernen.
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(b) Entfernen des Schlissels ,,33". Wir setzen seinen
\Vorganger ,,31” an dessen Positien.Blatt wird zu
klein. Beide direkten Nachbarn sind grof3 genug fur
eine Rotation.
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(c) B-Baum nach der Rotation. Das Enfernen ist al§d) Enfernen des Schlissels ,,7”. Blatt wird zu klein.
geschlossen. Beide Nachbarn sind zu klein fir eine Rotation. Wir
mussen verschmelzen.

() () ) () (1) () G)

r £ N
QOO @O @) @) @EEE) QOO @M @EE @E) @EE)
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XX XXX XXX XXXX XXXXXXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXX

(e) Nach dem Verschmelzen ist nun der Elterknotgf) Das Verschmelzen reduziert den Baum um
zu klein geworden. Sein Nachbar ist zu klein fur einseine bisherige Wurzel. Der Baum wird um eine
Rotation.— Abermals verschmelzen. Ebene kleiner. Das Entfernen ist abgeschlossen.

Abbildung 4.17: Entfernen des Schlussels ,,33” und ,,7” in einen B-BaunQtdnung 5.

b) Schlissel ininnerem KnotenBefindet sich der Schliissel in einem inneren Kno-
ten, erinnern wir uns an das Entfernen aus einem einfachemdn Suchbaum:
wir konnten einen inneren Knoten nicht einfach ldschendson haben zunachst
seinen Vorganger gesucht und diesen dann an die Stelleudéschenden Ele-
ments verschoben.

Ganz analog gehen wir auch in einem B-Baum vor: Wir sucheh saimem di-
rekten Vorganger indem wir einfach zu dem Kind ,,direkkihdes Schliussels
absteigen und dann immer das rechteste Kind nehmen, bisifvéiraBlatt sto-
Ben: der groRRte Schlussel in diesem Blatt ist der direkigahger (gemald der
Sortierung) vore. Wir entfernen nun diesen Vorganger aus diesem Blatt und se
zen ihn an die Position van Dadurch ist der innere Knoten weiterhin korrekt.

2. Ein Blatt hat einen Schlissel weniger.Unabhangig an welcher Stelle wir den
Schlussel gefunden haben, haben wir schlussendlich ind@erZustand, dass ein
Schliissel aus einem Blatt entnommen wurde. Dadurch kodiet Eigenschaft B4:
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() Vor der Rotation: Knoter hat einen (b) Nach der Rotation.
Schlussel zu wenig. Linkes Geschwister-

chen~ enthalt ausreichend viele Schliissel

fur eine Rotation.

Abbildung 4.18: Reparatur A: Rotation. (B-Baum der Ordnung 6.)

verletzt worden sein, d.h. dieses Blatt hat nun vielleichée Schlissel zu wenig. In
diesem Fall missen wir nun versuchen, die B-Baum-Eigexitain wiederherzustel-
len. Ansonsten ist das Entfernen abgeschlossen.

Sei 5 das Blatt mit zu wenigen Schliusseln. Wender Knoten ist, auf den der Eintrag
child[i] im Elterknoten zeigt, so sind die Knotenild[: — 1] und child[i + 1] (sofern
sie existieren) die sogenannteinekten Geschwisteron .

. Reparatur A: Rotation. (vergl. Abb. 4.18.) Nehmen wir af habe ein direktes linkes

Geschwisterchery. Wir Gberprufen, oby um einen Schlussel mehr besitzt als fur
einen gultigen B-Baum-Knoten unbedingt notwendig. Issdier Fall, so konnen wir
uns aus diesem Knoten sozusagen ,,bedienenswaufzufillen. Dazu transferieren
wir den Trennschlissel im Elterknoten verund -~ in den zu kleinen Knotegs, und
verschieben dafur den grof3ten Schlissel an die Stelle des Trennschlissels. Dieser
Vorgang wirdRotationgenannt.

Analog konnen wir das direkte rechte Geschwisterchengrontersuchen. Sind wir
bei einem der beiden Nachbarn erfolgreich, so ist das Emfeabgeschlossen.

. Reparatur B: Verschmelzen. Konnten wir keine Rotation durchfihren, so wissen

wir, dass die direkten Nachbaren (bzw. der einzige direldehWar, falls nur einer
existiert) nur ilbef 2| — 1 Schliissel verfiigen. Seieiner der direkten Nachbarn. Wir
verschmelzenun~, # und ihren Trennschliissel in einen neuen grof3en Knoten. Wir
wissen, dass dieser Knoten dafji: | — 1)+ ([2] — 2) + 1 < m—1 Knoten besitzt,
also nicht so grol3 ist. Dadurch vermindert sich naturlighAhzahl der Schliissel im
Elterknoten, da wir den Trennschliussel aus diesem emtfierAuch die Anzahl der
Zeiger sinkt um 1, da wir statt und g nur mehr einen grof3en Knoten referenzieren
mussen.

. Reparatur rekursiv fortsetzen. Haben wir die Operation des Verschmelzens ange-

wandt, so kann es dazu kommen, dass nun der Elterknoten zgengchliissel enthalt.
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D.h. wir haben das Problem nur vom Blatt um eine Ebene noch eéeschoben. So
wie schon beim Einfugen missen wir also nun versuchesgedi&lterknoten zu re-
parieren, in dem wir wieder die beiden Reparaturmethodemaden, solange bis wir
schliesslich bei der Wurzel ankommen.

6. Sonderfall Wurzel. Auf Grund der Eigenschaft B3:, ist es kein Problem wenn wir
schliesslich in der Wurzel zu wenige Schlissel vorfindertarsge mindestens ein
Schliissel erhalten bleibt. Sollte durch eine Verschn@geration die Wurzel keinen
Schliissel mehr enthalten und nur einen einzigen Zeigedeiheu verschmolzenen
Knotend halten, so ernennen wir einfagtzur Wurzel des Baums, und entfernen die
alte, nun leere, Wurzel.

Nach diesem Vorgang, haben wir also den Schlissgitfernt und alle Bedingungen des B-
Baums sind weiterhin erfullt. So bleibt nun noch die Laitfder Operation zu untersuchen:
Zunachst sind wir mit einer einfachen Suche von der Wurgetiom zu ldschenden Element
und dort ggf. weiter bis zu einem Blatt abgestiegen, &g (n)). Danach mussten wir
die Eigenschaft B4: wiederherstellen, und haben dazu ininstgysten Fall wieder von
diesem Blatt bis zur Wurzel aufsteigen missen, also nolsh@@og(n)). Die Arbeit die
wir an einem einzelnen Knoten zu verrichten hatten (Untdren, Rotieren, Verschmelzen,
etc.) lasst sich immer durch eine Konstante abschatzaduiah erhalten wir in Summe die
Laufzeitgaranti& (log(n)) fur die gesamte Entfernoperation.

Anmerkungd.5. Wir erkennen: Ein B-Baum schrumpft nicht wie ein traditideebinarer
Baum von unten (durch Abschneiden der Blatter), sondem oben durch Abschneiden
von Wurzelknoten.

Anmerkungd.6. Das Reparaturschema der Rotation lasst sich dahingemeedern, dass
man, sollte ein direkter Nachbarzu klein fur eine Rotation sein, dessen direkten Nachbarn
~'" betrachtet. Ist dieser gro genug, kann man eine doppetai®odurchfiihren: einmal
von~’ nachry, und danach von nachs. Man kann also im Wesentlichen der Reihe nach alle
Nachbarknoten durchsuchen und die Eigenschaft dadutehdifne rekursiven Aufruf wie-
derherstellen. Da die Anzahl der Geschwister dundieschrankt ist, bedeutet dies asympto-
tisch sogar nur konstanten Aufwand! Dennoch wird von diesergehen zumeist Abstand
genommen: Da ein B-Baum mit richtig gewahlten Parameteder Regel so aufgebaut ist,
dasdogn < m, ist es in der Realitat sinnvoller den Baum nach oben abadesan.

4.4.2 B"-Baume und andere Varianten

Wie schon erwahnt, sind die — zwei Jahre friher entwiekei— 2-3-Baumenormale B-
Baume der Ordnung 3. Ebenso sind die sogenan2t@l-Baumenormale B-Baume der
Ordnung 4.

Da der B-Baum vor allem auch fur Anwendungen auf Externi®e interessant ist, kann
es unangenehm sein, dass wir den B-Baum beim Einfugen urfer&en je zweimal (einmal
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rot || blau || griin

gelb ||weiss cyan || pink || rosa || ocker grau || beige || gold

Abbildung 4.19: Ein B*-Baum der Ordnung3, 5)

silber || khaki

von oben nach unten, und einmal von unten nach oben) ableifesen. Daher gibt es auch
eine etwas trickreichere Abwandlung des beschriebeneariffhgnus fur B-Baume gerader

Ordnung, bei dem wir nur einmal von der Wurzel bis zum Blagtalgen, und wahrenddes-
sen quasi ,,auf Verdacht” grol3e Knoten aufspalten, bzwnél€noten verschmelzen. Dies

fuhrt zu einer Halbierung der Worst-Case Anzahl von exd@er8peicherzugriffen. Dies geht
allerdings uiber den Umfang dieser Vorlesung hinaus. &m&i Details dazu beispielsweise
im Buch ,,Introduction to Algorithms” von Cormen et al. (seeLiteraturliste) nachlesen.

In vielen Beschreibungen der 2-3-4-Baume in der Literéorz.B. im Buch von R. Sedge-
wick, siehe Literaturliste) findet sich ebenfalls diese@mite Top-Down-Methode.

Dartiberhinaus gibt es zahlreiche Varianten der B-Baumalénen z.B. vermieden wird,

dass die Knoten nur zur Halfte gefullt sind, und statt dassne 2/3 Fullung garantiert wird.

Andere Varianten erweitern den Baum durch Zeiger zwiscleen@eschwistern oder akku-
mulieren ,,falsche” Balancierungen auf, bevor sie zu eigpateren Zeitpunkt gemeinsam
repariert werden. Wie bei so vielem in der Informatik, istlalei diesen Datenstrukturen
das letzte Wort noch nicht gesprochen; gerade die Anwentiuntgeue, effizientere Datei-

systeme fuhrt auch heute noch zu immer neuen Entwicklungen

Zum Abschluss mochten wir uns noch einer bestimmten Spieééa B-Baume zuwenden,
den sogenanntd®-Baumen In der Literatur ist die Verwendung dieses Begriffs nicint e
deutig, so taucht die selbe Datenstruktur auch teilwes&aBaumauf, bzw. bezeichnen
beide Begriffe andere Varianten der B-Baum Idee. Die higrubse Wortwahl stellt aber
wahrscheinlich die am weitesten verbreitete dar.

B*-Baume (vergl. Abb. 4.19) unterscheiden sich von B-Bauine Wesentlichen dadurch,
dass die eigentlichen Datensatze hier nur in den Blastieimen. Die inneren Knoten enthal-
ten ausschliesslich Schlussel (und Zeiger auf die Kinder) dienen nur der Steuerung des
Suchvorgangs. Dies hat den Vorteil, dass ein innerer Knoéegleichem Speicheraufwand
(im Vergleich zu B-Baumen) eine grol3ere Zahl an Schliissed Kindern aufnehmen kann.
Dadurch wird der Verzweigungsgrad des Baums erhdoht ume $édbhe nimmt (bei gleicher
Gesamtzahl an Elementen) ab. In einemBaum unterscheiden sich die inneren Knoten
von den Blattern — die dann schliel3lich die Schliissel gesaen mit den Daten gespei-
chert halten — so stark, dass man sogar eine unterschiedichahl an Elementen zulasst.
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So bedeutet ein BBaum der Ordnundgm, m™) folgendes: die inneren Knoten besitzen
zwischen[ 2| — 1 undm — 1 viele Schliissel, in jedem Blatt sind zwisch%ﬁ}} —lund

m™ — 1 viele Schlussel-Daten-Paare gespeichert. Durch dieseling der Parameter kann
man weiterhin sicherstellen, dass unter Extern-SpeiBleingungen ein einzelner Knoten
jeweils eine Speicherseite moglichst effizient ausnutzt.

Wie in Abb. 4.19 zu sehen, entstehen die Trennschlissanrrtheren Knoten des Baums
in der Regel durch Kopieren von in den Blattern vorkommen8ehlisselwerten.

Das Suchen eines Elements in einem solchen Baum lauft ineMleshen identisch zu einer
B-Baum-Suche ab, wobei wir auf jeden Fall bis zum Blatt agste miissen. Dies fuhrt in
der Realitat aber kaum zu Geschwindigkeitseinbuf3en, daam B-Baum im Durchschnitt
ohnehin die Halfte aller Schliussel in den Blattern getagind und die Hohe sehr gering ist.

Die Kernidee beim Einfugen und Entfernen eines Elementshisnfalls analog zu den B-
Baumen. Es ergeben sich jedoch naturlich kleinere Udiéede dadurch, dass ggf. neue
trennende Schlussel generiert, bzw. alte, UberflusEiganschliissel automatisch entfernt
werden mussen.

4.5 Skiplisten

Bei der Analyse der Datenstrukturen in Kapitel 2 haben waedpen, dass verkettete Listen
fur die Suche auf ein Element aufgrund der linearen Suchstsien Average-Case Lauf-
zeit ©(n) bendtigen. Skiplisten sind eine randomisierte Datekttruwelche die Idee der
binaren Suche auf einfach verketteten Listen simulieie Wir sehen werden, kann man
damit alle Worterbuch-Operationen auf Skiplisten in atet@r logarithmischer Laufzeit
ausfuhren.

Skiplisten basieren auf verketteten Listen, sind in dexiBrachnell und dennoch einfach
zu implementieren. Die Grundidee ist, die Liste durch einenlye von Hilfszeigern zu
erganzen. Hierzu wird jedem Element in der Liste eine beste Hohe zugewiesen. Die
Elemente auf jeder Hohenebene werden dann zu einer Kiésterlinkt. Dabei werden die
Hohen so zugewiesen, dass verschieden lange Hilfsliststeden. Im Idealfall halbiert sich
mit jeder Ebene die Anzahl der Elemente, die auf dieser hhgled vertreten sind. Die Hilfs-
liste auf Eben& enthalt also alle Elemente, auf Ebehast nur noch jedes zweite Element
in der Hilfsliste, und auf dei-ten Ebene ist nur noch jedéste Element in der Hilfsliste,
siehe Abbildung 4.20.

Damit haben Elemente in Skiplisten im Gegensatz zu einfacketteten Listen nicht nur
Zeiger auf ihre direkt benachbarten Elemente, sondermlreteén Ebenen auch Zeiger auf
Elemente, die weiter hinten in der Liste stehen als der thrilachfolger. Deshalb kann man
bei der Suche nach einem Schlussel Elemente Ubersprirgargl. “to skip”). Dies erlaubt
es, hierarchisch von oben nach unten die Hilfslisten zuldiwchen und dabei einen der
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binaren Suche auf Feldern vergleichbaren logarithmiséhdwand zu erreichen. Skiplisten
mit der oben genannten idealen Hohenverteilung nennt meim,aerfekte “Skiplisten.

Abbildung 4.20: Schema einer perfekten Skipliste mit 15 Datenelementeneseimem
Anfangs- und einem Endelement

Ein Problem bei dieser Idee ist, dass die Struktur, welcaéagjarithmische Laufzeit garan-
tiert, durch Insert- und Delete-Operationen zerstortdearkann. Damit zur Erhaltung der
perfekten Struktur jedes Element immer seine korrekteeHidt, misste man bei jeder Ope-
ration die Hohen neu zuweisen. Damit wir trotzdem einenmiglet seine Hohe unabhangig
von den anderen Elementen zuweisen konnen, erfolgt emsonaisierte Zuweisung der
Hohe. Wir weisen jedem Element eine zuféllige Haliezu mit Prob(H = h) = zt,
somit kommt es in den Hilfslisten auf den Ebergn. ., H vor. Damit erreichen wir im
Durchschnitt die von uns gewiinschte Verteilung, da’if; der Elemente nur auf Ebene
0, 25% auf Ebend) und1 und100/27*% Daten auf den Ebendn. .., : erwarten kbnnen,
womit wir eine erwartete logarithmische Laufzeit erreiché@nnen. Skiplisten, die so ent-

standen sind, nennt man auetmdomisierteSkiplisten.

Aufbau. Der Aufbau der Datenstruktur Skiplist ist damit wie folgedés Element hat ei-

ne Hoheheight(x), die eine nicht-negative ganze Zahl ist. Diese Hohe wiichiiginfigen
des Elements in die Liste zugewiesen und gibt die Zahl deatzlishen Hilfszeigerebe-
nen an, in denen das Element verlinkt wurde. Man kann sicaudilige Hohenzuweisung
durch das folgende Zufallsexperiment vorstellen: Ersttsaain die Hohe aui. Dann wirft
man eine Minze und vergrol3ert die Hohe upnfialls ,Kopf “geworfen wird. Dies tut man
so lange, bis zum ersten MgaZahl “erscheint. Damit erhalt man die gewiinschte Vertei-
lung. Zusatzlich zu den Datenelementen enthalt die &itgein (Pseudo-)Anfangs- und ein
(Pseudo-)Endelement, deren Hohe dem Maximum der HoheDatenelemente entspricht.
Die Elemente selbst bestehen aus einem Datenteil und eiedéim&xt von Nachfolger-
Zeigern der GroRRéecight(x) + 1. Jedes Element besitzt fur jede Hohenebene, in der es
vorkommt, einen Nachfolger-Zeiger auf das nachste Eleénredieser Hohenebene, wo-
durch auf jeder Ebene eine verkettete Hilfsliste entssiktbeim Anfangselement beginnt
und beim Endelement endet. Das Anfangselement einer Isstier derheadZeiger zu-
greifbar. Die Datenelemente sind in der Liste nach aufetelgn Schlisselwerten geordnet.
Das Endelement besitzt einen Schlissel, der grol3erlalSetlissel der Datenelemente in
der Liste ist. Dieser Aufbau benotigt fur perfekte SlépinO(n) Platz, fur randomisierte
Skiplisten werden wir eine genaue Analyse des Erwartungssdurchfiihren.
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Dictionary-Operationen.

e SEARCH: Um in einer Skipliste ein Element mit Schlisseku suchen, starten wir

am Anfangselement in der obersten belegten Ebene und bitnadas Element, auf
das der Nachfolger-Zeiger zeigt. Treffen wir auf ein Eletmenit einem kleineren
Schliussel als, so betrachten wir dessen Nachfolger-Zeiger usw., bis wiiea Ele-
ment mit groRerem Schlissel treffen (dies ist spatesbeimm Endelement der Fall).
Dann steigen wir in der HOhe um eine Ebene herab und such#nvdder. Treffen
wir auf ein Element mit Schliissal ist die Suche erfolgreich beendet, die erfolglo-
se Suche endet, wenn wir auf Ebene 0 auf ein Element mit ggdf38chlissel als
treffen. Listing 4.15 zeigt den Pseudocode fir die Suctedjm.

INSERT. Zum Einfugen eines Elementsmit Schliissels suchen wir zunachst nach
diesem Schlussel in der Skipliste und merken uns dabeiatrad¢hteten Nachfolger-
Zeiger. Bei erfolgreicher Suche mussen wir nur die Datergefundenen Element
uberschreiben. Ist die Suche erfolglos, so landen wir bei drof3ten Element in der
Liste, das kleiner ist als und haben uns alle Zeiger von Elementen mit Schlissel
s’ < s zu Elementen mit Schlissel > s gemerkt. Wir berechnen nun zufallig ei-
ne Hoheheight(x), ist sie hoher als die bisherige Maximalhthe, so erhihierdas
Anfangs- und Endelement und fugen fur die neuen Ebenapesthend viele Zeiger
zwischen diesen Elementen ein. Diese zusatzlichen Zéigen wir zu den gespei-
cherten Zeigern hinzu. Jeden dieser gespeicherten Zeigeeizen zwei Elementen
und z ersetzen wir nun durch Zeiggr — = undx — =z auf derselben Ebene. Lis-
ting 4.16 zeigt den Pseudocode fir die Einfugeoperation.

DELETE: Fur das Loschen eines Elementsmit Schlissels suchen wir diesen
Schlussel in der Skipliste, steigen dabei aber garartiisrauf Ebend) herab, auch
wenn wir das Element schon auf einer hoheren Ebene finddoseiBpeichern wir auf
allen Ebenen die betrachteten Zeiger aubies ist notwendig, da wir beim Entfernen
von z auf jeder Ebene zwei Zeiger — x undx — z durch einen Zeigey — =z
ersetzen mussen. Wir laufen also durch unsere gespeanhéeiger und hangen die

A R A o

> Reprasentation eines Elements

struct SkipElement
var KeyType key > Schliussel des Elements
var ValueType info > Gespeicherter Wert
var SkipElementext|0. .. height] > Nachfolgerfelg

end struct

> Interne Reprasentation einer Skipliste

var SkipElement head > Anfangselement

var int height > Hohe der Skipliste

Listing 4.14: Reprasentation einer Skipliste durch Listenelemente.
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Zeiger vonz auf den entsprechenden Nachfolger woauf dieser Ebene um. Danach
kannz entfernt werden. Falls dadurch die Gesamthohe der Steiskt, miissen wir
noch das Anfangs- und das Endelement anpassen. Listingythtiden Pseudocode
fur die Loschoperation an.

Eine besondere Eigenschaft, die Skiplisten von andereanStitkturen, die das Worter-
buchproblem losen (z.B. Suchbaumen) unterscheidetjass die Liste nach Entfernen
von Elementen dieselbe Struktur hat, als ware das Elemennrmer Liste gewesen. Also
kann eine Skipliste nie durch Entfernen eines Elementgtentand die “Zufalligkeit” der
Struktur bleibt erhalten. Das Aussehen einer Skiplisteghalso nicht davon ab, in welcher
Reihenfolge die Elemente eingefugt oder entfernt wuréi#sm nennt eine solche Struktur
auchgedachtnislos

Abbildung 4.21 zeigt ein Beispiel fur die Suche nach demliggsel mit dem Wert. Der
erste Zeiger auf der obersten Ebene zeigt auf das ElemedemitSchlissel5, wir setzen
die Suche deshalb eine Ebene tiefer fort. Dort zeigt der fdégdr-Zeiger auf das Element
mit dem Schluissed, wir bleiben deshalb auf dieser Ebene und folgen dem Zeigelie-
sem Element. Dessen Zeiger zeigt auf tlie wir steigen also um eine Ebene herab. Der
Nachfolger-Zeiger auf dieser Ebene zeigt immer noch auf 8li@leshalb steigen wir noch
einmal herab und befinden uns damit bereits auf Eliertdier zeigt der Zeiger auf das
Element mit dem Schliissg] wir haben also erfolglos nach degesucht.

Die gestrichelten Zeiger geben den Suchpfad in der Skepdiat Sie werden bei der Suche
nach einem Wert im Intervalb, 8] betrachtet.

I 2_ [ — — [ —
, »3 , »8 . »21 35 , »70 »99 .

A4

Abbildung 4.21: Randomisierte Skipliste mit zehn Datenelementen

Der Suchalgorithmus hat die Eigenschaft, dass man bei perekten Skipliste fir jede
Ebenei hochstens einem Zeiger folgen muss d. h. die Anweisung p.next[i] wird fur
jedesi hochstens ein Mal durchgefihrt.

Weitere Operationen.

e CONCATENATE: Zwei SkiplistenL; und L, kbnnen bei entsprechender Verteilung der
Schluissel auch einfach konkateniert werden. Dazu paf3tfadésnotig, die Hohen an,
indem man die Liste mit der kleineren Hohe auf die Hohe déRgren anpal3t. Man
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Eingabe: SkiplisteL, Schliissek
Ausgabe: Zeiger auf Element mit Schliussefalls existent unanil sonst
function SEARCH(L, s)
p:= L.head
for i := L.height,..., 0do > Folge Zeigern auf Ebeng
while p.nezt[i].key < s do
p = p.next[i]
end while
end for
p := p.next[0]
if p.key = sthen
> s kommt an Positionp in L vor
returnp
else
> s kommt nicht inL vor
returnnazl
end if
end function

Listing 4.15: Suchalgorithmus fur Skiplisten

speichert alle Zeiger i, auf das Endelement (durch Suche nach einem Schlussel,
der grof3er ist als alle gespeicherten, aber kleines@lsFur jede Ebene ersetzt man
nun einen Zeiger irl,; von einem Element auf das Endelement und den Zeiger in
L, vom Anfangselement auf ein Elementiurch einen Zeiger — y. Jetzt kann man
das Endelement voh; und das Anfangselement vd, entfernen, die entstandene
Skipliste enthalt die Daten aus den beiden alten Ligteand L.

e SPLIT: Eine SkiplisteL kann an einem Elementmit Schliissek in zwei Skiplisten
Ly und L, aufgeteilt werden, indem man zunachst nackucht und alle Zeiger von
y < x hachz > x speichert. Dann konstruiert man ein Enddatkipfur die neue Liste
Ly und ein Anfangsdatum, fUr die neue Listel.,. Die gespeicherten Zeiger— =
werden ersetzt durch zwei Zeiger— FE; und A, — z. Alle z verlassenden Zeiger
xr — z werden ersetzt durch — F; und A; — z. L; erhalt als Anfangsdatum das
Anfangsdatum vori. und L, als Enddatum das Enddatum vonGibt es nun in einer
der beiden Listen Zeiger vom Anfangs- auf das Endelemerkpsoen diese Ebenen
entfernt werden.

Analyse. Zunachst machen wir einige Aussagen uber die HAlie) einer Skipliste mit
n Elementen und die Anzahl der Zeigg(n). Dabei betrachten wir die Wahrscheinlichkeit
Prob(H(n) > h), dass die Liste eine bestimmte Hohe uUberschreitet, demarirngswert
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Eingabe: Skipliste L, einzufigender Schlisseund Wertv
Ausgabe: Ein neues Element mit Schlusselird in L eingefugt
procedure INSERT(ref L, s, v)
var SkipElementupdate]]
p:= L.head
for i := L.height,..., 0do
while p.next[i].key < s do
p := p.next[i]
end while
updateli] :=p
end for
p := p.next[0]
if p.key = sthen
pinfo:=v > Schlussek kommt schon vo
else
> Einfugen
newHeight := randomH eight()
if newHeight > L.height then
> Direkt mit Kopfelement verkniipfen und Listenhohe akisiaken
for i := L.height + 1, ..., newHeight do
updateli] := L.head
end for
L.height = newH eight
end if
> Erzeuge neues Element mit Hohew Height und Schlisset
p := new SkipElement(s, v, newHeight)
fori:=0,...newHeight do
> Fugep in die Listen auf Ebené jeweils unmittelbar nach dem Elemg
updateli] ein
p.next|i] := updateli].next]i]
updateli].nexti] :=p
end for
end if

Nt

end procedure

Listing 4.16: Einfugen in eine randomisierte Skipliste
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Eingabe: Skipliste L und Schlusset
Ausgabe: Das Element mit Schlusselwird ausL entfernt
procedure DELETE(L, s)
p:= L.head
for i := L.height,...,0do
while p.nezt[i].key < s do

p = p.next[i]
end while
updateli] :=p

end for
p := p.next|0]

if p.key = sthen
> Elementp entfernen und ggfs. Listenhohe aktualisieren
fori:=0,...,p.height do
> Entferne p aus Liste auf Ebene
updateli].nexti] := p.next[i]
end for
while L.height > 1 and L.head.next|L.height].key = oo do
L.height = L.height — 1
end while
end if
end procedure

Listing 4.17: Entfernen eines Elements aus einer Skipliste

E(H(n)), der uns angibt, welche Hohe wir im Durchschnitt erwarténrien, und die er-
wartete Hohe eines Elements.

Theorem 4.3. i) Die erwartete Hbhe eines Elements bagt 1
i) Prob(H(n) > h) < min{l,n/2"}
iy E(H(n)) < |logn] +2
iv) E(Z(n)) <2n+ |logn] +3
v) Der erwartete Platzbedariif eine Skipliste mit. Daten betagt O(n)

Beweis. i) Unser Experiment mit dem Munzwurf zeigt uns, dass wir ies mit geome-
trischer Verteilung zu tun haben, da wir ein Experiment raitBrfolgswahrscheinlich-
keit 1/2 so lange wiederholen, bis es erfolgreich ist. Wir konnem Bevartungswert
also direkt berechnen, da die erwartete Hohe die erwakigtahl an Wirfen minug

ISt:
EH)= Y h-(%)h—1:2—1:1

1<i<o0
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i) Die obere Schranke ist fur einen Wahrscheinlichkeitswert trivialerweiséidt. Die
Wabhrscheinlichkeit, dass ein Element mindestens Hdekommt, betrég([%)h, denn
dafiir muss bei unserem Miinzexperiment fur die Hohemzsungh-mal nicht,,Zahl
“fallen. Sei A; das Ereignis, dass dase Element eine Hohe von mindesténisat. Da
es fur die Gesamthohe bereits ausreicht, wenn mindesiees der Elemente Holte
hat, ist das EreignisGesamthohe mindestehs'die Vereinigung der Ereignissé;.
Dann gilt:

Prob( | ) Ai) < Y Prob(4;) =n(1/2)"

1<i<n 1<i<n

iii) Wir leiten aus der Definition des Erwartungswertes emgeie Formel fur den Erwar-
tungswert von Zufallsvariablen, die nur nichtnegativezgariahlen annehmen, her.

E(H(n)) = Y h-Prob(H(n)=h)
—  Prob(H(n) = 1) + Prob(H(n) = 2) + Prob(H(n) = 3) +
+ Prob(H(n) = 2) + Prob(H(n) = 3) +

Nun schatzen wir die erstdiiog n| + 1 Summanden durch ab, und der{|logn| +
1 + 7)-ten Summanden mittels ii) durch

1 B 1 [logn]+1 1 i< 1 i
" Shegnj+ivi 0\ g \3) =13

Damit kann die Summe abgeschatzt werden durch

Z 1+ Z (%)Z:Llognj+1+1:LlognJ+2

1<|logn]+1 1<i<oo

iv) Der Erwartungswert ist linear. Dagse Objekt hat eine durchschnittliche Hohe vign
also durchschnittlicl2 Zeiger. Hinzu kommerf{ (n) Zeiger fur das Anfangsobjekt.
Nun folgt das Resultat aug).

v) folgt direkt ausiv)
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Theorem 4.4. Die erwartete Rechenzeiiiif jede der OperationetSEARCH, INSERT und
DELETE betragt O(logn).

Beweis.Wir kdnnen uns auf die Analyse der erfolglosen Suche béséen, bei der wir in
jedem Fall bis zur Eben@absteigen miussen. Sie ist hochstens teurer als die eotsprde
erfolgreiche Suche.

Auf dem Suchpfad nach einem Schlussefinden wir Zeiger, die auf Elemente mit
Schliuisseln grof3er alszeigen. Die Anzahl dieser Zeiger ist genau die Anzahl demEbe
Aus Theorem 4.3 kennen wir deren erwartete Anzahl. Die Ahdahrestlichen Zeiger, an
denen wir nicht absteigen, die wir also von links nach reebtfolgen, hangt vom Aussehen
der Skipliste ab. Um die erwartete Anzahl von horizontalehr®en zwischen den Abstie-
gen zu analysieren, konnten wir versuchen abzuschatdewniele Elemente zwischen dem
erreichten und dem gesuchten Element in der Liste enthsilten Stattdessen betrachten wir
den Suchpfad ruckwartbéckward analysis Wir nehmen also an, dass wir in einem Ele-
ment auf Ebeneé sind. Auf Suchpfaden werden Elemente stets auf ihren héctsbenen
erreicht. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Datum, das dogne/ existiert, auchauf Ebene
[+ 1 existiert, betragt bei unserer Konstruktion geng®. Wir wollen die erwarteten Schrit-
te auf dem Riuckwartspfad untersuchen, bis wir die Eldeoder das Anfangselement errei-
chen. Wir sind an oberen Schranken interessiert, daheremtuin pessimistisch an, dass die
Liste nach links unbeschrankt ist, d.h. wir kbnnen dasafigtelement nicht erreichen. Je-
der Schritt geht dann mit Wahrscheinlichkei2 nach oben und mit Wahrscheinlichkejt2
nach links. Wieviele Schritte nach links erwarten wir num @em ersten Schritt nach oben?
Die Wahrscheinlichkeit, dass es gendschritte sind, betragtl /2)"+!. Der Erwartungswert

ist damit .
> z’-(1/2)2'+1:5 d i1/ =1

1<i<o0 1<i<00

Dies entspricht der intuitiven Vorstellung, dass es im Dsohnitt gleich viele Schritte der
beiden Arten geben sollte. Da der Erwartungswert lineamistichen wir im Durchschnitt
insgesamk Schritte nach links, bevor wir dénten Schritt nach oben machen. Wir erreichen
Ebeneh also im Durchschnitt nach n@rh. Ruckwartsschritten. Diese Abschatzung benutzen
wir bis zum Aufstieg auf die Ebenigog n]. Danach werden nur noch Daten erreicht, deren
Hohe mindestenglogn]| + 1 ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Datum eine Hohe von
mindestenglogn| + 1 hat, ist durchl /n beschrankt. Sek; = 1, falls dasi-te Datum eine
Hohe von mindestengog n] + 1 hat, undX; = 0 sonst. Dann ist

E(X;) = Prob(X;=0)-0+ Prob(X;=1)-1

= Prob(Xizl)gl
n
und .
EXi+...+X,) = EX,)<n -—=1
X+ +X)= ) B(X;)<n —
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Dabei stehtX; + ... + X,, fur die zufallige Anzahl von Daten, deren Hohe mindesten
[log n]+ 1 betragt. Jedes Datum, das auf Ebélog | + 1 noch existiert, fihrt zu maximal
einem Schritt nach links. Dies ist also im Durchschnitt egiterer Schritt nach links. Insge-
samt ist die erwartete Anzahl von Schritten nach links stets|log n| + 2. Die erwartete
Anzahl von Schritten nach oben ist durch die erwartete Héteedamit[logn| + 3 nach
oben beschrankt. Damit ist das Theorem bewiesen. O

Diskussion. Wie beim randomisierten Quicksort vertrauen wir bei rantsoenten Skiplis-
ten nicht auf dig gute “Verteilung der Daten, sondern auf die von der Eingatabbangige
interne Nutzung von Zufallszahlen. Durch das mit hoher \&einlichkeit garantierte Ver-
halten haben die Skiplisten damit in der Praxis eine gutdZegiuder Operationen, wobei
die Anzahl der Zeiger im Vergleich zu linearen Listen nur aufd das Doppelte ansteigt.
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Hashing

Die Idee des Hashverfahrens besteht darin, statt in einergMeon Datensatzen durch
Schlusselvergleiche zu suchen, die Adresse eines Elsndeinth eine arithmetische Be-
rechnung zu ermitteln. Hashverfahren unterstiitzen dier@nen: SCHEN, EINFUGEN
und ENTFERNEN auf einer Menge von Elementen und losen somit das Wortegroblem.
Eine klassische Anwendung fur Hashverfahren ist das Suebe Schlisselwortern in den
Symboltabellen fur Compiler. Sie sind immer dann nitzliwenn die Anzahl der Schlussel
nicht zu grof3 ist und wir die erwartete Anzahl der Dateres&&nnen.

Sei U das Universum aus dem die Schlissel stammen konnen. génleine Tabellen-
grolRem fest, die typischerweise etwas kleiner ist als die erwarfgizahl der Schlissel,
die sich gleichzeitig in der Hashtabelle befinden werdemn wahlen eine Hashfunktion
h:U — {0,...,m — 1}. Ein einzufugender Schlusskle U wird in T'[h(k)] gespeichert.
Abbildung 5.1 illustriert die Idee der Hashverfahren.

Der grol3e Vorteil dieser Methode im Vergleich zu den bigiEriSuchmethoden ist, dass hier
idealerweise die Laufzeit fur die OperationenGHEN, EINFUGEN und ENTFERNEN nur
©(1) plus die Zeit fur die Auswertung der Hashfunktibmetragt. Und diese ist unabhangig
von der Anzahl der eingefuigten Schlussel. Dies gilt dilegs nur unter der Annahme, dass
keine zwei Wertéi (k1) und h(k2) kollidieren das bedeutet(k,) # h(ks) fur alle ky # k.
Da jedoch das Universuii im Normalfall viel grof3er ist als die zur Verfugung steden
Adressen, konnen Kollisionen im allgemeinen nicht vedlein werden.

Definition 5.1. Sein die Anzahl der Schluissel in einer Hashtabelle der Gra3&/ir nennen
die durchschnittliche Anzahl von Schlisseln (in eineriiakelle)a = - denAuslastungs-
faktor (Belegungsfaktgr

Wenn der Auslastungsfaktor einer Hashtabelle gro3er &ls dann entstehen zwangsweise
Kollisionen. Wir werden sehen, dass die Laufzeit der Wibieh-Operationen bgvernunf-
tiger Belegung“ der Hashtabelle praktisch konstant ist.

125
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Abbildung 5.1: Die Idee von Hashing

Datenstruktur. Die sogenanntélashtabellewird als ein ArrayZ’'[0...m — 1] realisiert.
Die Hashtabelle speichert Eintrage mit Hashadressén. .., m — 1.

Generelle Annahme. Fur die folgenden Abschnitte gilt: Die Schlusselsind nicht-
negative ganze Zahlen.

Anmerkungb.1l Es ist (fast) immer moglich, Schlussel als nicht-negaganze Zahlen zu
interpretierenUblicherweise interpretiert man z.Bharacter stringsls 256-adische Zahlen
(i.e., Zahlen zur Basis 256), denn jeadaracterbesitzt im ASCII-Code eine Nummerd
im Bereich{0, ..., 255}. Diese ist z.Bord(p) = 112 undord(t) = 116. Die Verbindung
der beiden ergibt

k(‘pt') = 112 - 256 + 116 = 28788.

Allgemein berechnet man den Schlussel fur ASCII-Strings (s, . . ., s;) der Langd als:
l
k(s) =) 256" - ord(s;) (5.1)
i=1

Allerdings ist zu beachten, dass diese Methode fur langedst zu sehr grof3en Zahlen
fuhren kann!

Die Gute eines Hashverfahrens hangt von der gewahlteshfdaktion » und den ein-
zufugenden Schlusseln ab. Im folgenden Abschnitt wevdeawei verschiedene Moglich-
keiten fur gute Hashfunktionen kennenlernen. Ein we#teentrales Problem bei Hashver-
fahren ist die Kollisionsbehandlung. Damit beschaftigein uns in den Abschnitten 5.2
und 5.3.
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5.1 Zur Wahl der Hashfunktion

Eine gute Hashfunktion sollte die berechneten Hashadresgmglichst gleichmallig auf
{0,1,...,m — 1} verteilen. Insbesondere sollten Haufungen sehr ahei®chlussel
maoglichst gleichmafiig auf den Adressbereich streueturieh sollte die Auswertung einer
Hashfunktion schnell und einfach sein. In den folgendendiAbschnitten werden zwei
mogliche Kandidaten vorgestellt.

5.1.1 Die Divisions-Rest-Methode

Definition 5.2. Die Hashfunktion debDivisions-Rest-Methodet gegeben durch:

h(k) := k mod m

Der Vorteil dieser einfachen Hashfunktion ist, dass siedngtanter Zeit berechnet werden
kann, und die Berechnung praktisch sehr schnell ist. Jedbtier dierichtige Wahl von
m (TabellengrofRe) sehr wichtig. Folgendes sollte man zeBneiden:

e m = 2': Alle bis auf die letzten Binarziffern werden ignoriert.
e m = 10%: analog bei Dezimalzahlen;
e m = r': analog bei-adischen Zahlen;

e m =1’ & jfurkleinesj: z.B.:m = 2% — 1 = 255:

h(k(*pt')) = (112 - 256 + 116) mod 255 = 28788 mod 255 = 228
h(k(*tp')) = (116 - 256 + 112) mod 255 = 29808 mod 255 = 228

Dasselbe passiert, wenn in einem langeren String zwei ®abkn vertauscht wer-
den. Letztendlich wird in diesem Fall die Summe der beidenohBtaben modula:
berechnet.

Die folgende Wahl vomn hat sich in der Praxis gut bewahrt.

Beobachtung 5.1.Eine gute Wahlifr m ist eine Primzabhl, die keirf & j (fur kleinesj) teilt
und weit weg von einer Zweierpotenz ist.
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Beispiel 5.1.Eine Hashtabelle soll ca. 600 Eintrage aufnehmen, dieliSshl sinccha-
racter strings interpretiert alsl28-adische Zahlen. Eine gute Wahl ware hier zuB—
701, da2? = 512 und2' = 1024.

Anmerkung5.2 Bei einer Implementierung der Divisions-Rest-Methode $ifrings, die
mit Gleichung (5.1) als numerische Schlussel interpreti@rden, kann man dddorner-
Schemarerwenden, um die explizite Berechnung vonnd damitUberlaufe von Standard-
Integertypen durch zu grol3e Zahlen zu vermeiden. Dieseddetberuht auf einer anderen
Schreibweise von Gleichung (5.1):

k‘:(...(81'256—|—52)'256+83)'256+...+Sl_1)'256—|—81
Es gilt:

kmodm = (...(s1-256+ s2) mod m) - 256 + s3) mod m)-256+ ...+
+ s1-1) mod m) - 256 + s;) mod m

Durch die wiederholt vorgezogene modulo-Rechnung wird Beneich immer moglichst
rasch wieder eingeschrankt, und es treten keine Werftgegids(m — 1) - 256 + 255 auf.

5.1.2 Die Multiplikationsmethode

Bei der Multiplikationsmethode wird das Produkt des Sekélsk mit einer ZahlA (0 <
A < 1) gebildet. Das Produkt besitzt einen ganzzahligen undhegedrochenen Teil. Die
Hashadresse berechnet sich aus dem gebrochenen Teil, tdggrmabellengroRe: multi-
pliziert und abgerundet wird.

Definition 5.3. Die Hashfunktion deMultiplikationsmethodéutet:

h(k) = |m(k- Amod 1)] = |m (k- A — |k - A])]

- -

E[Br,l)

mit0) < A < 1.

Der Term(k - A — |k - A]) heil3t auch deygebrochene Teil “vor - A.

Der Vorteil dieser Methode liegt darin, dass hier die Waht we unkritisch ist. Bei guter
Wahl von A kann man eine gleichmaRige Verteilung filr= {1,2, ..., n} auf den Adress-
bereich erhalten. Um eine gleichmaRige Verteilung dehiddsessen zu erhalten, muss man
bei der Wahl vonA darauf achten, dass der gebrochene Teil konA fur alle Schliussel
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des Universum#’ gleichmafig auf das Intervdl, 1) verteilt wird. Dies wird sicherlich mit

A = 0,5 nicht erreicht. Dasselbe gilt fur Zahlen mit wenigen gelenen Stellen. Des-
wegen bieten sich als gute Wahl vandie irrationalen Zahlen an. Das folgende Theorem
bestatigt diese Wahl.

Theorem 5.1(Satz von Vera Turan Sos 1957)Sei¢ eine irrationale Zahl. Platziert man
die Punkte

5_ |_€J72§_ |_2§J7"'vn§_ LngJ

in das Intervall [0, 1), dann haben diex + 1 Intervallteile fbchstens drei verschiedene
Langen. Aul3erdenalit der nachste Punkt

(n+1)¢ = [(n+1)¢]
in einen der goRReren Intervallteile (ohne Beweis).

Beobachtung 5.2.Eine gute Wahliir A sind irrationale Zahlen.

Knuth empfiehlt in seinem Buchhe Art of Computer Programming, Volumdéngoldenen
Schnitt

ol = \/52_ L 0, 6180339887...
als die beste Wahl voA .
C
2 1
A ]E B
o

Abbildung 5.2: Der goldene Schnitt

Der goldene Schnitt ergibt sich durch die Zerlegung einezcBea in zwei positive Sum-
mandenr unda — z, so dass: geometrisches Mittel vomunda — z ist, d.h.2? = a(a — z)
(siehe Abb. 5.2). Die groRRere Teilstrecke steht dann zga@estrecke im gleichen Verhalt-
nis wie die kleinere Teilstrecke zur groReren:

r  a—x
a x
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Der goldene Schnitt tauchte bereits in Eukli@ementen® auf. Auch Kepler spricht in sei-
nen Werken von dergottlichen Teilung”. Bereits in der antiken Architektundiin Kunst-
werken wurde der goldene Schnitt als Mal3verhaltnis ertges

Beispiel 5.2.(Dezimalrechnung) = 123 456, m = 10000, A = !

h(k) = [10000- (123456 -0,61803... mod 1)]
10000 - (76 300, 0041151... mod 1)
10000 - 0, 0041151... |

41,151.. |

= 41

]
]
]
I

Eine gute Wahl fumm ware hierm = 2. Dann kanm.(k) effizient berechnet werden (eine
einfache Multiplikation und ein Shift).

Es gibt noch viele weitere Hashfunktionen. Jedoch zeigepirgsnhe Untersuchungen, dass
die Divisions-Rest-Methode mindestens so gut ist wie ihomkGrrenten. Deswegen ver-
wenden wir diese Methode in den folgenden Abschnitten, medererschiedene Moglich-
keiten der Kollisionsbehandlung behandelt werden. Einéidin tritt dann auf, wenn zwei
verschiedene Schlussel auf die gleiche Adresse in dertalaslte abgebildet werden.

5.2 Hashing mit Verkettung

Die Idee des Hashing mit Verkettung ist es, alle Elementegtaither Adresse in der Hash-
tabelle in einer verketteten Liste zu speichern. Jedes &ilemter Hashtabelle ist also ein
Zeiger auf eine einfach verkettete lineare Liste (s. AbB).5.

Datenstruktur.  Wir wahlen als Datenstruktur ein Array von einfach ver&ggh Listenl,
wie wir sie z.B. bei ADT Stack kennengelernt haben.

Eine mogliche Implementierung von Hashing mit Verkettuvigd durch die Algorithmen

in Abb. 5.1 gegeben. INSERT() hat als Eingabe einen Scalitsseind den dazugehorigen
Eintragv), berechnet die Hashadregse des einzufigenden Elements (Schliissel gegeben
durchp.key) und hangp vorne an die Liste voff'.pos an.

Die Funktion SEARCH() benotigt als Eingabe den zu suche@islissek. Danach wird
die Liste der zu korrespondierenden Hashadresse solange durchsuchiy Eement mit
Schlussel gleiclt gefunden ist oder das Ende der Liste erreicht ist. Im ensteadl wird p
zuriickgegeben, sonshdef
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N

ok wbdhR

> Reprasentation eines Hash-Elementes

struct HashElement
var HashElement next > Verweis auf Nachfolger in der Lis
var K key > Schlissel des Element
var V value > Wert des Elemente

end struct

> Interne Reprasentation von Hashing mit Verkettung

8: var HashElement'[0..m — 1]

9:
10:
11:
12:

13:
14:

15:
16:
17:
18:
19:

20:
21:
22:
23:
24:

25:
26:
27:
28:
29:
30:

> Initialisierung

fori:=0,...,m—1do
Ti] := nil

end for

procedure INSERT(K k, V v)
pos:= h(k)
var HashElemenp := new HashElement
p.key:=k; p.value:=v
p.next:= T'[pog
T[pog :=p
end procedure

function SEARCH(K k) : V U {undet
var HashElemenp := T'[h(k)]
while p # nil and p.key+# k do
p = p.next
end while
if p = nil then
return undef > Kein Element mit Schliissél vorhander
else
return p.value
end if
end function

(S
es
*S

Il

Listing 5.1: Interne Reprasentation und Implementierung vaar&cH und INSERT fir Ha-

shing mit Verkettung.



132 KAPITEL 5. HASHING

‘U AR LA
e e 0 B e L0 I e A
Lk Ttk
Abbildung 5.3: Hashing mit Verkettung
1. procedure DELETE(K k)
2. pos:= h(k)
3: var HashElemenp := T'[pog
4: var HashElemeng := nil > Vorganger vorp in der Liste
5: while p # nil and p.key# k do
6: q:=p
7 p = p.next
8 end while
9: if p # nil then > Schlussek Uberhaupt gefunden?
10: if ¢ = nil then
11: T'[pog := p.next
12: else
13: g.next:= p.next
14: end if
15: deletep
16: end if
17: end procedure

Listing 5.2: Implementierungen von ELETE fur Hashing mit Verkettung
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DELETE() nimmt als Eingabe den Schlusgetles zu entfernenden Elementes. Zunachst
wird die Liste der zu: korrespondierenden Hashadresse nach einem Element riisSeh
gleich k£ durchsucht. Dabei wandert die Variablelie Listenelemente der Reihe nach ab.
Das Hilfselement zeigt dabei immer auf den Listenvorganger yorAm Ende der While-
Scheife zeigp auf das zu entfernende Listenelement. Mit Hilfe vp(Morgangerelement)
wird dieses aus der Liste entfernt. Fajlgleichnil ist, dann zeigp auf das erste Listenele-
ment. In diesem Fall muss einfach nur der Zeiger ¥Ygws umgesetzt werden.

Analyse. Wir analysieren zunachst die Operation SEARCH(). Wir nehran, dass sich
in der Hashtabelle Schlissel befinden. Zur Analyse zahlen wir die Anzahl desrdbigten
Schliuisselvergleiche.

Best-Case.Im besten Fall erhalten alle Schlussel unterschiedlichshierte. Dann ist
Cbest(n) = @(1)

Worst-Case.Im schlimmsten Fall erhalten alle Schluissel den gleichashwert. Dann ist
Cuorst(n) = O(n).

Average-CaseWir mitteln tber die durchschnittliche Suchzeit aller imserer Hashtabelle
enthaltenen Elemente. Zur Analyse sind einige Annahmeneruatig:

1. Ein gegebenes Element wird auf jeden dePlatze mit gleicher Wahrscheinlichkeit
% abgebildet, unabhangig von den anderen Elementen.

2. Jeder den gespeicherten Schliissel ist mit gleicher Wahrscheikdittder gesuchte.

3. Die Prozedur INSERT() fugt neue Elemente am Ende deelgst. Dies erleichtert
uns die Analyse. Es wird zwar in Wahrheit am Anfang der Ligtgefugt, aber es gilt:
Die durchschnittliche erfolgreiche Suchzeit tiber aller&énte in der Hashtabelle ist
gleich, egal, ob vorne oder hinten eingefugt wird.

4. Die Berechnung voh(k) benotigt konstante Zeit.

Erfolglose SuchéWenn wir nach einem Element suchen, das nicht in unserertélaslte
enthalten ist, dann mussen wir alle Elemente einer Listeldvandern. In jeder Liste sind
durchschnittliche Elemente enthalten. Es gilt al§Q,,(n) = a.

Erfolgreiche SucheGemald der Annahma. wird beim Suchen jeweils ein Schritt mehr
gemacht als beim Einfugen des gesuchten Elements. Diasltimittliche Listenlange beim
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Einflgen des-ten Elements |31;—1 Laufzeit:

Cavg(n) = l_n (1+i_1)

n m
i=1
= 1+ —  — 1
w220
_ 1+i‘n(n—1)
nm 2
n—1
=1
2m
B n 1
N 2m  2m
o 1
— 1 -
2 2m

Es giltalsoC,,,(n) = O(14«). Daraus kann man erkennen, dass die Operation SEARCH()
im Durchschnitt konstante Zeit benotigt, sofern die Arzidr Platze proportional zur An-
zahl der Elemente ist (d.h.= O(m) bzw.a = O(1)).

Die analoge Analyse der Operation DELETE() bringt das ¢keiErgebnis. Die Operation
INSERT() hingegen ist immer in Zei® (1) moglich (wenn wir annehmen, dass die Hash-
funktion in konstanter Zeit berechnet werden kann).

Anmerkungd.3. Ein Belegungsfaktor von mehr als 1 ist hier modglich. Di¢gisofern wich-
tig, weil viele Hashtabellen zunachst fur kleinere SisisElmengen angelegt werden, aber
dann im Laufe der Zeit die Datenmengen viel grofl3er werdemiapriinglich erwartet. Bei
fehlender oder ungentigender Wartung wird die Hashtalgiidde nicht angepasst. Dieses
Szenario fuhrt bei Hashing mit Verkettungr zu einer Verschlechterung der Suchzeiten.

Diskussion.

+ Echte Entfernungen von Eintragen sind moglich. Wir veerdehen, dass es bei den
Hashing-Verfahren mit offener Adressierung (vgl. Kap)&k&ine echten Entfernungen
gibt.

+ Eignet sich fur den Einsatz mit Externspeicher: man kaenHhshtabelle selbst im
internen Speicher halten und die Listen teilweise im exder8@peicher.

— Man hat einen relativ hohen Speicherplatzbedarf, denremuNitzdaten kommt der
Speicherplatzbedarf fur die Zeiger.

— Der Speicherplatz der Hashtabelle wird nicht genutztseumso schlimmer, wenn
in der Tabelle viele Adressen unbenutzt bleiben. In diesalinWrd trotzdem zusatz-
licher Speicherplatz fur Listenelemente aul3erhalb deshkédoelle benotigt.
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5.3 Hashing mit offener Adressierung

Bei Hashing mit offener Adressierung werden alle Elemenit® -Gegensatz zum vorigen
Verfahren — innerhalb der Hashtabelle gespeichert. WenrP&itz belegt ist, so werden
in einer bestimmten Reihenfolge weitere Platze ausproliddese Reihenfolge nennt man
Sondierungsreihenfolg®iese sollte eine Permutation von 1, ..., m — 1) sein.

Definition 5.4. Bei Hashing mit offener Adressierung wird die Hashfunkteuf zwei Ar-
gumente erweitert:

h:Ux{0,1,...,m—1} = {0,1,...,m —1}.
Die Sondierungsreihenfolggrgibt sich dann durch

(h(k,0), h(k, 1), ..., h(k,m —1)).

Damit das Konzept der offenen Adressierung funktionielt die folgende Voraussetzung.

Annahme. Die Hashtabelle enthalt immer wenigstens einen unbeaiegiztz.

Beim Einfugen wird solange ein Platz gemald der Sondiesugilgenfolge ausgewahlt, bis
ein freier Platz in der Hashtabelle gefunden wird. Genausdtfoniert auch die Suche:
man berechnet zunachst den ersten Platz gemaf der Hiastvfu@alsoh(k, 0)). Falls dieser
Platz belegt ist, sucht man gemal3 der Sondierungsreilgenfeeiter. Allerdings kann man
die Suche abbrechen, sobald man auf einen unbelegten ®Bi&tz[Benn wenn das Element
in T enthalten ware, dann ware es spatestens an diesem PRigetiggt worden. Um diese
Strategie beim Suchen beibehalten zu konnen, durfen @m lEntfernen eines Elements
nicht wirklich ,entfernen®: Es wird lediglich alsentfernt* markiert. Beim Einfigen wird
ein solcher Platz alsgfrei”, beim Suchen alsfriher belegt® (d.h. verfugbar, aber friher
schon einmal belegt) betrachtet. Dies fuhrt jedoch zureiNachteil bezuglich der Suchzeit.
Diese ist nun nicht mehr proportional 241 + «). Deshalb sollte man, sofern man viele
Entfernungen vornehmen muss, die Methode der Verketturgjeleen.

Eine ideale Sondierungsreihenfolge wareaaisorme Sondieremier erhalt jeder Schlissel
mit gleicher Wahrscheinlichkeit eine bestimmte dérPermutationen vof0, 1, ..., m—1}
als Sondierungsreihenfolge zugeordnet. Da dies schwzerignplementieren ist, versucht
man in der Praxis dieses Verhalten zu approximieren. Whielein den folgenden Abschnit-
ten drei verschiedene Sondierungsverfahren kennenjatédadineare Sondierefvgl. Ab-
schnitt 5.3.1), daguadratische Sondierefvgl. Abschnitt 5.3.2), und daBouble Hashing
(vgl. Abschnitt 5.3.3).
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5.3.1 Lineares Sondieren

Das lineare Sondieren ist die einfachste Sondierungsmethst der von der originalen
Hashfunktionh’ berechnete Platz bereits belegt, so wird einfach der t&édPlatz in der
Hashtabelle getestet. Ist man beim letzten Platz 1 angekommen, dann macht man beim
ersten Plat? wieder weiter.

Definition 5.5. Gegeben ist eine einfache Hashfunktidn: U — {0,1,...,m — 1}. Die
Sondierungsreihenfolge beim Verfahiereares Sondiererst gegeben durch

h(k,i) = (W' (k) + i) mod m,

wobei: =0,1,...,m — 1.

Beispiel 5.3.Lineares Sondieren mit' (k) = k mod m fur m = 8.
Schlussel und Wert der Hashfunktion:

k |10 19 31 22 14 16
Wkyl2 3 7 6 6 0

Die Hashtabelle ist dann wie folgt belegt:

0 1 2 3 4 5 6 7
‘14‘16‘10‘19‘ ‘ ‘22‘31‘

Die durchschnittliche Zeit fur eine erfolgreiche Suchegi& 1,5 (siehe Tabelle).

k|10 19 31 22 14 16

Diskussion. Lange belegte Teilstiicke tendieren dazu schneller zu seachls kurze. Die-
ser unangenehme Effekt wiRtimare Haufungergenannt. Auch gibt es statt der gewiinsch-
tenm! nurm verschiedene Sondierungsfolgen, da die erste berechositeR die gesamte
Sequenz festlegt!/(k),n'(k) +1,...,m —1,0,1,... 0/ (k) — 1.
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Analyseergebnisse. Fur die Anzahl der Sondierungen im Durchschnitt gilt (oBssveis,
mitld < a =" <1).

Erfolglose Suche- 1 (1 + ﬁ)

Erfolgreiche Suche: 1 (1+ 1)

5.3.2 Quadratisches Sondieren

Beim quadratischen Sondieren hangt die Sondierungsr@lye von einer quadratischen
Funktion ab.

Definition 5.6. Gegeben ist eine einfache Hashfunkticn U — {0,1,...,m — 1}. Die
Sondierungsreihenfolge bguadratischem Sondierest gegeben durch

h(k,i) = (W (k) + 11 + c2%) mod m

wobeii = 0,1,...,m — 1 undc; undc, jeweils kleine Konstanten sind. Man muss jedogh
bei der Wahl vorr; undec, darauf achten, dass der Wert + c,i? ganzzahlig ist.

Beispiel 5.4.Quadratisches Sondieren rhitk) = £ mod m furm = 8undc; = ¢, = %
und den gleichen Schlusseln wie vorhin. Schlissel und WerHashfunktion:

k|10 19 31 22 14 16
Wky|2 3 7 6 6 0

0 1 2 3 45 6 7
| fofse] [ [z2]u]

1
14—6 — 6+§(1+12)mod8:7

1
— 6+§(2+22)mod8:1

0O 1 2 3 4 5 6 7
6[1a]w0]10] | [ez]at]

Die durchschnittliche Zeit fur eine erfolgreiche Suchlﬂn@% = 1, 33 (siehe Tabelle).

k|10 19 31 22 14 16
/1 + 1 + 1 + 1 + 3 + 1 = 38
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Anmerkund.4. Eine beliebte Wahl ist; = 0 unde, = 1.

Diskussion. Wie beim linearen Sondieren gibt es nurverschiedene Sondierungsfolgen,
denn auch hier legt die erste berechnete Position die gesaomdierungsfolge fest. Dieser
Effekt wird Sekundre Haufungergenannt.

Analyseergebnisse. Die Anzahl der Sondierungen im Durchschnitt betragt (dBeweis):

Erfolglose Sucher -~ — a4+ In ()

Erfolgreiche Suche: 1+ In (=) — ¢

5.3.3 Double Hashing

Bei Double Hashing hangt die Sondierungsreihenfolge wareweiten Hashfunktion ab,
die unabhangig von der ersten Hashfunktion ist. Die Soodgsreihenfolge hangt in zwei-
facher Weise vom Schliissel ab: Die erste Sondierungsposiird wie bisher berechnet,
die Schrittweite der Sondierungsreihenfolge hingegen dirrch die zweite Hashfunktion
bestimmt. Es ergeben sié(m?) verschiedene Sondierungsfolgen.

Definition 5.7. Gegeben sind zwei Hashfunktionép h, : U — {0,1,...,m — 1}. Die
Sondierungsreihenfolge bBiouble Hashingst gegeben durch

h(k,i) = (hy(k) + ih(k)) mod m,

wobei: =0,1,...,m — 1.

Damit die Hashtabelle vollstandig durchsucht werden kanmass fur alle Schlussél die
zweite Hashfunktior (k) relativ prim zum sein :

99T (ho(k),m) = 1.

Falls namlichggT'(ho(k), m) = d > 1 ist, dann wird nuri-tel der Hashtabelle durchsucht
bzw. beim Einfligen ausgenutzt.

Zwei Vorschlage zur Wahl voh, (k) undhsy(k):

(1) m =27, p € NAp > 1(schlecht fur Divisionsmethodé), (k) immer ungerade
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(2) m Primzahl,0 < ho(k) < m, z.B.

hi(k) = kmodm
hao(k) = 1+ (kmodm’)

mitm’ = m — 1 oderm’ =m — 2.

Beispiel 5.5.Double Hashing fiir Tabellengrofe = 7, hy (k) = k mod 7 und hy(k) =
1+ (k mod 5)

k |10 19 31 22 14 16
k)| 3 5 3 1 0 2
hg(k)‘ 1 5 2 3 5 2
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
| | Jwo] Jie] | |=f22] [10] [19] | |s1]22]16/10] |10]14]
®3) ® @ m@w @ @06

Die durchschnittliche Zeit fur eine erfolgreiche Suche%?s: 2.00 (siehe Tabelle). Dies
ist jedoch ein untypisch schlechtes Beispiel fur Doublstilag.

k|10 19 31 22 14 16
1 + 1 + 3 + 1 4+ 5 4+ 1 = 12

Diskussion. Double Hashing funktioniert in der Praxis sehr gut. Es iseajute Appro-
ximation an uniformes Hashing, denn man kann zeigen, dastheeretische Unterschied
zwischen beiden Verfahren klein ist, wehn(k) unabhangig vorh, (k) ist. Ein weiterer
Vorteil liegt darin, dass Double Hashing sehr leicht zu iempéntieren ist.

Verbesserung nach Brent [1973]. Fur Falle, bei denen haufiger gesucht als eingefugt
wird (z.B. Eintrage in Symboltabellen fur Compiler), es von Vorteil, die Schlissel beim
Einflgen so zu reorganisieren, dass die Suchzeit verkiird. Brent schlug das folgende
Verfahren vor. Wenn beim Einfligen eines Schlisgedén sondierter Platz belegt ist und

k" = Tj|.key der dazugehorige Schlussel ist, dann berechne

J1=7j + ha(k) mod m
J2 = J + ho(K') mod m.
Ist Platz j; frei oder Platzj, belegt, so fahrt man mij; fort wie in der urspriinglichen

Double-Hashing-Methode. Andernfallg (belegt aberj, frei) tragt mank’ in 7'[j,] ein und
kin T[j] (nicht in7'[j,]!).



140 KAPITEL 5. HASHING

Statt also noch lange nach einem freien Platzifinu suchen, tragt mah an Platz;j ein,
denn fur den Schlussét, der vorher dort war, konnte leicht ein freier Platz (gend&
Sondierungsreihenfolge fitf) gefunden werden. Der Pseudocode zum Einfligen nach Brent
ist in Algorithmus 5.3 angegeben.

1. > Reprasentation eines Hash-Elementes

2: struct HashElement

3 var K key > Schlissel des Elementes
4: var V value > Wert des Elementes
5: var bool used > Ist das Element benutzt oder noch frei
6: end struct

7: > Interne Reprasentation
8: var HashElemeni'[0..m — 1]

9: > Initialisierung

10: fori:=0,...,m —1do
11:  TYi|.used:= false
12: end for

13: > Brents Variation von doppeltem Hashing
14: procedure INSERT(K k, V v)
15: j:=hy(k)

16:  while T'[j].useddo

17: k' = Tlj].key

18: jl = (] + hg(k’)) mod m

19: J2 := (j + h2(K")) mod m

20: if not 7°[j;].usedor 1'[j,].usedthen
21: J=n

22: else

23: v':=T[j].value

24: T[j].key:= k; T[j].value:=v
25: k:=FK; v:=1

26: 7= 7Jo

27: end if

28: end while

29:  T[jlkey:=k: T[j].value:=v
30:  T[j].used:= true

31: end procedure

Listing 5.3: Einfugen nach Brentvar T', k)
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Beispiel 5.6. Angewendet auf unser Beispiel:

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
L[ faol- sl | [ [ | [stfrofae] | [as]22[16}s0f10]20] |
@4 Rest immer frei 31

Die durchschnittliche Zeit fur eine erfolgreiche Suchegi& 1.17 (siehe Tabelle).

Anmerkund.5. Bei Anwendung von Brent fur das Einfigen von Elementemiaer Algo-
rithmus zum Suchen oder Entfernen von Elementen ganz namgaWwendet werden. Denn
selbst wenn nach einem Element gesucht wird, das mit Hilfe Bxent einen Platz wei-
ter gemal seiner Soniderungsreihenfolge verschoberewast wird dieses gefunden. Der
Platz an dem es vor der Verschiebung war, wurde ja gleidhgzeit der Verschiebung von
einem anderen Element besetzt.

Analyseergebnisse fiir Brent. Die Anzahl der Sondierungen betragt im Durchschnitt:

Erfolglose Suchex ﬁ (wie uniform)

Erfolgreiche Suchec 2.5 (unabhangig vom fur o < 1).

5.4 Ubersicht Uiber die Gute der Kollisionsstrategien

In diesem abschlieRenden Abschnitt wollen wir uns eidbarblick Uiber die verschiedenen
Kollisionsstrategien verschaffen. Tabelle 5.1 zeigtgeniVerte der theoretischen Analyse-
ergebnisse fur verschiedene Auslastungsfaktorfm dasHashingverfahren mit Verkettung

sowie die Hashingverfahrdmeares Sondierenndquadratisches Sondieren

Zum Vergleich sind jeweils die Werte fur dasiforme Sondiereaufgelistet. Hierbei wird
das Ziel erreicht, allen! moglichen Permutationen als Sondierungsreihenfolggleither
Wahrscheinlichkeit zu erhalten. Man kann zeigen, dasotmiés Sondieren asymptotisch
optimal ist. Da es jedoch praktisch sehr aufwandig zu seatkn ist, wird hier auf eine ge-
nauere Diskussion verzichtet. Wir kdbnnen jedoch die fotign Analysewerte als Vergleichs-
werte fur den,Idealfall verwenden.
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Analyseergebnisse fur uniformes Sondieren. Die Anzahl der Vergleiche ist im Durch-
schnitt fira = - < 1.

Erfolglose Suche:r -
Einfugen~ -1

Erfolgreiche Suche £ In -1

Hashing mit off. Adr.
« Verkettung lineares S. quadr. S. uniformes S.
erfolgreich| erfolglos | erf.reich| erf.los| erf.reich| erf.los | erf.reich| erf.los
0.5 1.250 0.50 15 2.5 1.44 2.19 1.39 2
0.9 1.450 0.90 55 50.5 2.85 | 11.40| 2.56 10
0.95 1.475 0.95 10.5 | 200.5| 3.52 | 22.05| 3.15 20
1.0 1.500 1.00 — — — — — —

Tabelle 5.1:Einige Werte der Analyseergebnisse fur verschiedeneastshgsfaktoren

Die Tabelle zeigt, dass Hashing mit Verkettung deutlicmstliere Suchzeiten besitzt als die
Hashverfahren mit offener Adressierung. Es besitzt jedtsai Nachteil des relativ hohen
Speicherbedarfs. Bei den offenen Hashverfahren sieht dzess, das quadratische Sondie-
rungsverfahren — selbst fur hohe Auslastungsfaktorerlativenah am Idealfall,uniform
hashing” ist. Das Verfahren der linearen Sondierung &#litlich ab und ist nicht empfeh-
lenswert.

Die Tabelle enthalt keine Daten zu Double Hashing nach Bkt wissen jedoch, dass die
erfolglose Suche bei Double Hashing nach Brent mit der fiifoum Hashing identisch ist,
und erfolgreiche Suche immer kleiner als 2.5 ist. Somit istible Hashing auf jeden Fall
ein guter Kandidat fur Hashingverfahren mit offener Adiesung.

Aus dieser Tabelle kann man ablesen, wie hoch die Untedeltiei den erwarteten durch-
schnittlichen Suchzeiten je nach Fillgrad der Hashtalsétid. Bei einer Hashtabelle, die zu
90% gefullt ist, ist die Suchzeit bei quadratischem und umifem Hashing ungefahr funf
Mal so hoch wie diejenige einer Tabelle, die nur ¥ gefillt ist. Ubersteigt der Bele-
gungsfaktor jedoch die kritische Za#1%, dann steigt die Suchzeit drastisch an. Deswegen
sollte der Belegunsfaktor nicht groRRer al¥s sein.

Die Werte fur Hashing mit Verkettung hingegen sind dettlhesser als diejenigen fur Ha-
shingverfahren mit offener Adressierung. Allerdings dtegt die Verfolgung der Zeiger
durch die verketteten Listen deutlich hoheren Aufwanddals einfache Durchlaufen eines
Arrays.
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Graphen

Viele Aufgabenstellungen lassen sich mit Hilfe grapheotagscher Konzepte modellieren.
Graphenbeschreiben Objekte und deren Beziehungen zueinandendsiellieren also dis-
krete Strukturen, wie z.B. Netzwerke oder Prozesse. Beteacwir als Beispiel das Bahn-
netz von Deutschland. Die Objekte (so genartaeter) konnen hier die Bahnhofe (und
eventuell Weichen) sein, die Beziehungen (so genafateaer die Schienen des Bahnnet-
zes. Belegt man die Kanten mit zusatzlichen Gewichten &dsten, so kann man damit
verschiedene Probleme formulieren. Bedeutet das Gewiodit Kante zwischen zwei Kno-
ten X undY die Fahrzeit eines Zuges vofi nachY’, so besteht das Problem d€grzesten
Wegedarin, die minimale Fahrzeit von einem beliebigen Bahnhdfu einem beliebigen
BahnhofB zu ermitteln. Andere Beispiele, die mit Hilfe von graphestfretischen Konzep-
ten gelost werden konnen, siRbutenplanungsproblemidier sollen beispielsweise Guter
von mehreren Produzenten zu den Verbrauchern transpovaeden.

Ein klassisches Graphenproblem ist d&®nigsberger Brickenproblem®, das Euler 1736
gelodstund damit die Theorie der Durchlaufbarkeit von Gepgegrindet hat. Am konkreten
Beispiel der Stadt Konigsberg sollte die Frage beantweverden, ob es einen Rundweg
gibt, bei dem man alle sieben Briicken der Stadt genau eifibeiquert und wieder zum
Ausgangspunkt zuriickgelangt. Euler konnte zeigen, daksieen solchen Rundweg geben
kann. Da es dabei nicht auf die genaue Lage der Briicken ankemman muss nur wissen,
welche Bereiche der Stadt durch die Briicken verbundenemerd, spricht man hierbei von
einemtopologischen Problem

Ein einflussreiches Forschungsgebiet der topologischapl@ntheorie ist dagierfarben-
problem Die urspriingliche Aufgabe besteht darin, eine Landksoteu farben, dass je-
weils benachbarte Lander unterschiedliche Farben bel@mBabei sollen moglichst we-
nige Farben verwendet werden. Wahrend ein Beweis, dassirdimer mit maximal funf
Farben moglich ist, relativ schnell gefunden wurde, @éxisbis heute nur ein sogenannter
Computerbeweis (erstmals 1976 von Appel und Haken) ddé&s auch vier Farben immer
ausreichen.

143
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99 6D
(b)

Abbildung 6.1: Beispiele eines (a) gerichteten und (b) ungerichteten l@&nap

@—@ @&

(@)

Im Bereich der chemischen Isomere (Molekile, die die keicAtome enthalten, aber un-
terschiedliche Struktur haben) ist es fur die IndustrieRahmen der Entwicklung neuer
kunstlicher Stoffe und Materialien von grof3er Bedeutunfgende bereits 1890 von Caley
gestellte Frage zu beantworten: Wie viele verschiedenmadse einer bestimmten Zusam-
mensetzung gibt es? Caley hat damit die Abzahltheorie vapli&n begriindet. Oftmals
werden auch Beziehungsstrukturen und soziale Netzwerkeitfié von Graphen darge-
stellt. Bei der Umorganisation von Betrieben kann man dariit relativ leicht feststellen,
wer die,wichtigsten® bzw.,einflussreichsten” Mitarbeiter sind. Zunehmend werderhauc
Betriebsablaufe und Geschaftsprozesse als Graphenlradde

6.1 Definition von Graphen

Definition 6.1. Ein Graphist ein Tupel(V, E'), wobeil” eine endliche Menge vokinoten
(engl.vertices, nodesund £ eine endliche (Multi-)Menge von Paaren von Knoten ist. Sind
die Paare inZ geordnet(E C V' x V), spricht man von einergerichtetenGraphen oder
Digraphen sind sie ungeordnet, dann spricht man von einggerichteterGraphen.

Die Elemente inF heil3en gerichtete bzw. ungericht&anten(engl.edge$; gerichtete Kan-
ten nennt man audBdgen(engl.arcs). Eine Kante(v, v) heil3tSchleife(engl.self-loop.

Abbildung 6.1 zeigt je ein Beispiel fur einen gerichteterdeinen ungerichteten Graphen.

Anmerkunds.l Meistens betrachtet man in der Graphentheorie nur Grapleeen Kanten
eine Menge (und nicht Multi-Menge) sind. In diesem Fall keime Kantg v, w) nur hochs-
tens einmal im Graphen vorkommen. Gerade in praktischenefsdwngen ist es jedoch
sinnvoll, dasgv, w) auch mehrfach als Kante vorkommen darf; in diesem Fall Bprian
von eineMehrfachkanteAus diesem Grund definieren wir die Kanten als Multi-Merigje.
meisten Graphenalgorithmen verarbeiten problemlos auapl&n mit Mehrfachkanten.

Iste = (v, w) eine Kante in~, dann sagen wir:
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v undw sindadjazent

v (bzw. w) unde sindinzident v undw sind dieEndpunkteson e.

v undw sindNachbarn

e ist eineausgehend&ante vonu und eineeingehend&ante vonw (falls der Graph
gerichtet ist).

Fur einen gerichteten Graphéh= (V, A) ist dieeingehende Nachbarmengmes Knotens
v € V definiert als
Nt(w):={ueV | (u,v)e A}

und dieausgehende Nachbarmeraealog alsV—(v) .= {w € V | (v,w) € A}. AuRerdem
bezeichnen wir mitA*(v) die Menge der eingehenden Kanten eines Knotensd mit
A~ (v) die Menge der ausgehenden Kanten, d.h.

At (v) = {(u,v) ]| (u,v) € A}
A" (v) = {(,u) | (v,u) € A}.

Zusatzlichen setzen wiA(v) := A*(v) U A~ (v). Der Eingangsgradd®(v) := |A™(v)]
eines Knotens ist die Anzahl seiner eingehenden Kanten; entsprecheniigtusgangs-
grad d—(v) := |A~(v)| die Anzahl seiner ausgehenden Kanten. AuRerdem setzerewir d
Knotengradd(v) := d*(v) + d~(v).

Fur einen ungerichteten Graphén= (V, E') bezeichnen wir mit
N@w) ={ueV | (u,v) € E}

die Nachbarmengeines Knoteng € V und mitE(v) := {(u,v) | (u,v) € E} die Menge
der zuv inzidenten Kanten; der Knotengrd¢l) ist die Anzahl der zw inzidenten Kanten,
wobei eine Schleifév, v) zweimal gezahlt wird.

Fur ungerichtete Graphen gilt folgendes Lemma.

Lemma 6.1. In einem ungerichteten Graphern = (V, £) ist die Anzahl der Knoten mit
ungeradem Knotengrad gerade.

Beweis. Summiert man Uber alle Knotengrade, so zahlt man jedeekgenau zweimal:
D dw)= 2-|E|
vev gerade Zahl

Da die rechte Seite gerade ist, folgt daraus, dass aucméee Seite gerade sein muss. Also
ist die Anzahl der ungeraden Summanden auch gerade. O
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Abbildung 6.2: Ein Kantenzugu, ¢, e, f,d, e, ¢, b (blau) der Lange 7, ein Weg f, j, i, h, e
(gelb) der Lange 5 und ein Kreis [, m, n, k (orange) der Lange 4.

Wenn wir den Kanten des Graphen folgen, so konnen wir Katiigeoder Wege im Graphen
finden. Formal definieren wir diese Begriffe wie folgt:

Definition 6.2. SeiG ein (gerichteter oder ungerichteter) Graph.

e Ein Kantenzugengl.walk) derLangek ist eine nicht-leere Folge
Vo, €1, V1, €2, ..., €k, Vg

von abwechselnd Knoten und Kanten &asit e; = (v;_1,v;) furi = 1,... k. Wir
schreiben einen Kantenzug auch kurza@ls . . , v, wenn wir die Kanten nicht nahey
spezifizieren wollen.

e Ein Weg(engl.path) ist ein Kantenzug, in dem alle Knoten verschieden sind.

e IStug,eq,...,ex_1,06_1 €N Weg mitk > 3 unde, = (vx_1,v) €ine Kante aus,
dannistug, ey, ..., eL_1,vk_1, €x, Vo €INKreis (engl.cycle derLangek in G.

Abbildung 6.2 zeigt je ein Beispiel fur einen Kantenzugezi Weg und einen Kreis.

6.2 Darstellung von Graphen im Rechner

Bei der Darstellung eines Graphen im Rechner ist zunachsedicksichtigen, ob wir einen
gegebenen Graphen nur intern speichern und nicht weiteifimeren wollen §tatische
Grapher), oder ob die interne Reprasentation auch Update-Opesatiwie z.B. Einfligen
eines neuen Knotens unterstutzen sijinamische Graphén
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rO@®®®®

D@ @[ 11 0 0 0
@3 @0 01 0 0 O
@@—>® @0 001 1 0
@2 @0 1 00 0 0
E>2—>® ®|o 01 1 0 1
©r® ®0 00 0 0 1

Abbildung 6.3: Reprasentation des gerichteten Graphen aus Abbilduka)6érit Adjazenz-
listen (links) und einer Adjazenzmatrix (rechts).

Wir konzentrieren uns zunachst auf den statischen Fallbgtichchten zwei klassische Va-
rianten, um einen Grapher = (V, E)) im Rechner zu speichern. Sie unterscheiden sich in
Hinblick auf den benotigten Speicherplatz und die bagtétiaufzeit fur typische Anfragen.
Wir nehmen im Folgenden an, dass die Knotenménge {v;, ..., v, } ist.

6.2.1 Statische Graphen

Adjazenzlisten. Die am haufigsten verwendete Variante ist die Speicherasg3taphen
mittels AdjazenzlistenDabei wird fur jeden Knoten seine ausgehende Nachbarengeg
speichert. Man kann diese Darstellung mit Hilfe von einfaelketteten Listen implemen-
tieren. Die Adjazenzlistendarstellung des gerichteteapBen aus Abbildung 6.1(a) ist in
Abbildung 6.3 (links) skizziert. Bei einem ungerichtetena@@hen gibt es fur jede Kante
(u,v) zwei Listeneintrage, je einen in der ztgehdrenden Adjazenzliste, und einen in der
zuv gehorenden; siehe Abbildung 6.4 (links).

Adjazenzmatrizen. Bei der Speicherung des Graphenat§azenzmatrixvird der Graph
G durch einen x n-Matrix M = (m; ;) mit
1 falls(v;,v;) € B
i (vi,v5) €
0 sonst
reprasentiert. Wollen wir einen Graphen mit Mehrfachkanspeichern, dann konnen wir

den Eintragm; ; auf die Anzahl der Kantefw;,v;) setzen. Die Adjazenzmatrizen zu den
Graphen aus Abbildung 6.1 sind in den Abbildungen 6.3 undeawils rechts dargestellt.
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PO2O®BO®®

@+@—>@ @O 1 1 0 00
@134 @[1N0 1 1 0 O
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Abbildung 6.4: Reprasentation des ungerichteten Graphen aus Abbilddig)6nit Adja-
zenzlisten (links) und einer Adjazenzmatrix (rechts).

Da eine Kantdu, v) im ungerichteten Fall ein ungeordnetes Paar ist, ist di@2efjzmatrix
eines ungerichteten Graphen immer symmetrisch,/d.k= M. Daher geniigt es in diesem
Fall, nur die obere Halfte der Matrix (inklusive Hauptdiegle) zu speichern.

Diskussion. Wir Giberlegen uns zunachst, wie viele Kanten ein Graphuiihoten haben
kann. Ist der Graph gerichtet und hat weder Mehrfachkanbeh $chleifen, dann kann er
maximaln(n—1) viele Kanten haben; im ungerichteten Fall sind es maximéh—1) viele.
Sind jedoch Mehrfachkanten oder Schleifen erlaubt, dann kigr Graph natrlich beliebig
viele Kanten haben. Wir definieren das Verhaltnis der Kaameahl zur Knotenanzahl als
die Dichte des Graphen:

Definition 6.3. Die Dichte (engl.density eines Grapher mit n Knoten undmn Kanten ist
das Verhaltnisn /n.

Eine (unendliche) Famili¢ von Graphen, = (Vi, Ey), Gy = (Vs, Es), ... heitdunn
falls es eine Konstante € R* gibt, so dass die Dichte jedes Graph&nhodchstens: ist;
G heif3tdicht, falls es eine Konstanté € R* gibt, so dass die Dichte jedés mindestens
c - |Vi| ist.

Anmerkung6.2. Wir miussen bei der Definition von dinnen und dichten Grapihen et-
was umstandlichen Weg uber eine unendliche Familie vapan gehen, da wir fur einen
einzelnen Graphe@@ = (V| F) (und sogar eine endliche Familie von Graphen) immer Kon-
stantenc und ¢’ wahlen kdnnen, so dass- |V| < |E|/|V| < c gilt. Es ist jedoch ublich,
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| | Adjazenzliste] Adjazenzmatriy

Existiert Kante(v, w)? O(d(v)) O(1)
Iteration Uber alle Nachbarn eines Knotens O(d(v)) o(V])
Iteration Uber alle ausgehenden Kanten eines Knaten®(d~(v)) o(V])
Iteration Uber alle eingehenden Kanten eines Knoten®(d*(v)) o(V])
Platzverbrauch o(|VI+1E]|) | ©(V]?)

Tabelle 6.1:Laufzeiten und Speicherplatzverbrauch bei Adjazenzlisted -matrizen.

einfach von dichten und diinnen Graphen zu reden, wobei mamdusgeht, dass die Kon-
stanten sinnvoll gewahlt sind, also z8< 4 undd > 1/4.

Eine wesentliche Eigenschaft der Adjazenzlistendatsigllist der lineare Speicherver-
brauch in der Anzahl der Knoten plus der Anzahl der KantenGlegensatz dazu bendotigt
die Adjazenzmatrix immer quadratisch viel Platz in der Anzder Knoten, unabhangig
davon wie dicht der Graph ist. Insbesondere ist zu beachess alleine der Aufbau der
Adjazenzmatrix quadratische Laufzeit|ii| benotigt! Ist der Grapdiinn dann benotigt die
Adjazenzmatrix also um einen Fakt(|V'|) mehr Platz als die Adjazenzliste. Das ist einer
der wichtigsten Griinde, warum man in der Regel die Adjalzstendarstellung bevorzugt.
Im sehr unrealistischen Fall, dass wir so viele Mehrfacki@maben, dass die Dichte des
Graphenw(|V]) ist, kann die Adjazenzliste zwar mehr Platz verbrauchewlial®\djazenz-
matrix, allerdings konnte man dann auch die Adjazenzéisfgassen und fur Mehrfachkanten
einfach jeweils nur einen Reprasentanten mit einer Miigttat speichern.

Der wichtigste Vorteil der Adjazenzmatrix ist, dass wir ioristanter Zeit entscheiden
konnen, ob eine Kantéu,v) im Graphen enthalten ist. Bei der Adjazenzliste bleibt uns
nichts anderes tibrig, als die Adjazenzliste waru durchlaufen, wa®(d(u)) Zeit benotigt.
Andererseits ist das Iterieren Uber alle Nachbarn einestéfisv bei der Adjazenzlisten-
darstellung gunstiger, da lediglich die Adjazenzliste vodurchlaufen werden muss. Bei
der Adjazenzmatrix mussen wir eine komplette Zeile bétterr, wasO(|V'|) Zeit kostet,
unabhangig davon wie viele Nachbarhat.

Tabelle 6.1 fasst unsere Beobachtungen nochmals zusanhiinedie Effizienz eines Gra-
phenalgorithmus ist es also wichtig, jeweils die richtigat&hstruktur zur Speicherung des
Graphen zu wahlen. Wir gehen im Folgenden davon aus, dassrdph durch Adjazenz-
listen reprasentiert wird. Aul3erdem sind die Knotengriadeonstanter Zeit abrufbar. Falls
eine Darstellung als Adjazenzmatrix gunstiger ist, warde explizit darauf hinweisen.

6.2.2 Dynamische Graphen

Wenn wir eine Graph-Datenstruktur in einem Programm vedgen erwarten wir meist
mehr Funktionalitat, als lediglich fur einen gegebenerapgben Abfrage-Operationen
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ausfuhren zu konnen. Es soll daruber hinaus moglich, segue Knoten und Kanten hin-
zuzufiigen, sowie vorhandene zu loschen. Naturlicresalliese Update-Operationen auch
moglichst effizient sein. Wir skizzieren im Folgenden edtezartige Datenstruktur, welche
einen gerichteten Graphen = (V, A) mittels Inzidenzlisten reprasentiert und die Update-
Operationertinfugen von Knoten bzw. Kantemd Loschen von Kanteim konstanter Zeit
unterstutzt. Beim Loschen eines Knotensiissen naturlich auch alle zunzidenten Kan-
ten geloscht werden, daher ist die Laufzeit dieser Opmr&did(v)).

Anmerkunds.3. Wir sprechen hier voinzidenzlistenda wir in den Adjazenzlisten die Lis-

teneintrage als Kanten interpretieren (was sinnvoltatwir bei einem gerichteten Graphen
fur jede Kante genau einen korrespondierenden Listamgritaben), und somit fur jeden
Knoten die Liste seiner ein- und ausgehenuhaidenterKanten speichern.

Da wir insbesondere das Loschen von Knoten und Kantenegifirzealisieren wollen, bietet
es sich an, die Knoten in einer doppelt verketteten Listeatieh, und auch jede Inzidenzliste
selbst doppelt zu verketten. Wir haben bereits in Kapiteé2efpen, dass doppelt verkettete
Listen sowohl Einfligen wie auch Loschen an beliebigeiitfosin der Liste in konstanter
Zeit unterstutzen. Fur Knoten und Kanten definieren wireddolgende Strukturen:

struct Node

var Node prev > Vorganger in Knotenlistp

var Node next > Nachfolger in Knotenlistg

var Edge outHead > Anfang der Liste der ausgehenden Karten

var Edge inHead > Anfang der Liste der eingehenden Kanten

var int index > fortlaufender Inde
end struct

struct Edge

var Edge prevOut > Vorganger (Liste der ausgehenden Kanfen)

var Edge nextOut > Nachfolger (Liste der ausgehenden Kanien)

var Edge previn > Vorganger (Liste der eingehenden Kanten)

var Edge nextin > Nachfolger (Liste der eingehenden Kantgn)

var Node source > Anfangsknoten der Kante

var Node target > Endknoten der Kan
end struct

Trickreich ist dabei die Implementierung der Listen der @ind ausgehenden Kanten: Jede
Kante ist genau einmal in jeder dieser Listen enthaltengidiebnnen wir die Vorganger- und
Nachfolgerverweise fllbeideListen in der Kantenstruktur verwalten.

Abbildung 6.5 veranschaulicht die Datenstruktur am Beisges gerichteten Graphen aus
Abbildung 6.1(a). Rechts neben jedem Knoten befindet sielhidte der ausgehenden Kan-
ten; die Liste der eingehenden Kanten ist durch die blaueieRfargestellt (wir verzichten
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Abbildung 6.5: Interne Inzidenzlistendarstellung des gerichteten G¥aphus Abbil-
dung 6.1(a), die dynamische Updates effizient unterstutzt
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| Operation

Existiert Kante(v, w)?

Iteration Uber alle Nachbarn eines Knotens

Iteration Uber alle ausgehenden Kanten eines Knate
Iteration Uber alle eingehenden Kanten eines Knote
Einfugen eines Knotens

Loschen eines Knotens

Einflgen einer Kante

Loschen einer Kante

Platzverbrauch S}

—~|—
S|
~— | —
~— | —

4
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P—‘P—‘&'—‘%&&&
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S
\_/\_//é\\_/

—_—— ===

V] +14])

Tabelle 6.2:Laufzeiten und Speicherplatzverbrauch bei dynamischeplaan.

aus Griinden dddbersichtlichkeit in der Zeichnung auf die explizite Dathking der Varia-
blenprevinundnextinin den Kantenstrukturen und zeichnen diese mit einem Dol
Fir Knoten vergeben wir zusatzlich einen fortlaufendeaek 1, 2, . . .. Dieser ist nitzlich,
wenn wir Felder mit Knoten indizieren wollen; der Index imdrest dann der beim Knoten
abgespeicherte Indéxlede Kante speichert einen Verweis auf ihnren Anfangs- urniikio:
ten. Der auf den ersten Blick redundant erscheinende Veraudi den Anfangsknoten ist
notwendig, da beispielsweise die Operation zum Loscheer élante wissen muss, wo der
Zeiger auf den Anfang der Inzidenzliste gespeichert idbella 6.2 fasst die Laufzeiten ty-
pischer Operationen auf dieser Darstellung nochmals zoeamDie Implementierung der
Update-Operationen tUiberlassen wir dem Lesetalsngsaufgabe.

6.3 Traversieren von Graphen

In diesem Abschnitt betrachten wir die wichtigsten Ver&ahzumTraversiererbzw. Durch-
suchen einesingerichteterGraphen: Breitensuche (BFS) und Tiefensuche (DFS). Traver
sieren bedeutet dabei, systematisch den Kanten des Graplelgen, so dass alle Knoten
des Graphen besucht werden. Trotz ihrer Einfachheit bithese Traversierungsverfahren
das Grundgerust vieler Graphenalgorithmen, die wireagé&nnen lernen werden.

6.3.1 Breitensuche (BFS)

Breitensuchdéengl.breadth-first searctBFS) besucht die Knoten des Graphen nach aufstei-
gendem, graphentheoretischem Abstand zu einem vorhgefegten Startknoten.

1Analog kénnen wir Indizes fiir Kanten speichern um Karfetder zu realisieren. Désbersichtlichkeit
halber verzichten wir darauf an dieser Stelle.
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Definition 6.4. Der graphentheoretische Abstarmiveier Knotenu, v eines ungerichteter
Graphen(7 ist die Lange des kurzesten Weges vomachu, falls ein solcher existiert, song
Q.

—

Zu beachten ist dabei, dass der graphentheoretische Abktame Kantenlangen beriick-

sichtigt. Kuirzeste Wege bei vorgegebenen Kantenlangen Kantengewichten werden wir

in Abschnitt 6.6 betrachten! Mit Hilfe von Breitensuche kaman also das kirzeste Wege
Problem fur ungewichtete Graphen losen:

Unweighted Single-Source Shortest Paths (USSSP)

Gegeben: ungerichteter Grapty = (V, )
Startknoters € V'

Gesucht: ein kirzester Weg vos nachw fir jeden Knoteny € V/

Die Breitensuche arbeitet nach einem sehr einfachen Priviér starten am Knoter. Wenn
wir einen Knotenu besuchen, dann betrachten wir jedewzinzidente Kanteu, v) — wir
sagen auch die Kante, v) wird erforscht Fur den Knotern konnen nun zwei Falle auftre-
ten:

1. Wir sehenv zum ersten Mal; da wir die Knoten nach aufsteigendem grapken
retischem Abstand besuchen, muss der Abstanduvvom s um eins grofRer sein als
der Abstand von: zu s. Wir konnenu besuchen, nachdem wir alle bisher gesehenen
Knoten besucht haben.

2. Wir haberw vorher schon einmal gesehen, dann ist nichts zu tun.

Wir missen also einerseits Knoten markieren, wenn wir g ersten Mal sehen, und an-
dererseits Knoten, die zum ersten Mal gesehen werden,en Batenstruktur zwischenspei-
chern, so dass die Knoten, die zuerst zwischengespeichetew, auch zuerst wieder abge-
rufen werden konnen. Diese Operationen unterstutztigezme Queue (siehe Abschnitt 2.3)
effizient.

Der Algorithmus zur Breitensuche und Bestimmung der kéteze Wege (in ungewichteten
Graphen!) ist in Listing 6.1 dargestellt. Zur Unterscheigues zur Traversierung des Gra-
phen notwendigen Codes von dem Code, der die kiirzesten Mésgienmt, ist letzterer grau
hinterlegt. Das Markieren der Knoten erfolgt mit einem Kerdeld marked Ein Knoten-
feld konnen wir einfach implementieren, wenn wir jedem kamoeinen eindeutigen Index
zuordnen und diesen dann zur Indizierung in einem gewdhah Feld verwenden. Im Pseu-
docode deklarieren wir ein Knotenfeld, indem wir als Indexige die Menge der Knotén
angeben, also z.B.:
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Eingabe: ungerichteter Grapty = (V, F); Startknoters € V
Ausgabe: Distanz der Knoten zud in Felddist, BFS-Baum in Feldr

1: varint distV] > Distanz zus
2: var Noder[V] > Vorganger im BFS-Baum
3: var bool markedV’]

4: var Nodev

5. forall v € V'\ {s} do > Initialisierung
6: markedv] := false distiv] := oo; 7[v] := nil

7: end for

8: var Queue()

9: Q.PUT(s) > Beginne mit Startknoten

10: markeds| := true; dists| := 0; 7[s] := nil
11: while not @.ISEMPTY () do

12:  var Nodeu := .GET() > Knotenu wird besucht
13:  forall v € N(u) do > erforsche Kantéu, v)
14: if not markedv] then

15: Q.Put(v)

16: markedv] := true; distlv] := distu] + 1; w[v] := u

17: end if

18: end for

19: end while

Listing 6.1: Breitensuche (BFS) zur Losung des USSSP Problems.

var bool markedV]

Die kiirzesten Wege werden mit Hilfe der folgenden Dateskstiren dargestellt:

e Der Abstand eines Knotenszu s wird in distv] gespeicherts hat von sich selbst
naturlich Abstand 0, noch nicht gesehene bzw. nicht drbgice Knoten haben Ab-
standoo.

e Um den eigentlichen kiirzesten Weg voru einem Knoten zu speichern, genigt es,
wenn wir uns fur jeden Knoten den Vorgangerr|v] auf einem kiirzesten Weg von
s nachv merken. Das Fela codiert also alle kiirzesten Wege nacn Form eines
BFS-Baumss ist die Wurzel des Baumes und| der Elter vorw.

Beispiel 6.1. Abbildung 6.6 zeigt den Ablauf der Breitensuche an einemsjel.
Der Startknoten ist dabei der Knoten Die einzelnen Schritte visualisieren jeweils
den Zustand zu Beginn devhile-Schleife. Die Knoten werden in der Reihenfolge



6.3. TRAVERSIEREN VON GRAPHEN 155

Ha e g 2
() 0[d] 0[b]c]
()
b d f
8 a e g 4
0 1 (o) o) QO Q
O—> @ O—>Q (@
b d f b d f
§a e e g 6 a c e g
;o; >O—2>Q— 2[e] ;03 >® >@¥? ol/]g]
©
b d f b d f
Da c e g 8a c e g
O—>® >@&l >@ 0[] 0—>® )%@)@ 0]
®
b d f b d f

Abbildung 6.6: Ablauf des BFS-Algorithmus zur Losung des USSSP Problédes.Zu-
stand der Queu€ wird zu Beginn jeder Iteration devhile-Schleife gezeigt; die Kno-
ten sind mitdistjv] beschriftet und der durch|v] definierte BFS-Baum wird durch die
orangefarbenen Pfeile dargestellt. Griine Knoten singitsdresucht, gelbe Knoten sind
in der Queue, graue Knoten wurden noch nicht gesehen; dariakduellen Iteration
besuchte Knoten ist dick rot umrandet.

a,b,c, d, e, f, g besucht. Gemall dem graphentheoretischen Abstand und 3 der Kno-
ten zua erhalten wir 4 Teilfolgen{a), (b, ¢), (d, e), (f, g)
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Analyse der Laufzeit von BFS.

e Die Initialisierung (Zeilen 1-10) benotigi(|V'|) Zeit, da diefor all -Schleife(|V'|—1)-
mal durchlaufen wird und die Knotenfelderdn(|V'|) Zeit initialisiert werden konnen;
der Rest benotigt nur konstante Zeit.

¢ Die while-Schleife wird fir jeden vor aus erreichbaren Knoten genau einmal durch-
laufen, da nur noch nicht markierte Knoten in die Queue komrdeh. jeder Kno-
ten kommt hochstens einmal in die Queue hinein. ieall -Schleife in Zeile 13
durchlauft fur jeden Knoten die Liste seiner NachbarN (v), verursacht also jeweils
©(d(v)) Aufwand

e Den Gesamtaufwand kdnnen wir somit abschatzen mit

O(IV]) +)_O(dw)) = (V| +E|),

veV

da im Worst-Case alle Knoten vamaus erreichbar sind.

Da wir mit Hilfe von BFS insbesondere auch das USSSP |osemdri, erhalten wir das
folgende Theorem:

Theorem 6.1.SeiG = (V, E) ein ungerichteter Graph und € V. Dann st der in Lis-
ting 6.1 dargestellte Algorithmus das Unweighted Singlar& Shortest Paths Problerir f
G mit Startknoters in ZeitO(|V| + | EJ).

Anmerkung6.4. Das hier vorgestellte Verfahren zur Breitensuche besuchtiie Knoten,
die auch vors aus erreichbar sind. Natirlich kann man das Verfahrenesafach erweitern,
so dass alle Knoten besucht werden: Man wahlt einfach gelanie moglich einen noch
nicht besuchten Knoten und startet von dort aus die Braitdres Bei Algorithmen, die die
Breitensuche verwenden, ist man aber meist gar nicht amaickebaren Knoten interessiert,
wie wir es bei der Bestimmung der kiirzesten Wege gesehanhab

6.3.2 Tiefensuche (DFS)

Tiefensuché¢engl.depth-first searc/DFS) ist die klassische, rekursive Methode, einen Gra-
phen zu durchlaufen. Wenn wir einen Knoten besuchen, damkienan wir ihn als besucht
und besuchen rekursiv alle zu ihm adjazenten Knoten, die nmht markiert wurden.

Der wesentliche Unterschied zu BFS ist dabei, dass wir aigéitst alle noch nicht markier-
ten Nachbarn eines Knotens besuchen, bevor ein andereetkbesucht wird; stattdessen
wird die Suche beim nachsten, noch nicht markierten Nachkekursiv fortgesetzt. Das
fuhrt dazu, dass die Suche “tiefer” in den Graphen vordriwgnn immer das moglich ist.
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Eingabe: ungerichteter Grapty¥ = (V, F)
Ausgabe: DFS-Baum in Feldr

. var Noder[V] > Vorganger im DFS-Baum
. var bool markedV|

1
2
3: forall v € V do

4 markedv| := false =[v] := nil

5: end for

6: forall v € V do

7: if not markedv] then DFS-VISIT(v)
8: end for

9: > rekursiver Aufruf von DFS fur alle noch nicht markiertendi@arknoten vomw
10: procedure DFS-VisIT(Nodew)

11: markedv| := true

12:  forall w e N(v) do

13: if not markedw| then
14: m[w] == v

15: DFS-VISIT(w)
16: end if

17: end for
18: end procedure

Listing 6.2: Tiefensuche (DFS).

Der Basisalgorithmus zur Tiefensuche ist in Listing 6.2géatellt. Zunachst werden al-
le Knoten als nicht-markiert gekennzeichnet und danach die Suche (Prozedur DFS-
VisIT) fur den ersten Knoten des Graphen gestartet. Die relaiRiozedur DFS-\51T(v)
arbeitet dann genau wie oben beschrieben: Sie markiert dete und ruft sich selbst fur
alle noch nicht markierten Nachbarn vomuf.

Das Starten der Suche wird fur jeden noch nicht markierteot&n wiederholt; das ist not-
wendig, wenn vom Startknoten aus nicht alle Knoten erreidriden konnen. Analog zur
Breitensuche konnen wir den Vorgangerknoten im Fekpeichern, welcher im Falle von
DFS eine Menge von Baumen, einen so genannten Wald, edgibDFS-Wald Da das fur
das Grundschema der Suche nicht notwendig ist, ist derrestsgnde Code im Listing wie-
derum grau hinterlegt. Sind alle Knoten vom ersten Stattkmaus erreichbar, dann ist der
Vorgangergraph auch ein Baum, dessen Wurzel der Staeknstt In diesem Fall sprechen
wir auch von einenDFS-Baum

Beispiel 6.2.Die Arbeitsweise von DFS wird in Abbildung 6.7 an Hand einesspiels
illustriert. Im Gegensatz zur Queue bei BFS verwaltet DFESKhoten implizit in einem
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Stack, namlich dem Prozeduraufrufstack. Der aktuell bleuKnoten (in rot dargestellt)
liegt oben auf dem Stack, die Wurzel des Baumes ist das tetEtsment. Verdeutli-
chen Sie sich, dass die Elemente des Stacks einen Weg imé&raph der Wurzel zum
aktuellen Knoten reprasentieren! Jedes Bild stellt destahud zu Beginn der Prozedur
DFS-VisIT dar. Die Knoten werden in der Reihenfolge:, e, f, g, d, b besucht; die Zah-
len in den Knoten spiegeln diese Reihenfolge wieder; nochtriesuchte Knoten sind
grau. Die orangefarbenen Pfeile stellen den DFS-Baum dar.

Analyse der Laufzeit von DFS.

e Die Initialisierung der Felder (Zeilen 1-5) benotigt afééchtlich Zeito(|V]).

e Die for all -Schleife in den Zeilen 6—8 benotigt ohne die Aufrufe vonPWFISIT Zeit
o).

e DFS-VisIT wird fur jeden Knoten genau einmal aufgerufen, da DFES+V nur fur
noch nicht markierte Knoten aufgerufen wird.

e Jeder Aufruf von DFS-Y51T(v) (ohne der Kosten der rekursiven Aufrufe) benotigt
O(d(v)) Zeit, da diefor all -Schleifed(v)-mal durchlaufen wird.

e Insgesamt ergibt das einen Aufwand von

O(IV]) +)_O(dw)) = (V) + O(|E|) = (V| +|E]).

veV

Der DFS-Wald (oder -Baum) partitioniert die Kanten des Geapin zwei Klassen:

1. Baumkanterfengl.tree edgesT-Kanter). Das sind die Kanten des Graphen, die den
Kanten im DFS-Wald entsprechen, also Kanten der Rairj, v).

2. Ruckwartskanten(engl. back edgesB-Kanter). Das sind die restlichen Kanten. Fur
jede Ruckwartskantéu, v) gibt es einen Weg, ..., v,...,u im DFS-Wald, wobei
die Wurzel des Baumes ist, derundv enthalt.

Beispiel 6.3. Abbildung 6.8 zeigt den BFS- und DFS-Baum fur unseren Belgmphen
nebeneinander. In beiden Fallen wurde die Suche im Knotgstartet, d.ha ist jeweils

die Wurzel des Baumes. Die Hohe des BFS-Baumes fur eingegebenen Startknoten
ist eindeutig bestimmt, da die Tiefe eines Blatiggenau der graphentheoretische Abstand
im Graphen zur Wurzel des BFS-Baumes ist. Daraus folgt, dexsBFS-Baum minimale
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Abbildung 6.7: Ablauf des Algorithmus DFS. Die Beschriftung der Knotendigt Reihen-
folge, in der sie besucht werden, und der dux¢hl definierte DFS-Baum wird durch
die orangefarbenen Pfeile dargestellt; gefundene B-Kesitel gestrichelt. Griine Kno-
ten sind bereits besucht, gelbe Knoten sind im Stack, graused wurden noch nicht
gesehen; der in der aktuellen Iteration besuchte Knotehadktrot umrandet.
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Abbildung 6.8: Der BFS- und der DFS-Baum in unseren Beispielen.

Hohe hat — wir kdbnnen mit Hilfe der Kanten des Graphen keiBaum mit gleicher
Wurzel und kleinerer Hohe konstruieren.

Andererseits kann der DFS-Baum auch hoher sein. In und@egspiel ist seine Hohe um
eins groRer als die des BFS-Bauméberlegen Sie sich, ob die Hohe des DFS-Baumes
immer maximal ist. Ist sie Uberhaupt eindeutig? Oder ishemserem Beispiel moglich,
einen DFS-Baum mit gleicher Wurzel zu erhalten, der aber gibl3ere Hohe hat?

6.4 Elementare Graphenalgorithmen

In diesem Abschnitt behandeln wir einige einfache, elearenGraphenalgorithmen. Die
ersten beiden basieren auf der uns nun wohlbekannten $iefba.

6.4.1 Die Komponenten eines Graphen

Wir haben bereits gesehen, dass wir mit Hilfe von DFS felgsté&onnen, welche Knoten
von einem Startknoten aus erreicht werden konnen: Allet&man einem Baum des DFS-
Waldes sind von der Wurzel aus erreichbar. Allgemein kanwe sogar folgern, dass es
zwischen zwei Knoten genau dann einen Weg im Graphen giloin wie im gleichen Baum
des DFS-Waldes liegen. Das fiihrt uns zu dem ProblenKaleponenteeines Graphens zu
bestimmen:
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Abbildung 6.9: Ein Graph mit Komponentefi, . .., C, und zugehorigem DFS-Wald.

Definition 6.5. SeiGG = (V, E') ein ungerichteter Graph.

¢ ( heilstzusammerdmgend(engl.connectell wenn|V| > 1 und fur jedes Paau, v
von Knoten ein Weg vom nachv in G existiert.

e Ein GraphG’ = (V/, ') mitV/ C V undE’ C E ist einUntergraph(engl.subgraph
von G. Wir schreiben’ C G.

e Eine Komponentgengl. componentvon G ist ein maximaler zusammenhangender
Untergraphl/ von GG, d.h. es gibt keinen anderen zusammenhangenden Untieegrap
U'vonGmitU C U'.

Die Komponenten eines Graphen werden haufig auchzatammenhangskomponenten
(engl.connected componentsezeichnet. Abbildung 6.9 zeigt einen Graphen mit vier Kom
ponenten. Ein moglicher DFS-Wald fur diesen Graphenustli die orangefarbenen Pfeile

eingezeichnet (die Wurzeln sind die Knoten mit orangefaebe Rand).

Offensichtlich gentgt es, fur jede Komponente die Knaebestimmen, die darin enthalten
sind, da ja alle inzidenten Kanten eines Knotens zur sellmngonente gehodren missen. In
unserer Implementierung bestimmen wir einfach fur jedantiénu den Indexcomponerijv]
der ihn enthaltenden Komponente, wobei wir die Komponenten. .. durchnummerie-
ren. Der Basisalgorithmus zur Tiefensuche muss dabei mimgjégig angepasst werden
(siehe Listing 6.3). Der Wert vonumCompsst die Nummer der aktuellen Komponente.
Vor jedem neuen Starten von DFS (Zeile 11) wima@mCompsim eins erhdohen. Wir sparen
uns das Markierungsfelsharkeddes Basisalgorithmus, indem wintfarkedv] = fals€’ mit
“componernv] = 0" codieren.
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Eingabe: ungerichteter Grapty¥ = (V, F)
Ausgabe: componerjv] ist die ID der Komponente, dieenthalt;numCompsst die Anzah
der Komponenten

1: var int componerjt/] > Komponente eines Knotens
2: var int numComps > Anzahl Komponente

)

3: procedure COMPONENTYGraphG = (V, £))

4: forall v € V do > Initialisierung
5: componerjv] := 0

6: end for

7 numComps= 0

8 forall v € V do

9 if componerjv] = 0 then

10: numComps= numComps- 1 > neue Komponente
11: DFS-CoMP(v)
12: end if

13: end for
14: end procedure

15: procedure DFS-ComP(Nodew)
16:  componerjv| := numComps

17: forall w € N(v) do

18: if componerntv] = 0 then DFS-CompP(w)
19: end for

20: end procedure

Listing 6.3: Bestimmung der Komponenten eines Graphen.

Offensichtlich verandern unsere Modifikationen das adptigche Laufzeitverhalten der
Tiefensuche nicht. Daher erhalten wir das folgende Theorem

Theorem 6.2. Der Algorithmus in Listing 6.3 bestimmt die KomponenteregiGraphen
G = (V,E)in Zeito(|V| + |E|).

6.4.2 Kreise in Graphen

Im diesem Abschnitt betrachten wir das Problem festzestethb ein Grapld: einen Kreis
enthalt oder nicht. Sdi’ ein DFS-Wald fuiG. EnthaltG keine Ruckwartskante bezugliéh
dann enthalt” offenbar alle Kanten votyr; da ein Wald offensichtlich keinen Kreis enthalt,
folgt daraus, dass auch kreisfrei ist.
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Eingabe: ungerichteter Grapty = (V, E)
Ausgabe: Kreis in G, falls einer existiert

1
2
3

4

5.

© 9N

10:
11:

12:
13:
14:
15:
16:

17

18

19:

20:
21:
22:
23:
24:.
25:
26:
27:

28

: var Noder[V]
. var bool markedV|
. var EdgeSeBB

. function IsAcycLic(Graph G = (V, E)) : bool
B =10
forall v € V do

marked|v] := false 7[v] := nil
end for
forall v € V do

if not marked[v] then DFS-AcycLIC(v)
end for

if B = () then
return false
else
return true
end if
: end function

. procedure DFS-AcycLic(Nodev)
markedv] := true

forall w € N(v) do
if not markedw| then
mlw] ==
DFS-AcycLICc(w)
else ifr[v] # w then

end if
end for
. end procedure

> jede B-Kante induziert einen Kre

B := BU (v,w) > Ruckwartskante gefunden (siehe Anmerkung

> Vorganger im DFS-Baur
> Markierung fur DFS-Such
> Menge der Ruckwartskante

> Initialisierung

> kein Kreis vorhande

D
DCD:

is

6.5)

Listing 6.4: Test auf Kreisfreiheit.

Gibt es andererseits eine Ruckwartskantey) bezuglichF', dann gibt es auch einen Weg
© = v,...,uvon Baumkanten irF". Somit bildeny und die Kantgu, v) einen Kreis inG.

Wi

r erhalten also folgendes Lemma.

Lemma 6.2. SeiG ein ungerichteter Graph unfél' ein beliebiger DFS-Waldir GG. Dann ist
G genau dann kreisfrei, wend keine Rickwartskante beiglich F' enthalt.
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Die Funktion BAcycLIc in Listing 6.4 realisiert den Test auf Kreisfreiheit mit fdilvon
DFS. Wir speichern dabei die Menge der Ruckwartskanteli:iirforschen wir in DFS-
AcycLic(v) eine Kante, die zu einem bereits markierten Knatefiihrt, dann fugen wir
diese Kante zu der Menge hinzu, fallsu nicht der Elter vorv im DFS-Wald ist. Nachdem
DFS abgeschlossen wurde, miissen wir nur noch testeRi,-elf) ist. Ist dies nicht der Fall,
dann gibt es einen Kreis i@. Wir konnten einen Kreis ausgeben, indem wir eine beliebig
Kante (v, w) € B wahlen und den durch kodierten Weg vorv zur Wurzel verfolgen, bis
wir auf w stofRen.

Da unsere Modifikationen am DFS-Basisalgorithmus auchdaeatn Fall das asymptotische
Laufzeitverhalten nicht verandern (wir konnen die Me#ye.B. als Liste speichern), erhal-
ten wir folgendes Resultat.

Theorem 6.3. Die FunktionlSAcycLIC in Listing 6.4 testet einen ungerichteten Graphen
G = (V, E) auf Kreisfreiheit in Zei®(|V| + |E|).

Anmerkund.5. Fur jede B-Kantgwv, w) wird die Anweisung in Zeile 25 der Prozedur DFS-
AcycLic zweimal aufgerufen:

(i.) Zum ersten Mal, wenn vom Knotenaus die Kantév, w) erforscht wird und sichw
noch auf dem Rekursionsstack befindet.

(ii.) Zum zweiten Mal, wenn die Kante vom Knoten aus erforscht wird und der DFS-
Aufruf fur v bereits abgeschlossen ist (dutist markiert und befindet sich nicht mehr
auf dem Rekursionsstack).

Da wir B als Menge deklariert haben, ist das zunachst kein Proldieminer realen Im-
plementierung wirde maR z.B. aber als Liste implementieren, was dazu fuhrt, dads je
B-Kante zweimal in der Liste ist. Eine mogliche Losung teés darin, inmarkedv] drei
Markierungszustande zu speichern:

weil3: Der Knotenv wurde noch nicht besucht.

grau: Der Knotenv wurde bereits besucht, der Aufruf DFSSIT(v) ist aber noch nicht
abgeschlossen.

schwarz: Der Aufruf DFS-VISIT(v) ist bereits abgeschlossen.

D.h. initial sind alle Knoten weil3, am Anfang der Prozedur®WisIT(v) wird v als grau
markiert und am Ende als schwarz. Wir modifizieren dann Z&leo, dass wir die Kante
(v, w) nur dann zuB hinzufugen, wenm grau ist.

Anmerkungds.6. Sind wir nicht an der ganzen Menge der B-Kanten interessiann kbnnen
wir natirlich die DFS-Suche abbrechen, sobald wir eine &€ gefunden haben. Dann
wissen wir bereits, dass diese gefundene B-Kante eines KneGraphen verursacht.

6.4.3 Topologisches Sortieren

Im Gegensatz zu den beiden vorangehenden Algorithmerchétrawir jetzt gerichtete Gra-
phen. Gerichtete Graphen werden haufig zur Darstellunghanéngigkeiten verwendet.
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Nehmen wir als Beispiel den Ablauf zum Bauen eines Hauseru Biad verschiedene Auf-
gaben zu erledigen, z.B. das Ausheben der Baugrube, dastEngder Fenster, die Fertig-
stellung des Mauerwerkes, die Fertigstellung des Daclstaler das Eindecken des Daches.
Offensichtlich konnen bestimmte Aufgaben erst begonnemden, wenn andere abgeschlos-
sen sind. So kann der Dachdecker sicher nicht mit dem Eimthedks Daches beginnen,
bevor der Dachstuhl fertig ist. Andererseits sind Aufgalbes das Einsetzen der Fenster
und das Eindecken des Daches unabhangig voneinandee Bidsngigkeiten konnen wir
durch gerichtete Kanten modellieren: Kann Aufgaberst dann begonnen werden, wenn
AufgabeX abgeschlossen wurde, dann habe wir eine Kékitg”) im Graphen.

Offensichtlich missen wir zum Bauen des Hauses eine Rillgenfinden, die alle diese
Abhangigkeiten beriicksichtigt. Das ist naturlich richoglich, wenn der Abhangigkeits-
graph einen Kreis enthalt. Daher interessieren wir unsesain Abschnitt fur gerichtete,
kreisfreie Graphen, die man auch BIBG bezeichnet.

D
]

Definition 6.6. Ein DAG (directed acyclic graphist ein gerichteter Graph, der keinen (g
richteten) Kreis enthalt.

Eine mogliche Reihenfolge der zu erledigenden Aufgabed alistopologische Sortierung
bezeichnet. Eine topologische Sortierung der Knoten édA€3s G = (V, A) ist eine lineare
Ordnung<y der Knoten, so dass fur jede Karte v) € A gilt: « <y v. Abbildung 6.10
zeigt ein Beispiel fur eine topologische Sortierung deotém eines Graphen (von links nach
rechts).

Wir werden im Folgenden einen Algorithmus herleiten, dejéden DAG eine topologische
Sortierung bestimmit.

Topologisches Sortieren
Gegeben: DAG G = (V, A)

Gesucht: eine Sortierung, ..., v, der Knoten von&G mit ¢ < j fur alle
(Ui7vj) €A

Wesentlich ist dabei, so genannte Quellen im Graphen zurfirei@e Quellein einem ge-
richteten Graphen ist ein Knoten ohne eingehende Kantso nait Eingangsgrad 0; analog
ist eine Senkeein Knoten ohne ausgehende Kanten. Der Algorithmus zumldgszhen
Sortieren basiert auf der folgenden, einfachen Beobaghtun

Beobachtung 6.1.Jeder nicht-leere DAG hat mindestens eine Quelle und einkeSe

Beweis.Nehmen wir an, wir hatten einen DAG = (V, A) ohne Senken. Dann kdnnen wir
von einem Startknotem, beginnend immer ausgehende Kanten weiterverfolgen, @al@ |
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@

Abbildung 6.10: Eine topologische Sortierung (von links nach rechts) deotkn eines
DAGs.

Knoten ausgehende Kanten besitzt. Wir erhalten also eienezug, = uq, us, . . ., u;,
den wir beliebig lang fortsetzen konnen. Sobald aber V| ist, muss mindestens ein Knoten
mehrmals inp; vorkommen. Das bedeutet aber, dass es einen (gerichtetelis)iKG gibt.
Das ist ein Widerspruch, d& ein DAG ist. Also besitzt jeder DAG eine Senke. Analog
konnen wir zeigen, dass jeder DAG auch eine Quelle besitzt. O

Da eine Quelles keine eingehenden Kanten besitzt, ist diese offenbar vorekeKnoten
abhangig; also konnen wir gefahrlos als ersten Knoten in der topologischen Sortgrun
wahlen. Alle vons ausgehenden Kanten brauchen uns dann nicht mehr zu in¢eeessla

ja alle anderen Knoten nachin der Sortierung kommen werden. Das heil3t aber gerade,
dass wir nachs eine topologische Sortierung fur den Graplien- s (das ist der Graph, der
durch Loschen des Knotersn GG entsteht) anhangen konnen. Das Grundschema unseres
Algorithmus ist also wie folgt:

while G ist nicht leerdo
Wahle eine Quelle in G und gib sie aus
G:=G-—s

end while

Unsere Aufgabe besteht nun darin, daraus einen effiziedgorithmus zu machen. Folgen-
de Fragestellungen mussen wir klaren:

1. Wie finden wir effizient eine Quelle, ohne jedesmal alle Kknatedurchlaufen?

Neben den Quellen, die im Eingabegraphen schon vorhandeéyksinnen nur Knoten
v zu Quellen werden, wenn ein Knoten geldscht wird, der eusg@hende Kante zu
besitzt. Es genigt also, beim Loschen eines Knotens nlessgehende Nachbarmen-
ge zu betrachten.

2. Konnen wir verhindern, dass wir tatehlich Knoten im Grapherdkschen riissen?

Eigentlich sind wir nur an der Veranderung der Eingangsger Knoten interessiert.
Anstatt Knoten tatsachlich zu I6schen, verwalten wir Knotenfeldindeg mit dem
aktuellen Eingangsgrad und modifizieren dies entsprechend
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Eingabe: azyklischer, gerichteter Grapgh = (V, A)
Ausgabe: Ausgabe der Knoten vof in topologischer Sortierung

var Queue()
var int indedV|

forall v € V do
indedv] := d*(v)

end for

while not Q.ISEMPTY () do
v:= Q.GET()
Gib v aus
forall (v,u) € A= (v) do

N oA MR

R
N 2o

end for
: end while

B
A w

if indedv] = 0 then Q.PUT(v) > Istv Quelle?

indequ| := indedu] — 1 >u hat jetzt eine eingehende Kante weni
if indedu] = 0 then Q.PUT(u) > Ist u jetzt Quelle?

ger

Listing 6.5: Topologisches Sortieren.

Wenn wir diese ldeen umsetzen, erhalten wir den in Listifigdargestellten Algorithmus

zum topologischen Sortieren.

die aktuellen Quellen in orange. Die Ausgabe des Algorithiati
a?j? b? f7c7 e7d7g7 h7Z

Die entsprechende topologische Sortierung ist auch inldbbg 6.10 zu sehen.

Analyse der Laufzeit.

Beispiel 6.4. Abbildung 6.11 zeigt den Ablauf des Algorithmus zum topasaten Sor-
tieren an einem Beispiel. Diggeldschten* Knoten und Kanten sind in grau dargestellt,

e Initialisierung (Zeilen 1-6): Das Initialisieren vandegund der Queue mit den Quel-
len des Eingabegraphen hat Laufze{tV’|), da wir in konstanter Zeit den Eingangs-

grad eines Knotens bestimmen konnen.

¢ Jeder Knoten kommt genau einmal in die Queue: EntwederésherQuelle inZ, oder
sein Eingangsgrad wird durch das Dekrementieren in ZeilalfD gesetzt. Daraus

folgt, dass dievhile-Schleife genail’|-mal durchlaufen wird.
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Abbildung 6.11: Ablauf des Algorithmus zum topologischen Sortieren.
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e Die for all -Schleife in Zeile 10 wird insgesamt fur jede Kante genauneil aufgeru-
fen, das ergibt also einen Aufwand vexri| A|).
e Der Gesamtaufwand is al$(|V| + |A]).

Theorem 6.4. Der Algorithmus in Listing 6.5 berechnet eine topologis8uetierung der
Knoten eines DAGE& = (V, A) in ZeitO(|V| + | A|).

6.5 Minimale SpanntAume

Im diesem Abschnitt befassen wir uns wieder mit ungeriem&raphen. Wir nehmen aul3er-
dem an, dass die Graphen zusammenhangend sind. Wir giggegsuns fur Untergraphen,
die Baume sind.

Definition 6.7. Ein ungerichteter Graph heiBaum(engl.tree), wenn er zusammenhangerd
und kreisfrei (im ungerichteten Sinne!) ist.

Anmerkunds.7. Baume im Sinn unserer Definition werden manchmal aucheilsBaume
bezeichnet, um sie vagewurzelterBaumen zu unterscheiden. Wahlen wir in einem (freien)
Baum einen beliebigen Knoten alurze| so erhalten wir einen gewurzelten Baum.

Fordern wir in obiger Definitiomicht, dass der Graph zusammenhangend sein muss, so
spricht man von einerwald Ein Wald ist also ein Graph, dessen Komponenten alle Baume
sind.

Fur einen Baunl” = (V, E) gilt immer |V| = |E| + 1. Ferner gibt es in einem Baum
jeweils genau einen ungerichteten Weg zwischen je zweiéndEntfernt man eine Kante
aus einem Baum, so zerfallt dieser in genau zwei KomponeMan kann sich tUberlegen,
dass die obigen Aussagen jeweils aquivalente Definiti@mees Baumes sind:

Theorem 6.5.SeiG = (V, E) ein ungerichteter Graph ohne Mehrfachkanten und Schleifen
Dann sind die folgenden Aussagéquivalent.

1) Gistein Baum.
2) Jedes Paar von verschiedenen Knote'iist durch einen eindeutigen Weg verbunden.

3) G ist zusammerdngend, zedllt aber durch Entfernen einer beliebigen Kante dtis
in zwei Komponenten.

4) G ist zusammerdngend undf| = |V| — 1.
5) G istkreisfreiund E| = |V| — 1.
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6) G ist kreisfrei, aber durch Hinziifgen einer beliebigen Kante, die noch nichtfinst,
entsteht ein Kreis.

Beweis. Wir beweisen das Theorem durch Ringschluss.

1) = 2) Da ein Baum zusammenhangend ist, gibt es zwischen jedamnv@n Knoten
mindestens einen Weg @. Nehmen wir an, zwischem, v € V gabe es zwei verschiedene
Wegep; undp,. Seix der erste Knoten, an dem sich die beiden Wege verzweigerseaind
der erste Knoten, an dem die beiden Wege wieder zusamnfentrBfann bilden die Kanten
aufp; undp, auf den entsprechenden Teilstiicken zwischemndy einen Kreis. Das ist ein
Widerspruch, da ein Baum kreisfrei ist!

2) = 3) Da jedes Knotenpaar durch einen Weg verbunden ist;y misammenhangend.
Nehmen wir an, es gabe eine Karite v), so dass> nach Loschen vofu, v) nicht in zwei
Komponenten zerfallt. Dann muss es aber zwisahendv noch einen Weg geben, der die
Kante(u, v) nicht benutzt. Das ist aber ein Widerspruch zu Eindeutigles Weges.

3) = 4) Wir haben bereits im Abschnitt 6.4.1 gesehen, dass jedsarzmenhangende
Graph einen DFS-Baurfi besitzt, welchefl’| — 1 T-Kanten besitzt. Went¥ mehr Kanten
besitzt, dann muss es eine B-Kantén 7' geben, und der Graph nach Loschen voist
sicher noch zusammenhangend. Also&aenay V| — 1 Kanten.

4) = 5) DaG zusammenhangend upd| = |V| — 1, sind die T-Kanten jedes DFS-Baums
von GG gerade die Kanten vofi. Demzufolge istG kreisfrei (vgl. Abschnitt 6.4.2).

5) = 6) WennG kreisfrei ist und aug Komponenten besteht, dann &t £| = |V| — k
Kanten. Dg E| = |V| — 1 vorausgesetzt ist, folgt = 1 und G ist somit zusammenhangend.
Also ist jedes Paar von Knoten durch einen Weg verbundendasdinzufiigen einer be-
liebigen neuen Kante erzeugt somit einen Kreis.

6) — 1) Seiu, v ein beliebiges Paar unterschiedlicher Knoten. Entwedér:i®) bereits

in G enthalten oder das Hinzufugen der Kattev) erzeugt einen Kreis. Dann muss aber
bereits ein Weg vom nachwv in G enthalten sein. Daraus folgt, daGszusammenhangend
und somit ein Baum ist. O

Definition 6.8. SeiG = (V, F) ein ungerichteter, zusammenhangender Graph. Ein Unpter-
graphT = (V, E7) von G heit Spannbaunfauchaufspannender Baunengl. spanning
tree) von G, falls T ein Baum ist.

Ein Spannbaum voty ist also ein kreisfreier, zusammenhangender UntergraplGy der
alle Knoten vori/ enthalt. Haben wir zusatzlich fur die Kanten vGreine Gewichtsfunktion
w : F — R gegeben, dann definieren wir das Gewicht eines SpannbaumsV, Er) als
das Gewicht seiner Kantenmenge:

w(T) = w(Er) = Z w(e)

ecEr
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Abbildung 6.12: Ein minimaler Spannbaum eines gewichteten Graphen.

Wir werden im Folgenden zwei Algorithmen kennenlernen,alieen Spannbaum mit mi-
nimalem Gewicht berechnen: détgorithmus von Kruskalnd denAlgorithmus von Prim
Solch einen Spannbaum bezeichnet man aucimaigmalen Spannbaurfengl. minimum
spanning treg

Minimum Spanning Tree (MST)

Gegeben: ungerichteter, zusammenhangender Graph (V, F)
Gewichtsfunktionv : £ — R

Gesucht: ein Spannbaurii’ von G mit minimalem Gewichtv(T')

Beispiel 6.5. Abbildung 6.12 zeigt einen gewichteten Graplemnd einen minimalen
Spannbaum vorr (fett orange hinterlegte Kanten). Das Gesamtgewicht des gtS34.
Beachten Sie, dass der MST nicht eindeutig sein muss. Soikamserem Beispiel die
Kante (d, h) durch(g,i) ersetzt werden und wir haben weiterhin einen aufspannenden
Baum mit gleichem Gewicht.

Der MST eines gewichteten Graphen ist jedoch dann eindeméign die Gewichte aller
Kanten paarweise verschieden sind.

Minimale Spannbaume haben Anwendung bei der KonstrukborNetzwerken. So kbnnen
beispielsweise die Kosten der Kanten die notwendige Lalegékabels sein, um zwei Netz-
werkknoten miteinander zu verbinden. Ein MST beschreibinddie billigste Moglichkeit,
alle Netzwerkknoten miteinander zu verbinden.

Wir zeigen im Folgenden eine wesentliche Eigenschaft vamimalen Spannbaumen, die
wir in den Korrektheitsbeweisen der Algorithmen von Kruskad Prim anwenden werden.
Dazu benotigen wir noch zwei Begriffe:
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Abbildung 6.13: Beweis von Lemma 6.3.

Definition 6.9. Wir nennen eine Teilmeng€ der Kanten vonG aussichtsreichwenn es
einen MST von’ gibt, der alle Kanten aug enthalt. Weiterhin sagen wir, eine Kartte v)
verlassteine Knotenmeng8 C V, wennu € S undv ¢ S gilt.

Gemal dieser Definition ist die leere Menge immer aussigiots, und eine aussichtsreiche
MengeT mit |V| — 1 Kanten ist die Kantenmenge eines MST W&nDas folgende Lemma
ist die Grundlage der Algorithmen von Kruskal und Prim.

Lemma 6.3. SeiG = (V, E') zusammerdmgend mit Gewichtsfunktian: £ — R. Sei

e SCV;
e T C E aussichtsreich und keine Kante dlisverlasstS; und
e ¢ € F eine Kante mit minimalem Gewicht, d¥everlasst.

Dann ist die Mengé&" U {e} aussichtsreich.

Beweis.Da T aussichtsreich ist, gibt es einen MST mit KantenmethigendT C 7". Falls
e € T, dann gilt das Lemma offensichtlich.

Fallse ¢ T’, dann erhalten wir durch Hinzufiigen verzu 7’ genau einen Kreis (vergl.
Abbildung 6.13). Auf diesem Kreis muss es eine Ka#itet e geben, dieS verlasst. Wenn
wir ¢ in T durche ersetzen, erhalten wir einen neuen Spannbaum mit Kanteyefién.=
(T"\ {€'}) U {e} und Gewicht

w(T") =w(T") — w(e) + w(e).
Da e minimales Gewicht einer Kante hat, di¢verlasst, giltw(e) < w(¢’), und somit

w(T") < w(T"). Daraus folgt, das$” ein MST vonG ist. AuBerdem ist” U {e} C T"”
und somitI" U {e} aussichtsreich. ]
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6.5.1 Der Algorithmus von Kruskal

Die Idee des Algorithmus von Kruskal besteht darin, die KKanmach aufsteigendem Ge-
wicht zu betrachten und jeweils zu testen, ob die betraeltanhte mit den bereits gewahlten
Kanten einen Kreis verursacht; ist dies nicht der Fall, wlielKante gewahlt:

Sortiere die Kanten nach aufsteigendem Gewicht, so dass
w(er) <wl(ez) < ... < w(ey) gilt.

T:=10
fori:=1 tomdo

if T'U{e;} istkreisfreithen T := T U {e;}
end for

Der Algorithmus arbeitet offensichtlich sehr kurzsichtig er in jedem Schritt einfach die
leichteste, noch hinzufiigbare Kante wahlit. Die Losunglvalso stiickweise konstruiert,
wobei in jedem Schritt der zu diesem Zeitpunkt gunstigst# Ainzugefuigt wird. Solche
Algorithmen bezeichnet man afgeedy(dt. gierig). Greedy Algorithmen berechnen nicht
notwendigerweise optimale Losungen. Wir werden jedoeid€n Algorithmus von Kruskal
zeigen, dass er immer eine optimale Losung, also einen M$dchnet.

Beispiel 6.6.Abbildung 6.14 zeigt den Ablauf des Algorithmus von Krus&aldem Bei-
spielgraphen aus Abbildung 6.12. Die bisher gewahltendt@h sind orange hinterlegt;
die einzelnen Komponenten des Graphen, der aus den bishahigen Kanten besteht,
sind gelb hinterlegt. Die nachste Kante, di€izhinzugefuigt wird, ist die billigste Kante
die zwei Komponenten verbindet und ist blau hinterlegt.

Die Schritte, in denen eine Kante betrachtet aber nichtagéwiird, da ein Kreis ent-
stehen wirde (d.h. die Kante verbinaetht zwei Komponenten), sind nicht extra auf-
gefuihrt; die Kanten sind dann aber gestrichelt gezeichnet

Bevor wir uns uiberlegen, wie wir den Algorithmus von Krulsédizient realisieren konnen,
zeigen wir seine Korrektheit:

Theorem 6.6.SeiGG = (V, E) ein ungerichteter, zusammeiigender Graph mit Gewichts-
funktionw : F — R. Dann berechnet der Algorithmus von Kruskal einen MST&on

Beweis.Seiene, (1), . . ., e, die Kanten, die Kruskal in dieser ReihenfolgeZZhinzufugt.
Wir zeigen durch Induktion, dass die Kantenmefige= {e(1), ..., e} Mit0 < i < k
aussichtsreich ist.

1 = 0: Ty = 0 und ist somit aussichtsreich.
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Abbildung 6.14: Ablauf des Algorithmus von Kruskal.
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1 <i < k: Wirnehmen an, dask_, aussichtsreichist. Sej;) = (u,v) undC, = (U, E,)
die Komponente des Graphéh_, = (V,T;_;), dieu enthalt. D&l;_; U {e,(; } kreis-
frei ist, iste,(;) eine Kante, did/ verlasst. Weiterhin gilt, dask;_; kreisfrei bleibt,
wenn wir irgendeine Kante hinzufigen, dieverlasst. Daraus folgt, dass keine der
Kantene, ..., e.;)—1 die MengeU verlasst (sonst hatte der Algorithmus sie vorher
gewabhlt!), und daher ist, ;) eine billigste Kante, di¢/ verlasst. Nach Lemma 6.3 ist
somitT; = T;_1 U {e,(;) } aussichtsreich.

Wir mussen nun noch zeigen, dass = (V,T') zusammenhangend ist. Das folgt aber dar-
aus, dass: zusammenhangend ist und wir nur Kanteoht wahlen, wenn sie einen Kreis
verursachen wurden. O

Mochte man den Kruskal-Algorithmus implementieren, salissich die Frage, wie man
effizient das folgende Problem lost:

Teste, oldl" U {e} einen Kreis enthalt.

Eine naive Losung ware es, jedesmal die Funkt®hdycLic aus Abschnitt 6.4.2 fur den
GrapherGr := (V, TU{e}) aufzurufen. Dies wirde f{#Z| Aufrufe zu einer Gesamtlaufzeit
vonO(|V| - |E|) fuhren, da sich iff” bis zu|V| — 1 Kanten befinden konnen.

Im Folgenden werden wir sehen, dass wir fur den zweiten desl Kruskal-Algorithmus,
d.h. alles nach dem Sortieren der Kanten, eine fast lineanézkit erzielen konnen und da-
mit die Gesamtlaufzeit des Algorithmus durch das SortieerKanten bestimmt wird, also
O(|E|log|E)|) ist. Dazu zeigen wir, dass das (wiederholte) Testen aufskegheit in unse-
rem speziellen Fall auf ein allgemeines Problem fur Rant#n von Mengen zurickgefuhrt
werden kann.

Betrachten wir den Graphet; = (V,T') zu einem Zeitpunkt des Algorithmus. Wir wis-
sen, dass:r kreisfrei ist, daher besteht der Gragh aus mehreren Komponenten, die alle
Baume sind. Diese Komponenten partitionieren die Knotmge. Zu Beginn ist’ = () und
jeder Knoten bildet eine eigene Komponente, d.h. jede Melegeknotenpartition besteht
aus einem einzelnen Knoten. Wenn wir testen, ob eine Kante) mit den Kanten inl’
einen Kreis schliel3t, dann ist das gleichbedeutend mit daye; obu undv in der selben
Komponente vorGGr liegen, also in derselben Menge der Partition. Figen witie@lich
eine Kante hinzu, dann werden die beiden Komponenten, iardebzw. v liegen, zu einer
Komponente vereinigt, d.h. die beiden Mengen der Partitierden vereinigt. Wir benotigen
also die folgenden Operationen fur eine Partition:

e Erzeugeeine einelementige Menge der Partition.
¢ Findedie Partitionsmenge, in der sich ein gegebenes Elemendeefin

e \ereinigezwei Partitionsmengen.
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Wir werden im nachsten Abschnitt den DatentypionFindeinfihren, der genau diese Ope-
rationen unterstitzt. Danach werden wir eine sehr effigi®ealisierung dieses Datentyps
kennenlernen und die Komplexitat von Kruskal unter Verdwerg dieser Datenstruktur un-
tersuchen.

Beispiel 6.7.Wir betrachten nochmals das Beispiel aus Abbildung 6.14 Hairtition der

Knoten sieht in den einzelnen Schritten des Algorithmusfoligt aus:
Komponenten achste Kante
{a}, {0}, {c}. {d}, {e}, {/} {9} {n}. {i} (f,h) ok
{a}, {0}, {c}t, {d}, {e}. {f, n}, {9}, {3} (c,€) ok
{a}, {b}, {c, e}, {d}, {f, h}, {9}, {s} (d. g) ok
{a}, {0}, {c,e} {d, g}, {f, h}, {i} (a,b) ok
{a,b}, {c,¢}, {d, g}, {f. b}, {i} (e.f) ok
{a,b},{c,e, f,h},{d, g}, {i} (¢, f) Kreis!
{a,b}, {c,e, f,h},{d, g}, {i} (h,1) ok
{a,b}, {c,e, f,h,i},{d, g} (d, h) ok
{a,b}, {c,d,e, f,g,h,i} (g,1) Kreis!
{a,b},{c,d,e, f,q,h,i} (g,h) Kreis!
{a,b},{c,d,e, f,q,h,i} (b, c) ok
{a,b,c,d e, f,g,h,i} (b, d) Kreis!
{a,b,c,d,e, f,g,h,i} (e,d) Kreis!
{a,b,c,d,e, f,g,h,i} (a,c) Kreis!

6.5.2 Der ADT UnionFind

Der DatentypUnionFind verwaltet eine Partition einer endlichen Menge, deren Elam
aus einem endlichedniversumU sind.

Wertebereich: Ein Instanz P des DatentypsUnionFind ist eine Familie P =
{51, S, ..., S} paarweise disjunkter Teilmengen einer endlichen MdrigEur jede Teil-
menges; gibt es einen eindeutigen Reprasentanten S;.

Operationen: SeiP = {5;,..., Sk} mit Reprasentantes; die Instanz vor Anwendung
der Operation.

e MAKESET(U x)
Voraussetzung: ¢ S; U ... U Sy



6.5. MINIMALE SPANNBAUME 177

Erzeugt eine neue Mendg . ; := {z} mit Reprasentant, ., := x und fugt sie zuP
hinzu.
e UNION(U z,U y)
Voraussetzung: undy sind jeweils Reprasentant einer der Mengen . ., Sj.
Seiz Reprasentant vof, undy Reprasentant vof,. Dann werdert,, und S, in P

durchS’" := S, U S, ersetzt, d.h. die Instanz’ nach der Operation ist
P":=(P\{S.;,S,})u{s'}.
Als Reprasentant fus” wird ein beliebiges Element i’ gewahlt.

e FIND(U z):U
Voraussetzunge ist in einer der Mengefy, . . ., Si enthalten.
Gibt den Reprasentanten der Menge zurickdeathalt.

Ublicherweise erzeugt man zunachst mittelat SET fiir jedes Element der Mengé’,
die man partitionieren mochte, eine einelementige MerggePartition und benutzt danach
die Operationen NION und AND. Wir gehen im Folgenden davon aus, dass= U’ ist;
insbesondere werden wir Felder benutzen, die mit Elementsti indiziert werden.
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Abbildung 6.15: UNION angewendet auf zwei Meng€, e, f, h,i} und {d, g}, die als
gewurzelte Baume dargestellt sind.

Realisierung durch gewurzelte BEaume

In unserer Darstellung reprasentieren wir jede Mefgeurch einen gewurzelten Baum.
Die Knoten des Baumes sind die Elemente der Menge und dieeMdes Baumes ist der
Reprasentant; der Menge. In unserer Implementierung hat jeder Knetemen Verweis
7[v] auf seinen Elter, wobei die Wurzel auf sich selbst zeigt. Operationen MKE SET,
UNION und AND sind dann sehr einfach zu implementieren; siehe Listing 6.6

> Interne Reprasentation
var U 7[U]

procedure MAKESET(U )
mz] =
end procedure

procedure UNION(U x, U y)
mlz] =y
end procedure

. function FIND(U x) : U
10:
11:
12:
13:
14:

while 7[z] # x do
x = T[]
end while
return x
end function

> Elter eines Knotens

Listing 6.6: Implementierung votunionFind
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Beispiel 6.8.Abbildung 6.15 veranschaulicht die Darstellung der Mengee die Funk-
tionsweise von IION an einem Beispiel. Auf der linken Seite sind die Baume vorizw
Mengen{c,e, f, h,i} und{d, g} der Partition dargestellt (die Wurzel ist fett rot umran-
det). Rechts ist das Ergebnis von Union zu sehen: Wir hadgeiVurzel des zweiten
Baumes einfach an die Wurzel des ersten Baumes.

Hinweis6.1 Die Baume in unserer Darstellung der Mengen der Partitemmkman leicht
mit den Baumen verwechseln, die wahrend des Kruskal#tlyous die Komponenten des
GraphenGr = (V,T) sind. Verwenden wir diese Union-Find Datenstruktur fin dégo-
rithmus von Kruskal, so sind zwar die Elemente in den Mengexa damit in den gewur-
zelten Baumen) genau die Knoten der Komponenten, jedacdsem’die Kantew, 7[v])
nicht den Kanten irl” entsprechen! Die Baumdarstellung der Mengen ist eineinégmne
Darstellung der Datenstruktur.

Analyse der Laufzeit:

e MAKESET(z): O(1)
e UNION(z,y): O(1)

e FIND(z): O(h(T,)), wobeiT, der Baum ist, dex enthalt.

Die Find Operation verfolgt die Elter-Verweise bis zur Welrd.h. die Laufzeit von
FIND(x) ist durch die Hohe des Baumes beschranktdemthalt.

Die Laufzeit von FND ist also linear in der Hohe des Baumes. Allerdings verhinalesere
Konstruktion der Baume (MWION Operation) nicht, dass die entstehenden Baume degenerie-
ren konnen. Im ungunstigsten Fall entartet ein Bauau einer linearen Liste und hat Hohe
s(T) — 1, wobei wir mits(7") die Anzahl der Knoten im Baurf' bezeichnen.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass wir zunachdnke SET Operationen ausfihren,
und interessieren uns fur die Gesamtlaufzeit won 1 UNION undm FIND Operationen,
die anschlielRend durchgefuhrt werden. Das entsprichi/ogrehensweise, zunachst eine
Partition aus: einelementigen Mengen aufzubauen, und danach so vieleNUOperation
auszufuihren, bis die Partition nur noch eine einzigelementige Menge enthalt. Bisher
kdonnen wir die Hohe eines Baumes nur duén) nach oben beschranken, so dass wir die
Worst-Case Laufzeit fim — 1 UNION undm FIND Operationen lediglich durch

O(n 4+ mn)

beschranken kdnnen. Wir werden aber sehen, dass dietmeltaiurch zwei sehr einfache
Heuristiken deutlich verbessert werden kann.



180 KAPITEL 6. GRAPHEN UND GRAPHENALGORITHMEN
Verbesserung 1: gewichtete Vereinigungsregel

Die gewichtete Vereinigungsregel verhindert, dass distehenden Baume entarten. Die
Idee dabei ist:

Wenn wir zwei Bume vereinigen, danrdhgen wir den Baum mit der kleineren
Hohe an den Baum mit der gi8eren Hhhe.

Dazu verwalten wir fur jede Wurzeleines Baum§g), einen Rang, der die Hohe des Baumes
T, ist, d.h.rank(x) := h(T}). Vereinigen wir zwei Baumé&, und7, und gilth(7,) > h(1,),
dann ist die Hohe des entstehenden Bauhi&s), d.h. die Hohe nimmt nicht zu; nur wenn
beide Baume gleiche Hohe haben, als@,) = h(7,), dann ist der entstehende Baum um
eins hoher, hat also Hol&T,) + 1.

Allgemein kdnnen wir sogar sagen, dass die Hohe der dristien Baume logarithmisch in
der Anzahl der Elemente im Baum beschrankt ist:

Lemma 6.4. UNION mit gewichteter Vereinigungsregel liefert immesuBne, deren Bhe
h(T) durchlog s(T") nach oben beschnkt ist.

Beweis.Wir mussen zeigen, dass jeder erzeugte Baum mit Hbmindesten2? Knoten
besitzt. Dann folgt sofort die Behauptung.

Wir zeigen dies durch Induktion nach

d = 0: Ein Baum mit Hohe 0 hat 1 Knoten, al$o> 2° gilt.

d > 1: Wir nehmen an, dass jeder erzeugt Baum mit Héhe: d mindesten2? Knoten
hat.

SeiT ein erzeugter Baum mit Hoh& der unter allen erzeugten Baumen mit Hahe
die minimale Knotenanzahl hat. entstand dadurch, dass bewldN der BaumT; an
die Wurzel des Baums, gehangt wurde.

e Nach der gewichteten Vereinigungsregel falgi’;) < h(75). AulRerdem muss
h(Ty) < d — 1 sein, denn sonst hatie Hohed aber weniger Knoten alg, was
nach Wahl voril” nicht moglich ist.

e Nach Konstruktion ish(7}) < d — 1, es muss aber soga(7;) = d — 1 gelten,
denn sonst hatté, Hohed.

e Esfolgth(7:) = h(Tz) = d—1. Nach Induktionsvoraussetzung ist sosfit} ) >
24=1unds(Ty) > 2971, und damit

s(T) > 2%t 42471 = 24, O
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(a) vorher (b) nachher

Abbildung 6.16: Effekt der Pfadkomprimierung nach einennB Aufruf; die Dreiecke un-
ter den Knoten reprasentieren Unterbaume.

Aus diesem Lemma folgt sofort, dass die Worst-Case Laugzedr HND Operation durch
O(logn) beschrankt ist, und daher benottigen- 1 UNION undm FIND Operationen im
Worst-Case eine Laufzeit von

O(n + mlogn).

Anmerkungb.8. Statt als Rang einer Wurzel die Hohe des Baumes zu benwaen,man
alternativ auch die Anzahl der Knoten im Baum verwenden, iihk(z) := s(7.), wenn
x Wurzel des Baumes, ist. Beide Varianten liefern Baung, deren Hohe durclog s(7')

beschrankt ist.

Verbesserung 2: Pfadkomprimierung

Die zweite Heuristik merkt sich bei einenNd Operation gewonnene Informationen, um
spatere D Operationen schneller zu machen. Die Idee ist dabei wid:folg

Bei einem Aufruf voirIND () werden alle Knoten auf dem Pfag vonz bis
zur Wurzel zu direkten Kindern der Wurzel gemacht.

Abbildung 6.16 zeigt den Effekt der Pfadkomprimierung nagstem END Aufruf. Da wir
bei AND(z) den Pfadp, sowieso einmal durchlaufen mussen, ist die modifizienedF
Operation nur um einen konstanten Faktor langsamer. Wedcje spater IND fur einen
Knoten aufp, aufgerufen, dann hat dieser Aufruf nur konstante Laufzeit!

Wir verzichten an dieser Stelle auf eine genau Laufzeijaealman kann jedoch mit Hilfe
von amortisierter Analyse das folgende Theorem zeigehészeB. Cormen et al.):
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Theorem 6.7. Wird die gewichtete Vereinigungsregel und Pfadkompriomgrbenutzt, so
kostenn — 1 UNION undm FIND Operationen im Worst-Case

O((n+m)-a(n)).

Dabei ista(n) eineextrem langsamvachsende Funktion, die wir formal weiter unten defi-
nieren.

Hinweis6.2 Man beachte, dass das Theoreitht aussagt, dass jede Operation fir sich im
Worst-Case nu® («(n)) Zeit bendtigt. Es kann durchaus\® Operationen geben, die Zeit
O(log n) bendtigen. Da die + m — 1 Operationen zusammen im Worst-Case jedoch immer
nurO((n+m) - «a(n)) Zeit kosten, sagt man, dass diemortisierterKosten einer Operation

0 (M a(n)) — O(a(n))

n+m—1'

sind. Die Idee dabei ist, dass man die Mehrkosten einerneDperation auf viele billige
Operationen verteilen kann, so dass die Kosten einer Operat Schnitt wieder gunstig
sind.

Um die Funktiona zu definieren, benotigen wir zunachst die Funktign Furk > 0 und
j > 1 definieren wir:
A.0) j+1 ifk=0
7) = .
' AVDG) itk >
Dabei bedeutet die Notatioft’), dass die Funktiorf j-mal angewendet wird, d.h.

| f(z) fallsj =1
@ (r) .=
() { fU=N(x) fallsj > 2.

Man kann zeigen, das$; (j) = 2j + 1 und A, () = 2771(j + 1) — 1 gilt. Wir beobachten,
dass die Funktiom! extrem schnellvachst:

A1) = 1+1=2

A1) = 2-1+1=3

A1) = 2" 1+1)—-1=7
As(1) = AP (1) = Ay(7) = 2047
A1) = AP(1) = As(2047)

> A5(2047) > 1612 > 10%°

Man schatzt, dass)®® die Anzahl der Atome im Universum ist! Die Inverse der Fuofti
A, ist definiert als
a(n) == min{k | Ax(1) > n}.
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Daraus ergibt sich, dass die Funktieextrem langsamwvachst:

0 furo<n<?2

furn =3

fura<n <7

fur 8 < n <2047

fur 2048 < n < Ay(1)

a(n) =

= W N =

Wir kdnnen also annehmen, dasg:) < 4 ist fur alle praktisch relevanten Werte van
Daher sind die amortisierten Kosten einexidN bzw. FEND Operation praktisch konstant!

Anmerkung6.9. Die Funktion A ist die in Cormen et al. beschriebene Variante Aleker-
mann Funktion. Unter dem Begriff Ackermann Funktion findet mamsehiedene, leicht
voneinander abweichende Definitionen. Jedoch haben atlarian gemeinsam, dass sie
extrem schnell wachsen.

Listing 6.7 zeigt die Implementierung vddnionFind mit gewichteter Vereinigungsregel
und Pfadkomprimierung. Auch bei Verwendung dieser Helugst die die Laufzeit deutlich
verbessern, bleibt die Implementierung kurz und elegant.

6.5.3 Realisierung von Kruskal mit UnionFind

Wir kommen nun zuriick zum Algorithmus von Kruskal zur Bémegng eines MST. Lis-
ting 6.8 zeigt die Implementierung des Algorithmus mit Hililes Datentyp&/nionFind
Man beachte, dass nicht unbedingt jede Kante Kdoetrachtet werden muss, sondern abge-
brochen wird, wenn ein aufspannender Baum konstruierlrdings ist es moglich, dass
auch die teuerste Kante im MST benotigt wird.

Sein := |V| die Anzahl der Knoten undh := |E| die Anzahl der Kanten voi. Dann
ergibt sich die Worst-Case Laufzeit unter Verwendungui@onFind Datenstruktur aus dem
vorangehenden Abschnitt mit gewichteter Vereinigungsregd Pfadkomprimierung wie
folgt:

¢ Die Initialisierung inklusive der. MAKE SET Aufrufe benotigt ZeitO(n).
e Das Sortieren der Kanten benotigt Zéitm logm).

e Die Hauptschleife muss im schlechtesten Fall fur alle Kandurchlaufen werden.
Dabei werder2m FIND undn — 1 UNION Operationen ausgefuhrt. Nach Satz 6.7
benotigt das Zei©O((n +m) - a(n)) = O(m - a(n)), dam > n — 1.

e Die Gesamtlaufzeit wird also durch das Sortieren dominied istO(m log m).

Theorem 6.8. Der Algorithmus von Kruskal berechnet einen minimalen &paom eines
ungerichteten, zusammeirigenden Graphe@ = (V, E) in ZeitO(|E|log |E).
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N

. > Interne Reprasentation
. var U n[U]

3: varint rank|U]

. procedure MAKESET(U )

mlx] = x

ranklz] := 0

: end procedure

8: procedure UNION(U z, U y)

10:
11:
12:
13:
14:
15:

16:
17:
18:
19:
20:
21:

if rank{z] > ranky] then
nlyl =z

else
mlz] =y

> Elter eines Knoten
> Rang eines Knoter

> gewichtet Vereinigungsreg

if rank[x] = rankly] then ranky| := ranky| + 1

end if
end procedure

function FIND(U z) : U
if x # m[x] then
7[x] := FIND (7[x])
end if
return mlz|
end function

> Pfadkomprimierun

S

el

Listing 6.7: UnionFind mit gewichteter Vereinigungsregel und Pfadkomprimierung
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Eingabe: ungerichteter, zshgd. Grajgh= (V, F') mit Gewichtsfunktionv : £ — R
Ausgabe: Kantenmengé&' eines MST vorGG

1: var UnionFind P
forall v € V do
P.MakeSe()
end for
Sortiere die Kanten vo&, so dassv(e;) < w(ey) < --- < w(ey,) gilt.
T:=0; 1:=1
while |T'] < |V| —1do
lete; = (u,v)
x := P.FIND(u)
y := P.FIND(v)
if x # ythen
T:=TU {61}
P.UNION(z, y)
end if
15: 1:=1+1;
16: end while

Cce N g ~wbd

e e =
A NNRO

Listing 6.8: Algorithmus von Kruskal
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6.5.4 Der Algorithmus von Prim

Der Algorithmus von Prim arbeitet ebenfalls nach dem Greedgzip. Im Gegensatz zu
Kruskal verwaltet der Algorithmus von Prim immer einen éyen Baum und fugt in je-
dem Schritt einen weiteren Knoten hinzu, indem ein Knotemadst wird, der durch eine
leichteste Kante mit dem bisher konstruierten Baum verbaonst.

Wabhle einen beliebigen Startknotere V'

S:={s}; T:=10

while S # V do
Seie = (u,v) eine Kante mit minimalem Gewicht, dfeverlasst
T:=TU{e}; S:=SuU{v}

end while

Beispiel 6.9. Abbildung 6.17 zeigt den Ablauf des Algorithmus von Prim amdBei-
spielgraphen aus Abbildung 6.12. Die Knoten der Mefigend rot dargestellt, der Start-
knotens ist also der Knoten. Der vonS induzierte Untergraph (die Knoten kund alle
Kanten, die beide Endpunkte fhhaben) ist gelb hinterlegt. Die Kanten’lhsind orange
hinterlegt.

In jedem Schritt wird eine Kante gewahlt (und danach/ zhinzugefugt), dieS verlasst
und minimales Gewicht hat. Die Kanten, dieverlassen, sind jeweils hellblau hinterlegt
und die Kante, die als nachstes gewahlt wird, ist rot neatki

Theorem 6.9.SeiGG = (V, E) ein ungerichteter, zusammeirigender Graph mit Gewichts-
funktionw : £ — R. Dann berechnet der Algorithmus von Prim einen MST &on

Beweis.Seiene,, . . ., e, die Kanten, die Prim in dieser ReihenfolgeZtinzufugt. Wir zei-
gen durch Induktion, dass die Kantenmefigge= {e;,...,e;} mit 0 < i < k aussichtsreich
ist.

i = 0: Ty = 0 und ist somit aussichtsreich.

1 <4 < k: Wir nehmen an, dask;_; aussichtsreich ist. Séi die Menge wie im Algorith-
mus vor Hinzunahme der Kante. Dann iste; eine leichteste Kante, di€ verlasst,
und keine Kante aus;_, verlasstS, dasS gerade die Knoten sind, die durch die Kanten
in 7;_; verbunden werden. Nach Lemma 6.3 ist sofit T;_; U {e; } aussichtsreich.

Wir haben also am Ende des Algorithmus eine aussichtsr&ahtenmengd’ mit |V| — 1
Kanten, also einen MST. O
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Abbildung 6.17: Ablauf des Algorithmus von Prim.
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Das Ermitteln einer leichtesten Kante, die die MeSgeerlasst, kann effizient gelost werden,
indem alle Knoten iri” \ S in einer Priority-Queue verwaltet werden. Die Sortierurfolgt
dabei nach dem Gewicht der jeweils leichtesten Kante, diereiKnoten in// \ S mit einem
Knoten inS verbindet.

Die Priority-Queue muss nach jedem Hinzufiigen einer Kaktealisiert werden. Dazu
mussen lediglich die zum Knoten der gerade z$ hinzugefuigt wurde, inzidenten Kanten
Uberpruft werden. Fuhrt eine solche Kante zu einem Kmoti@ V' \ S und ist giinstiger als
die bisher gunstigste Verbindung vorzu einem Knoten irb, dann wird die Prioritat vom
entsprechend reduziert. Die Implementierung des Algamith von Prim unter Verwendung
einer Priority-Queue ist in Listing 6.9 dargestellt.

Eingabe: ungerichteter, zshgd. Gragh= (V, E') mit Gewichtsfunktionv : £ — R
Ausgabe: ein MST vonG reprasentiert durch das Fetd

1: var «[V] > Vorganger eines Knotens im MS$T
2: var PriorityQueue()
3: var pogV| > Position eines Knotens in der PriorityQueue

foreachu € V'\ {s} do
pogu| := ).INSERT(c0, u)

end for

poss| := Q.INSERT(0, s)

m[s] == nil

© o N o gk~

while not Q.ISEMPTY () do
10: (p,u) := Q.EXTRACTMIN()
11: pogu| := nil

12:  forall e = (u,v) € E(u) do

13: Dy = POSV]

14: if p, # nil and w(e) < Q.PRIORITY (p,) then
15: (QQ.DECREASEPRIORITY (p,, w(e))

16: m[v] == wu

17: end if

18: end for

19: end while

Listing 6.9: Algorithmus von Prim

Analyse der Laufzeit. Wir analysieren jetzt die Laufzeit des Algorithmus von Printer
Verwendung eines Min-Heaps als Priority-Queue.

¢ Die Initialisierung inklusive Aufbau des Min-Heaps (Zeil&—8) benotigt ZeiO (|V]).
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¢ Die while-Schleife wird|V'|-mal durchlaufen, d.h. dieX&RACTMIN Aufrufe benoti-
gen insgesamt Ze@(|V'|log |V|).

e Die for all-Schleife darin wird fur jede Kante genau zweimal durcféau DECRE
ASEPRIORITY wird hochstens fUr jede Kante einmal aufgerufen, bgtétiso insge-
samt ZeitO(|E|log |V]).

e Die Gesamtlaufzeit ist somi®(| E|log |V'|), da|E| > |V| — 1.

Theorem 6.10. Der Algorithmus von Prim berechnet einen minimalen Spaonbaines
ungerichteten, zusammeirigenden Graphe@@ = (V| E) in ZeitO(|E|log |V ).

6.6 Kurzeste Wege

Betrachten wir die Knoten eines Graphen als Orte und diedfaails mogliche Verbindungen
zwischen den Orten, fur die wir die notwendigen Fahrzdiesmen, so konnen wir die Frage
stellen, wie wir am schnellsten von Ort A zu Ort B kommen. lesgim Abschnitt betrachten
wir genau solch&urzeste Wege Probleme

Wir gehen im folgenden davon aus, dass wir einen gerichtet@phenG = (V, A) mit
einer nicht-negativen Gewichtsfunktion : A — R fur die Kanten gegeben haben. Die
Gewichte kdnnen wir zum Beispiel als Langen oder Fahereinterpretieren. Die Lange
eines Wegep = vy, e1, . . ., e, v, ISt einfach die Summe der Kantengewichte, d.h.

Anmerkung6.10 Wir werden in diesem Abschnitt davon ausgehen, dass derhGaeipe
Mehrfachkanten oder Schleifen besitzt. Gibt es zwischeai Zmoten« und v mehrere
Kanten(u, v), so ist sicher nur die Kanten mit dem geringsten Gewichefiien kirzesten
Weg relevant. Wir konnten also gefahrlos Mehrfachkanteiseghen zwei Knoten durch die
jeweils leichteste Kante ersetzen.

6.6.1 Single Source Shortest Path

Beim Single Source Shortest Path Problerteressiert man sich fir die kiirzesten Wege von
einem gegebenen Startknoter V' zu allen anderen Knoten des Graphen. Das Problem ist
analog zum USSSP, das wir bereits im Abschnitt 6.3.1 untatduaben, nur das wir jetzt
einen gerichteten Graphen betrachten und Kantengewielatehben missen.
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Single-Source Shortest Paths (SSSP)

Gegeben: gerichteter Grapli: = (V, A)
Gewichtsfunktionv : A — R
Startknoters € V

Gesucht: ein kiirzester Weg vornachw fur jeden Knoterv € V

Die folgende Eigenschaft von kiirzesten Wegen erlaubt &s fiim jeden Knoten einen
kiirzesten Weg vom Startknoteraus wie im Falle von BFS in Form ein&dirzeste-Wege
Baums(engl.shortest-paths treeSPT) darzustellert.

Beobachtung 6.2.Ists = vy, vy, . . ., v, €in Kirzester Weg vonnachuv,, dann ist auch jeder
Weguy, ..., v; fur 0 <7 < k ein kirzester Weg vor nachu;.

Das ist unmittelbar klar, denn gabe es einen kiirzeren Wag wachuv;, dann konnten wir
auch den Weg vor nachuv, verkirzen. Wir kbnnen also alle kiirzesten Wege, die ¥on
ausgehen, mit Hilfe eines Knotenfeldeslarstellen, so dass{v] der Vorganger von auf
einem kurzesten Weg vonnachw ist.

Das SSSP kann effizient mit dem Algorithmus von DijkstraogeWerden. Die Idee dabei ist
ganz ahnlich wie beim Algorithmus von Prim zur Bestimmuirgee MST. Wir beginnen mit
s als Wurzel des SPT und fugen nacheinander die Kanten de$i8RT, wobei wir jeweils
eine Kante auswahlen, die einen kiirzesten Wegsvam einem Knoten, der noch nicht im
SPT ist, ergibt.

Fur eine Teilmengé der Knoten bezeichnen wir mi(.S) die Menge der Kanten, die von
einem Knoten aus zu einem Knoten nicht aus fuhren, also

A(S) ={(z,y) e Alz e S,y ¢St
Dann konnen wir die Idee des Algorithmus von Dijkstra witgtskizzieren:

S = {s} > .S ist Menge der Knoten im SPT
d[s] :=0; ml[s] :=nil > s ist Wurzel des SPT
while A(S) # () do
Seie = (u,v) € A(S) eine Kante fur diel[u] + w(e) minimal ist
S:=SuU{v}
dv] :==d[u] +w(e); wv]:=u
end while

Neben dem SPT, der durch das Felceprasentiert wird, berechnet der Algorithmus!|n]
denAbstandedes Knotens zu s, d.h. die Lange des kiirzesten Weges varacho.

2Genaugenommen sind die Knoten des Kirzeste-Wege Baurksdten, die vors aus erreichbar sind.
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Abbildung 6.18: Ablauf des Algorithmus von Dijkstra.
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Beispiel 6.10.Abbildung 6.18 zeigt den Ablauf des Algorithmus von Dijksain einem
Beispiel. Die Knoten der Mengg sind rot dargestellt und jeder Knoterist mit seinem
Abstandd[v] vom Startknoten beschriftet; noch nicht erreichte Knotiewl snit co be-
schriftet. Der Startknotenist also mit O beschriftet. Der vosi induzierte Untergraph ist
gelb hinterlegt und die Kanten des Kiirzeste-Wege Baunmelsssange hinterlegt.

Die Kanten der Mengel(S) sind blau hinterlegt und die Kante= (u,v), die der Al-
gorithmus als nachstes wahlt, ist rot markiert. Man begathass der Algorithmusicht
immer die Kante ausl(S) mit dem geringsten Gewicht wahlt! Analog zu BFS werden
die Knoten nach aufsteigendem Abstandshesucht.

Wir werden spater sehen, wir wir die Auswahl der Kafitev) effizient realisieren konnen.
Zuvor zeigen wir die Korrektheit des Algorithmus.

Lemma 6.5. Der Algorithmus von Dijkstra berechnéirfieden Knoten» € V' den Kirzesten
Weg vors nachuo.

Beweis.Seieney, . . ., e, die Kanten, die der Algorithmus wabhlt, und sei= (u;,v;) fur
i=1,...,nundy, := s.

Wir zeigen durch Induktion nach dassu, . . ., v; ein kiirzester Weg von, nachv; in G ist.

i = 0: Der Weg vonu, nachu, ohne Benutzung einer Kante ist offensichtlich ein kiirzest
Weg.

1 <4 <k: Wir nehmen an, dass,, . .., v; ein kiirzester Weg von, nachv, ist fur j < i.
Wir missen zeigen, dass der vom Algorithmus gewahlte Vifedigzester Weg ist.
Dieser Weg hat Kosted{u;| + w(e;)

Jeder andere Weg van nachv; beginnt mit einem Wegstick, das nur Knoten aus
Vi1 :={vo,...,v;_1} enthalt, gefolgt von einer Kante;, y) € A(V;_). Alleine das
Wegstiick vony, nachy hat aber bereits mindestens Kostkm;| +w(e;), da die Kante

e; gerade so gewahlt wurde. Folglichist . . ., v; ein kiirzester Weg.

Wir miussen noch begriinden, warum alle Knoten, die nach Ablauf des Algorithmus
nichtim SPT sind, auch vanaus nicht erreichbar sind. Das ist aber klar, da der Algonits
solange eine Kante zu einem Knoterlin, S wahlt, wie eine solche existiert. O

Wir Uiberlegen uns nun, wir wir die Auswahl der nachsten téan= (u,v), die zum SPT
hinzugefugt wird, effizient realisieren konnen. Wir beken zunachst, dass es uns ausreicht,
den Knoterv zu kennen. Wenn wir fur jeden Knoteng S den Wert

d(v) := min{d[u] + w(e) | e = (u,v) € A(S)} U {0}
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speichern, dann ist der nachste Knoten, den wir betrachiessen, der Knoten mit minima-
lem §-Wert. Fur einen Knotem ¢ S ist §(v) die Lange des kurzesten Weges vonachu,
der nur Uiber Knoten aus filhrt. Ahnlich wie beim Algorithmus von Prim speichern wir die
0-Werte in einer Priority-Queu@ (siehe Listing 6.10). Die Initialisierung van ist einfach,
denn zu Beginn isi(s) = 0 undd(v) = oo fur allev # s.

Wie konnen wir nun dié-Werte effizient updaten, wenn wir den nachsten Knateam SPT
hinzufigen? Dazu missen wir lediglich alle vorausgehenden Kanten betrachten, denn
nur fur die Knotenw, fur die es eine Kantéu, v) gibt, kann sich eventuell der Weftv)
verringern. Wenn wir feststellen, dass wir einen Witrt) (also eine Prioritat) verringern
muissen{ DECREASEPRIORITY), dann kdnnen wir uns inv] den Knoterw merken, der
auf dem derzeit kiirzesten Weg vemachuv der Vorganger vomw ist. Beim Hinzufiigen des
nachsten Knotens zum SPT {~ EXTRACTMIN) ist dann ist der Vorganger|u| bereits
korrekt gesetzt.

Eingabe: gerichteter Graple/ = (V, A) mit Gewichtsfunktionw : A — R und ein Startt
knotens € V
Ausgabe: Kurzeste-Wege Baum im Feld

1: var 7[V] > Vorganger eines Knotens im Kurzeste-Wege Baum
2: var PriorityQueue®
3: var pogV| > Position eines Knotens in der PriorityQueue

foreachu € V '\ {s} do
pogu| := Q.INSERT(c0, u)
7[u] := nil

end for

pogs| := Q.INSERT(0, s);
7[s] := nil
10: while not Q).ISEMPTY () do

11: (dy,u) == Q.EXTRACTMIN() > d, ist Abstand vors zuu
12: pogu| := nil

13: forall e = (u,v) € A= (u) do

©® Noas:kr

14: if d, +w(e) < Q.PRIORITY (pogv]) then

15: ().DECREASEPRIORITY (poguv|, d, + w(e))
16: mv] ==u

17: end if

18: end for

19: end while

Listing 6.10: Algorithmus von Dijkstra
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Analyse der Laufzeit. Wir analysieren die Laufzeit des Algorithmus von Dijkstnater
Verwendung eines Binary-Heaps als Priority-Queue.

e Die Initialisierung inklusive Aufbau des Min-Heaps (Ze&il&—9) bendtigt ZeiO(|V]).
Man beachte, dass sich zu jedem Zeitpunkt maxifialElemente in der Priority-
Queue befinden.

e Die while-Schleife wird hochstend/|-mal durchlaufen, d.h. dieX&RACTMIN Auf-
rufe benotigen insgesamt ZéX( |V | log |V ).

e DECREASEPRIORITY wird hochstens fur jede Kante einmal aufgerufen, bepétiso
insgesamt Zei© (| A| log |V]).

e Die Gesamtlaufzeit ist somi@((V| + |A]) log |V]).

Theorem 6.11.Der Algorithmus von Dijkstradst das SSSRif einen gerichteten Graphen
G = (V, A) mit Gewichtsfunktiomw : A — R in ZeitO((|V] + |A]) log|V]).

Hinweis6.3. Man beachte, dass die Korrektheit des Algorithmus von Drigkdarauf beruht,
dass es keine Kanten nmiégativenGewicht gibt, d.h. dagVerlangern“eines Weges um eine
Kante kann den Weg nicht verkiirzen. Hat der Graph auch Kamienegativem Gewicht,
so ist die Korrektheit des Algorithmus nicht mehr garartier

6.6.2 All-Pairs Shortest Paths

Im vorigen Abschnitt haben wir fir einen gegebenen Statims zu jedem anderen Knoten
jeweils einen kirzesten Weg bestimmt. In diesem Absclatten wir nun fir jedes Kno-
tenpaar(v, w) einen kirzesten Weg vom nachw bestimmen. Dieses Problem ist als das
All-Pairs Shortest Paths Problebekannt:

All-Pairs Shortest Paths (APSP)

Gegeben: gerichteter Grapli: = (V, A)
Gewichtsfunktionv : A — R

Gesucht: ein kiirzester Weg von nachw fur jedes Paat, v € V

Natirlich konnten wir einfach den Algorithmus von Dijkatfur jeden Knoten € V' auf-
rufen. Seinn die Anzahl der Knoten und: die Anzahl der Kanten des Graphen. Dann
haben: Aufrufe von Dijkstra Zeitkomplexita® (n(n 4+ m) log n). Furdichte Grapheralso

m = Q(n?)) ist die LaufzeitO(n?®log n). Wir werden sehen, dass wir einen sehr einfachen
Algorithmus fur das APSP entwickeln konnen, der fur deckbraphen sogar eine bessere
Laufzeit besitzt.
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Abbildung 6.19: Zwei Moglichkeiten fur einen kiirzesten Weg vomnachw;, der nur Zwi-
schenknoten ausg, benutzt: der Weg lauft bey, (blau) oder benutzt, nicht (rot).

Wir nehmen im folgenden an, dass . . . , v,, die Knoten des Graphen sind und die Kanten-
gewichte als: x n-Matrix gegeben sind, so dagsgv;, v;) das Gewicht der Kante;, v;) ist;
falls die Kante(v;, v;) gar nicht inG enthalten ist, so isb(v;, v;) := oo.

Die Idee des Algorithmus besteht darin, zunaaisgeschankte Teilproblemeu betrach-
ten und daraus dann die optimale Losung zu konstruierank e N eine feste Zahl mit
0 < k < n. Wir bezeichnen mit, := {vy,...,v;} die Menge der ersteh Knoten. Un-
sere Teilprobleme sind kiirzeste Wege, die nur Knoterlawads Zwischenknoten benutzen
durfen gwischenknotesind alle Knoten auf einem Weg aulRer dem Anfangs- und dem End-
knoten). Wir bezeichnen md'igf) die Lange eines kirzesten Weges vomachwv;, der nur
Knoten aus/;, als Zwischenknoten benutzt. Dann ist offensichtlich

dgf) = w(v;, v;).
Wie konnen wir nurdf.f) berechnen, wenn wir berewg‘}?l) furallel <7, 35" < n bestimmt
haben? Fur einen kirzesten Wegon v; nachv; gibt es zwei Moglichkeiten (vergleiche
Abbildung 6.19):

1. Der Wegp benutzty,, nichtals Zwischenknoten. Dann iéif) = dgf_l).

2. Der Wegp benutzty, als Zwischenknoten. Dann setzt sichus einem kiirzesten Weg
vonwv; nachu, und einem vony, nachv; zusammen, die jeweils nur Knoten ads ;

als Zwischenknoten benutzen! In dem Fall ist ai%cd = df.,’j_l) + d,g'j._l).

Offensichtlich erhalten wir einen entsprechenden kiieze$Veg, wenn wir das Minimum
der beiden Alternativen wahlen, d.h.

d¥ = min(d: ™V, diy ™ + a4l Y). (6.1)

Fur k = n haben wir dann die Lange des kurzesten Weges fur jedeteKpaar bestimmt.
Der Algorithmus in Listing 6.11 10st auf diese Art und Wedas APSP.
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Eingabe: gerichteter Grapli: = (V, A) mit Knotenwy, ..., v, und Gewichtsfunktiono :
VxV RS
Ausgabe: Lange des kirzesten Weges vwgmachu; in dgl)

s fori:=1 tondo
for j:=1 tondo
0
dl(-j) = w(v;, vj)
end for
. end for

: for k:=1 tondo
fori:=1 tondo
for j:=1 tondo
dl(-f) = min(dgf_l), dE’,j‘” + dg;._l))
end for
11: end for
12: end for

© N gk~ wdE

=
e

Listing 6.11: Algorithmus von Floyd-Warshall

Sind wir neben der Langen der kiirzesten Wege auch an deen\abst interessiert, so
konnen wir diese in einet x n Matrix II = (7;;) darstellen. Dabei ist;; der Vorganger
von j auf einem kiirzesten Weg vamachj, bzw.nil, fallsi = j oder gar kein Weg voin
nach; existiert. Wir konnen parallel zu dartjf)-Werten jeweils die Vorganger auf unseren

eingeschrankten kirzesten Wegeﬁrjﬁ berechnen. Die Initialisierung ist dann

O nil fallsi = j oderw(v;, v;) = oo
£ ¢ sonst

und wir bestimmemrg?) entsprechend der Wahl des Minimums in (6.1):

(k-1) (h=1) _ h-1) (k1)
o[ s d T <l
” m Y sonst

Dann istr;; := 7, die gesuchte Lésung.
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Abbildung 6.20: Beispielgraph fur Anwendung von Floyd-Warshall.

Beispiel 6.11.Die DistanzmatrizerD®) = ( E?) i die e
Abbildung 6.20 sehen wie folgt aus: fstsn
4 0 oo oo 3 4 0 5 oo 3
DO — c©o H 0 7T 2 DO — o 5 0 7 9
o 2 oo 0 o o 2 0o 0 oo
oo oo oo 6 0 o 0o 0o 6 0
< 0w es A 4 0 5 12 3
D® — 9 5 0 7 2 DB — 9 5 0 7 2
6 2 7 0 5 6 2 7 0 5
oo oo oo 6 0 o 00 oo 6 0
0O 6 1 &8 3 0 6 1 &8 3
4 0 5 12 3 4 0 5 9 3
6.2 7 05 6 2 7 05
12 8 13 6 0 12 8 13 6 0

Analyse der Laufzeit und des Speicherverbrauchs. So, wie wir den Algorithmus ange-
geben haben, benotigen er zur Speicherung djférWerten Matrizen der GroRe?, was
einem Speicherverbrauch vé¥(n?) entspricht. Es ist aber leicht zu sehen, dass das verbes-
sert werden kann. Fur festedenotigen wir namlich zum Berechnen der Weifu;?% nur die
Wertedgf_l) (fur 1 < 4,5 < n), aber keirnlg?’/) mit &’ < k — 1. Wir kdnnen also mit zwei Ma-
trizen auskommen (eine fur die bereits berechneten Wairte fur die neu zu berechnenden
Werte). Dann ist der Speicherverbrau@tn?). Analoges gilt, wenn wir auch die Vorganger
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7;; berechnen wollen.

Die Laufzeit ist auf Grund der drei geschachtelfen-Schleifen offensichtlict® (n?). Wir
sparen also gegenuber der Variante,dimal den Algorithmus von Dijkstra aufruft, einen
Faktor vonlog n.

Theorem 6.12.Der Algorithmus von Floyd-Warshall (mit obigen Modifikaten) kann das
APSP in einer Laufzeit vo@(n?) mit einem Speicherverbrauch v@in?) l6sen.

Anmerkund.11 Es ist auch moglich, den Algorithmus von Dijkstra durchesamdere Im-
plementierung der Priority-Queue mit einer Laufzeit \0tm? + m) zu realisieren, wobei
m die Anzahl der Kanten ist. Dazu speichert man einfach dieri®it jedes Knotens in
einem KnotenfeldP, d.h. P[v] is die Prioritat von Knoten. Dann benotigenNSERT und
DECREASEPRIORITY jeweils konstante und>&RACTMIN lineare Zeit. Die dadurch erziel-
te Laufzeit fur Dijkstra ist zwar fur dunne Graphen schier als die Implementierung mit
Binary-Heaps, jedoch benotigenAufrufe von Dijkstra (fur beliebige Graphen) auch nur
Zeit O(n?).

Die theoretisch beste Laufzeit fur Dijkstra erzielt maenw man die Priority-Queue mittels
Fibonacci-Heaps (siehe z.B. Cormen et al.) implemenfa&init erreicht man eine Laufzeit
von O(m + nlog n) fur Dijkstra, und somiO(n - m + n?log n) fur APSP. Das ist fur dichte

Graphen genauso gut wie Floyd-Warshall und fur dinne Bragogar besser.

Der entscheidende Vorteil des Algorithmus von Floyd-Walisist jedoch, dass er konzep-
tionell einfacher und damit auch einfacher zu implemeatiast.



Kapitel 7
Optimierung

Optimierungsproblemsind Probleme, die im Allgemeinen viele zulassige Losmyesit-
zen. Jeder Losung ist ein bestimmter Wert (ZielfunktioegywKosten) zugeordnet. Opti-
mierungsalgorithmen suchen in der Menge aller zulassigeungen diejenigen mit dem
besten, denoptimalen Wert. Beispiele fur Optimierungsprobleme sind:

e Minimal aufspannender Baum (MST)

Kirzeste Wege in Graphen

Langste Wege in Graphen

Handelsreisendenproblem (Traveling Salesman Problef) TS

Rucksackproblem

Scheduling (z.B. Maschinen, Crew)

Zuschneideprobleme (z.B. Bilderrahmen, Anziige)

Packungsprobleme

Wir unterscheiden zwischen Optimierungsproblemen, i@wdr Algorithmen mit polyno-
miellem Aufwand kennen,{n P*), und solchen, fur die noch kein polynomieller Algbr
mus bekannt ist. Darunter fallt auch die Klasse der NP-gafigen Optimierungsprobleme.
Die Optimierungsprobleme dieser Klasse besitzen die Bdwaft, dass das Finden eines
polynomiellen Algorithmus fur eines dieser Optimierupgsbleme auch polynomielle Al-
gorithmen fur alle anderen Optimierungsprobleme diesas$e nach sich ziehen wirde. Die
meisten Informatiker glauben, dass fir NP-schwierigar@iprungsprobleme keine polyno-
miellen Algorithmen existieren. Die oben erwahnten Belpfur Optimierungsprobleme

199
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sind fast alle NP-schwierig, lediglich fur das MST-Prahlsowie das kurzeste Wege Pro-
bleme sind Algorithmen mit polynomieller Laufzeit bekannt

Ein Algorithmus hat polynomielle Laufzeit, wenn die Lauthenktion 7'(n) durch ein Po-
lynom in n beschrankt ist. Dabei steht fur die EingabegroR3e der Instanz. Z.B. ist das
Kurzeste-Wegeproblem polynomiell losbar, wahrend ldasgste-Wegeproblem im Allge-
meinen NP-schwierig ist. (Transformation vom Handlungenedenproblem: Ware ein po-
lynomieller Algorithmus fur das Langste-Wegeproblenkdrent, dann wirde dies direkt zu
einem polynomiellen Algorithmus fur das Handlungsredsproblem fiihren.) Dies scheint
auf den ersten Blick ein Widerspruch zu sein: wenn man migiem kann, dann sollte man
nach einer Kostentransformatigmial -1*) auch maximieren konnen. Allerdings ist fur das
Kirzeste-Wegeproblem nur dann ein polynomieller Algoritis bekannt, wenn die Instanz
keine Kreise mit negativen Gesamtkosten enthalt. Undgeiaa ist nach der Kostentrans-
formation nicht mehr gewabhrleistet.

Wir konzentrieren uns hier meist akkbmbinatorische Optimierungsproblenaas sind sol-
che, die auf eine endliche Grundmenge beschrankt sind.

Definition 7.1. Ein kombinatorisches Optimierungsproblest folgendermal3en definiert.
Gegeben sind eine endliche Meng€Grundmengg eine Teilmengé der Potenzmeng®®
von £ (zulassige Mengansowie eine Kostenfunktion: £ — K. Gesucht ist eine Mengé

I* € I, so dass
c(I) = cle)
eel*
so grof3 (klein) wie moglich ist.

Hat man ein Optimierungsproblem gegeben, so bezeichnetemaninstantiierung dieses
Problems mit speziellen EingabedatenRilsbleminstanzim Prinzip lassen sich Instanzen
von kombinatorischen Optimierungsproblemen durch Enatraar aller moglichen zulassi-
gen Losungen in endlicher Zeit Iosen. Allerdings dauere &numeration i.A. viel zu lange
(s. Kapitel 7.3).

Fur polynomielle Optimierungsaufgaben existieren Veiesdene Strategien zur Losung. Oft
sind das speziell fur das jeweilige Problem entwickeltggkithmen. Manchmal jedoch grei-

fen auch allgemeine Strategien wie dageedy-Prinzipoder diedynamische Programmie-

rung, die wir in diesem Kapitel kennen lernen werden.

NP-schwierige Optimierungsprobleme treten in der Pra#isfiger auf. Fur sie betrachten
wir exakte Verfahrend.h. solche, die immer optimale Losungen liefern, abegemedes
exponentiell steigenden Zeitaufwands im Allgemeinen riurkieinere Probleminstanzen
verwendet werden konnen. Als exakte Verfahren studieieEnumeration(s. Kapitel 7.3),
Branch-and-Bounds. Kapitel 7.4) undDynamische Programmierun@. Kapitel 7.5) an



7.1. HEURISTIKEN 201

ausgewahlten Beispielen. In der Praxis werden fur NRveaige Optimierungsprobleme
haufigHeuristikenverwendet, die meist die optimale Losung nur annahern.

Wir beginnen dieses Kapitel mit der Einfuhrung in versdeige Optimierungsprobleme und
einfachen konstruktiven Heuristiken (s. Kapitel 7.1). Werden sehen, dass es auch Heu-
ristiken gibt, die eine Gutegarantie fur die Losung dimge Diese Algorithmen nennt man
approximative Algorithmeigs. Kapitel 7.2). Am Ende des Kapitels werden wir allgemei-
ne Verbesserungsheuristiké&eennenlernen, deren Ziel es ist, eine gegebene Losundp durc
lokale Anderungen zu verbessern (s. Kapitel 7.6).

7.1 Heuristiken

In diesem Abschnitt stellen wir typische NP-schwierige iyrungsprobleme vor, an de-
nen wir die verschiedenen Algorithmen zur Losung von Omiongsproblemen demons-
trieren werden. Es handelt sich hierbei um kombinatorisgpgmierungsprobleme.

7.1.1 Travelling Salesman Problem

Ein klassisches kombinatorisches Optimierungsprobléndds Travelling Salesman Pro-
blem(TSP) (auch symmetrisches TSP, Rundreiseproblem bzw.|tagsteisendenproblem
genannt).

Travelling Saleman Problem (TSP)

Gegeben: vollstandiger ungerichteter Gragh= (V, E) mit
Gewichtsfunktion:: £ — R

Gesucht: TourT (Kreis, der jeden Knoten genau einmal enthalt) gmit
minimalem Gewicht(T) = > .. c(e)

Das TSP ist ein NP-schwieriges Optimierungsproblem. Mamlsach leicht Uberlegen, dass
es in einer TSP-Instanz mit = |V/| Stadten genagn — 1)!/2 viele verschiedene Touren
gibt. Die Enumeration aller moglichen Touren ist also riur $ehr wenige Stadte (kleines
n) moglich. Bereits fum = 12 gibt es 19.958.400 verschiedene Touren. & 25 sind
es bereits cal0?® Touren und fum = 60 ca.10%° Touren (zum Vergleich: die Anzahl der
Atome im Weltall wird auf cal0® geschatzt. Selbst mit einepSuper-Rechner‘, der 40
Millionen Touren pro Sekunde enummerieren konnte, wifiide 0%° Touren cal0%* Jahre
benotigen.

Und trotzdem ist es moglich mit Hilfe von ausgekliigelteraich-and-Bound Verfahren
(s. Kapitel 7.4) TSP-Instanzen mit bis zu 85.900 Stadtakimch (beweisbar!) optimal zu
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Eingabe: vollstandiger ungerichteter Gragh= (V, E') mit Kantenkosten c(e)
Ausgabe: zulassige Losung fur die gegebene TSP-Instanz

Beginne mit einer leeren Todr := ()
Beginne an einem Knoten:= v, > Ende der Tour
while noch freie Knoten existiereaio
Suche den nachsten freien (noch nicht besuchten) Knotanv > billigste Kante
(v, w)
Addiere die Kantév, w) zuT.
end while
7: Addiere die Kantdwv, vg)

o v

Listing 7.1: Nearest-Neighbor (NN) Heuristik fur das TSP.

l6sen. Dies jedoch nur nach relativ langer Rechenzetésiew. t sp. gat ech. edu bzw.
Folien zur Vorlesung). Mit diesen Methoden kann man auch-FSRinzen bis zu einer
Grole von ca. 300 Stadten relativ schnell Iosen.

Wir betrachten in diesem Abschnitt eine einfache Greedyridek fur das TSPGreedy-
Algorithmensind , gierige' Verfahren zur exakten oder approximativen Losung voni-Opt
mierungsaufgaben, welche die Losung iterativ aufbaudh (urch schrittweise Hinzunah-
me von Objekten) und sich in jedem Schritt fir die jeweilsdlbbeste Losung entscheiden.
Eine getroffene Entscheidung wird hierbei niemals wiedsinglert. Daher sind Greedy-
Verfahren bezogen auf die Laufzeit meist effizient, jedadivén sie nur in seltenen Fallen
(wie etwa fur das kirzeste Wegeproblem oder das MST-EBnaopzur optimalen Losung.

Die Nearest-Neighbor Heuristik ist in Algorithmus 7.1 gege. Sie beginnt an einem Start-
knoten und addiert iterativ jeweils eine lokal beste KantezEnde der Tour hinzu. Das
Problem bei diesem Vorgehen ist, dass das Verfahren siobtsdd und zu in eine Sackgasse
fuhrt, so dass besonders teure (lange) Kanten benotrgiengum wieder weiter zu kommen.
Auch die letzte hinzugefuigte Kante ist hier i.A. sehr tefseBeispiel auf den Folien).

Wie gut ist nun die Nearest-Neighbor Heuristik (NN-Heukisim allgemeinen? Man kann
zeigen, dass es Probleminstanzen gibt, fur die sie bglsthilechte Ergebnisse liefert. Eine
solche Instanz ist z.B. in Beispiel 7.1 gegeben.

Beispiel 7.1.Eine Worst-Case Instanirfdie NN-Heuristik:-Die Knoten der TSP-Instanz
seien nummeriert von 1 bisund die Kantengewichte sind wie folgt(i,i + 1) = 1 fur
i=1,...,n—1,¢(1,n) = M, wobeiM eine sehr gro3e Zahl ist) uragl, j) = 2 sonst.

Eine von der NN-Heuristik produzierte Losung mit Startterol enthalt die Kanten
(1,2),(2,3),...,(n—1,n) und(n, 1). Der Wert dieser Losung i$t — 1) + M.

Eine optimale Tour ist z.B. gegeben durch die Karter), (2, 3), ..., (n—3,n—2), (n—
2,n),(n,n —1)und(n — 1,1). Der optimale Wert ist alson — 2) + 4 = n + 2.
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Da M beliebig grof3 sein kann, kann die NN-Heuristik einen Lagwert liefern, der
beliebig weit vom optimalen Losungswert entfernt ist ¢aheliebig schlecht ist).

7.1.2 Verschnitt- und Packungsprobleme

Ein anderes klassiches NP-schwieriges Optimierungspnoist dieEindimensionale Ver-
schnittoptimierung

Eindimensionale Verschnittoptimierung

Gegeben: Gegenstandg, ..., IV der GrolR3ew; und
beliebig viele Rohlinge der Groé

Gesucht: Finde die kleinste Anzahl von Rohlingen, aus denen alle [Ge-
genstande geschnitten werden konnen.

Zu unserem Verschnittproblem gibt es ein aquivalente&iaysproblem, daBin-Packing
Problem bei dem es um moglichst gutes Packen von Kisten geht:

Bin-Packing Problem

Gegeben: Gegenstandg, ..., N der Grol3ev; und beliebig viele Kisten def
GrolReK.

Gesucht: Finde die kleinste Anzahl von Kisten, die alle Gegenstéaafe
nehmen.

Eine bekannte Greedy-Heuristik ist di@st-Fit Heuristik (FF-Heuristik), die folgenderma-
Ben vorgeht: Die Gegenstande werden in einer festen Relgerbetrachtet. Jeder Gegen-
stand wird in die erstmdgliche Kiste gelegt, in die er p8@&ispiel 7.2 fuhrt die FF-Heuristik
an einer Probleminstanz durch.

Beispiel 7.2. Wir fuhren die First-Fit Heuristik an der folgenden Prabiastanz durch.
Gegeben sind beliebig viele Kisten der GrdBe= 101 und 37 Gegenstande der folgen-
den GroRRe: ¥ GrolRRe 6, & Grolle 10, X GroRRe 16, 1& GroRe 34, und 10 Grol3e
51.

Die First-Fit Heuristik berechnet die folgende Losung:
1 x|[(7x) 6](5x)10[ > =92
1 x[(2x)10](3x)16[ > =68
5 x|[(2x)34 > =168
10 x|(Ax)51 > =51
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Das ergibt insgesamt 17 Kisten.

Wieder fragen wir uns, wie gut die von der First-Fit Heukigberechneten Losungen
im allgemeinen sind. Fur unser Beispiel sieht die optinh@lsung folgendermalien aus:

51

34

16 S =101

51

34

10| 6] > =101

Die dargestellte Losung benotigt nur 10 Kisten. Offeh8ich ist diese auch die optimale
Losung, da jede Kiste auch tatsachlich ganz voll gepastkt i

Fur die Probleminstan®; in Beispiel 7.2 weicht also der Losungswert der First-FeuHs-
tik crr(P1) nicht beliebig weit von der optimalen Losung,,(F;) ab. Es gilt:cpr(P) <

10

Hcopt(Pl). Aber vielleicht existiert ja eine andere Probleminstdred,der die FF-Heuristik

nicht so gut abschneidet? Wir werden dieser Frage im néch&ipitel nachgehen.

7.1.3 0/1-Rucksackproblem

Wir betrachten ein weiteres NP-schwieriges Optimierungsiem, namlich das0/1-
RucksackproblemHier geht es darum aus einer gegebenen Menge von Gegéestan
maoglichst wertvolle auszuwahlen, die in einem Rucksadkgagebener Maximalgrolie zu
verpacken sind.

0/1-Rucksackproblem

Gegeben: N Gegenstandemit Gewicht (Grol3e)v;, und Wert (Kosteny;,

und ein Rucksack der Grof3e.

Gesucht: Menge der in den Rucksack gepackten Gegenstande mit maxima

lem Gesamtwert; dabei darf das Gesamtgewicht den XWeitht
uberschreiten.

Wir fuhren 0/1-Entscheidungsvariablen fur die Wahl degénstande ein:

Xy,

0 falls Element nicht gewahlt wird

...,xyN, WObeix; = , . .
1 falls Element gewahlt wird

Das 0/1-Rucksackproblem lasst sich nun formal folgend@&en definieren:

Maximiere

N

E Gy,

i=1
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wobei

N
7 € {01} A wir; < K.

=1

Anmerkung .l Das Rucksackproblem tauchtin vielen Varianten auf, u.eh aueiner Vari-
ante, bei der man mehrere Gegenstande des gleichen Typihanser Problem von dieser
Variante abzugrenzen, nennen wir unser Problem 0/1-Rakgsablem. Wenn es jedoch aus
dem Zusammenhang klar ist, welche Variante hier gemeirdasin verzichten wir auch auf
den Zusatz 0/1.

Die Greedy-HeuristiKur das 0/1-Rucksackproblem geht folgendermal3en voiahst wer-
den die Gegenstande nach ihrem Nutzen sortiert. Der Nwizeiisegenstandist gegeben
durchce; /w;. Fur alle Gegenstandewird dann in der sortierten Reihenfolge ausprobiert, ob
der Gegenstand noch in den Rucksack pal3t. Wenn dies soristwdal er hinzugefugt.

Beispiel 7.3.Das Rucksack-Problem mif = 17 und folgenden Daten:

Gegenstand a b C d e f g h
Gewicht 3 4 4 6 6 8 8 9
Wert 3 5 5 10 10 11 11 13
Nutzen 1 125 125 166 166 1,375 1,375 144

Der Nutzen eines Gegenstaridsrechnet sich aus/w;.

Das Packen der Gegenstande, c und d fuhrt zu einem Gesamtwert von 23 bei dem
maximal zulassigen Gesamtgewicht von 17. Entscheidet sienfur die Gegenstande
¢, d unde, dann ist das Gewicht sogar nur 16 bei einem Gesamtwert von 25

Die Greedy-Heuristik sortiert die Gegenstande zuersh ifaem Nutzen, damit erhalten
wir die Reihenfolgel, e, h, f, g, b, ¢, a. ES werden also die Gegenstanktle undb in den
Rucksack gepackt mit Gesamtwert 25.

Wir stellen uns wieder die Frage, wie gut nun die Greedy-id@krim allgemeinen ist.
Hierzu zeigt uns die in Beispiel 7.4 gegebene Instanz, dassrdielten Losungswerte der
Greedy-Heuristik beliebig weit von den optimalen Wertetfemt sein konnen.

Beispiel 7.4.Eine Worst-Case Rucksack-Probleminstainzdie Greedy-HeuristikDie
gegebenen Gegenstande haben jeweils Gewichte und MWeste, = 1furi =1,..., N—

1 und dern-te Gegenstand, = K — 1 undwy = K = M N, wobei M eine sehr grol3e
Zahl ist. Der Rucksack hat Grof3¢€ (ist also sehr grofR3).

Die Greedy-Heuristik packt die erstévi— 1 Gegenstande in den Rucksack. Danach ist
kein Platz mehr fur dad/-te Element. Die erzielte Losung hat einen Losungsweiity|
N —1.
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Die optimale Losung hingegen packt nur dége Element ein und erreicht dadurch einen
LosungswertvoriX — 1 = MN — 1.

Da M beliebig groR3 sein kann, ist auch dies eine Instanz bei deGdeedy-Heuristik
beliebigschlechtsein kann, da der berechnete Losungswert beliebig weitofaiimalen
Wert entfernt sein kann.

Wir haben also in diesem Abschnitt drei verschiedene Grétzlyristiken fur drei verschie-
dene NP-schwierige Optimieruungsprobleme kennengelBaftei haben wir gesehen, dass
manchmal die erzielte Losung sehr weit von der Optimalhgsentfernt sein kann. Im Fall
der First-Fit Heuristik fur Bin-Packing haben wir jedodn@ solcheschlechtdnstanz nicht
gefunden. Im folgenden Abschnitt gehen wir diesen Effektemauer nach.

7.2 Approximative Algorithmen und Gutegarantien

Ist ein Problem NP-schwierig, so konnen groRere InstanaeAllgemeinen nicht exakt
gelost werden, d.h. es besteht kaum Aussicht, mit Sicitespgmale Losungen in akzep-
tabler Zeit zu finden. In einer solchen Situation ist man damirHeuristikenangewiesen,
also Verfahren, die zulassige Losungen fur das Optimmigsproblem finden, die aber nicht
notwendigerweise optimal sind.

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit Heuristikdie Losungen ermitteln, Gber
deren Qualitat (Gute) man bestimmte Aussagen treffen Kslian nennt solche Heuristiken
mit GUtegarantiempproximative Algorithmen

Die , Gute" eines Algorithmus sagt etwas Uber seine Fahigkeitus, optimale Losungen gut
oder schlecht anzunahern. Die formale Definition lautet fwlgt:

Definition 7.2. Sei A ein Algorithmus, der fir jede Probleminstafizeines Optimierungs-
problemdlI eine zulassige Losung mit positivem Wert liefert. Danfirderen wirc4(P) als
den Wert der Losung des Algorithmusfir Probleminstan? € II; ¢, (P) sei der optimale
Wert fur P.

Fur Minimierungsprobleme gilt: Falls

ca(P)
Coit(P) =c

fur alle ProbleminstanzeR unde > 0, dann heil3A eins-approximativerAlgorithmus und
die Zahle heil3tGutegarantievon AlgorithmusA.
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Fur Maximierungsprobleme gilt: Falls

CA(P)
Copt(P)

fur alle ProbleminstanzeR unds > 0, dann heil3#4 eine-approximativerAlgorithmus und
die Zahle heil3stGutegarantievon AlgorithmusA.

> €

Beispiel 7.5. Wir betrachten als Beispiel ein Minimierungsproblem undggés die
Losungen einer Heuristik und die optimale Losung zu verschiedenen Probleminstanze
P

CA(Pl) =100 und Copt(Pl) =50
CA(PQ) =70 und Copt(Pg) =40

Die Information, die wir daraus erhalten, ist lediglichsdalie Guite der Heuristik nicht
besser als 2 sein kann. Nur, falls

ca(F;) <9

Copt(Pi)

fur alle moglichen Probleminstanzéngilt, ist A ein 2-approximativer Algorithmus.

Anmerkungd/.2 Es gilt

e fur Minimierungsprobleme: > 1,
e fUr Maximierungsprobleme: < 1,
e ¢ =1 & Aist exakter Algorithmus

Im Folgenden betrachten wir verschiedene approximatige#dhmen fur das Bin-Packing-
Problem und fur das Travelling Salesman Problem.

7.2.1 Bin-Packing — Packen von Kisten
In Beispiel 7.2 hat die First-Fit Heuristik eine Losung rhit Kisten generiert, wahrend die
optimale Losung nur 10 Kisten benotigt. Daraus folgt

crr(Pr) _ 17
Copt(Pl) 10
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fur diese Probleminstan? . Dies lasst bisher nur den Riickschluss zu, dass die Giaetie
der FF-Heuristik auf keinen Fall besser %ssein kann.

Wir beweisen zunachst eine Gute von asymptotisch 2 fifFtist-Fit Heuristik. Das heil3t
also, dass die Losungen der FF-Heuristik fur alle méglic Probleminstanzen nie mehr als
doppelt so weit von der optimalen Losung entfernt seimigim Die FF-Heuristik ist also ein
Approximationsalgorithmus mit Faktor 2 fur das Bin-PakiProblem.

Theorem 7.1.Es gilt: cpp(P) < 2cop(P) + 1 fur alle P € I1.

Beweis. Offensichtlich gilt: Jede FF-Losung fullt alle bis auheider belegten Kisten min-
destens bis zur Halfte. Daraus folgt fur alle ProblenangenpP < II:

ZN—le
< == 7
crr(P) < e +1
Da
N
ij S Kcopt(P)
j=1
folgt
CFF(P) 1
P) < 2¢y4(P) + 1 < 2
crp(P) < 200 (P) + coP) = TP

Man kann sogar noch eine scharfere Gute zeigen. Es giie(Bleweis):

CFF(P) 17

< —+ VPer
Copt(P) 10 Copi(P)

Weiterhin kann man zeigen, da%s der asymptotisch beste Approximationsfaktor fur die
FF-Heuristik ist. Fur interessierte Studierende ist dew8is in Johnson, Demers, Ullman,
Garey, Graham iI8IAM Journal on Computingol. 3 no. 4, S. 299-325, 1974, zu finden.

7.2.2 Das symmetrische TSP

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dass die NearegfAiNer Heuristik Losungen
fur das TSP generieren kann, die beliebig weit von dem agémLosungswert entfernt
sein konnen. Im folgenden betrachten wir eine andere litelieleuristik fur das TSP, die
Spanning Tree Heuristik
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Eingabe: vollstandiger ungerichteter Gragh= (V, E') mit Kantenkosten c(e)
Ausgabe: zulassige Touf” fur die gegebene TSP-Instanz

Bestimme einen minimalen aufspannenden Bagiron K,,.

Verdopple alle Kanten auB8 — Graph(V, By).

Bestimme eine Eulertour im GraphenV, B,).

Gib dieser Eulertouf’ eine Orientierung— F

Wahle einen Knoten € V/, markierei, setzep = i, T = ().

while noch unmarkierte Knoten existierein
Laufe vonp entlang der Orientierung bis ein unmarkierter Knoteqerreicht ist.
Setzel’ = T'U {(p, q)}, markiereg, und setze = q.

end while

: Setzel' =T U {(p,i)} — STOP;T ist die Ergebnis-Tour.

CcXNOO kNP

=Y
o

Listing 7.2: Spanning Tree (ST) Heuristik fur das TSP.

Spanning-Tree-Heuristik (ST)

Die Spanning Tree (ST) Heuristik basiert auf der Idee einemimal aufspannenden Baum
zu generieren und daraus eine Tour abzuleiten. Dafur bedie sich einer sogenannten
Eulertour.

Definition 7.3. EineEulertourist ein geschlossener Kantenzug, der jede Kante des Graphen
genau einmal enthalt.

In einem Grapherdr existiert genau dann eine Eulertour wenn alle Knotengrade ge-
rade sind. Dies kann man sich leicht Giberlegen: Jede Bulerie einen Knoten besucht
(hineingeht) muss auch wieder aus dem Knoten heraus. Eileet&ur kann in linearer Zeit
berechnet werden (ohne Beweis).

Die ST-Heuristik berechnet also zuerst einen Minimum Spaniiree? und verdoppelt
dann die Kanten irfl” um alle Knotengrade gerade zu bekommen. Die Eulertour st je
doch keine zulassige TSP-Tour, da diese im allgemeinendtnmehrfach besuchen kann.
Deswegen muss aus der Eulertour eine zulassige Tour kerstwerden. Dies wird durch
“Abkirzungen” entlang der Eulertour erreicht. Listin@ Zeigt die einzelnen Schritte der
ST-Heuristik.

Abbildung 7.1 zeigt eine Visualisierung der Spanning-THeeristik anhand eines Beispiels
(Stadte in Nord-Rhein-Westfalen und Hessen: AachennKBbnn, Diusseldorf, Frankfurt,
Wuppertal).

Analyse der Gutegarantie.Leider ist das allgemeine TSP sehr wahrscheinlich nichemit
ner Konstanten approximierbar. Denn man kann zeigen: Gibiree > 1 und einen polyno-
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(a) MST (b) Verdopplung der Kanten
°
O
(=)
(®)

(c) Orientierung (d) Tour mittels ST-Heuristik

Abbildung 7.1: ST-Heuristik

miellen AlgorithmusA, der fir jedes symmetrische TSP eine Toydiefert mit ciﬁf(Pp)) <eg,
dannist P=NP.

Theorem 7.2. Das Problem, das symmetrische T&PWeliebiges > 1 zu approximieren
ist NP-schwierig (ohne Beweis).

Doch es gibt auch positive Nachrichten. Wenn die gegeber®Im&anz gewisse Eigen-
schaften aufweist, dann ist diese doch sehr gut approxaier

Definition 7.4. Ein TSP heifRteuklidischwenn fur die DistanzmatrixC die Dreiecks-
Ungleichung gilt, d.h. fur alle Knoten j, k gilt: ¢;z < ¢;; + ¢jr und allec;; = 0 sind.

Das heil3t: es kann nie kiirzer sein, varachk einen Umweg Uber eine andere Stadt ma-
chen. Denkt man beispielsweise an Wegstrecken, so ist thedgete Dreiecksungleichung
meist erfullt. Gute Nachrichten bringt das folgende Tleaor

Theorem 7.3. Fur die Probleminstanz’ seiencgy(P) der von der ST-Heuristik erzielte
Losungswert und,; () der Optimalwert. fir das euklidische TSP und die ST-Heuristik
gilt:

CST(P)

<2 furalleP €1I.
COPt(P) a
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Ausgabe: Christofides-Tour: Ersetze Schritt 2: in Listing 7.2 (STutstik) durch:
1: SeilW die Menge der Knoten i, B) mit ungeradem Grad.
2: Bestimme im vonlV induzierten Untergraphen voli,, ein Minimum Perfektes Mal
ching M.
3: SetzeB; = BUM

Listing 7.3: Neue Teile der Christophides (CH) Heuristik fur das TSP.

Beweis.Es gilt
CST(P) S CBQ(P) = 2CB(P) S QCopt(P).

Die erste Abschatzung gilt wegen der Dreiecksungleichulig letzte, da ein Minimum
Spanning Tree die billigste Moglichkeit darstellt, in em Graphen alle Knoten zu verbin-
den. .

Im folgenden Abschnitt lernen wir eine Heuristik kennerg das TSP noch besser approxi-
miert.

Christophides-Heuristik (CH)

Diese 1976 publizierte Heuristik funktioniert ahnlichendie Spanning-Tree-Heuristik, je-
doch erspart man sich die Verdopplung der Kanten. Dieseiwidér ST-Heuristik nur des-
wegen gemacht, weil dann sichergestellt ist, dass in dermpl®raeine Eulertour existiert.
Es genugt jedoch statt einer Verdopplung aller Kantenjeweils Kanten an den ungeraden
Knoten zu dem Spanning Tree hinzuzunehmen. Diese zug@&zaiantenmenge entspricht
einem sogenannten Perfekten Matching auf den ungeradeeiKimo Spanning Tree.

Definition 7.5. Ein Perfektes Matchingl/ in einem Graphen ist eine Kantenmenge, die
jeden Knoten genau einmal enthalt. Bitinimum Perfektes Matching/ ist ein Perfektes
Matching mit dem kleinsten Gesamtgewicht, d.h. die Sumres Klantengewichte, tber
die Kantere € M ist minimal unter allen Perfekten Matchings.

Ein Perfektes Matching zwischen den ungeraden Knoten bede@ jedem solchen Knoten
einen eindeutigen Partnerknoten zu (Alle ungeraden Knwenden zu Paaren zusammen-
gefasst). Das Matchinggeht auf“, denn wir wissen: die Anzahl der ungeraden Knasén |
immer gerade (s. Abschnitt 6.1). Um eine gute Approximatgirie zu erreichen, berech-
net die Christophides-Heuristik nicht irgendein Perfeltéatching, sondern dasjenige mit
kleinstem Gesamtgewicht. Ein Minimum Perfektes Matchiagrkin polynomieller Zeit be-
rechnet werden (ohne Beweis). Listing 7.3 zeigt die Sehd#r Christofides-Heuristik, die
Schritt (2) aus dem Listing 7.2 der ST-Heuristik ersetzen.
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(@) MST (b) B,
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(c) Orientierung (d) Tour
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Abbildung 7.2: Die CH-Heuristik an einem Beispiel

Abbildung 7.2 zeigt die Konstruktion an unserem BeispiehbBi betrachten wir fur die
Berechnung eines Minimalen Perfekten Matchings den dlligen Untergraphen, der von
den KnotenA, K, W, I’ induziert wird.

Analyse der Gutegarantie.Die Christofides-Heuristik erreicht eine bessere Appratim
onsgute als die Spanning-Tree Heuristik fur das eulditisT SP.

Theorem 7.4. Fur die Probleminstan? seiencqy(P) der von der CH-Heuristik erzielte
Losungswert und,, () der Optimalwert. Fr das euklidische TSP und die Christophides-
Heuristik gilt:

coy (P 3 ..
cn(P) <ZfuralleP €11
Copt(P) 2
Beweis.Seieniy, iy, . . ., io), die Knoten vonB mit ungeradem Grad und zwar so numme-
riert, wie sie in einer optimalen Todf,,, vorkommen, d.hl,,. = {i1,...,%2,..., %0, .. .}.

SeiM1 = {(’il, ig), (ig,’i4), .. } UndM2 = {(’iz, ig), RN (’igM, Zl)} Es gllt

Copt (P) = cary (P) + ey (P) = enr(P) + en(P)
Die erste Abschatzung gilt wegen der Dreiecks-Ungleighiduklidisches TSP). Die zweite
Abschatzung gilt, weill/ das Matching kleinsten Gewichts ist. Weiterhin gilt:

con(P) < ep,(P) = en(P) + en(P) < co(P) + seom(P) = som(P).
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Anmerkung7.3. Die Christophides-Heuristik (1976) war lange Zeit die Hstik mit der
besten Gutegarantie. Erst im Jahr 1996 zeigte Arora, dessuklidische TSP beliebig nah
approximiert werden kann: die Gutegarantie 1 kann mit LaufzeilO(Ns%l) approximiert
werden. Eine solche Familie von Approximationsalgorithmerd alsPolynomial Time Ap-
proximation Schem@TAS) bezeichnet.

Anmerkung7.4. Konstruktionsheuristiken fur das symmetrische TSP ehen in der Pra-
Xis meistens eine Gite von ca. 10-15% Abweichung von deimagen Losung. Die
Christophides-Heuristik liegt bei ca. 14%.

7.3 Enumerationsverfahren

Exakte Verfahren, die auf einer vollstandigen Enumerabieruhen, eignen sich fir Opti-
mierungsprobleme diskreter Natur. Fur solche kombimstbe Optimierungsprobleme ist
es immer moglich, die Menge aller zulassigen Losungdmuaahlen und mit der Kosten-
funktion zu bewerten. Die am besten bewertete Losung esbgiimale Losung. Bei NP-
schwierigen Problemen ist die Laufzeit dieses Verfahremsdicht durch ein Polynom in
der Eingabegrol3e beschrankt.

Im Folgenden betrachten wir ein Enumerationsverfahreddig 0/1-Rucksackproblem.

7.3.1 Ein Enumerationsalgorithmus fiir das 0/1-Rucksackroblem

Eine Enumeration aller zulassigen Losungen fur dasRutksackproblem entspricht der
Aufzahlung aller Teilmengen einéY-elementigen Menge (bis auf diejenigen Teilmengen,
die nicht in den Rucksack passen).

Der AlgorithmusEnum()(s. Listing 7.4) basiert auf genau dieser Idee. Zu jedenubgs-
vektorz gehort ein Zielfunktionswert (Gesamtkosten vQrecost und ein Gesamtgewichts-
wert xweight. Die bisher beste gefundene Losung wird in dem globalendvekstx und
der zugehorige Losungswert in der globalen Variablen:cost gespeichert. Der Algorith-
mus wird mit dem AufrufEnum(0, 0,0, z) gestartet.

In jedem rekursiven Aufruf wird die aktuelle Losungoewertet. Danach werden die Varia-
blen z[1] bis z[2] als fixiert betrachtet. Der dadurch beschriebene Teil dsargten Such-
raums wird weiter unterteilt: Wir betrachten alle mogkehFalle, welche Variable|:] mit

i = z+1bisi = N als nachstes auf 1 gesetzt werden kann; die Variakjles 1] bisz[i — 1]
werden gleichzeitig auf O fixiert. Alle so erzeugten klegretJnterprobleme werden durch
rekursive Aufrufe gelost.

Wir folgen hier wieder dem Prinzip d&xvide & Conquer(, Teile und herrsche®), wie wir es
beispielsweise schon von Sortieralgorithmen kennen: Dalsl&mn wird rekursiv in kleinere
Unterprobleme zerteilt, bis die Unterprobleme trivial@glwerden konnen.
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—

Eingabe: Anzahl z der fixierten Variablen inz; Gesamtkostenccost; Gesamtgewicl
xweight; aktueller Losungsvektar

Ausgabe: aktualisiert die globale bisher beste Losuigtz und ihre Kostenmazxcost,
wenn eine bessere Losung gefunden wird

1. if zweight < K then

2 if xcost > maxcost then

3 maxcost = xcost;

4 bestx = x;

5: end if

6 for i=2+1,...,N do

7

8

9

xli] = 1;
Enum ¢, zcost + c[i], zweight + wli], x);
; xli] = 0;
10:  end for

11: end if

Listing 7.4: Enum(z, zcost, zweight, x);

Der Algorithmus ist korrekt, denn die Zeilen (6)-(9) enumeegn tber alle moglichen Teil-
mengen eineN-elementigen Menge, die in den Rucksack passen. Die Zdi)efb) sorgen
dafur, dass nur zulassige Losungen betrachtet werddrdienoptimale Losung gefunden
wird.

Analyse der Laufzeit. Offensichtlich ist die Laufzeit i (2%).

Wegen der exponentiellen Laufzeit ist das Enumeratiofelregn i.A. nur fur kleine Instan-
zen des 0/1-Rucksackproblems geeignet. Bereits\fir 50 ist das Verfahren nicht mehr
praktikabel. Deutlich besser geeignet fur die Praxis st derfahren der Dynamischen Pro-
grammierung, das wir in Abschnitt 7.5.1 betrachten werden.

7.4 Branch-and-Bound

Eine spezielle Form der beschrankten Enumeration, die aut dem Divide-&-Conquer-
Prinzip basiert, ist das Branch-and-Bound Verfahren. Daleeden durch Benutzung von
Primal- und Dualheuristiken moglichst grof3e Gruppen voaungen als nicht optimal bzw.
gultig erkannt und von der vollstandigen Enumeratiorgasshlossen. Hierzu bedient man
sich sogenannter unterer bzw. oberer Schranken.

Definition 7.6. Fur eine Instan? eines Optimierungsproblems hei3t- 0 untere Schranke
(lower bound, wenn fiir den optimalen Losungswert gilt.(P) > L. Der WertU > 0 heif3t
obere Schrankéupper boungl, wenn giltc,,.(P) < U.
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Die Idee von Branch-and-Bound ist einfach. Wir gehen hiar gmem Problem aus, bei
dem eine Zielfunktion minimiert werden soll. (Ein Maximigrgsproblem kann durch Vor-
zeichenumkehr in ein Minimierungsproblem Uberfiihrt ehear.)

e Zunachst berechnen wir z.B. mit einer Heuristik eine gsilge (im Allgemeinen nicht
optimale) Startlosung mit Wer’ und eine untere Schranke fur alle moglichen
Losungswerte (Verfahren hierzu nennt man aDcialheuristike.

e FallsU = L sein sollte, ist man fertig, denn die gefundene Losung roptmal sein.

e Ansonsten wird die Losungsmenge partitioni@&tgnching und die Heuristiken wer-
den auf die Teilmengen angewanBb{nding.

e Ist fur eine (oder mehrere) dieser Teilmengen die fur siebhnete untere Schranke
L (lower bound nicht kleiner als die beste Uberhaupt bisher gefundepesoBchran-
ke (upper bound= eine Losung des Problems), braucht man die Losungeresedi
Teilmenge nicht mehr beachten. Man erspart sich also dieereeEnumeration.

e Ist die untere Schranke kleiner als die beste gegenwéastigee Schranke, muss man
die Teilmengen weiter zerkleinern. Man fahrt solange reit derteilung fort, bis fur
alle Losungsteilmengen die untere Schranke mindestegsofoist wie die (global)
beste obere Schranke.

Ein Branch-and-Bound Algorithmus besteht also aus denitGar

e Branching: Partitioniere die Losungsmenge
e Search:Wahle eines der bisher erzuegten Teilprobleme

e Bounding: Berechne fur die ausgewahlte Teilmenge je eine unter@back Schranke
und prife, ob dieses Teilproblem weiter betrachtet werdaR.

Listing 7.5 beschreibt dieses Grundprinzip im PseudocbaeHauptschwierigkeit besteht
darin,guteZerlegungstechniken und einfache Datenstrukturen zutindie eine effiziente
Abarbeitung und Durchsuchung der einzelnen Teilmengerdgiiachen. AuRerdem sollten
die Heuristiken moglichst gute Schranken liefern, danogiithst grol3e Teilprobleme aus-
geschlossen werden kdnnen.

7.4.1 Branch-and-Bound fiir das 0/1-Rucksackproblem

In diesem Abschnitt stellen wir einen konkreten Branch-Boednd Algorithmus fur das
0/1-Rucksackproblem vor. Hierbei handelt es sich um einiMatungsproblem, d.h. jede
zulassige Losung bildet eine untere Schranke fur dielgege Probleminstar2.
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Eingabe: Minimierungsproblen
Ausgabe: Optimale Losund/ (und globale obere Schranke)
1: var Liste offener (Sub-)problemél; lokale untere Schranké’; lokale heuristisch
LosunglU’
2: SetzeU = oo; Il = {P};
3. while 3P" € I do

D

4: entferneP’ vonII
5: berechne fur’ lokale untere Schrankg&' mit Dualheuristik; > Bounding:
6: if L' < U then > Fall L’ > U braucht nicht weiter verfolgt zu werden
7 berechne zulassige Losung ff mit Heuristik — obere Schrank&’;
8: if U’ < U then
9: U=U, > neue bisher beste Losung gefunden
10: entferne ausl alle Subprobleme mit lokaler unterer Schranké/
11: end if
12: if L' < U then > Fall L/ > U braucht nicht weiter verfolgt zu werden
13: partitioniereP’ in TeilproblemepP, ..., P, > Branching:
14: I=1Tu{P~,..., B}
15: end if
16: end if

17: end while

Listing 7.5: Branch-and-Bound fur Minimierung

e Init. Eine zulassige Startlosung kann z.B. mit der Greedy-ld8kiberechnet wer-
den. Diese bildet eine untere SchrankefuEine mogliche Berechnung einer oberen
Schrankd/ wird weiter unten vorgestellt.

e Branching. Wir zerlegen das Problem in zwei Teilprobleme: Wir wahlezgénstand
i und wahlen es fur Teilproblerfy; aus (d.hz; = 1) und fur Teilproblenil;, explizit
nicht aus (d.hz; = 0). Fur7; muss das Gewicht von Gegenstanan der Rucksack-
grof3e abgezogen werden und der Wert zum Gesamtwert hidiznegerden. Danach
streichen wir Gegenstaridius unserer Liste.

e Search.Wahle eines der bisher erzeugten Teilprobleme, z.B. d@genit der besten
(groften) oberen Schranke, denn wir hoffen, dass wir helbdste Losung finden
werden.

e Bounding. Berechne fur eine dieser Teilmendgéne eine untere und obere Schranke
L; undU;. SeiL der Wert der besten bisher gefundenen Losung. Falts L;, braucht
man die Teilldosungen in der Teilmen@gnicht weiter betrachten.

Eine obere Schranke kann z.B. mit dem folgenden Verfahreechaet werden. Zunachst
werden die Gegenstande nach ihrem Nutfer: ¢;/w; sortiert. Seieryy, g, . .., g, die in
dieser Reihenfolge sortierten Gegenstande. Berechnaaasaler mit g; + g, + - - - g, <
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K. Genau diese Gegenstande werden dann eingepackt (alse= 1 furi: = 1,...,7).
Danach ist noch Platz fuk — (¢; + ... + g,) Einheiten an Gegenstanden. Diesen freien
Platz fullen wir mit(K — (g1 + ... + ¢,))/g-+1 Einheiten von Gegenstandit- 1 auf.

Wir zeigen, dass der so berechnete Wert eine obere Schiardie Probleminstanz darstellt.
Denn die erstem Gegenstande mit dem hochsten Nutzen pro Einheit sind ick$ack
enthalten. Und zwar jeweils so viel davon, wie moglich Aterdings wird eventuell vom
letzten Gegenstandt 1 ein nicht-gazzahliger Anteil eingepackt. Deswegen ispeieerierte
Losung i.A. nicht zulassig (sie erfullt die Ganzzahkgsbedingung i.A. nicht). Aber es gilt:
der berechnete Losungswert der Gegenstande im Rucksackrndestens so gro wie die
beste Losung.

Beispiel 7.6 zeigt die Berechnung einer oberen Schranke di@ 0/1-Rucksack-
Probleminstanz aus Beispiel 7.4.

Beispiel 7.6. Wir berechnen eine obere Schranke fur Beispiel 7.4. Di¢i€dang nach
Nutzen ergibt die Reihenfolgé e, h, f, g, b, ¢, a. Wir packen also die Gegenstandand

e in den Rucksack, d.h:; = =, = 1. Danach ist noch Platz frei fur 5 Einheiten, aber
Gegenstand hat leider Gewicht 9 und pal3t nicht mehr ganz in den Ruckseairh Wir
nehmen also noch;,, = 5/9 Einheiten dazu. Der Wert der aktuellen (nicht-zulassmge
Losung ist10 + 10 + 5/9(13) < 27,3. Eine obere Schranke fur die beste erreichbare
Losung der Probleminstanz ist also 27.

Die Berechnung einer oberen Schranke inmitten eines BrandFBound Baumes (BB-
Baumes), bei dem eine Teilldsung bereits fixiert wurdesas$ir ahnlich. Die bisher erhaltene
Teilldsung wird sukzessive um die noch nicht fixierten Gegande mit dem grof3ten Nutzen
erweitert. Dabei muss beachtet werden, dass bei jedertingesines Gegenstandes im BB-
Baum die verbleibende Rucksackgrol3e neu berechnet wivddie explizit nicht gewahlten
Gegenstande aus der iste gestrichen werden.

7.4.2 Branch-and-Bound fir das asymmetrische TSP
Der ,,GroRRvater* aller Branch-and-Bound Algorithmen in der komaborischen Optimie-

rung ist das Verfahren von Little, Murty, Sweeny und Karel kdsung asymmetrischer
Travelling-Salesman-Probleme, das 1963 veroffentlialmde.

Asymmetrisches Travelling Salesman Problem (ATSP)

GegebenGerichteter vollstandiger Graph(V, E) mit N = |V| Knoten, die Stadten ent-
sprechen, und eine DistanzmatéiXmit ¢;; = +oo undc;; > 0.
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GesuchtRundtour?” C E (Hamiltonscher Kreis) durch all&” Stadte, die jede Stadt genau
einmal besucht und minimalen Distanzwert aufweist:

o(T)= Y ¢

(3,7)€T

LosungsideeZeilen- und Spaltenreduktion der MatriX und sukzessive Erzeugung von
Teilproblemen beschrieben duréi{ EINS, NULL, I, J,C, L, U).

Dabei bedeutet:

FINS: Menge der bisher auf 1 fixierten Kanten
NULL: Menge der bisher auf O fixierten Kanten
I: Noch relevante Zeilenindizes van

J: Noch relevante Spaltenindizes von

C': Distanzmatrix des Teilproblems

L: Untere Schranke fur das Teilproblem

U: Obere Schranke fur das globale Problem

Vorgangsweise:

1. Das Anfangsproblem ist
P®,0,{1,....,n},{1,...,n},C,0,00),

wobeiC' die Ausgangsmatrix ist.
Setze dieses Problem auf eine globale Liste der zu [6sePiddrteme.

2. Sind alle Teilprobleme gelost— STOP.

Andernfalls wahle ein ungelostes Teilproblem
P(EINS, NULL, 1, J,C,L,U)
aus der Problemliste.
3. Bounding:

a) Zeilenreduktion:
Fur alle; € I:

Berechne das Minimum detten Zeile vonC
Ciin = MIN Cj5
170 jeJ 1)

Setzecij = Cij — Cij, VJ eJundL =1L+ Cijo
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b) Spaltenreduktion:
Fur allej € J:

Berechne das Minimum degrten Spalte vort”
Cigj = IZHEIIH Cij

Setzecij = Cij — Cigj Vie ITundL = L + Cigj

c) IstL > U, so entferne das gegenwartige Teilproblem aus der Prdisterand
gehe zu 2.

Die Schritte (d) und (e) dienen dazu, eine neue (globalsuhg des Gesamtproblems
zu finden. Dabei verwenden wir die Information der in diesegiipfoblem bereits
festgesetzten Entscheidungen.

d) Definiere denNulldigraphen*Gy = (V, A) mit
A:E]NSU{(Z,j) EIXJ|CU ::0}
e) Versuche, mittels einer Heuristik, eine RundtouGin zu finden. Wurde keine

Tour gefunden, so gehe zu 4: Branching.
Sonst hat die gefundene Tour die Langdn diesem Fall:

e;) Enferne alle Teilprobleme aus der Problemliste, derenégkentere Schran-
ke grofRer gleich ist.

e;) Setze in allen noch nicht geldsten Teilprobleniéer- L.
e3) Gehe zu 2.

4. Branching:

a) Wabhle nach einem Plausibilitatskriterium eine Kaitg) € I x .J, die0 bzw. 1
gesetzt wird.

b) Definiere die neuen Teilprobleme

wobeiC’ ausC durch Streichen der Zeileund der Spaltg entsteht — von

darf nicht noch einmal hinaus- und nagthicht noch einmal hineingelaufen
werden.

by) P(EINS, NULLU{(i,j)},I,J,C" L,U),
wobeiC" ausC entsteht durcla;; = co.

Fluge diese Teilprobleme zur Problemliste hinzu und geh& zu
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Bemerkungen zum Algorithmus

ZUu 3.

Bounding:

e Hinter der Berechnung des Zeilenminimums steckt die falgedberlegung: Jede

Zu 4.

Stadt muss in einer Tour genau einmal verlassen werdere Zaglr Matrix C' enthalt
jeweils die Kosten fur das Verlassen von Stadiind das geht auf keinen Fall billiger
als durch das Zeilenminimum;,. Das gleiche Argument gilt fir das Spaltenmini-
mum, denn jede Stadt muss genau einmal betreten werdenjaikosten dafur sind
in Spaltej gegeben.

Schritte (a) und (b) dienen nur dazu, eine untere Schrankeemchnen (Bounding
des Teilproblems). Offensichtlich erhalt man eine unggkranke dieses Teilproblems
durch das Aufsummieren des Zeilen- und Spaltenminimums.

Fir die Berechnung einer globalen oberen Schranke ko8ieestatt (d) und (e) auch
jede beliebige TSP-Heuristik verwenden.

Branching:

Ein Plausibilitatskriterium ist beispielsweise das faige:

Seien
u(i,j) = min{cy [k € J\{j}} +min{cy; [k € T\ {i}} — ¢y

die minimalen Zusatzkosten, die entstehen, wenn wir voachj gehen, ohne die
Kante(i, j) zu benutzen. Wir wahlen eine Kante j) € I x J, so dass

ci; =0 und u(i, j) = max{u(p, q) | cpqg = 0}

Dahinter steckt didJberlegung: Wenn die Zusatzkosten sehr hoch sind, sollien w
lieber direkt voni nachj gehen. Damit werdejgute” Kanten beim Enumerieren erst
einmal bevorzugt. Wichtig dabei ist, dags = 0 sein muss, sonst stimmen die Be-
rechnungen vor, undU nicht mehr.

Bei der Definition eines neuen Teilproblems kann es vorkomrdass die dort (in
FINS oder NULL) fixierten Kanten zu keiner zulassigen Losung mehr filtk@nnen
(weil z.B. die zuFEINS fixierten Kanten bereits einen Kurzzyklus enthalten). Es is
sicher von Vorteil, den Algorithmus so zu erweitern, dagslsoTeilprobleme erst gar
nicht zu der Problemliste hinzugefugt werden (denn ineheZweig des Enumerati-
onsbaumes kann sich keine zulassige Losung mehr befinden)
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Durchfiihrung des Branch & Bound Algorithmus an einem ATSP Beispiel

Die Instanz des Problems ist gegeben durch die Distanzogatri

SN R !
O OT W o ¥t
S =
BN R W
S SRSI RN
B otk oo

Das Ausgangsproblem:

P=00{1,...,6}.{1,...,6},C,0,+00)

Bounding:
Die Zeilenreduktion ergibt:

N N =
SN e S
s o o Qo
N =8O =
Wy o~ oo
B = o

L=1+2+1+3+1+2=10

Die Spaltenreduktion andert hier nichts, da bereits iej&palte das Minimum O betragt.

Nun wird der Nulldigraph aufgestellt (siehe Abbildung 7.8) diesem Nulldigraphen exis-
tiert keine Tour. 6 kann nur Uber 2 erreicht werden und voni®@ta wieder auf 2 gegangen
werden.

Branching: Wahle Kante (2,6) und setze diese einmal glgicimd einmal gleich 0. Dies
ergibt zwei neue Teilprobleme.

Das erste neue Teilproblem:
P=({(26)},0,{1,3,...,6}{1,...,5},C", 10, +00)

Q

Il
~ o= o g
B oWk
o o8 o
=
w @ oo
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Abbildung 7.3: Der Nulldigraph in Branch & Bound

Die untere Schranke fir dieses Teilproblem nach Zeiled- $paltenreduktion ist = 12,
da nur die Zeile mit Index (6) um 2 reduziert werden muss.

Das zweite neue Teilproblem:

P = (®7 {(27 6)}7 {17 27374757 6}7 {17 27374757 6}70”7 10, ‘H)O)

C"” entsteht aus’ nach Setzen vofi',s auf +o0o. Die untere Schranke fiir dieses Problem ist
ebenfalls 12.

Abbildung 7.4 zeigt einen moglichen Enumerationsbaundiéses Beispiel. (Dabei wird
nicht das vorgestellte Plausibilitatskriterium genommédier wird als nachstes die Kante
(4,2) im Branching betrachtet, was Teilprobleme (4) und (5) egzdDanach wird die Kante
(3,4) fixiert, was die Teilprobleme (6) und (7) begrindet. Nacimdexieren der Kante
(5,1) wird zum ersten Mal eine globale obere Schranke von 13 gefurid.h. eine Tour
im Nulldigraphen). Nun kdnnen alle Teilprobleme, dereteo@ Schranke gleich 13 ist, aus
der Problemliste entfernt werden. In unserem Beispiel aischachstes das Teilproblem (3)
gewahlt, wobei dann Uber die Kanf®, 4) gebrancht wird, was Teilprobleme (9) und (10)
erzeugt. Weil wir mit Teilproblem (10) niemals eine besdgisung als 15 erhalten kdnnen
(untere Schranke), konnen wir diesen Teilbaum beendenmathen mit Teilproblem (9)
weiter und erzeugen die Probleme (11) und (12), die auchtdudendet werden konnen. Es
bleibt Teilproblem (7), das jedoch auch mit dem BranchendaunfKante(3,1) zu ,toten"
Teilproblemen fuhrt.

Analyse der Laufzeit. Die Laufzeit ist im Worst-Case exponentiell, denn jederri8rang-
Schritt verdoppelt die Anzahl der neuen Teilprobleme. Riggbt im schlimmsten Fall bei
N Stadten eine Laufzeit vo¥. Allerdings greift das Bounding im Allgemeinen recht gut,
so dass man deutlich weniger Teilprobleme erhalt. Dochitsedas Berechnen einer Instanz
mit N = 80 Stadten mit Hilfe dieses Branch-and-Bound Verfahrensdachon zu lange.
Das vorgestellte Verfahren ist fur TSPs mit bis zu 50 Stadinwendbar.
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Problemnummmer n
untere Schranke w

(2,6)

(4.2) 42

m

(4
i s
@3, 4%3 3.4) nach 8 (6,2) 2 &2\)
(11 12
(5’1’)/nach 8(3,]}/

nachS@ \18/

(3.1)

(8 By

Abbildung 7.4: Moglicher Enumerationsbaum fir das Beispiel

In der Praxis hat sich fur die exakte Losung von TSPs die iaation von Branch-and-
Bound Methoden mit linearer Programmierung bewahrt. I8oMerfahren, die als Branch-
and-Cut Verfahren bezeichnet werden, sind heute in der ivaigeativ kurzer Zeit TSPs mit
ca. 500 Stadten exakt zu losen. Die grof3ten nicht-tewidisher exakt gelosten TSPs wur-
den mit Hilfe von Branch-and-Cut Verfahren gelost und wssén ca. 85.900 Stadte (siehe
http://ww. t sp. gat ech. edu).

Typische Anwendungen von Branch-and-Bound Verfahrereheg Brettspielen, wie z.B.
Schach oder Springer-Probleme. Die dort erfolgreichstégiligenten Branch-and-Bound
Verfahren funktionieren in Kombination mit parallelen Behnungen.

7.5 Dynamische Programmierung

Idee: Zerlege das Problem in kleinere Teilprobleeahnlich wie bei Divide & Conquer.
Allerdings: wahrend dié’; bei Divide & Conquer unabhangig sind, sind sie hier vonedsa
abhangig.

Dazu: Lose jedes Teilproblem und speichere das Ergebhiso ab, dasds; zur Losung
grolRerer Probleme verwendet werden kann.

Allgemeines Vorgehen:
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1. Wie ist das Problem zerlegbar? Definiere den Wert einéma¢n Losung rekursiv.

2. Bestimme den Wert der optimalen Losujgttom-up®.

Wir haben bereits einen Dynamischen Programmierungstigurs kennengelernt: den Al-

gorithmus von Floyd-Warshall fur das All-Pairs-ShortBstths Problem. Dort wurde der
Wert einer optimalen Losung fur Problemals einfache (Minimum-) Funktion der Werte
optimaler Losungen von kleineren (bzw. eingeschranki®oblemen ausgedriickt. Dieses
Prinzip nennt man audBellmansche Optimalitsgleichung

Wir betrachten im Folgenden eine effiziente Dynamische Rragiierung fur das 0/1-
Rucksackproblem.

7.5.1 Dynamische Programmierung fur das 0/1-Rucksackpigem

In diesem Abschnitt behandeln wir das 0/1-Rucksackproltlendem alle Daten ganzzahlig
sind, d.h. die Gewichte; und die Werte:; dern = N Gegenstande sowie die Rucksack-
groReK sind ganzzahlig.

Eine Moglichkeit, das 0/1-Rucksackproblem aus Abschhitl in Teilprobleme zu zerle-
gen, ist die folgende: Wir betrachten zunachst die Sibmatiach der Entscheidung tber die
ersteny Gegenstande. Wir werden sehen, wie man aus den gutendg&sdes eingeschrank-
ten Problems mit Objekten gute Losungen des Problemsinit1 Objekten erhalt.

Definition 7.7. Fur ein festes € {1,...,n} und ein feste$¥V” € {0,..., K} seiR(i, W)
das eingeschrankte Rucksackproblem mit den erstdnjekten, deren Gewichte,, . .., w;
und deren Werte,, . . ., ¢; betragen und bei dem das Gewichtslifiitbetragt.

Wir legen eine Tabell&d'(i, W) an mit: 4+ 1 Zeilen furj = 0,...,i undW + 1 Spalten fur
j =0,...,W,wobeian Positiof'(i, W) folgende Werte gespeichert werden:

e F'(i,W): der optimale Losungswert fur ProbleR{i, W)
e D(i,W): die dazugehorige optimale Entscheidung uberidasObjekt
Dabei setzen witD (i, W) = 1, wenn es inR(i, W) optimal ist, das-te Element einzu-

packen, undD(i, W) = 0 sonst. Der Wert einer optimalen Rucksackbepackung fur das
Originalproblem ist dann gegeben durEln, K).

Wir studieren nun, wie fur ein gegebenesnd W der WertF'(i, W) aus bereits bekannten
Losungswerterd’(: — 1, W') (W’ < W) berechnet werden kann. Hierbei etrachten wir zwei
Falle:
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Eingabe: n Gegenstande mit Gewichtem, . .., w, und Wertency, ..., ¢,; Rucksack defr
GrolReK
Ausgabe: Optimaler Losungswert mit ihrem Gesamtwert und Gesamtdgw
1: var 2-dimensionales Array'[;, W] fur: =0,...,nundW =0,..., K
2. forW =0,...,K do
3: FI0,W]:=0
4: end for > Initialisierung
5.fori=1,...,ndo
6: forW=0,...,w; —1do
7 F@,W):=F(i—1,W)
8
9

D@, W) :=0

end for
10: for W =w,,..., K do
11: if (i —1,W —w;)+¢; > F(i—1,W)then
12: F(,W):=F@G@—1,W —w;) +¢;; D@, W) :=1
13: elsef'(i, W) := F(i—1,W); D(i,W) :=0
14: end if
15: end for
16: end for

Listing 7.6: Rucksack Dynamische Programmierung

e 1. Fall: Dasi-te Element wird eingepackt: In diesem Fall setzt sich digenedsung
F(i,W) aus der optimalen Losung vak(i — 1,1/ — w;) und dem Wert des-ten
Elements zusammen.

e 2. Fall: Dasi-te Element wird nicht eingepackt: Dann erhalt man denchk
Losungswert wie furR(i — 1, W), alsoF (i — 1, W).

Damit haben wir wieder eine Bellmansche Optimalitatsdieang gegeben und kdnnen die
neuen Losungswerte effizient berechnen:

F@,W):=max{F(i—1,W —w;) +¢),F{i—1,W)}

Fur die Berechnung setzen wir die Anfangswelt@, W) := 0 fur alleW = 0,..., K.
Fur kleineWW passiert es oft, dass; > W gilt; in diesem Fall pal3t Gegenstanaicht in
den aufi’ eingeschrankten Rucksack. Listing 7.6 enthalt den Remak zur Dynamischen
Programmierung fur das Rucksackproblem.

Beispiel 7.7.Beispiel: Es sei ein Rucksack der GroRe= 9 gegeben und. = 7 Ge-
genstande mit folgenden Gewichten und Werten.
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Gegenstand |1 2 3 4 5 6 7
Wert ¢; 6 58 9 6 7 3
Gewichtw; (2 3 6 7 5 9 4

Die Dynamische Programmierungstabelle der Losungswi(telV') ergibt sich wie
folgt.

W/iilo 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0O |00 0 0 0 0 0 0 0 d
1 |00 6 6 6 6 6 6 6 6
2 |0 0 6 6 6 11 11 11 11 11
3 |0 0 6 6 6 11 11 11 14 14
4 |0 0 6 6 6 11 11 11 14 15
5 |0 0 11 11 11 11 11 12 14 15
6 |0 0 11 11 11 11 11 12 14 15
7 |0 0 11 11 11 12 12 12 14 15

Die Korrektheit ergibt sich direkt aus der Bellmannscheni@alitatsgleichung.

Wie konnen wir nun aus dem optimalen Losungswert die bgsselbst, d.h. die einzel-
nen dazugehorigen Entscheidungen berechne®@?:Ji’] sind die optimalen Losungswerte
Werte F'(i, W) gespeichert. An der Stellé(n, K) steht also der optimale Losungswert fur
unser Originalproblem. Wir starten b&i(n, K'). Falls D(n, K) = 0, dann packen wir Ge-
genstandh nicht ein. Wir gehen weiter zu ProbleR(n — 1, K). FallsD(n, K) = 1, dann
packen wir Gegenstandein. Damit ist das fur die ersten— 1 Gegenstande erlaubte Ge-

wichtslimit X' — w,,. Gehe weiter zu Problel®(n — 1, K — w,,). Wiederhole dies bi&(0, 0)
erreicht ist.

Beispiel 7.8.Fur unser Beispiel bedeutet dies, dass manR¢n 9) nachR(4,9) wan-
dert, wo Gegenstand 4 eingepackt wurde, und von dortBer2) nachR(1, 2) wandert,
wo Gegenstand 1 eingepackt wurde. Danach gelangt md(@w) ohne einen weite-

ren Gegenstand einzupacken. Damit hat man die optimalenigd&Gegenstande 1 und 4)
berechnet.

Analyse der Laufzeit. Die Laufzeit der Berechnung der Wertgi, W) und D(i, W) ist

O(nK) fur n Gegenstande und RucksackgrdReDie Laufzeit der Berechnung der Losung
istO(n).

Oberflachlich betrachtet sieht die Laufzéitn k') polynomiell aus. Aber VORSICHT, dies
ist nicht der Fall, denn die Rechenzeit muss auf die Langadger Bitlange) der Eingabe



7.6. VERBESSERUNGSHEURISTIKEN 227

bezogen werden. Wenn alle Zahlen der Eingabe nicht grafig¢iats 2™ und K = 2", dann
ist die Lange der Eingali&n?), denn wir habefn + 1 Eingabezahlen mit Kodierungslange
je 6(n). Die Laufzeit ist jedoch von der GroRenordnuNg@™ und somit exponentiell in der
Inputlange (also nicht durch ein Polynom beschranktskdoer alle Zahlen der Eingabe in
O(n?) sind. dann liegt die Eingabelange im Bereich zwisck¥n) und O(nlogn). Dann
ist die Laufzeit inO(n?) und damit polynomiell.

Definition 7.8. Rechenzeiten, die exponentiell sein kbnnen, aber beinpaotyell kleinen
Zahlen in der Eingabe polynomiell sind, heil3zseudopolynomiell

InsbesondereAlgorithmen mit einer Laufzeit, die direkhwden Eingabewerten und nicht
nur von der Anzahl der eingegebenen Objekte abhangenpsewtopolynomiell.

Theorem 7.5. Das 0/1-Rucksackproblem kann mit Hilfe von DynamischegRimmierung
in pseudopolynomieller Rechenzeitaglwerden.

In der Praxis kann man Rucksackprobleme meist mit Hilfe vgnddischer Programmie-
rung effizient Iosen, obwohl das Problem NP-schwierigdst,die auftauchenden Zahlen
relativ klein sind.

Das besprochene DP-Verfahren hditfnamische Programmierung durch Gewichibenn
wir betrachten die Losungswerte als Funktion der Restk#gian im Rucksack. Durch Ver-
tauschung der Rollen von Gewicht und Wert kann abghamische Programmierung durch
Wertedurchgefuihrt werden. Dort betrachtet man alle moglidb@sungswerte und tiberlegt,
wie man diese mit moglichst wenig Gewicht erreichen kann.

7.6 \Verbesserungsheuristiken

Wir schlieRen das Kapitel Optimierung mit allgemeinen,idi@ken und weit verbreiteten
Heuristiken ab, die versuchen eine gegebene Losung zesszm.

Die in Abschnitt 7.1 gezeigten Heuristiken werden auchkalsstruktive Heuristikete-
zeichnet, da sie neue Losungen von Grund auf generiere@egensatz dazu gibt es auch
Verfahren, die eine zulassige Losung als Input verlangehdiese durch lokal&nderungen
verbessern. Die Ausgangslosung kann hierbei eine myfétzeugte, gultige Losung sein
oder aber durch eine vorangestellte konstruktive Helrgstieugt werden.

Wir unterscheiden zwischen einfacher lokaler Suche (schmigt 7.6.1) und sogenannten
Meta-Heuristiken wie Simulated Annealing (s. Abschni@.2) und evolutionare Algorith-
men (s. Abschnitt 7.6.3). Aus Zeitgrinden betrachten li@raative Methoden wie z.B. Tabu
Suche oder Ameisenverfahren nur sehr kurz (s. Abschni#)7.6
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7.6.1 Einfache lokale Suche

Fur die einfache lokale Suche ist die Definition déachbarschaftV(z) einer Losunge
wesentlich. Das ist die Menge von Losungen, die von eineredlen Losunge aus durch
eine kleineAnderung — einen sogenanntéag— erreichbar sind.

Werden Losungen beispielsweise durch Bitvektoren ssprtiert, wie das im Rucksackpro-
blem der Fall ist, so konnt& (=) die Menge aller Bitvektoren sein, die sich verin genau
einem Bit unterscheiden. Grol3ere Nachbarschaften kbdekniert werden, indem man alle
Losungen, die sich in maximalBits von x unterscheiden, als Nachbarn betrachtet. Dabel
ist r eine vorgegebene Konstante.

Etwas allgemeiner kann eine sinnvolle Nachbarschatft ifitigegebenes Problem oft wie
folgt durch Austauschdefiniert werden: Entferne aus der aktuellen Losundis zu r
Losungselemente. Séi die Menge aller verbleibenden Elemente der Losung. DiehNac
barschaft vorx besteht nun aus allen zulassigen Losungensdeinhalten.

Eingabe: eine Optimierungsaufgabe
Ausgabe: heuristische Losung
1. var Nachbarlosung’ zu aktueller Losung:
2. x = Ausgangslosung;
3: repeat
4 Wahlez' € N(z); > leite eine Nachbarldosung ab
5 if 2’ besser als then
6: x=a
7 end if
8: until Abbruchkriterium erfullt

Listing 7.7: Einfache lokale Suche

Algorithmus 7.7 zeigt das Prinzip der einfachen lokalenguén Zeile 3 wird aus der Nach-
barschaft eine neue Losunrgausgewahlt. Diese Auswahl kann auf folgende Art erfolgen.

Random neighbor: Es wird eine Nachbarlosung zufallig abgeleitet. Diesearde ist die
schnellste, jedoch ist die neue Losuridiaufig schlechter als.

Best improvement: Die NachbarschaftV(z) wird vollstandig durchsucht und die beste
Losungz’ wird ausgewahlt. Dieser Ansatz ist am zeitaufwandigsten

Firstimprovement: Die Nachbarschaftv(z) wird systematisch durchsucht, bis die erste
Losung, welche besser atgst, gefunden wird bzw. alle Nachbarn betrachtet wurden.

Bei lokaler Suche mit degrandom neighbor“ Auswabhlstrategie sind normalerweise we-
sentlich mehr Iterationen notwendig, um eine gute Endigstu finden, als bei den beiden
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anderen Strategien. Dieser Umstand wird aber oft durch dengen Aufwand einer einzel-
nen Iteration ausgeglichen. Welche Strategie in der Peaxi8esten ist, ist vor allem auch
vom konkreten Problem abhangig.

In den Zeilen 4 bis 6 von Algorithmus 7.7 wird als neue aktuelle Losung akzeptiert, wenn
sie besser ist als die bisherige.

Das Abbruchkriterium ist meist, dass M(x) keine Losung mehr existiert, die besser als
die aktuelle Losung ist. Eine solche Endlosung kann durch Fortsetzung dettdok@uche
nicht mehr weiter verbessert werden und wird daher auclolkddes Optimunin Bezug auf
N(z) bezeichnet. Formal gilt fur eine zu minimierende Zielftiok f(z):

x ist ein lokales Optimum « V2’ € N(x) | f(z') > f(x)

Im Allgemeinen ist ein lokales Optimum aber nicht unbediemt globales Optimum, an
dem wir eigentlich interessiert sind.

Beispiel: Zweier-Austausch fur das Symmetrische TSP (2-BT)

Es wird versucht, eine Ausgangstour iterativ zu verbessedem Paare von Kanten tem-
porar entfernt werden und die so resultierenden zwei Pdialeh neue Kanten verbunden
werden. Abbildung 7.5 zeigt ein Beispiel. In folgendem Aigfamus wird die Nachbarschaft
N(T) einer TourT systematisch nach einer Verbesserung durchforstet. Bie ¥erbesse-
rung wird akzeptiert, was der Auswahlstrategfiest improvement* entspricht. Im Schritt
(2) werden speziell nur die Paare von in der Taight nebeneinander liegenddfanten
ausgewahlt, da das Entfernen von nebeneinander liegétatt@en nie zu einer neuen Tour
fuhren kann.

(1) Wahle eine beliebige Anfangstolir= {(i1,i2), (i2,3), ..., (in,i1)}; S€iiys1 = i1
(2) SetzeZ = {{(ip,ip+1), (igyig+1)} CT |1 <p,g <nAp+1<gAg+1modn # p}

(3) Fir alle Kantenpaarf(i,, ip+1), (ig, ig+1)} QUSZ:
Fallscipiwrl + Ciqiq+1 > Cipiq + Cip+1iq+1:

setzel’ = (T\{(ipv ip+1)v (iqv iq+1)}) U {(ipv iq)a (ip+lv iq+1)}
gehe zu (2)

(4) T ist das Ergebnis.

Beispiel: r-Austausch fir das Symmetrische TSP/{(-OPT)

Bei dieser Verallgemeinerung werden nicht nur Paare vondfatiurch neue Kanten ersetzt,
sondern systematisch alteTupel.

(1) Wabhle eine beliebige Anfangstotir= { (i1, is), (i, i3), ..., (in,i1)}

(2) SeiZ die Menge aller-elementigen Teilmengen van
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Abbildung 7.5: Prinzip eines Zweieraustausches beim symmetrischen TSP.

(3) FuralleRr € Z:
SetzeS = T'\ R und konstruiere alle Touren, dfeenthalten. Gibt es eine unter diesen,
die besser al$’ ist, wird diese das aktuellE und gehe zu (2).

(4) T istdas Ergebnis.

Eine Tour, die durch einen-Austausch nicht mehr verbessert werden kann, heil3t iridies
Zusammenhang-optimal

Einfache lokale Suche ist eine in der Praxis sehr beliebtdhdtie, um bereits vorhandene
Losungen oft deutlich und in relativ kurzer Zeit zu verlerss

Anmerkung7.5. Fur das TSP kommt 3-Opt meist sehr nahe an die optimalerigoéea.
3-4%). Jedoch erhalt man bereits fiir > 200 Stadte sehr hohe Rechenzeiten, da der Auf-
wand pro lteration be(N?) liegt. In der Praxis hat sich fiir das TSP als beste Heuristik
die Heuristik von Lin und Kernighan (1973) herausgestéli, oft bis zu 1-2% nahe an
die Optimalldsung herankommt. Bei dieser Heuristik werdenerierte Kandidatenlosun-
gen analysiert und wird aus der aktuellen Situation heraus dynamisch gew&hitsolcher
Ansatz wird allgemein auchariable Tiefensuchgenannt.

7.6.2 Simulated Annealing

Einfachen lokale Sucheverfahren wie 2-Opt ist es oft nichgleh, mitunter schlechten
lokalen Optima zu,entkommen®. Eine Vergrof3erung der Nachbarschaft kansedi€ro-
blem manchmal losen, es steigt aber der Aufwand meist atak mit der Problemgrol3e
an.Simulated Annealingst eine allgemeine Erweiterung der einfachen lokalen 8ieme
Meta-HeuristiR, die es bei skalierbarem Zeitaufwand erlaubt, lokaleri@pgrundsatzlich
auch zu entkommen, ohne dass die Nachbarschaft vergra@eten muss.

Abgeleitet wurde dieses Verfahren von dem physikalischrerd3s, ein Metall in einen Zu-
stand moglichst geringer innerer Energie zu bringen, m de Teilchen moglichst struktu-
riert angeordnet sind. Dabei wird das Metall erhitzt undrdahgsam abgekunhlt. Die Teil-
chen verandern anfangs ihre Positionen und damit ihregireveaus sehr stark, mit sin-
kender Temperatur werden die Bewegungen von lokal niedrigyeergieniveaus weg aber
immer geringer.
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Eingabe: eine Optimierungsaufgabe
Ausgabe: heuristische Losung
1: var Zeit t; aktuelle Temperatuf’; Ausgangstemperatdt,;;; Nachbarlosung’
2. t=0;
3 T = Tiis
4: r = Ausgangslosung;
5: repeat
6: Wabhlez’ € N(x) zufallig; > leite eine Nachbarldsung ab
7 if 2/ besser als: then
8: T =2a"
9: else
10: if Z < e WE=F@IT then
11: r=2a
12: end if
13: T = g(T,t),
14: t=t+1,
15: end if
16: until Abbruchkriterium erfullt

Listing 7.8: Simulated Annealing

Algorithmus 7.8 zeigt das von Kirkpatrick et al. (1983) vesghlagene Simulated Anne-
aling. Z ist hierbei eine Zufallszah¢ [0,1), f(z) > 0 die Bewertung der Losung

Die Ausgangslosung kann wiederum entweder zufallig odiéeiner Konstruktionsheuris-
tik generiert werden. In jeder Iteration wird dann ausgehem der aktuellen Losungeine
Nachbarlosung’ durch eine kleine zufallighnderung abgeleitet, was der Auswabhlstrategie
.random neighbor* entspricht. Ist besser als;, so wirdz’ in jedem Fall als neue aktuelle
Losung akzeptiert. Ansonsten, wenn alseine schlechtere Losung darstellt, wird diese mit
einer Wahrscheinlichkejiyee.,; = e /@) =/@I/T akzeptiertT ist dabei die aktuellgTem-
peratur”. Dadurch ist die Moglichkeit gegeben, lokalerti®a zu entkommen. Diese Art,
Nachbarlosungen zu akzeptieren wird in der Literatur adetropolis-Kriteriumgenannt.

Die Wahrscheinlichkeip,...,: hangt von der Differenz der Bewertungen vemund 2’ ab

— nur geringfugig schlechtere Losungen werden mit hédh@/ahrscheinlichkeit akzeptiert
als viel schlechtere. Aul3erdem spielt die Temperdtwgine Rolle, die Uber die Zeit hin-
weg kleiner wird: Anfangs werdeAnderungen mit groBerer Wahrscheinlichkeit erlaubt als
Spater.

Wie T initialisiert und in Abhangigkeit der Zettvermindert wird, beschreibt d&ooling-
Schema

Geometrisches CoolingFur T;,;; wird z.B. fiax — fmin gewahlt. Sindf,,.. bzw. f,.;, nicht
bekannt, so werden Schranken bzw. Schatzungen hierfiuenglet. Als Cooling-Funktion
wird z.B. gewahly(7,¢) =T -, o<1 (z.B.0,999).
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Adaptives Cooling: Es wird der Anteil der Verbesserungen an den letzten ereaugisun-
gen gemessen und auf Grund desfesiarker oder schwacher reduziert.

Als Abbruchkriterium sind unterschiedliche Bedingungenstellbar:
Ablauf einer bestimmten Zeit; eine gefundene Losunggst genug®; oder keine Verbesse-
rung in den letzter Iterationen.

Damit Simulated Annealing grundsatzlich funktionierdu@hancen bestehen, das globale
Optimum zu finden, miissen folgende zwei Bedingungenles#in.

e Erreichbarkeit eines Optimums: Ausgehend von jeder moglichen Losung muss
eine optimale Losung durch wiederholte Anwendung der KRactchaftsfunktion
grundsatzlich mit einer Wahrscheinlichkeit grol3er Narleichbar sein.

e Lokalit atsbedingung:Eine Nachbarlosung muss aus ihrer Ausgangslosung dirch e
ne,kleine* Anderung abgeleitet werden kénnen. Dieser kleine Unhéescmuss im
Allgemeinen (d.h. mit Ausnahmen) auch eine klefwederung der Bewertung be-
wirken. Sind diese Voraussetzungen erfullt, spricht man woher Lokalitit — eine
effiziente Optimierung ist moglich. Haben eine Ausgaagstig und ihre abgeleitete
Nachbarlosung im Allgemeinen grof3e Unterschiede in derdBeing, ist die Lokalitat
schwach. Die Optimierung ahnelt dann der Sugtieer Nadel im Heuhaufen® bzw.
einer reinen Zufallssuche und ist nicht effizient.

Wir betrachten ein Beispiel fur sinnvolle Operatoren, uneéNachbarlosung abzuleiten.

Beispiel: Symmetrisches TSPOperator Inversion:Ahnlich wie im 2-Opt werden zwei
nicht benachbarte Kanten einer aktuellen Tour zufalliggewahlt und entfernt. Die so ver-
bleibenden zwei Pfade werden mit zwei neuen Kanten zu eexemTour zusammengefugt.

Anmerkung/.6. Dass dieser Operator keinerlei Problemwissen wie etwadf&oisten aus-
nutzt, ist einerseits eine Schwache; andererseits isVeldahren aber so auch fur schwie-
rigere Varianten des TSPs, wie ddstinden TSP einsetzbar. Bei dieser Variante sind die
Kosten einer Tour nicht einfach die Summe fixer Kantenkqsendern im Allgemeinen ei-
ne nicht naher bekannte oder komplizierte, oft nichtdieeFunktion. Beispielsweise kbnnen
die Kosten einer Verbindung davon abhangeanndiese verwendet wird. (Wenn Sie mit
einem PKW einerseits in der Stol3zeit, andererseits beitthebh die Stadt fahren, wissen
Sie, was gemeint ist.)

7.6.3 Evolutioréare Algorithmen

Unter dem Begriffevolutioriéire Algorithmenwerden eine Reihe von Meta-Heuristiken (ge-
netische Algorithmen, Evolutionsstrategien, Evolutign@rogramming, Genetic Program-
ming, etc.) zusammengefasst, die Grundprinzipien deaurhettén Evolution in einfacher
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Weise nachahmen. Konkret sind diese Mechanismen vor alienSelektion(naturliche
Auslese,,survival of the fittest®), dieRekombinatior{Kreuzung) und dieMutation (klei-
ne, zufalligeAnderungen).

Ein wesentlicher Unterschied zu Simulated Annealing igsschun nicht mehr mit nur einer
aktuellen Losung, sondern einer ganze Meng@dpulation gearbeitet wird. Durch diese
groRRereVielfalt ist die Suche nach einer optimalen Losuyfgeiter” und robuster, d.h. die
Chance lokalen Optima zu entkommen ist grof3er.

Algorithmus 7.9 zeigt das Schema eines evolutionaren Wtyous.

Eingabe: eine Optimierungsaufgabe
Ausgabe: beste gefundene Losung
1: var selektierte Elterrd),; Zwischenldosungen,
2. P = Menge von Ausgangsldsungen;
3: bewertef);
4: repeat
5: Q. = Selektionf);
6 @, = Rekombination@,);
7 P = Mutation(@,);
8 bewertep);
9: until Abbruchkriterium erfullt

Listing 7.9: Grundprinzip eines evolutionaren Algorithmus

Ausgangslosungen kdnnen wiederum entweder zufallgy odt einfachen Erzeugungsheu-
ristiken generiert werden. Wichtig ist jedoch, dass si@sdiLdsungen unterscheiden und so
Vielfalt gegeben ist.

Selektion.Die Selektion kopiert aus der aktuellen Populatidhosungen, die in den weite-
ren Schritten neue Nachkommen produzieren werden. Dabdewegrundsatzlich bessere
Losungen mit hoherer Wahrscheinlichkeit gewahlt. 8chtere Losungen haben aber im
Allgemeinen auch Chancen, selektiert zu werden, damitéok@ptima entkommen werden
kann.

Eine haufig eingesetzte Variante ist dmurnament Selektion, die wie folgt funktioniert:

(1) Wabhle aus der Populatign_osungen gleichverteilt zufallig aus (Mehrfachauswatl
ublicherweise erlaubt).
(2) Die beste dek Losungen ist die selektierte.

Rekombination. Die Aufgabe der Rekombination ist, aus zwei selektiertaarBlosungen
eine neue Losung zu generieren. Vergleichbar mit der tseb&iim Simulated Annealing



234 KAPITEL 7. OPTIMIERUNG

beschriebenen Lokalitatsbedingung ist hier wichtig,sddi® neue Losung moglichst aus-
schlie3lich aus Merkmalen der Eltern aufgebaut wird.

Mutation. Die Mutation entspricht der Nachbarschaftsfunktion beimated-Annealing.
Sie dient meist dazu, neue oder verlorengegangene Merkmdie Population hineinzu-
bringen.

Haufig werden die Rekombination und Mutation nicht immendern nur mit einer be-
stimmten Wahrscheinlichkeit ausgefuhrt, sodass vormatigite Losungen manchmal auch
unverandert in die Nachfolgegeneration ilbernommen everd

Wir sehen uns ein konkretes Beispiel an.

Beispiel: Symmetrisches TSHEdge-RecombinatiofERX): Aus den Kanten zweier Eltern-
touren7 und7T? soll eine neue Toui” erstellt werden, die modglichst nur aus Kanten der
Eltern aufgebaut ist. Algorithmus 7.10 zeigt ein moglisMergehen.

Eingabe: Zwei gultige Tourerl™ und7™
Ausgabe: Neue abgeleitete Todr
1: var aktueller Knoterv; Nachfolgeknotemw; Kandidatenmenge fir Nachfolgeknotén
2: beginne bei einem beliebigen Startknotes vy; 7' = {};
3: while es noch unbesuchte Knoten gdut
Sei W die Menge der noch unbesuchten Knoten, di#¢"inu 72 adjazent zw sind;
if W # {} then
wahle einen Nachfolgeknoten € 1/ zufallig aus;
else
wahle einen zufalligen noch nicht besuchten Nachfol gédam;
end if
100 T=TU{(v,w)};v=uw;
11: end while
12: schlief3e die Tour! = T'U {(v, vo)};

© N TRA

Listing 7.10: Edge-Recombinatidf™, 7?)

Abbildung 7.6: Beispiel zur Edge-Recombination.

Abb. 7.6 zeigt links zwei Ubereinandergelegte Elterrtawnd rechts eine mogliche, durch
Edge-Recombination neu erzeugte Tour, die nur aus Kantelaltien besteht.
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Im Algorithmus werden neue Kanten, die nicht von den Elteemsnen, nur dann zii’
hinzugefugt, weniiV leer ist (edge-fault*). Um die Wahrscheinlichkeit, dass es zu diesen
Situationen kommt, moglichst gering zu halten, kann dieswahl! in Schritt (5) wie folgt
verbessert werden: Ermittle fur jeden Knotene W die Anzahl der gultigen Knoten, die
von diesem dann weiter unter Verwendung von Elternkantgelaofen werden konnen, d.h.
a; = [{u | ({w;,u} € T*UT? Awunoch nicht besuchtif’}] .

Wahle einw = w; fur dasa; minimal ist.

In einer anderen Variante der Edge-Recombination werderkKdntenlangen als lokale,
problem-spezifische Heuristik mitberucksichtigt: In 8ttlb wird entweder immer oder mit
hoherer Wahrscheinlichkeit die Kante kiirzester Langggawabhlt. Dies fuhrt einerseits zu
einer rascheren Konvergenz des evolutionaren Algorighmuguten Losungen, kann aber
auch ein vorzeitigesHangenbleiben“ bei weniger guten, lokal-optimalen Tousewirken.

Anmerkung?.7. Abschlieend sei zu evolutionaren Algorithmen noch arer&tndass sie
mit anderen Heuristiken und lokalen Verbesserungsteehrskehr effektiv kombiniert wer-
den kdnnen. So ist es moglich

e Ausgangslosungen mit anderen Heuristiken zu erzeugen,

e in der Rekombination und Mutation Heuristiken einzusetizeB. konnen beim TSP
kostengunstige Kanten mit hoherer Wahrscheinlichkeitwendet werden), und

o alle (oder einige) erzeugte Losungen mit einem anderefaMem (z.B. 2-Opt) noch
lokal weiter zu verbessern.

Auch konnen die Vorteile paralleler Hardware gut genutztden.

7.6.4 Alternative Heuristiken
Es gibt noch einige andere Klassen von sogenannten Metasitiieen:

e Eine beliebte und in vielen Fallen auch sehr erfolgreicherAative zu Simulated An-
nealing stellt die 1986 von Glover vorgestell@bu-Sucheéar. Auch sie ist eine Erwei-
terung der einfachen lokalen Suche, die darauf abzielgléskOptima grundsatzlich
entkommen zu kdnnen, um ein globales Optimum zu finden. RleuISuche ver-
wendet ein Gedachtnis Uiber den bisherigen Optimierwertgyf und nutzt dieses, um
bereits erforschte Gebiete des Suchraums nicht gleichnmalslzu betrachten.

o Ameisen-VerfahrenAnt Colony, ACQwurden urspringlich fur Wegeprobleme (z.B.
TSP) entwickelt und basieren auf der Idee der PheromoneBpdie Ameisen auf ih-
ren Wegen hinterlassen. Die Idee dabei ist, dass Ameisergiaen kurzen Weg zur
Futterquelle nehmen, diesen ofter hin-und-her laufewl, dort also starkere Phero-
monspuren hinterlassen, wovon andere Ameisen angezogeenveillerdings sind
ACO Verfahren meist sehr langsam.
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¢ Sintflut-Verfahren entsprichtt der Idee von Simulated Aadimgy, allerdings sorgt hier
der steigende Wasserpegel (bei SA entspricht dies der Tatapedafir, dass schlech-
tere Nachbarlosungen mit zunehmender Laufzeit des Menfishseltener akzeptiert
werden. D.h. i.W. ist der Zufall von Simulated Annealing hier ausgeschaltet.

e FUr Schlagzeilen sorgte vor einiger Zeit der Artikel UD&A-Computing, bei dem ein
kleines TSP "im Reagenzglas” mit linear vielen Schrittelogewurde. Inzwischen ist
die Euphorie abgeklungen, denn statt exponentiell viet Benotigt dieser Ansatz
exponentiell viel Platz. Um z.B ein 100-Stadte TSP damiltaen, mifte ein nicht-
realisierbares riesengrof3es Reagenzglas gebaut werden..

Weiterfihrende Literatur

e C.H. Papadimitriou und K. Steiglitz;Combinatorial Optimization: Algorithms and
Complexity*, Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, Newr3ey, 1982

e W.J. Cook, W.H. Cunningham, W.R. Pulleyblank und A. Scleiijy,Combinatorial
Optimization®, John Wiley & Sons, Chichester, 1998

e E. Aarts und J.K. Lenstraglocal Search in Combinatorial Optimization“, John Wiley
& Sons, Chichester, 1997

e Z. Michalewicz:,Genetic Algorithms + Data Structures = Evolution Prograrggrin-
ger, 1996



