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Kapitel 1
Einleitung

Wir beschreiben zuerst des Thema der Arbeit. Nach der Beschreibung der Problemstellung
werden kurz bekannte Ergebnisse genannt. Darauthin wird die Vorgehensweise erldutert

und mit dieser die Gliederung der Diplomarbeit in Kapitel motiviert.

1.1 Thema der Arbeit

Diese Arbeit basiert auf dem Artikel e-Nets and Simplex Range Queries von David Haussler
und Emo Welzl [HWS87]. Es wird fiir Halbraum- und Simplex-Bereichsanfragen im IR?
eine Datenstruktur mit O(n) Speicher und sublinearer Anfragezeit bestimmt. Die genaue

asymptotische Laufzeit ist dabei fiir ein beliebiges vorgegebenes v > 0:

1

T(n):(’)(n[”'y),ﬁ:l—m.

Die Dimension d des IR? wird als Konstante betrachtet, so dass 3 < 1 fest ist. v > 0 kann
dagegen beliebig klein vorgegeben werden.

Fiir klein gewéhlte «y ist T'(n) damit sublinear. Bis auf einen beliebig kleinen polynomi-
ellen Faktor n” ist die Anfragezeit O(n®) = O (nl_d(TllHl) Damit ist der Algorithmus

asymptotisch besser als der sogenannte triviale Scan.

1.2 Halbraum- und Simplex-Bereichsanfragen

Es wird die folgende Problemstellung betrachtet:

Bestimme zu einer Menge A aus n Punkten im R? eine Datenstruktur mit linearem Speicher
derart, dass zu einem beliebigen offenen Halbraum h* des R? die Anzahl |A N h*| der in
diesem Halbraum enthaltenen Punkte berechnet werden kann. In der englisch-sprachigen
Literatur wird diese Problemstellung als half-space counting problem bezeichnet. Bei der
verwandten Problemstellung des half-space range reporting wird nicht die Anzahl, sondern

die Menge A N h* selbst ausgegeben. Wir behandeln jedoch nur die erste Variante und
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bezeichnen daher die Bestimmung von |A N A*| als Halbraum-Bereichsanfrage. Simplex-
Bereichsanfragen seien analog die Bestimmung von |A N ¢*| fiir ein nicht notwendig voll-

dimensionales Simplex o*.

Vorgaben und Einschrinkungen

Gegeben sei eine Menge A = {21, 22, .., 2, } aus n Punkten im IR?. Zur einfacheren Behand-
lung sei die Punktmenge A in allgemeiner Lage. Das heife, dass durch je d der Punkte genau
eine Hyperebene verlduft, die nicht vertikal ist, und dass der Schnitt von (d + 1) solchen
Hyperebenen stets leer ist. Diese Annahme wird im vierten Kapitel motiviert, ab welchem
Arrangements betrachtet werden. Fiir die Behandlung nicht-allgemeiner Lage lésst sich
eine als Simulating Simplicity bezeichnete Technik anwenden. Diese wird bei Edelsbrunner
fiir eine andere Problemstellung mit d-dimensionalen Arrangements durchgefiihrt. [Ede87,
S.1851t.]

Elementare geometrische Algorithmen

Die folgenden Aussagen gehoren zur Folklore der algorithmischen Geometrie:

1.2.1 Lemma (Halbraumtest). Sei ein Punkt p € R? und ein Halbraum h* gegeben.
Dann lasst sich in O(1) Zeit testen, ob p € h* gilt.

1.2.2 Definition (trivialer Scan fiir Bereichsanfragen). Man betrachte eine endli-
che Menge A = {x1,x9, ..,z }. Als trivialen Scan fiir eine Bereichsanfrage bezeichnet man
einen Algorithmus, der fiir jeden Punkt aus der gegebenen Punktmenge A bestimmt, ob er
im angegebenen Bereich enthalten ist. Als Ergebnis gibt der triviale Scan die Anzahl der

enthaltenen Punkte zuriick.

Es folgt:

1.2.3 Satz. Der triviale Scan beantwortet Halbraum-Bereichsanfragen sowie

Simplex-Bereichsanfragen in O(n) Laufzeit.

Das Ziel ist jedoch die Bestimmung einer Datenstruktur mit linearem Speicherbedarf und

sublinearer Anfragezeit.

1.3 Bekannte Ergebnisse zu Halbraum-Bereichsanfragen

Die erste obere Schranke fiir Halbebenen-Bereichsanfragen (d.h. Halbraum-Bereichsanfragen
im R?,d = 2) mit linearem Speicher ist O(n®) mit o ~ 0.774 nach Willard [Wil82], an-
schliefend von Edelsbrunner und Welzl [EWS86]| zu a ~ 0.695 verbessert. Im allgemeinen
Fall des IR? wurde von Yao und Yao [YY85] die erste sublineare obere Schranke gefunden.
Diese obere Schranke O(n®) mit o = [log(2? — 1)/d] ist wegen log2¢ = d nur marginal

kleiner als 1. Die von Haussler und Welzl gefundene Laufzeit stellt eine Verbesserung der
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zum damaligen Zeitpunkt bekannten oberen Schranken fiir alle d > 2 dar. Es sei bemerkt,
dass mittlerweile noch bessere Losungen der Problemstellung bekannt sind. Insbesondere
hat Matousek in dem Artikel Efficient Partition Trees |Mat92| eine Datenstruktur mit
O(n'~Y4(logn)©M) Anfragezeit entworfen, die sich zudem in O(nlogn) Zeit determinis-
tisch konstruieren lasst. MatouSek bemerkt in dem Artikel, dass die untere Schranke nach
Chazelle |[Cha89| damit bis auf polylogarithmische Faktoren erreicht wird.

Die von Matousek entwickelte Datenstruktur baut auf dem Konzept der e-Netze von Haus-
sler und Welzl auf, geht jedoch weit dariiber hinaus und wird im Rahmen dieser Diplom-
arbeit nicht betrachtet.

1.4 Vorgehensweise zur Losung der Problemstellung

Die oben zitierten vor Haussler und Welzl entworfenen Losungen basieren auf einem Par-
titionsbaum (vgl. [Mat92, 1. Abschnitt|). In diesem Abschnitt wird dessen Grundprinzip
erldutert und anhand eines Exkurses gezeigt, dass eine direkte Verwendung eines einfachen

Partitionsbaumes nicht ausreichend ist um eine sublineare Laufzeit zu erzielen.

Grundprinzip eines Partitionsbaumes

Gegeben sei eine endliche Menge A C RY. Grundidee ist die Partitionierung (Aufteilung)
des R? in mehrere offene Regionen, d.h. offene, zusammenhiingende Mengen. Diese wer-
den wiederum rekursiv in Teilregionen unterteilt. Jeder Region r(K) wird ein Knoten K
zugeordnet. Zudem wird fiir unsere Anwendung jedem Knoten die Anzahl der in der Re-
gion enthaltenen Punkte als Attribut gespeichert. Fiir Regionen, die nur eine Anzahl von
Punkten aus A enthalten, die kleiner oder gleich einer festgelegten Konstanten ist, sind
die zugeordneten Knoten Blattknoten. In Blattknoten sind alle aus A enthaltenen Punkte
gespeichert und konnen einzeln abgearbeitet werden.

Damit gilt fiir einen beliebigen Knoten K und dessen zugehorige Region r(K') die folgende
Beobachtung: Die Menge Ax := ANr(K) der Punkte aus A, die in r(K) enthalten sind,
besteht aus genau jenen Punkten, die im Teilbaum mit der Wurzel K enthalten sind. Des-
weiteren ist die Menge der Knoten der gleichen Hohe eine Partitionierung der Punktmenge
A.

Um eine Bereichsanfrage mit einem Halbraum h* zu bearbeiten, beginnt man im Wurzel-
knoten, dem der gesamte IR? zugeordnet ist.

Bei der Bearbeitung unterscheidet man fiir die Kindknoten drei Typen von zugeordne-
ten Regionen: Die Regionen auferhalb des Anfragebereichs h* werden verworfen. Fiir die
komplett in A* enthaltenen Regionen addiert man unmittelbar die gespeicherte Anzahl der
enthaltenen Punkte zur Ausgabe der Bereichsanfrage. Jene Regionen, die von h* geschnit-

ten werden, sind genauer zu untersuchen. Fiir deren Knoten wird die Bereichsanfrage mit
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h* rekursiv aufgerufen, so dass ihre Teilregionen nach dem gleichen Schema bearbeitet

werden.

Problematisch: Effizienz im Worst-Case

Die Hauptschwierigkeit bei dieser Vorgehensweise ist, das sogenannte Partitionsschema so
zu gestalten, dass die sich ergebende Rekursionsgleichung eine gute Laufzeit garantiert.
Im Worst-Case ist dies nicht leicht zu realisieren, vgl. [Mat96, S.549 ff]. Es lassen sich durch
einfache Heuristiken gute randomisierte Anfragezeiten realisieren. Die Grundproblematik
ist aber, dass eine ungiinstig liegende Hyperebene prinzipiell viele Regionen schneiden kann.
Eine garantierte (nicht-triviale, d.h. sublineare) Anfragezeit ist dann nicht erreichbar.

Betrachten wir als ein Beispiel einen kd-Baum.

Exkurs: kd-Baum

Insbesondere im zweidimensionalen erkennt man leicht, dass Partitionsbdume gut fiir ortho-
gonale Bereichsanfragen geeignet sind. Fiir Bereichsanfragen in unserem Sinne, bei denen
nur die Anzahl der Punkte (range counting query) ausgegeben werden soll, ist die Lauf-
zeit O(n'~1/%) vgl. 2.B. den Artikel iiber kd-Biaume von Bentley [Ben75]. Hintergrund ist,
dass in jedem d-ten Level des Partitionsbaumes die Hyperebene h komplett in einer der
beiden Teilregionen enthalten ist. Abbildung 1.1 zeigt ein Beispiel eines kd-Baumes (mit
einer recht speziellen Punktmenge). Jene Regionen, die nicht geschnitten werden, sind in
der Abbildung 1.1 (a) rot eingefarbt. Betrachtet man d Levels (in der Abbildung: 2 Le-
vels) des Baumes, so fallen stets 2¢~1 (in der Abbildung: 2) der 2¢ (in der Abbildung: 4)
rekursiven Aufrufe weg. Die nicht geschnittenen Regionen konnen in O(1) Zeit bearbeitet
werden. Dazu werde in jedem Knoten K die Anzahl |Ax| von Punkten der zugeordneten
Region Ax gespeichert. Fiir komplett enthaltene Regionen ist dann nur |Ax | zum Ergebnis
der Bereichsanfrage zu addieren. Rekursive Aufrufe sind nur notwendig fiir geschnittene
Regionen. Mit der sich ergebenden Rekursionsgleichung lasst sich die Laufzeit (’)(nlfl/ d)
nachweisen. Bei der im Rahmen der Diplomarbeit betrachteten Problemstellungen sind
jedoch beliebige Hyperebenen zugelassen. Je nach Punktmenge kann eine ungiinstig lie-
gende Hyperebene d dabei deutlich mehr Regionen schneiden. In der Abbildung 1.1 sind
die Punkte in der Ndhe der Geraden h aus (b) angeordnet. Fiir diese Gerade h werden
alle Regionen geschnitten. Damit ist die Laufzeit (n). (Das gilt unabhéngig davon, ob
einige, viele, alle oder gar keine Punkte iiber der Geraden liegen). Mit dieser kurzen Un-
tersuchung zeigt sich also, dass eine O(n)-Datenstruktur mit sublinearer Anfragezeit fiir

beliebige Hyperebenen keine triviale Aufgabe ist.

Stichproben-Partitionierung
Ein entscheidender Unterschied bei Haussler und Welzl gegeniiber den fritheren Untersu-

chungen ist, dass sie eine Region auf einem Rekursionslevel nicht in eine kleine Anzahl
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(a) h orthogonal (b) h nicht-orthogonal

Abbildung 1.1: kd-Baum

von Regionen aufteilen. Sie teilen die Regionen rekursiv in eine konstante, aber sehr grofse

Anzahl von Regionen auf und garantieren, dass bei jedem rekursiven Aufruf
1. die Anzahl der geschnittenen Regionen und
2. der Bruchteil der dort enthaltenen Punkte angemessen klein ist.

Diese beiden Eigenschaften werden durch Parameter beschrieben und eine parametrisierte
Rekursionsgleichung aufgestellt. Es wird gezeigt, dass sich die Parameter so wahlen lassen,

dass sich eine sublineare Laufzeit ergibt.

Der verwendete Partitionsbaum: (¢, v)-Baum

Wir bezeichnen den von Haussler und Welzl entworfenen Partitionsbaum, der diese bei-
den Eigenschaften garantieren soll, als (¢, v)-Baum (im englischen Original: (e, v)-partition
tree) und definieren diesen formal in Kapitel 6 auf Seite 86. Er basiert darauf, fiir jede
Region mit einer zugehorigen Punktmenge A eine geeignete Stichprobe (Teilmenge) N aus
v Punkten zu wéhlen mit einer geeignet groffen Konstanten v. Um aus diesen Stichproben
N eine Aufteilung der Regionen zu erzeugen, betrachtet man das Arrangement aus Hi(N),
der Menge der Hyperebenen durch je d der Punkte. Jede Zelle, die Punkte aus A enthélt,
beschreibt dann eine Region, welcher ein Kindknoten zugeordnet wird.

Obwohl die Anzahl der Zellen in einem Arrangement, welches man aus einer v-Stichprobe

erhélt, mit ungefihr p4(d-1)

asymptotisch sehr schnell wéchst, zeigt sich: Die oben be-
schriebene erste Eigenschaft wird hinreichend gut fiir eine sublineare Laufzeit erfiillt. Man

beachte, dass d als konstant betrachtet wird und weiter, dass in der Anfragezeit T'(n) der
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Term d(d — 1) auch auftritt.

Rekursive Aufrufe sind dann notwendig fiir alle von einer Hyperebene h geschnittenen Zel-
len. Um garantieren zu konnen, dass der Bruchteil der Punkte in geschnittenen Zellen klein
ist (in der spéteren Analyse: hochstens ), wird von Haussler und Welzl das Konzept der

e-Netze eingefiihrt.

1.5 Motivation der Gliederung der Diplomarbeit

Auf Grundlage der soeben beschriebenen Vorgehensweise wird in diesem Abschnitt die Un-
terteilung in Kapitel motiviert. Die mathematischen Kapitel 2 bis 5 enthalten die Voraus-
setzungen fiir die Einfiihrung von (e,v)-Bédumen (Def. 6.2.1, S.86) und deren zielfithrende
Verwendung fiir Halbraum-Bereichsanfragen in Kapitel 6 sowie Simplex-Bereichsanfragen
in Kapitel 7.

Es zeigt sich, dass probabilistische Betrachtungen notwendig sind, um e-Netze zu finden.
Daher beschéftigt sich das zweite Kapitel mit Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung. Im dritten Kapitel werden e-Netze fiir abstrakte Bereichsrdume eingefiihrt und Un-
tersuchungen zu ihrer Existenz durchgefiihrt.

Im vierten Kapitel werden typische geometrische Bereichsrdume untersucht.

Im fiinften Kapitel wird gezeigt, dass e-Netze spezieller Bereichsraume (bestehend aus
sogenannten (d 4 1)-Korridoren) in der Lage sind, die weiter oben beschriebene zweite
Voraussetzung zu garantieren: Es gibt zu jeder endlichen Menge A eine geeignet kleine
Teilmenge N (diese ist ein spezielles e-Netz), so dass im Arrangement aus Hy(N) gilt: Fiir
eine beliebige Hyperebene h ist der Bruchteil der Punkte aus A, welche in geschnittenen
Zellen liegen, hochstens e. Diese Aussage wird als das zentrale e-Theorem (Theorem V,
S.80) bezeichnet. Das Theorem besagt auch, dass diese Bedingung schon durch eine zufél-
lige Stichprobe N geeigneter Grofse realisiert wird.

Im sechsten Kapitel werden auf solchen e-Netzen basierend (e, r)-Baume eingefiithrt und
ein Algorithmus fiir Halbraum-Bereichsanfragen mit (¢, v)-Baumen (Algorithmus 6.1, S.89)
untersucht. Aus den vorliegenden Parametern ergibt sich eine Rekursionsgleichung fiir die
Laufzeit.

Es wird im Theorem VI (S.93) gezeigt, dass geeignete (¢,v)-Baume eine Datenstruktur
mit linearen Speicherbedarf und der postulierten sublinearen Laufzeit sind. Dabei wird
eine technisch sehr aufwéndige Abschitzung der Rekursionsgleichung vorausgesetzt. Diese
rein analytische Aussage wird als Abschétzungstheorem (Theorem X, S.119) bezeichnet
und im Anhang A bewiesen.

Im Theorem VII (S.96) wird gezeigt, dass sich ein solcher (¢,v)-Baum durch einen rando-
misierten Algorithmus in erwarteter Laufzeit O(nlogn) konstruieren lésst.

Im siebten Kapitel wird gezeigt, dass sich mit (e, v)-Béumen auch Simplex-Bereichsanfragen
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durchfiihren lassen und dabei dieselben Grofenordnungen auftreten. Damit ist der Haupt-
teil der Diplomarbeit abgeschlossen. Es folgen im achten Kapitel einige Ergénzungen zu

e-Netzen sowie im neunten Kapitel eine kurze Zusammenfassung des Inhalts.

1.6 Zusammenhang mit kombinatorischer Geometrie und Wahr-

scheinlichkeitsrechnung

Ein e-Netz, dessen Grofe nicht von n bzw. nicht von der Anzahl der Punkte [ in ei-
ner Region abhéngt, sondern lediglich von der verlangten Genauigkeit e, kann garantie-
ren, dass in Bereichen ohne Punkte aus dem e-Netz weniger als der e-te Teil der Punkte
liegt. Die Eigenschaft, ob Punkte aus dem e-Netz in der Anfrage enthalten sind, ldsst sich
mit Verwendung einer geeigneten Datenstruktur in hinreichend kleiner Zeit iiberpriifen.
Die Formulierung eines verwendbaren Bereichsraumes gelingt mit Hilfe einer Dualitdts-
betrachtung. Um die Existenz geeigneter e-Netze in diesem Bereichsraum nachzuweisen,
muss gezeigt werden, dass dieser eine gewisse kombinatorische Eigenschaft erfiillt, ndmlich
eine endliche VC-Dimension besitzt, s. Def. 3.3.1, S.40. Dieser Nachweis erfolgt durch eine
Dualitédtsbetrachtung und kombinatorische Geometrie.

Da e-Netze durch eine probabilistische Methode nachgewiesen werden, kniipfen diese einen
Zusammenhang zwischen der algorithmischen Verwendung von Partitionsbaumen einerseits
sowie kombinatorischer Geometrie und Wahrscheinlichkeitsrechnung andererseits. Die pro-
babilistische Methode ist eine Beweistechnik, die im Abschnitt 2.3 (S.23) eingefiihrt wird.

Algorithmisches Paradigma: Randomisiertes Divide and Conquer

Um die gewiinschte Datenstruktur nachzuweisen, verwenden Haussler und Welzl die Exis-
tenz geeigneter Teilmengen (Stichproben) fiir Punktmengen im obigen Sinne. Das ist zu-
néchst vollig nicht-konstruktiv. Der Begriff , Stichprobe“ suggeriert, dass sich das Verfahren
auch aus einem etwas anderem Blickwinkel betrachten lédsst. Zur Konstruktion der Daten-
struktur kénnen zufdallige Stichproben geeigneter Grofe verwendet werden. Dann erfolgt
die rekursive Aufteilung der Punktmenge in Teilmengen zuféllig, d.h. randomisiert. Die
Wahrscheinlichkeit, dass eine dieser zufélligen Stichproben verwendet werden kann, ist bei
geeigneter Grofse mindestens 1/2 (s. Kapitel 3).

Unter diesem Blickwinkel ist das Verfahren von Haussler und Welzl ein randomisiertes Di-
vide and Conquer (s. Abschnitt 2.2 oder den Artikel Derandomization in Computational
Geometry von Matousek [Mat96, Abschnitt 2.1]).

Da Haussler und Welzl jedoch eine deterministische Anfragezeit garantieren wollen, wird
zur Konstruktion ein Las-Vegas-Algorithmus (siehe Unterabschnitt 2.2.1, S.22) verwendet.
Bei der Konstruktion werden zuféillige Stichproben gewéhlt, aber so lange verworfen, bis
schliefslich eine geeignete Stichprobe vorliegt. Die erwartete Laufzeit des Konstruktions-

Algorithmus ist O(nlogn), wie in Theorem VII (S.96) gezeigt wird.
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Bemerkung zu den verwendeten Bezeichnungen

Wird bei einem Logarithmus keine Basis angegeben, so ist der Logarithmus zur Basis 2
gemeint.

Die verwendeten Bezeichnungen stellen einen Kompromiss zwischen Haussler und Welzl,
Matousek, Motwani [MR95, Anhang C| sowie Edelsbrunner [Ede87] dar. Es wird eine mog-
lichst einheitliche Bezeichnung fiir gleichartige Objekte verwendet: Koordinaten werden mit
griechischen Kleinbuchstaben bezeichnet, elementare geometrische Objekte (Punkte, Hy-
perebenen und Zellen) mit lateinischen Kleinbuchstaben. Fiir Tupel von Punkten wird eine
vektorartige Schreibweise verwendet. Desweiteren sollen Mengen von elementaren Objekten
mit lateinischen Grofbuchstaben bezeichnet und Systeme solcher Mengen mit kalligraphi-

schen oder Frakturbuchstaben. Die folgende Tabelle gibt einige Beispiele fiir Notationen.

Objekttyp Beispiele
Koordinate X1, Xd> 71, M
Punkt T, Y, D
Hyperebene g, h

Zelle fi fi

Tupel von Punkten T, Y, 2
Punktmenge X, A N
Menge von Hyperebenen Hj, Hy(N)
Menge von Zellen F(N), Z(h,N)
System von Mengen Z,P(), Z, %

Zu beachten ist, dass die Bezeichnung 7; im dritten Kapitel auch fiir Permutationen von
natiirlichen Zahlen verwendet wird. Da im dritten Kapitel keine Koordinaten von Punkten
betrachtet werden, kollidieren die Bezeichnungen jedoch nicht.

Mit dieser Bemerkung beenden wir das Einleitungskapitel und kommen zu den benotigten

Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung.



Kapitel 2

Zufall

In diesem Kapitel werden Algorithmentypen und mathematische Betrachtungsweisen ein-
gefiithrt, die in irgendeiner Form das Konzept des Zufalls verwenden. Dabei werden die
spater eingesetzten zufdlligen Stichproben von endlichen Mengen stark hervorgehoben.

1 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung stellt stochastische Begriffe und Werkzeuge
bereit.

2 Randomisierte Algorithmen fithrt die zwei verschiedenen Typen randomisierter Algorith-
men ein. Dies sind der Las-Vegas-Algorithmus und der Monte-Carlo-Algorithmus.

3 Die probabilistische Methode: Bei dieser Methode wird ,kiinstlich“ ein Wahrscheinlich-
keitsraum konstruiert um stochastische Werkzeuge fiir fest gegegebene Objekte zuginglich
zu machen. Uber diesen Umweg konnen Existenzaussagen bewiesen werden.

4 Derandomisierung: Dieser Abschnitt ist ein Exkurs zu derandomisierten Algorithmen.
Das sind deterministische Algorithmen, welche aus randomisierten Algorithmen durch
yEntfernen des Zufalls* (Derandomisierung) entstehen.

5 Die Methode der bedingten Erwartungen/Wahrscheinlichkeiten. Diese Methode stellt eine
Moglichkeit zur Derandomisierung dar. Sie kann auch in Kombination mit der probabilis-
tischen Methode verwendet werden um einen Existenzbeweis zu fithren. Im kommenden
Kapitel wird die Methode der bedingten Wahrscheinlichkeiten eingesetzt, um die Existenz

von e-Netzen zu beweisen.

2.1 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Als Vorlage zu diesem Abschnitt {iber Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung dient
ein Kapitel im Anhang von Randomized Algorithms von Raghavan und Motwani [MR95,
Anhang C]. Im Original werden keine Aussagen bewiesen. Fiir Beweise und eine allge-
meinere oder axiomatischere Behandlung des Themas ergidnze man das Kapitel durch ein
Buch oder Skript zur Einfithrung in die Stochastik, z.B. von Schmitz [Sch88]. Die in diesem
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Kapitel gegeniiber Raghavan und Motwani ergénzten Aussagen werden bewiesen.

Grundlegend fiir die Betrachtungen sind die folgenden zwei Begriffe:

2.1.1 Zufallsexperimente und Ereignisse

Ein Zufallsexperiment ist ein Experiment mit zufélligen Ergebnissen. Es wird auch der
Begriff Zufallsprozess verwendet. Dieser Begriff ist angemessen, wenn kein aktiv durchge-
fiihrtes Experiment, sondern beispielsweise ein natiirlicher Prozess vorliegt. Jede Aussage
tiber ein Zufallsexperiment benotigt eine zugrundeliegende (nicht notwendig endliche) Er-
gebnismenge (). Die mdglichen Ergebnisse des Zufallsexperiments sind die Elemente aus (2
und werden als Elementarereignisse w bezeichnet. Eine Teilmenge £ C € heifst Ereignis,
ihre Komplementmenge £ := Q — £ Gegenereignis.

Héaufig gibt es verschiedene Moglichkeiten, eine Ergebnismenge einzufiihren, von denen
manche fiir eine Situation geeigneter, manche weniger geeignet sind.
Um uns einen intuitiven Zugang zu verschaffen, betrachten wir ein Beispiel fiir ein Zu-
fallsexperiment mit einem Graphen, welches in den folgenden Abschnitten des Kapitels

untersucht wird.

2.1.1 Exkurs (,,Zufilliger Teilgraph*). Aus einem Graphen G = (V, E) soll ein zufél-
liger Teilgraph entnommen werden. Was ,zufillig® bedeutet, héngt von der verwendeten
Ergebnismenge sowie dem im Anschluss definierten Wahrscheinlichkeitsmafs ab. Eine mog-
liche Ergebnismenge wire die Menge P(FE). Jedem Elementarereignis w C E liefe sich
dann der Graph Gy = (Vp,w) mit der Menge w der in Vj vorkommenden Knoten zuord-
nen. Ebenso moglich als Ergebnismenge ist P(V'). Jedem Elementarereignis w C V' lasst
sich folgender Graph zuordnen: Gy = (w, Ey) mit der Menge Ej aller Kanten aus F, deren
beide Knoten zu w gehoren. Zur Vereinfachung der Notation ldsst sich statt P(V) (bzw.
P(E)) als Ergebnismenge auch £ = {0, 1}" mit n = |V| verwenden, wenn die Knoten aus V'
angeordnet sind, so dass klar ist, welche Knotenmenge mit einem w € €2 gemeint ist. Diese

Schreibweise erfahrt spéter durch den Begriff des Produktraumes zusétzliche Bedeutung.

Um Aussagen iiber Zufallsexperimente zu treffen, fiihrt man Wahrscheinlichkeitsraume ein.

2.1.2 Wahrscheinlichkeitsrdume

Wir beginnen mit der Definition einer o-Algebra, die fiir die Einfithrung eines Wahrschein-

lichkeitsmafies im allgemeinen Fall unverzichtbar ist.

2.1.2 Definition (o-Algebra). Eine o-Algebra ist ein Paar (2,F) aus einer Ergebnis-

menge ) und F, einer Menge von Teilmengen von €2 mit den folgenden Eigenschaften:
1. ) eF.

2. £cF=E€PF.
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3. £1,6,.. e F= & U&U.. €F.
Die Mengen aus I bezeichnet man als messbar.

Die letzte Eigenschaft ist der Abschluss unter abzdhlbarer Vereinigung und impliziert zu-
sammen mit der zweiten Eigenschaft den Abschluss unter abzdhlbarem Schnitt. Aus den
ersten beiden Eigenschaften folgt auch, dass stets € F ist. Mit Hilfe der messbaren

Mengen definiert man ein Wahrscheinlichkeitsmaf.

2.1.3 Definition (Wahrscheinlichkeitsmaf}). Sei (2, F) eine o-Algebra. Ein Wahrschein-
lichkeitsmaR ist eine Abbildung P : F — [0,1] C IR§ mit den folgenden Eigenschaften:

1. VEeF,0<P[&] < 1.
2. P[Q]=1.
3. Fiir paarweise disjunkte Ereignisse &1, &9, .. gilt: P[U; &] = X, P[&].

Aus den letzten beiden Eigenschaften folgt insbesondere P[()] = 0.

Mit diesen Voriiberlegungen ldsst sich nun ein Wahrscheinlichkeitsraum definieren:

2.1.4 Definition (Wahrscheinlichkeitsraum). Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tri-
pel (2, F,P) mit einer o-Algebra (€2, F) und einer darauf definierten Wahrscheinlichkeit P.
Ein Wahrscheinlichkeitsraum heifst endlich, wenn {2 endlich ist.

2.1.5 Bemerkung. Hiufig lassen sich allerdings alle Ereignisse ,messen”, d.h. allen Er-
eignissen ldsst sich eine Wahrscheinlichkeit zuordnen. Das ist inbesondere bei den fiir diese
Diplomarbeit ausschlieflich benotigten endlichen Wahrscheinlichkeitsraumen der Fall. Zur
Einfithrung einer vereinfachten Wahrscheinlichkeitsrechnung hitte man auf die Definition
einer o-Algebra verzichten kénnen und ein Wahrscheinlichkeitsmafs direkt von €2 nach [0, 1]
erkldren.

Aus Griinden der Konsistenz und Transparenz verwenden wir jedoch die iiblichere allgemei-
nere Definition aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. Dies ist keine allzu grofte Erschwernis.
Insbesondere wird die Notation nicht wesentlich aufwendiger, da wir folgende abkiirzen-
de Schreibweise verwenden: Ein Paar (€2, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) mit
F = P(Q). Dies ist gerade die obige Situation, dass jedes Ereignis £ C {2 messbar und damit
P[£] fiir jedes Ereignis zu definieren ist. Die im Rahmen dieser Diplomarbeit verwendeten

Wabhrscheinlichkeitsrdume sind alle endlich. Fiir diese setzt man stets F = P ().

Notation. Fiir ein Elementarereignis w € € schreiben wir kurz P|w] statt P[€] mit £ = {w}.
Gibt man Plw] fiir alle w € 2 an, so ist P wegen der dritten Eigenschaft im Falle eines

abzéhlbaren Wahrscheinlichkeitsraumes hierdurch schon eindeutig festgelegt.
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2.1.6 Exkurs. Betrachten wir erneut die zufillige Auswahl eines Teilgraphen. Statt des
Prozesses insgesamt 1dsst sich auch die Auswahl eines bestimmten Knotens v als ein Zu-
fallsexperiment betrachten. Als Ergebnismenge kann man {0, {v}} oder {0,1} (1 stehe
fiir Auswahl des Knotens, 0 fiir Nicht-Auswahl) verwenden. Die einzelnen Auswahlen las-
sen sich dann mit dem Begriff des Produktraumes zusammenfassen, was haufig technische

Vorteile mit sich bringt.

Ab nun sind alle betrachten Wahrscheinlichkeitsrdume endlich, falls nicht explizit anders

angegeben.

2.1.7 Definition (Produktraum).
Seien (€, P;), i = 1,..,n, Wahrscheinlichkeitsraume.

Gegeben seien die Mengenprodukte 2 = € x .. x €, und

F=P(Q) x..xP(Qy).

Dann ist (2, F, P) mit P wie folgt ein Wahrscheinlichkeitsraum, der als Produkt der Wahr-
scheinlichkeitsraume €2; bezeichnet wird.

P sei hierbei durch die Wahrscheinlichkeit eines jeden gemeinsamen Elementarereignisses
(w1, ..,wy) angegeben. Dies sei das Produkt der Wahrscheinlichkeiten der Elementarereig-

nisse im jeweiligen Wahrscheinlichkeitsraum.
Formal ist P = [[, P; ein Abbildungsprodukt, d.h. P : F = [[, F; — [0, 1] mit

P[(Er, &)l = [ [ Piléi] € [0.1]

Wie sich leicht zeigen lésst, erfiillt P in dieser Situation die erforderlichen Eigenschaften
und (€2, P) ist tatsdchlich ein Wahrscheinlichkeitsraum.

2.1.8 Bemerkung. Der Produktraum lésst sich auch fiir allgemeinere Wahrscheinlich-
keitsraume (F; # P;(2)) definieren, dann ist jedoch noch mathematischer Aufwand nétig
um eine wohldefinierte Menge messbarer Mengen F zu erhalten. Dieser Aufwand entfallt

hier.

Ein zentraler Begriff fiir Zufallsexperimente ist die bedingte Wahrscheinlichkeit.

2.1.9 Definition (Bedingte Wahrscheinlichkeit). Die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir
das Eintreten von £ unter der Annahme von & mit P[£2] > 0 ist gegeben durch :

P& N &

P[(€1|52] = P[52]

Dieser Begriff ermoglicht es eine ,totale” Wahrscheinlichkeit mit Hilfe von bedingten Wahr-

scheinlichkeiten zu bestimmen:
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2.1.10 Satz (Formel der bedingten Wahrscheinlichkeit). Sei &1,&, .., & eine Par-
tition der Ergebnismenge Q. Dann lasst sich die (,totale”) Wahrscheinlichkeit eines Ereig-

nisses £ als Summe bedingter Wahrscheinlichkeiten wie folgt berechnen:
k
P[E] =) P[El&]PIE].
i=1

Der Satz wird auch als ,Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit“ bezeichnet. Insbesondere
der Fall k = 2 ist dabei hiufig von Bedeutung;:
Sei p = P[&1] und & = Q\&;. Dann gilt:

P&l =p-P[EI&1] + (1 —p) - P[E|&).

Durch Umstellung der obigen Formeln erhdlt man die sogenannte Regel von Bayes.

2.1.11 Lemma (Regel von Bayes). Sei &1,&s,..,&; eine Partition der Ergebnismenge
Q. Dann gilt fir jedes Ereignis € mit P[E] > 0:
Pl&NE _  PIEGIPIE]

PIET Y, PEISIPIE]

P[&lE] =

Im Folgenden wird der Begriff der Unabhéngigkeit von Ereignissen definiert. In der Wahr-
scheinlichkeitstheorie wird er zwar allgemeiner definiert, fiir unsere Wahrscheinlichkeits-

rdume ist die folgende Definition ausreichend:

2.1.12 Definition (Unabhingigkeit). Eine nicht-leere, endliche Familie von Ereignis-

sen {&;|i € I} bezeichnen wir als unabhéngig, wenn fiir alle Teilmengen S C I gilt:
P&l =]]Pl&l
1€S €S
Als abgeschwiichte Form verwendet man auch den Begriff der k-fachen Unabhéngigkeit: Die

Ereignisse heifen k-fach unabhingig, wenn jede Teilmenge aus k Ereignissen unabhéngig

ist. Statt ,2-fach unabhingig”“ sagt man meist ,paarweise unabhingig"

2.1.13 Definition (Zufallsvariable). Eine Zufallsvariable X ist eine reellwertige Funk-
tion auf der Ergebnismenge, X : () — IR, derart dass fiir alle € R gilt:

{we QX (w) <z} eF.

Notation. Fiir Ereignisse der Form £ = {w € Q| X (w) < z} schreiben wir statt P[€] auch
kurz P[X < z]. Entsprechend verwenden wir auch dhnliche Notationen wie P[X = z] oder
P[X > z].
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2.1.14 Definition (Verteilung). Zu einer Zufallsvariablen X ist die Verteilung
Fx: R — [0,1] definiert als Fix(z) = P[X < z].

Konvention (zu Zufallsvariablen). Eine Zufallsvariable heifst diskret, wenn sie hochstens
abzdhlbar viele Werte annimmt. Wir betrachten nur diskrete Zufallsvariablen. Die formu-
lierten Aussagen beziehen sich stets auf solche. Hiufig werden Zufallsvariablen betrachtet,
deren Werte nur natiirliche Zahlen sind. Noch spezieller sind die sogenannten Indikatorva-

riablen, welche die Werte 0 und 1 annehmen.

Eine solche Indikatorvariable X charakterisiert das Eintreten (bzw. Nicht-Eintreten) des
Ereignisses € mit £ = {w € QX (w) = 1} und € = {w € QX (w) = 0}. Es liisst sich
leicht sehen, dass sich die Begriffe der bedingten Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit
auf Zufallsvariablen {ibertragen. Der Grund dafiir ist, dass sich Indikatorvariablen auch als

andere Mdglichkeit betrachten lassen, Ereignisse zu formulieren. Es gilt:

2.1.15 Definition (Unabhingigkeit von Zufallsvariablen). Zwei (diskrete) Zufalls-
variablen X und Y heifsen unabhéngig, wenn fiir alle z,y € R die Ereignisse {X = z} und
{Y = y} unabhéngig sind.

Um den Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit auf den sogenannten bedingten Erwar-
tungswert einer Zufallsvariablen zu iibertragen, definieren wir zunéchst die Wahrschein-
lichkeitsdichte.

2.1.16 Definition (Wahrscheinlichkeitsdichte).
Die Wahrscheinlichkeitsdichte px: R — [0, 1] einer Zufallsvariablen X ist definiert durch:

px(z) = P[X = z].

Nun lasst sich der Begriff des Erwartungswertes einer Zufallsvariablen definieren. Er gibt

bei einem Zufallsexperiment fiir eine Zufallsvariable an, welcher Wert zu ,erwarten® ist.

2.1.17 Definition (Erwartungswert). Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X mit

Dichte p wird durch die folgende Reihe definiert, falls sie absolut konvergiert:

E[X] =) =z px(x).
€N
Dabei kann man die Summation auch iiber dem Bild von X bilden, da die anderen Summan-
den 0 sind. Wenn der Erwartungswert existiert, schreiben wir E[X] < oo und verwenden
auch die Sprechweise ,der Erwartungswert ist endlich.”

Der Erwartungswert einer beliebigen reell-wertigen Funktion ¢(X) sei zudem definiert
durch E[g(X)] = >_, 9(x) - px (@),
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Fiir zwei beliebige Zufallsvariablen X und Y gilt E[X + Y] = E[X] + E[Y]. Man beachte,
dass diese Eigenschaft immer erfiillt ist und keine Unabhingigkeit oder andere Beziehung
von X und Y voraussetzt. Das ist bei der probabilistischen Methode von grofsem Nutzen
und einer der Griinde, warum der Erwartungswert ein so méichtiges Instrument ist. Er
motiviert auch die Verwendung von Indikatorvariablen anstelle der korrespondierenden

Ereignisse. Als allgemeine Fassung erhilt man die

2.1.18 Lemma (Linearitdt des Erwartungswertes). Seien X1, .., X beliebige Zufalls-

variablen. Dann gilt fir jede lineare Funktion h(Xy,.., Xg):
B[A(X,, -, X,)] = h(B[X1], - B[X,]).

2.1.19 Definition (Bedingter Erwartungswert, vergleiche Bronnimann [Br695]).
Der bedingte Erwartungswert einer Zufallsvariablen unter der Voraussetzung des Ereig-

nisses & ist definiert durch:
E[X|] =) - P[{X =z}[£].

Diese Definition ist in Analogie zur bedingten Wahrscheinlichkeit. Die Verwendung der
Wabhrscheinlichkeitsdichte von = wird ersetzt durch die Wahrscheinlichkeit von {X = z}

unter der Bedingung des Ereignisses £.

2.1.20 Definition (Varianz). Wir definieren die Varianz einer Zufallsvariablen X formal
wie folgt:
var[X] = E[(X — E[X])?].

Die Varianz existiert nur, wenn die vorkommenden Erwartungswerte definiert sind. Dann
verwenden wir auch die Sprechweise ,die Varianz ist endlich.“ Die positive Quadratwurzel
der Varianz heifft Standardabweichung und wird meist als ox bezeichnet. Bei Motwani
[MRO5| wird die Varianz einer Zufallsvariablen wie allgemein iiblich als Spezialfall des k-
ten Momentes definiert. Das allgemeine Konzept der k-ten Momente ist fiir randomisierte
Algorithmen und die probabilistische Methode auch hilfreich, wird in unserem Kontext

jedoch nicht benotigt.

2.1.21 Beobachtung.
Es gilt: var[X] = E[X?] — E[X]".

Im Folgenden betrachten wir wichtige Zufallsexperimente sowie wichtige Verteilungen: Ins-
besondere die Betrachtung von n-stufigen, d.h. n-fach wiederholten (unabhéngigen) Zufalls-
experimenten sowie Zufallsexperimenten mit nur zwei mdéglichen Ergebnissen ist wichtig.
Durch die Definition sogenannter zufélliger n-Stichproben erhalten wir eine einfache No-

tation fiir n-stufige Zufallsexperimente.
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Das Bernoulli-Experiment ist ein 1-stufiges Zufallsexperiment mit nur zwei moglichen Er-
gebnissen (1 bzw. KOPF sowie 0 bzw. ZAHL). Die zugehorige Verteilung heifst Bernoulli-
Verteilung. Das n-stufige Bernoulli-Experiment ist eine n-fache Wiederholung des Bernoulli-
Experimentes. Die Verteilung, der die Anzahl 0 < k < n von Einsen bzw. KOPFEN geniigt,

heifft Binomialverteilung.

2.1.3 Zufillige, unabhingige n-Stichproben

Die n-fache Wiederholung eines Zufallsexperiment auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (92, P)
ergibt ein sogenanntes n-stufiges Zufallsexperiment auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q",P™) (n-facher Produktraum, vgl. Definition 2.1.7). Ein n-Tupel w = (w1, ..,wy) € Q"

bezeichnen wir als n-Stichprobe.

2.1.22 Bemerkung. Man kann zum selben Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) nun Stich-
proben verschiedener Grofien wahlen oder zwei Stichproben hintereinander auswéhlen, so
dass zu einem (€2, P) verschiedene Produktraume betrachtet werden. In Kapitel 2 werden
dies beispielsweise (2™, P™) und (2™ P2™m) gein. Man beachte, wie praktisch die Nota-
tion P™[w] bzw. P™[£] mit einem Ereignis £ ist: Man sieht dem Wahrscheinlichkeitsmafs

P™ stets an, wie viele Stellen ein betrachtetes n-Tupel oder eine Menge hat.

Diese zufilligen Stichproben bezeichnet man in der Stochastik und Kombinatorik auch als
Stichproben mit Wiederholung und Zuriicklegen, da ein wg € {2 mehrfach als Element im
Vektor w vorkommen kann und Vektoren verschieden sind, wenn sie sich durch die Posi-
tionen der Elemente unterscheiden.

Bemerkung: Nur unabhingige zufillige Stichproben kann man auf diese Weise mit dem
n-fachen Produkt Q" darstellen, da sich mit der Definition des n-fachen Produkt P™
direkt (fiir ein wp € Q) die Unabhéngigkeit von Ereignissen & := {w,w; = wo} und
& = {w,w;j = wp} ergibt.

Konvention (zufdllige n-Stichprobe). Da wir im Rahmen der Diplomarbeit lediglich zufél-
lige, unabhingige n-Stichproben auf endlichen Mengen mit dem ,Wahrscheinlichkeitsmafs
der Gleichverteilung” (Definition im Folgenden) bendtigen, meinen wir ab nun mit zufalli-

gen n-Stichproben nun solche.

Zufallige n-Stichproben nach dieser Konvention sind besonders leicht zu behandeln:

2.1.23 Definition (zufillige n-Stichprobe). Sei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlich-
keitsraum mit Gleichverteilung als Wahrscheinlichkeitsmaf, d.h. || < co und

Plwo] = ﬁVwo € Q. Dann ist eine (einfache) n-Stichprobe ein Vektor w = (w1, .., w;,) mit
w; € Q.
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Aus der Definition 2.1.7 des Produktraumes folgt unmittelbar, dass fiir Mengen
ECN ={w,w=(w1,..,wn),w; €N} stets gilt:
1 &
PPE]l =) PP =) == 1€
= Sl 1
2.1.24 Bemerkung. Das Ziehen von zufilligen n-Stichproben, also n-stufigem unabhén-

gigem Ziehen mit Zuriicklegen auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum mit gleichver-

teiltem Wahrscheinlichkeitsmafs, bezeichnet man auch als n-stufiges Laplace-Experiment.

2.1.4 Bernoulli-Experiment

Sei (€2, P) der endliche Wahrscheinlichkeitsraum mit = {0,1} und P[1] = p € [0, 1]. Das
(1-stufige) Zufallsexperiment, dem dieser Wahrscheinlichkeitsraum zugrunde liegt, heiftt
Bernoulli-Experiment: Ein Miinzwurf habe mit Wahrscheinlichkeit p das Elementarereignis
Kopr. Haufig verwendet man ¢ := 1 — p fiir die Wahrscheinlichkeit von ZAHL. Sei X eine
Zufallsvariable mit Wert 1 fiir das Ereignis KOPF und 0 sonst. Dann heifst die Verteilung von
X Bernoulli-Verteilung mit Parameter p. Die Wahrscheinlichkeitsdichte (nach Definition

2.1.16) einer Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen X ist gegeben durch

1—p fallsz=0
px(z) =4 p falls z = 1
0

sonst.

Fiir die Bernoulli-Verteilung gilt: E[X] = p und var[X] = pq = p(1 — p). Im allgemeinen

Fall p # % ist die Bernoulli-Verteilung somit keine Gleichverteilung.

2.1.5 Binomialverteilung und n-stufiges Bernoulli-Experiment

Als n-stufiges Bernoulli-Experiment mit Parameter p* bezeichnen wir eine n-fache Wie-
derholung eines Bernoulli-Experiments. Thre Ergebnisse (Elementarereignisse) sind von-
einander unabhéingig. Gegeben seien n unabhéngige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen
X1, .., X, auf Q mit gemeinsamem Parameter p. Die Zufallsvariable X; sei die Zufalls-
variable definiert auf der i-ten Stufe des Bernoulli-Experimentes. (Hierzu stelle man sich
Q" = Q1 x .. x Q; x .. x Q, vor.) Das n-stufige Bernoulli-Experiment betrachten wir
also auf dem n-fachen Produkt des zugehorigen Wahrscheinlichkeitsraumes: Sei (2, P)
der Wahrscheinlichkeitsraum eines Bernoulli-Experiments mit (festem) Parameter p. Mit
0" ={w = (w1, ..,wn),w; € N} erhalten wir fiir das Produktmaf nach Definition 2.1.7:

P[w = (w1, .,wn)] = [[Plwil = px, (@1) - .. - px,, (wn).
=1

Dann ist (27,P™) ein Wahrscheinlichkeitsraum und liegt diesem n-stufigen Bernoulli-

Experiment zugrunde. Fiir ein Ereignis £ = {(w1,..,wy),w; € Q,wp = wp} mit einem
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festen wp € €2 schreibe man auch kurz {wy = wp}. Nach Definition von Wahrscheinlichkeit
und Produktraum erhélt man:
P"[wy, = wo] = [[P[Q] Plwo] = 1 Plwg] = px(wo) =p.
ik
Die Verteilung der Zufallsvariablen X = X7 + .. + X, heift wie zuvor erwdhnt Binomi-
alverteilung mit Parametern n und p, manchmal abgekiirzt mit B(n,p), und hat die mit
b(k;n,p) bezeichnete Wahrscheinlichkeitsdichte. Fiir k£ = 0,1, ..,n ist:

b(k;n,p) =P[X = k] = <Z> phegth

2.1.25 Lemma (Erwartungswert und Varianz der Binomialverteilung). Flir eine
binomialverteilte Zufallsvariable X existieren der Erwartungswert und die Varianz und es
gilt:

E[X] = np, var[X] =npg, ¢ =1 —p.

2.1.26 Bemerkung (Interpretation des Bernoulli-Experiments bei Stichproben).
Betrachte eine Stufe des n-stufigen Bernoulli-Experiments, also ein Bernoulli-Experiment.
Da die Bernoulli-Verteilung fiir p # % keine Gleichverteilung ist, entspricht ein n-stufiges
Bernoulli-Experiment mit p # % nicht direkt dem n-fachen Ziehen von Stichproben aus
einer zweielementigen Menge. In jedem endlichen Raum € 14sst sich aber leicht ein Ereignis
so definieren, dass das Ziehen von Stichproben ein Bernoulli-Experiment und somit eine
Binomialverteilung ergibt: Man betrachte eine Teilmenge R C €2 und wéhle den Parameter
p= %. Im Vorgriff auf das folgende Kapitel bezeichnen wir R als Bereich. Ein Ergebnis
wg C R bezeichne man als TREFFER und ein Ergebnis wy C 2 — R als FEHLSCHLAG. Dann
gilt P[TREFFER| = p. Definieren wir uns eine Zufallsvariable Xy nur mit den Werten 0
und 1 und Xp(wp) = 1 & w € R, so ist diese eine bernoulli-verteilte Zufallsvariable auf
2 und wir kénnen auf  ein Bernoulli-Experiment betrachten (indem wir TREFFER als 1
und FEHLSCHLAG als 0 interpretieren). Damit konnen wir auf Q" wiederum ein n-stufiges
Bernoulli-Experiment betrachten. Ist die Zufallsvariable X eine Summe X = X7 + ..+ X,
aus n bernoulli-verteilten Zufallsvariablen X;, so ist diese wie im vorigen Abschnitt also

binomialverteilt.

Betrachten wir nun zwei Gesetze iiber den Erwartungswert. Diese haben auch allgemeinere

Fassungen, im Kontext der weiteren Arbeit ist aber die eingeschréinkte Fassung ausreichend.

2.1.27 Satz (Formel der bedingten Erwartung).

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q,P) und eine Zufallsvariable X mit E[X] < co.
Sei £1,&, .., & eine Partition der Ergebnismenge Q. Dann ldsst sich der (,totale”) Erwar-
tungswert einer Zufallsvariablen X als Summe bedingter Erwartungswerte wie folgt berech-

nen:

k
E[€] =) PI&]- E[XIE].
=1
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Insbesondere der Fall k = 2 ist dabei von Bedeutung:
Mit £ := Ey, p:= P[€] und & := & gilt:

E[X] =p-E[X|€] + (1 - p) - E[X[E].
Beweis. Es gilt:

E[X] =) o P[{X =u}]
k
N Y PlE] - PlX = 2]
T =1

k
=>"> "z Pl&] - PI{X = z}|&)]

i=1 =

k
=Y PI&]-) x-P[{X =a}&)]
=1 z

k
=Y P[&]- E[X|&).
i=1

Da nur endliche Wahrscheinlichkeitsrdume betrachtet werden, existieren alle Erwartungs-
werte und man kann die Summationsreihenfolge dndern. In der letzten Gleichung wurde

schlieflich die Formel der bedingten Wahrscheinlichkeiten mit Q = £ U € angewendet. [

2.1.28 Lemma (Einschrinkung des Erwartungswertes).

Sei Q) = Q1 x Qo Produkt zweier Wahrscheinlichkeitsraume mit Wahrscheinlichkeitsmafi P.
Das Wahrscheinlichkeitsmafl auf Qo sei Po. Sei X eine Zufallsvariable auf 2, dessen Er-
wartungswert existiert. Vorgelegt sei ein Ergebnis (Elementarereignis) wo von Q. Dann
entspricht der bedingte Erwartungswert von X unter £ dem Erwartungswert der Zufalls-

grifie Xq, auf 1, die durch die Projektion von Qs auf wa gegeben ist:
E[X[{w2}] = E[Xq,] mit Xq,(w1) == X({w1,w2}).

(Die formale Schreibweise als Projektion erscheint hier nicht notwendig.) Dabei ist {w2}
auf natirliche Weise als Ereignis in  zu verstehen, formal korrekt ist das Ereignis als

Q) x {wa} zu schreiben.

Beweis. Der Hauptschritt im Beweis liegt darin, den Erwartungswert korrekt zu erklaren:
Da Xgq, auf Q; lebt, ist dies offensichtlich geleistet durch

E[Xo,] =) - Pi[Xq, =1
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Es ist also ausreichend, fiir alle x € R zu zeigen:
P, [Xq, = o] = P[X = o[{ws}].
Unmittelbar aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit folgt fiir alle &;:
P1[&1] = P[&1[{w2}].
Sei nun = € R. Durch Summation aller £ mit X (&) = = folgt dann
P1[Xq, = 7] = P[X = z|[{w,}].
und somit die Behauptung. O

Auch wenn dieses Lemma durch seine Notation abstrakt wirkt, ist die Bedeutung einfach
und intuitiv: Sei ein mogliches Teilergebnis eines Zufallsprozesses gegeben. Dann berechnet
man auf zwei Weisen die gleiche Grofe wie folgt:

1. Den Erwartungswert einer Zufallsvariable des gesamten Zufallsprozesses unter der Be-
dingung des Teilergebnisses. (Linke Seite.)

2. Den Erwartungswert des iibrigen Zufallsprozesses unter gegebenem Teilergebnis. (Rechte
Seite.)

2.1.6 Ungleichungen fiir groffe Abweichungen (tail estimates)

In diesem Unterabschnitt werden zwei Abschétzungen fiir Wahrscheinlichkeiten formuliert,
die fiir randomisierte Algorithmen und probabilistische Beweise von enormer Bedeutung
sind. Sie bieten obere Grenzen fiir die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallsvariable erheb-
lich von ihrem Erwartungswert abweicht. Die Sdtze und ihre Beweise sind aus dem dritten

Kapitel von Raghavan und Motwani [MR95, Kapitel 3| ibernommen.

2.1.29 Satz (Markov-Ungleichung). SeiY eine Zufallsvariable mit ausschlieflich nicht-

negativen Werten. Dann gilt fiir alle positiven Parameter t:
E[Y
—_]

Beweis. Wir definieren f(y) durch f(y) = 1 fiir y > ¢t und f(y) = 0 sonst. Nach Definition
2.1.17 gilt fiir den Erwartungswert der Funktion P[Y > t] = E[f(Y)]. Mit der fiir alle y
giiltigen Abschétzung f(y) < ¥ folgt dann

Y E[Y
P > = Bl (V)] < B[] = 2V -
Die Markov-Ungleichung ist die stiarkste Abschatzung fiir grofe Abweichungen im allgemei-
nen Fall. Mit allgemeinem Fall meinen wir, dass die Zufallsvariable Y nur nicht-negative

Werte annimmt und ihr Erwartungswert definiert ist, aber keine weitere Annahme iiber die
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Verteilung gemacht wird. Trotzdem ist diese Ungleichung héufig zu schwach. Auch fiir den
probabilistischen Beweis im zweiten Kapitel wird die schérfere Abschdtzung nach Cheby-
shev (im deutschen Sprachraum als Tschebyschow oder auch Tschebyscheff transkribiert)
bendtigt. Es gibt noch viele speziellere Ungleichungen wie z.B. die Chernoffungleichung
[MR95, Kapitel 4], die je nach Verteilung einer Zufallsvariablen deutlich bessere Abschét-
zungen liefern konnen. Fiir die Verwendung im zweiten Kapitel ist die im Folgenden defi-

nierte Chebyshev-Ungleichung jedoch stark genug.

2.1.30 Satz (Chebyshev-Ungleichung). Sei X eine Zufallsvariable mit endlichem Er-
wartungswert und endlicher Varianz var|X|. Dann gilt fir alle positiven reellen Zahlen k:

var[X]

PIIX — B[X]| > ] < 0.

D.h. die Wahrscheinlichkeit fiir eine Abweichung einer Zufallsvariablen um mehr als k
vom Erwartungswert lisst sich gegen den Quotient aus der Varianz und k* abschitzen.

(Fir k =t - /var[X] ergibt sich die im Original von Motwani verwendete Form.)

Beweis. Da fiir alle € R die Aquivalenz |z — E[X]| > k <= (z — E[X])? > k? erfiillt
ist, gilt:

P[|X — E[X]| > k] = P[(X - E[X])* > &7].
Die Zufallsvariable Y = (X — E[X])? hat nach der Definition 2.1.20 der Varianz den
Erwartungswert var[X]. Anwendung der Markov-Ungleichung auf die Zufallsvariable Y
mit ¢ = k% > 0 ergibt damit:

var[X]
k2 g

P[|X — B[X]| > K = P[(X — B[X])* > ] <

2.1.7 Anwendung der Chebyshev-Ungleichung fiir Stichproben

Eine der ganz entscheidenden Abschétzung fiir den Beweis von e-Netzen in Kapitel 2 lie-
fert die Anwendung der Chebyshev-Ungleichung auf n-Stichproben. Daher schreiben wir
diese Anwendung hier als Theorem. Man betrachte zufillige n-Stichproben nach Definition
2.1.23, also Vektoren w = (w1, ..,wy) € Q" mit endlichem 2 und dem Wahrscheinlichkeits-
mals der Gleichverteilung P. Wie in der Interpretation von n-Stichproben als n-stufiges
Bernoulli-Experiment in Bemerkung 2.1.26 betrachten wir ein spezielles Ereignis R C €.
Ein wg € R C ) bezeichnen wir erneut als TREFFER und ein wg € {2 — R bezeichnen
wir als FEHLSCHLAG und wiéhlen den Parameter p = Plw] = %. Die n Zufallsvariablen
X1, .., Xp mit X;(w;) =1 fiir w; € € (TREFFER) und X;(w;) = 0 sonst (FEHLSCHLAG) sind
wie im Abschnitt 2.1.26 bernoulli-verteilt. Dann ist die Zufallsvariable X = X7 + .. + X,,,
welche die Anzahl der TREFFER z#hlt, binomialverteilt. Nach Lemma 2.1.25 iiber den Er-
wartungswert und die Varianz der Binomialverteilung folgt dann: Die erwartete Anzahl

von TREFFERN ist der Erwartungswert E[X] = np. Die Varianz ist var[X] = np(1 — p).
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Theorem I (Stichprobentheorem) SeiQ eine endliche Menge und w € Q eine zufillige
n-Stichprobe nach der Definition 2.1.23 einer (unabhdngigen, gleichverteilten) Stichprobe.
Sei eine feste Teilmenge R C ) gegeben. Das Ereignis wg € R C ) heiffe TREFFER. Man
setze p = %. Dann gilt fir die Anzahl X der Treffer:

n np(l —p
PPl —np| > k] < P02

Beweis. Wie zuvor bemerkt, ist X binomialverteilt mit dem Erwartungswert E[X] = np
und der Varianz var[X]| = np(1 — p). Die Abschitzung folgt nun durch Einsetzen des
Erwartungswertes und der Varianz in die Chebyshev-Ungleichung (Satz 2.1.30).

2.2 Randomisierte Algorithmen

Diese kurz gehaltene Einfiihrung ist dem ersten Kapitel von Motwani [MR95]| entnom-
men und nur leicht verdndert. Zur Ergénzung sei dem Leser das Kapitel 9 (,Geometric
Algorithms]|..|) , insbesondere Abschnitt 9.9 (,Random Sampling “), empfohlen. Fiir viele
Probleme in der algorithmischen Geometrie wie auch der Informatik insgesamt gibt es ge-
geniiber deterministischen Algorithmen deutlich einfachere und effizientere Losungen mit
randomisierten, d.h. vom Zufall abhéngigen Algorithmen, vgl. [Mat96]. Auch die in dieser
Arbeit vorgestellten Algorithmen fiir Simplex-Bereichsanfragen verwenden das Konzept

der randomisierten Algorithmen.

Daher sollen die beiden Grundtypen Las-Vegas-Algorithmus und

Monte-Carlo-Algorithmus hier kurz vorgestellt werden.

2.2.1 Las-Vegas-Algorithmus

Ein Las-Vegas-Algorithmus ist ein Algorithmus, der stets ein korrektes Ergebnis liefert,
dessen Laufzeit jedoch vom Zufall abhingt. Meist soll bei Las-Vegas-Algorithmen zumin-
dest eine niedrige erwartete Laufzeit erzielt und bewiesen werden. Ein bekanntes Beispiel
ist Quick-Sort, welches stets korrekt sortiert, im erwarteten Fall Laufzeit O(nlogn) liefert
(entspricht der optimalen deterministischen Laufzeit — im {iblichen Berechnungsmodell des
algebraischen Entscheidungsbaumes), aber auch hohere Laufzeit benotigen kann.

Die Laufzeit kann dabei variieren unter verschiedenen Inputs sowie unter verschiedenen zu-
falligen Wahlen innerhalb des Algorithmus. ,,Zuféllige“ Wahlen innerhalb des Algorithmus
lassen sich interpretieren als feste Wahlen in Abhéngigkeit einer zufélligen n-Stichprobe
aus den Bits {0,1}.
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2.2.2 Monte-Carlo-Algorithmus

Als Monte-Carlo-Algorithmus wird ein Algorithmus bezeichnet, der nur mit einer gewis-
sen Wahrscheinlichkeit ein korrektes Ergebnis liefert — dies jedoch mit fester Laufzeit. In
den beiden folgenden Abschnitten wird ein Beispiel fiir einen (trivialen) Monte-Carlo-
Algorithmus angegeben, der mit Wahrscheinlichkeit 1/2 ein korrektes Ergebnis liefert.
Durch wiederholte Anwendung kann eine geeignet hohe Erfolgswahrscheinlichkeit garan-
tiert werden. (Voraussetzung dafiir ist, dass die Korrektheit des Ergebnisses verifiziert
werden kann.) In der Praxis sowie auch als Black-Box innerhalb eines anderen Algorith-
mus ist dies oft ausreichend, wenn mit schneller Laufzeit verifizierbar ist, ob ein korrektes
Ergebnis vorliegt.

Dieser Grundgedanke kommt beim algorithmischen Paradigma des Random Sampling (Zie-
hung zufilliger Stichproben, auch bezeichnet als randomisiertes Divide & Conquer) zur

Anwendung.

2.2.3 Nachteile randomisierter Algorithmen

Es gibt mehrere Griinde, warum ein randomisierter Algorithmus als Losung fiir eine Pro-
blemstellung gegebenenfalls nicht vollstdndig zufriedenstellend ist. Seien hier zwei kurz
aufgegriffen. Ausfiihrlichere Uberlegungen dazu finden sich in den Einleitungstexten der

zwel Arbeiten von Matousek [Mat96] bzw. Bronnimann [Bré95].

1. Zufall kann als eine ,Ressource“ verstanden werden, da algorithmisch nur Pseudo-
Zufallszahlen erzeugt werden konnen und auch Pseudo-Zufallszahlen mit gleichmé-

Biger Verteilung aufwéindig zu erzeugen sind.

2. Es liberwiegen Situationen, in denen ein exaktes Ergebnis verlangt wird und damit
ein Monte-Carlo-Algorithmus inakzeptabel ist. Auch ein Las-Vegas-Algorithmus kann
inakzeptabel sein, wenn eine Laufzeit garantiert werden muss. Dies ist beispielsweise

bei Echzeitanwendungen der Fall.

2.3 Die probabilistische Methode

Die probabilistische Methode ist eine Methode aus der Stochastik, mit der die Existenz
eines Objektes mit vorgegebenen Eigenschaften bewiesen werden kann. Diese Objekte kon-
nen beispielsweise Zahlen, Mengen oder Mengenstrukturen, letztendlich auch Datenstruk-
turen sein. Klassischerweise hat sie Anwendung in der Zahlentheorie und Kombinatorik
gefunden, vgl. Erdés und Spencer [EST4|. Spéter fanden sich jedoch auch Anwendungen
in der algorithmischen Geometrie sowie der Informatik insgesamt, wie erkennbar werden
wird. Fiir eine umfangreiche Darstellung der Einsatzmoglichkeiten sei auf Alon, Spencer
und Erdds verwiesen [ASP91].
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Die (kiinstliche) Einfithrung eines Wahrscheinlichkeitsraumes ermoglicht den Einsatz
von stochastischen Grofen wie des Wahrscheinlichkeitsmafes und des Erwartungswertes.
Dies wird von grofem Nutzen sein. Zu beachten ist jedoch, dass durch einen solchen Exis-
tenzbeweis das Objekt nicht per se konstruktiv angegeben wird. Ein typisches Beweissche-
ma ist der Nachweis, dass ein zufillig gewdhltes Objekt eine bestimmte Eigenschaft mit
einer Wahrscheinlichkeit grofser als Null erfiillt. Damit gilt insbesondere, dass ein solches
Objekt existieren muss.

Ein weiteres Schema ist die Bestimmung des Erwartungswertes einer Zufallsvariable. Hier
folgt analog die Existenz eines Objekts, fiir das die Zufallsvariable mindestens diesen Wert
annimmt.

Betrachten wir fiir die zweite Variante ein Beispiel aus der Graphentheorie [Mer01, MR95],
das die Eleganz und Méchtigkeit der probabilistischen Methode demonstriert:

2.3.1 Definition (Cut). Sei G = (V, E) ein endlicher Graph und zur einfachen Darstel-
lung V = {1,..,n} und E = {ey,.., ey} mit ¢; = {u;,v;},V > u; # v; € V. Dann ist ein
Cut (Vp, V1) eine disjunkte Zerlegung V = Vy U V; der Knotenmenge. Das Gewicht des
Cuts ist definiert als die Anzahl der ,,Schnittkanten‘:

w(Cut) = [{{u,v} € E:ue Vy,v e Vi} + [{{y,v} € E:ueVi,v eV}

2.3.2 Lemma. Sei G = (V,E), V ={1,..,n}, E={e1,..,en}, ¢ = {ui,v;}.
Dann ezistiert ein Cut mit w(Cut) > m/2.

Beweis. Statt einen Cut mit w(Cut) > m/2 zu konstruieren, wenden wir die probabi-
listische Methode durch Bildung eines Wahrscheinlichkeitsraumes an. Es soll jeder Punkt
mit Wahrscheinlichkeit 1/2 unabhéngig von den anderen Punkten in Vj oder V; liegen. Sei
daher (2™, P™) mit Q@ = {0,1} der Wahrscheinlichkeitsraum des Bernoulli-Experiments
mit n-facher Wiederholung und Parameter p = % Fiir jedes n-Tupel w € 2 lasst sich nun

der zugehorige Cut,, definieren:
Cut,, := (Vp, V1) mit Vg = {ijw; = 0} und Vj = {i|w; = 1}.
Schliefslich sei X eine Zufallsvariable, welche fiir jedes w das Gewicht von Cut,, angibt:
X(w) := w(Cuty,).
Ziel ist nun zu zeigen, dass E[X] > 7 gilt. Hierzu wird fiir jede Kante e; eine Zufallsvariable
é; definiert, die charakterisiert, ob e; eine Schnittkante ist:

R 1 fiir u; € Vo Av; € V7 oder u; € Vi Av; € V)
€ =
‘ 0 fiir u; € Vo Av; € Vy oder u; € Vi Av; € V3
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Aufgrund der Unabhéngigkeit ergibt sich fiir den Erwartungswert:

E[éZ] =1- P[éi = 1] :P[ui eVoAv; € Vl] —i—P[ui eViNuy € Vo]

:P[ui€%]~P[Ui€m] +P[ui€V1]~P[UZ‘€V0]
11 11 111

232 3TiTiTy
Nach Definition ist X die Summe dieser Zufallsvariablen. Wegen der Linearitidt des Erwar-

tungswertes ¢€; folgt schon:

EIX] =E[> al =Y Ela] = m- % -7
=1 =1

An dieser Stelle soll kurz untersucht werden, durch welche Wahl des Parameters p im n-stufigen Bernoulli-
Experiment die probabilistische Methode hier Beweiskraft erlangt. Da Kanten aus je zwei verschiedenen
Punkten bestehen, ist recht offensichtlich, dass fiir jeden Punkt die gleiche Wahrscheinlichkeit angesetzt
werden sollte, um Erwartungswerte einfach auswerten zu konnen. Setzen wir nun eine beliebige Wahr-
scheinlichkeit p an, so erhalten wir fiir den Erwartungswert einer Kante: é; = p(1 — p). Als Funktion von
p aufgefasst erreicht diese ihr Maximum bei p = 1/2, wie sich leicht zeigen ldsst. Am instruktivsten erhilt
man dies durch die Anwendung der aus der Analysis bekannten Ungleichung vom arithmetischen und geo-
metrischen Mittel: Das Maximum eines Produktes mit konstanter Faktorensumme erhilt man genau dann,
wenn alle Faktoren gleich sind. Entscheidend fiir die Anwendung der probabilistischen Methode ist also die
ybalancierte* Wahl p = 1 — p = 1/2, durch die das stochastische Instrumentarium des Erwartungswertes
den maximalen Effekt erzielt. (Diese Wahl wird aufgrund der Symmetrie in der Problemstellung hier als
ybalanciert” bezeichnet.) Auch bei einer Derandomisierung von Matousek fiir eine Problemstellung im Zu-
sammenhang mit Bereichsanfragen [Mat91, Abschnitt 3, S.507] ist eine fiir die Problemstellung balancierte

Wabhl fiir p (p = s/n, n Eingabegrofe, s Grofie einer zu findenden Teilmenge) zielfithrend. ]

Im folgenden Abschnitt wird die Derandomisierung in Worten eingefiihrt. Die gemachten
Erklarungen sind angelehnt an die lesenswerten Ausfithrungen zu Derandomisierung von
Matousek [Mat96].

2.4 Derandomisierung

Die Derandomisierung ist eine algorithmische Technik, welche wir hier einfiihren. Bei der
Derandomisierung wird ein randomisierter Algorithmus durch Ersetzen des zufélligen In-
puts derart modifiziert, dass man einen deterministischen Algorithmus erhélt. Diesen be-
zeichnet man als derandomisierten Algorithmus.

Ein solcher Algorithmus ist somit stets deterministisch.
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2.4.1 Bemerkung zur Praktikabilitat

Berechtigt ist die Frage, weshalb statt der Derandomisierung eines randomisierten Algo-
rithmus nicht direkt ein leistungsfihiger deterministischer Algorithmus verwendet wird.
H&ufig sind schnellere, oft sehr einfache, randomisierte Algorithmen bekannt, wihrend die
besten bekannten deterministischen Algorithmen deutlich langsamer (und komplizierter)
sind. Erstaunlicherweise gelingt es hdufig, durch Zusatzroutinen aus einem randomisierten
Algorithmus einen derandomisierten Algorithmus zu erhalten, der immer noch schneller
ist als ein klassischer deterministischer Algorithmus. Ohne den urspriinglichen randomi-
sierten Algorithmus methodisch zu benennen, bliebe dieser entstehende Algorithmus sowie
die Analyse seiner Laufzeit jedoch in der Regel unversténdlich. Ein dufserst eindrucksvolles
Beispiel fiir dieses Phdnomen ist der derandomisierte Algorithmus zur Bestimmung einer
konvexen Hiille im IR? in optimaler Laufzeit nach Bronnimann [Br695]. Dadurch ist die
Charakterisierung eines Algorithmus als derandomisierter (im Gegensatz zu determinis-

tisch) gerechtfertigt.

Bevor wir dies an einem Beispiel untersuchen, sei an dieser Stelle plausibel gemacht,
dass diese Zusatzroutinen in gewissen Situationen eine nur so geringfiigige Verschlechte-
rung der Laufzeit verursachen, dass derandomisierte Algorithmen mit deterministischen
konkurrieren kénnen. Dies ist wichtig, da bei einem trivialen Ersetzen des Zufalls durch

Ausprobieren eine exponentielle Laufzeit zu vermuten ist.

2.4.2 Anschauliche Rechtfertigung der Praktikabilitat

Oft kann man ohne groften Zusatzaufwand aus dem Wahrscheinlichkeitsraum ein Objekt
mit geeigneten Eigenschaften herausgreifen. Als Beispiel hierfiir kann die randomisierte
Version des Quicksort-Algorithmus dienen [MR95, Theorem 1.1]. Wahlt man als Pivot-
Element stets den Median, lasst sich die Laufzeit O(nlogn) garantieren. Diese Wahl ist
mit Median-Find in linearer Laufzeit zu bewéltigen(Quicksort mit Median-Find nimmt
jedoch gewissermafsen eine Sonderstellung unter den derandomisierten Algorithmen ein,
nicht zuletzt weil bei seiner Entwicklung die Technik der Derandomisierung als solche noch
nicht bekannt gewesen ist.) Die Derandomisierung ist keine einfache kanonische Prozedur,
mit der aus jedem randomisierten Algorithmus ein guter derandomisierter entworfen wer-
den kann. Manche Typen von randomisierten Algorithmen (Random Sampling / Divide
and Conquer) eignen sich mehr, andere weniger (viele inkrementelle Algorithmen). Fiir
umfassende Untersuchungen sei hier auf die Doktorarbeit von Bronnimann [Bré95| sowie
die oben zitierte Arbeit Derandomization in Computational Geometry verwiesen [Mat96].
Es gibt jedoch eine systematische (wenn auch nicht kanonische) Methode zur Derandomi-

sierung von Algorithmen, die im Folgenden vorgestellt wird.
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2.5 Die Methode der bedingten

Erwartungswerte bzw. Wahrscheinlichkeiten

Die Methoden der bedingten Erwartungswerte und Wahrscheinlichkeiten sind sehr ver-
wandte Methoden. Sie beide haben zwei verschiedene Einsatzmoglichkeiten. Einerseits
konnen sie als Teil der probabilistischen Methode in Existenzbeweisen verwendet werden,
andererseits sind sie eine systematische Methode zur Derandomisierung [Mat96]. Es wird
jeweils ein Wahrscheinlichkeitsraum betrachtet. Man verwendet den Satz Il bzw. 2.5.1: |Un-
ter verschiedenen Wahlmoglichkeiten zur Ersetzung eines zufélligen Teilergebnisses durch
ein festes Teilergebnis gibt es stets eine solche, bei der der Erwartungswert einer Zufallsgro-
fse beziehungsweise die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses mindestens gleich grof bleibt.”

Zur Derandomisierung kann man schrittweise zufillige Teilergebnisse (in der Regel
einzelne Bits) durch feste ersetzen, bis schlieflich nur noch feste Werte und damit ein
derandomisierter Algorithmus verbleiben.

Will man einen Existenzbeweis mit Hilfe der probabilistischen Methode fiihren, so ist
die Methode der bedingten Erwartung bzw. Wahrscheinlichkeit hilfreich um den Wahr-
scheinlichkeitsraum einzuschrénken. Der verbleibende Wahrscheinlichkeitsraum kann eine
einfacher zu untersuchende Gestalt haben. Diese Vorgehensweise wird in dem probabilisti-
schen Existenzbeweis fiir kleine e-Netze nach Haussler und Welzl in Satz 3.5.1 angewendet.

In diesem Abschnitt wird die gemeinsame Grundidee unter a) bzw. b) erldutert.

2.5.1 Beschreibung der Methode

Wir beschreiben hier die Methode in seinen beiden Varianten. Ein randomisierter Algo-
rithmus hénge von n durch n-fachen Miinzwurf gegebenen Bits ab.
Jedem w € {0,1}" ldsst sich also ein (Ausgabe-)Objekt des Algorithmus zuordnen. Der

Algorithmus erfiille eine der beiden Bedingungen:

a) Eine Zufallsvariable X, die moglichst grof sein soll, habe einen gewissen Erwartungs-
wert E[X].

b) Das Objekt habe mit positiver Wahrscheinlichkeit p > 0 eine gewisse Eigenschaft.

Ziel: Es soll auf deterministische Weise ein Objekt konstruiert werden, fiir welches a) die
Zufallsvariable mindestens den obigen Erwartungswert annehme bzw. b) mit Wahrschein-
lichkeit 1 die obige Eigenschaft erfiille. Bei der Methode der bedingten Erwartungswerte
bzw. Wahrscheinlichkeiten werden die zufélligen Bits sukzessive durch diejenige Wahl (0
oder 1) ersetzt, die fiir das Ziel geeigneter ist. Mit der Formel fiir bedingte Erwartung bzw.
der Formel fiir bedingte Wahrscheinlichkeit 1dsst sich zeigen, dass man bei geeigneter Wahl
schliefslich ein derartiges Objekt erhélt.
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Nun folgt ein Beispiel fiir die Variante b) mit Cuts. Als Vorlage dient der dritte Ab-
schnitt aus einer Vorlesungsmitschrift von Merkle [Mer01]. Das Beispiel findet sich auch
bei Raghavan und Motwani [MR95]. In Lemma 2.3.2 wurde die Existenz eines gewissen

Cuts bewiesen, an dieser Stelle wird ein solcher Cut algorithmisch bestimmt.

2.5.2 Zum Theorem iiber die maximale Wahrscheinlichkeit

Grundlage fiir das Funktionieren der Methode bieten zwei einfache Sétze, die wir im Einlei-
tungstext des Abschnittes wie folgt umgangssprachlich formuliert haben: ,Unter verschie-
denen Wahlmdoglichkeiten zur Ersetzung eines zufilligen Teilergebnisses durch ein festes
Teilergebnis gibt es stets eine solche, bei welcher der betrachtete Erwartungswert bezie-
hungsweise die Wahrscheinlichkeit mindestens gleich groft bleibt.“ Diese beiden Sétze ba-
sieren auf der Formeln fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit beziehungsweise die bedingte
Erwartung. Den Satz liber die maximale Wahrscheinlichkeit bezeichnen wir als Theorem,

da er im folgenden Kapitel fiir einen Existenzbeweis eingesetzt wird.

Theorem II (iiber die maximale Wahrscheinlichkeit) . Seien ein Wahrscheinlich-
keitsraum (2, P) und eine endliche Partitionierung Q = & UE U..UE gegeben. Dann gilt
fiir ein beliebiges Ereignis £ C €):

max P[]€] > PIE].

Das heifit, die mazimale bedingte Wahrscheinlichkeit unter k Ereignissen, von denen genau

eines eintritt, ist stets grofler oder gleich der (totalen) Wahrscheinlichkeit.

Beweis (indirekt). Anschaulich ist dies vollig klar, da der totale Erwartungswert ein
(gewichtetes) arithmetisches Mittel ist. Wir fiihren den formalen Beweis indirekt durch die

Annahme: Vi : P|X|&;] < P|€] Daraus kénnen wir schnell einen Widerspruch herleiten:

k
Ple] =) Pl&]- PEIE]
=1

k
<> PI&] - PIE]
=1

k
=P[£]- ) _P[&] = P[E]- P[]
=1

= P[&]. b

Das Theorem ergibt sich also unmittelbar aus der Formel der bedingten Wahrscheinlichkeit

2.1.9

Also gilt wie gefordert: mfalx P[|&] > PlE]. -



2.5 Die Methode der bedingten
Erwartungswerte bzw. Wahrscheinlichkeiten 29

2.5.3 Satz iiber die maximale Erwartung

Der Satz iiber die maximale Erwartung ist vollig analog. Auch der bedingte Erwartungswert

ist ein (gewichtetes) arithmetisches Mittel.

2.5.1 Satz (iiber die maximale Erwartung). Sei erneut ein Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,P) mit einer endlichen Partitionierung Q = {1 U & U .. U &} gegeben. Sei X eine
Zufallsvariable. Dann ezistieren die bedingten Erwartungswerte E[X|&],i =1,..,k und ein

mazimaler unter diesen ist mindestens so groff wie E[X]:

max BX|&] > E[X].

Wir fiithren hier also auch véllig analog einen indirekten Beweis.
Beweis (indirekt). Wir machen die folgenden Annahme:
Vi : E[X|&] < E[X].

Wir leiten wiederum einen Widerspruch her, denn es folgt:

k
E[X] =) Pl&]-E[X|E]
=1
k
<> PI&] - E[€]
=1

k
= E[X]- ZP[&] = E[X]- P[]
= E[X]. b

Also gilt wie gefordert: m_%fc E[X|&] > E[X]. 0

Der Satz ergibt sich also unmittelbar aus der Formel des bedingten Erwartungswertes
2.1.27.

2.5.2 Bemerkung. Da die beiden Aussagen im Grunde nur sehr elementare Umstellun-
gen der Formeln der bedingten Wahrscheinlichkeit bzw. des bedingten Erwartungswertes
sind, wére (unter dem Mafstab der Eigensténdigkeit ihrer Aussagen) allenfalls eine Formu-
lierung als Korollar angemessen. Die Bezeichnung als Satz bzw. Theorem erfolgt aus einer
methodischen Motivation: Die Sétze sind in ihrer Anwendung der zentrale Gegenstand der
Methode der bedingten Wahrscheinlichkeit bzw. des bedingten Erwartungswertes. Diese
formal durchzufiihren ist im Grunde leichtes Handwerk. Umso erstaunlicher ist, dass mit
ihrer Hilfe deterministische Algorithmen gewonnen werden kénnen, die ohne probabilisti-

sche Betrachtungen unzugénglich sind.
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Als ein Beispiel dient der folgende Exkurs in das Gebiet der endlichen Graphen. Anhand

diesem wird die Methode der bedingten Erwartungswerte konkret erlautert.

2.5.4 Exkurs zur Erlduterung der Methode:

Algorithmus zum Finden von Cuts
Wir erinnern an die obige Definition des Gewichtes eines Cuts:

2.5.3 Definition. Sei wie im obigen Abschnitt G = (V, E) ein Graph mit V = {1,..,n},
E ={ej,..,en} sowie w(Cut) die Anzahl der Schnittkanten eines Cuts(Vp, V1).

Gesucht ist ein deterministischer Algorithmus, der einen Cut mit w(Cut) > m/2 berechnet.
Dieses Ziel erreicht man durch Derandomisieren des folgenden Monte-Carlo-Algorithmus,

welcher einen beliebigen Cut berechnet:

Algorithmus CuT

Eingabe: Graph G=(V,E) mit V=1,2,...n

Wihle eine zufillige n-Stichprobe w aus {0,1}"

Vo = {ijwi = 0}

Vi = {ijw; = 1}

Ausgabe: Cut (Vp, V1)

Es sei X die Zufallsvariable, die jedem w € 2 das Gewicht des ausgegebenen Cutszuordnet.
Der Erwartungswert von X ist wie zuvor gezeigt m/2. Insbesondere existiert also nach dem
Satz 2.5.1 iiber die maximale Erwartung ein Cut mit w(Cut) > m/2. Anmerkung: Dieser
Monte-Carlo-Algorithmus hat Erfolgswahrscheinlichkeit > 1/2. (Ohne Beweis.)

Fiir den gesuchten derandomisierten Algorithmus sollen wie zuvor beschrieben sukzessive
die zufélligen Bits durch feste Auswahlen ersetzen. Sei x = (x1, x2, .., Zs) ein binires s-Tupel
mit s < n, d.h. eine (feste) s-Stichprobe im Gegensatz zu einer zufilligen s-Stichprobe.
Dann sei Cur(x) der Algorithmus, der durch Festlegung der ersten s Indizes mit w; = z;
aus CUT entsteht (D.h. die weiteren Bits bleiben zufillig.) Zur expliziteren Notation im
Folgenden sei das 0-Tupel mit A bezeichnet, so dass CUT(A)=CUT ist.

Algorithmus CuTt(x)

Fingabe: Graph G=(V,E) mit V={1,2,...n}

Setze w; = x;, 1 =1, .., s.

Wihle paarweise unabhéngig jeweils mit p = 1/2 zufillige Bits wsy1,..,wn
Vo = {iluws = 0}

Vi = {ijw; = 1}

Ausgabe: Cut (Vp, V1)

Sei X, die Zufallsvariable fiir das Gewicht eines Cuts, den CuT(x) berechnet. Nun wollen
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wir den Satz 2.5.1 iiber die maximale Erwartung anwenden. Ziel ist es, auch die zufillige
Wahl des Bits wg41 durch eine feste Wahl zu ersetzen, so dass induktiv alle Bits ersetzt
werden. Die Ersetzung des Bits wsyj durch eine feste Wahl entspricht der Betrachtung
eines Teilergebnisses des Zufallsexperimentes. Die zwei moglichen Teilergebnisse sind die
Ereignise & := {2541 = 0} und & := {zs41 = 1}. Aus dem Satz 2.5.1 folgt dann:

max E[X, /€] > B[X.].

Sei k € {0, 1} so, dass das Maximum angenommen wird. Dann treffen wir die Entscheidung
Zsy1 = k. Damit hat der Algorithmus CuT(z1,..,Zs,Zs4+1) einen mindestens so groken
Erwartungswert fiir die Anzahl der Schnittkanten wie CuT(z). Iteriert man dies, erhélt man
ein Schema von Algorithmen mit einer monoton wachsenden Folge fiir den Erwartungswert

der Schnittkanten:
Cut = Cur(\) — Cutr(z1) — Cutr(z1,22) — .. = CUT(21, 22, .., Tp).

Der letzte Algorithmus verwendet keine zufélligen Bits und ist damit ein deterministischer
Algorithmus. Der formal definierte bedingte Erwartungswert ist identisch mit der Anzahl
der Schnittkanten: E[X(;, 2, 2] = Ww(Cut(1, .., z,)). Damit liefert CUT(x1, .., z,) einen
gewiinschten Cut. Wenn man nun noch das Treffen der Entscheidungen algorithmisch spe-

zifiziert, erhdlt man den derandomisierten Algorithmus:

Algorithmus DERANDOMCUT
Fingabe: Graph G=(V,E) mit V={1,2,..,n}
For(s = 1..n)

IF E[X@,, o, yHwst1 = 1}] 2 E[X(5, 0, ) {ws41 = 0}]

THEN zzs =1

ELSE 2z, =0

ENDIF
Vo:={i:2; =0}
Vi={i:a; =1}
Ausgabe: Cut (Vp, V1)
Zuletzt sei kurz erwihnt, wie analog bei bedingten Wahrscheinlichkeiten zu verfahren ist:
Gesucht ist ein Algorithmus, dessen Ausgabe eine gewisse Eigenschaft I erfiillt. Gegeben
sei ein randomisierter Algorithmus ALG mit zufélligen Bits wy, ..,w,. Bewiesen sei (durch
eine probabilistische Betrachtung), dass es unter der Menge der moglichen Ausgaben des
Algorithmus eine Ausgabe gibt, die diese Eigenschaft erfiillt, d.h. P[K] > 0. Dann findet

man durch die Formel der bedingten Wahrscheinlichkeit eine Folge von Algorithmen

ALG — ALG(z1) = ALG(z1, 22) — .. = ALG(21, 22, .., Ty) =t DERANDOMALG,
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fiir die P[K] monoton wéchst. Fiir die Ausgabe des derandomisierten Algorithmus DE-
RANDOMALG ist dann die Eigenschaft I nachgewiesen, denn P[K] nimmt nur die Werte
1 (falls K erfiillt wird) und 0 (sonst) an.

Dies ist jedoch nur das allgemeine Schema zur Derandomisierung mit bedingtem Er-
wartungswert oder bedingter Wahrscheinlichkeit. Findet man keine effiziente sukzessive
Berechnung der bedingten Werte, kann die Laufzeit einen hohen polynomiellen Faktor
erhalten, womit der derandomisierte Algorithmus wertlos wird. (Wie bei Raghavan und
Motwani [MR95] erldutert, gibt es im Falle des Beispiels eine effiziente Berechnung.)

In der Einfiihrung zu derandomisierten Algorithmen wurde skizziert, dass aus einem ge-
gebenen randomisierten Algorithmus durch Anwendung einer Zusatzroutine die zufilligen
Wahlen entfernt werden kénnen. Jedoch werden in der Regel fiir derandomisierte Algo-
rithmen speziell angepasste randomisierte Algorithmen entworfen, die eine geeignete Ab-
schitzung von Wahrscheinlichkeiten oder Erwartungswerten ermdéglichen. Der Prozess der
Derandomisierung ist keineswegs kanonisch. Hiufig ist ein technisch aufwéindiger Umgang
mit stochastischen Grofen erforderlich. Oft ist zundchst eine Anpassung eines bekannten
randomisierten Algorithmus notwendig um ihn derandomisieren zu kénnen.

Haussler und Welzl gelingt keine deterministische Konstruktion der Datenstruktur fiir
Halbraum- oder Simplexbereichsanfragen. Bei Haussler und Welzl wird die Methode der be-
dingten Wahrscheinlichkeit eingesetzt. Dies geschieht als Teil eines probabilistischen Exis-

tenzbeweises.



Kapitel 3

Bereichsraume und e-Netze

In diesem Kapitel wird das abstrakte Konzept eines Bereichsraumes eingefiihrt. e-Netze und
e-Approximationen werden in diesem allgemeinen Zusammenhang definiert und untersucht.
Es wird auch ein (kombinatorischer) Dimensionsbegriff eingefiihrt: Die VC-Dimension. Der
Begriff der VC-Dimension (oder kurz Dimension) eines Bereichsraumes geht auf Vapnik
und Chervonenkis zuriick [VCT71]. Er wird von Haussler und Welzl verwendet, da viele geo-
metrische Bereichsrdume eine endliche VC-Dimension haben und diese (kombinatorische)
Eigenschaft schon ausreicht um die Existenz von kleinen e-Netzen und e-Approximationen
nachzuweisen, wie in diesem Kapitel gezeigt wird. Einen sehr guten aktuellen Uberblick,
der sich auch als Einfilhrung eignet, bietet Matousek in Epsilon-Nets and Computational
Geometry [Mat93|. Dort werden die Begriffe definiert und eine kleine Sammlung von Resul-
taten zu e-Netzen bewiesen. Matousek betrachtet Anwendungen von e-Netzen fiir Probleme
der algorithmischen Geometrie (das Cutting lemma sowie das Short edge lemma). Auch
die im Rahmen dieser Diplomarbeit behandelte Anwendung von e-Netzen fiir Simplex-
Bereichsanfragen stellt Matousek fiir den zweidimensionalen Fall sprachlich schén und
pragnant dar [Mat93, Problem 3.4]. Wie sich im folgenden Kapitel zeigt, ist eine abstrak-
tere Formulierung von Bereichsrdumen fiir die spezielle Problemstellung der Halbraum-
Bereichsanfragen hilfreich. Daher fithren wir Bereichsrdume als abstrakes Konzept ein und

untersuchen bestimmte Strukturen und Eigenschaften von ihnen.

3.1 Bereichsraume, c-Netze und s-Approximationen

3.1.1 Definition (Bereichsraum). Ein Bereichsraum B ist ein Paar B = (X, %) mit
einer Menge X, dessen Elemente x Punkte oder Objekte heiften und einer Bereichsmenge
Z C P(X). Z ist eine Menge von Teilmengen von X. Die Elemente R € Z heifien Bereiche.
Ein Bereichsraum (X, %) heifst endlich, wenn X (und damit auch &) endlich ist.

Haussler und Welzl verwenden fiir Bereiche die Bezeichnung r sowie fiir die Bereichsmenge R. Diese Nota-

tion wird abgedndert. Einerseits ist hier r := 1/¢ wie bei Matousek eine Bezeichnung fiir einen Parameter.
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Andererseits sollen Punktmengen mit Grofbuchstaben bezeichnet werden, vgl. Einleitungskapitel. Ent-
sprechend soll die Bereichsmenge als Menge von Punktmengen mit einem Fraktur- oder Skriptbuchstaben
bezeichnet werden. Um die Bereichsmenge deutlich von Bereichen R unterscheiden zu koénnen, wird die

Bezeichnung % (und nicht etwa R) verwendet.

3.1.2 Definition (grofte Bereiche). Sei ein endlicher Bereichsraum B = (X, %) vor-
gelegt. Sei € > 0. Dann nennen wir einen Bereich R € Z# grof oder e-kritisch, wenn

|R| > ¢ - |X]| gilt. Wir definieren die Menge aller grofen Bereiche:

Fe: ={ReZ: |R|>c-|X|}.

3.1.3 Definition (Unterraum). Gegeben sei ein Bereichsraum (X, %) und eine Teil-
menge Y C X. Dann ist (Y,Z)y) mit Zy = ZNY: ={R' = RNY mit R € #} ein
durch Y induzierter Bereichsraum, der als Unterraum von X bezeichnet wird. Dabei ist
ZNY eine Teilmenge von P(Y), d.h. verschiedene Bereiche Ry, Ry induzieren den gleichen
Bereich R in ZNY, wenn R = RiNY = Ry NY gilt. Diese Definition ist sehr fruchtbar,
da sich die im Folgenden definierte VC-Dimension (gewissermafen eine Charakterisierung

der kombinatorische Komplexitit) eines Bereichsraumes auf seine Unterrdume vererbt.

Durch den Begriff des Unterraumes kann man ,Bereichsanfragen® (die wir erst spéter formal

definieren) im Kontext von Bereichsraumen betrachten.

3.1.4 Beispiel (Halbebenen-Bereichsanfrage). Gegeben sei eine endliche Punktmen-
ge A in der Ebene R%. Wird uns eine offene Halbebene R C IR? in der Ebene vorgelegt, so
wollen wir berechnen, welche der Punkte aus A in R liegen. Gesucht ist also der Schnitt
AN H. Definieren wir also den Bereichsraum (X, %) = (IR%, %), wobei % die Menge aller
offenen Halbriume des R? ist. Wir sind an dem Unterraum (A, % 4) interessiert. Dessen
Bereiche haben die Form R’ = RN A, sie sind die gesuchten endlichen Punktmengen.

In Abbildung 3.1.4 liegt eine endliche Punktmenge A vor. Desweiteren sind einige Gera-
den angedeutet, iiber bzw. unter derer gewisse Teilmengen von A sind. Die Menge aller

Teilmengen, die in einer beliebigen Halbebene des IR? liegen, ist die Bereichsmenge K| A-

3.1.5 Bemerkung. Man beachte, dass Bereichsrdume abstrakt definiert sind und sich
nicht unmittelbar algorithmisch zur L&sung von Bereichsanfragen einsetzen lassen. Dies
sieht man leicht ein: Schon die Aufzéhlung der Bereiche %4 entspriche der Aufzihlung
aller moglichen Ergebnisse eines Algorithmus, wie Matousek bemerkt [Mat91, Einleitung
von Abschnitt 4].

Typischerweise interessiert man sich fiir endliche Bereichsraume (X, %), die als Unterraum
aus einem Bereichsraum mit einer grokeren Menge, z.B. R? entstanden sind. Fiir die fol-

genden Betrachtungen sei also nun stets ein € > 0 und ein endlicher Bereichsraum (X, %)
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Abbildung 3.1: eine endliche Punktmenge und sechs Halbebenen

vorgelegt. Die beiden folgenden Definitionen fiihren e-Netze und e-Approximationen ein.
Haussler und Welzl verwenden leicht abweichende Bezeichnungen:

Wihrend hier &hnlich zu Matousek e-Netze und e-Approximationen fiir endliche Bereichs-
rdume definiert werden, definieren Haussler und Welzl e-Netze und e-Approximationen fiir
endliche Teilmengen von Bereichsrdumen. Unter Beachtung der Definition von Unterraum

sind diese Vorgehensweisen jedoch dquivalent.

3.1.6 Definition (e-Netz). Eine Teilmenge N C X mit endlichem X heifst e-Netz von
X, wenn jeder grofe Bereich R € Z. ein © € N enthilt. Nach Definition 3.1.2 ist Z. die
Menge der Bereiche R mit |R| > ¢|X|. Damit erhdlt man die formale Definition:

N C X ist e-Netz <= VR € Z.: [N NR| > 0.

Aquivalent dazu ist: Eine Teilmenge N C X heifit e-Netz von X, wenn jeder Bereich R,
der kein Element aus N enthélt, hochstens €| X | Elemente aus X enthélt, also R # Z. ist:

N C X ist eNetz <= ([NNR|=0=|R| <¢[X]).

Wir deuten nun ein Beispiel fiir ein e-Netz an:

3.1.7 Beispiel (e-Netz in Bezug auf Halbebenen). Betrachten wir die Abbildung 3.2
und bezeichnen die Punktmenge mit A. Bei Wahl eines geeigneten e (geschétzt %) ist in
jeder Halbebene, die mehr ¢-|A| Punkte enthélt, ein markierter Punkt. Man beachte, dass
nur einige dieser Halbebenen dargestellt werden. Mit einem geeignet gewédhlten e ist die
Menge N C A der markierten Punkte ein e-Netz in Bezug auf Halbebenen, d.h. ein e-Netz

von A im weiter oben betrachteten Bereichsraum (A, %|,4).

Es folgt die Definition eines den e-Approximationen verwandten Mengensystems:
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(a) Halbebenen mit mehr als ¢ - |A| Punkten (b) ein i-Netz fiir Halbebenen

5

Abbildung 3.2: Beispiel eines e-Netzes

3.1.8 Definition (e-Approximation). Eine Teilmenge V' C X heiflt e-Approximation,
wenn fiir alle Bereiche R € Z gilt:

VARl |R|
- <e
v X

Eine Teilmenge V C X heifst also e-Approximation, wenn V' die Menge X in folgendem
Sinne fiir alle Bereiche R approximiert: Fiir beliebige R € # weicht der Bruchteil der in
der ,Stichprobenmenge”“ V' enthaltenen Elemente um hochstens € vom Bruchteil der in der

Grundmenge X ab.

e-Approximationen wurden historisch vor e-Netzen eingefiihrt. Diese beiden Mengen in
Bereichsraumen stehen in enger Beziehung zueinander. Der einfachste, triviale Zusammen-

hang findet sich in der folgenden Beobachtung:
3.1.9 Beobachtung. Sei V' C X eine e-Approximation. Dann ist V' auch ein e-Netz.

Beweis. Sei R € #., also |R|/|X| > €. Nach der Definition fiir e-Approximationen folgt:

VNR R
" |18l >0 = |[VNR|>0.

e — ‘|VOR\‘
V] R |

1% O

Umgekehrt gilt dies nicht: Hinzufiigen beliebiger Elemente zu einem e-Netz ergibt wieder
ein e-Netz, fiir e-Approximationen ist dies offensichtlich nicht der Fall.

Mit e-Approximationen lésst sich ein einfacher Algorithmus fiir approximative Bereichs-
anfragen konstruieren. Sei zum Beispiel (R?, H*) der Bereichsraum der Halbebenen im IR?
und (A, Z#) der von einer endlichen Menge A erzeugte Unterraum. Nehmen wir an, dass
sich zu einem ¢ > 0 eine e-Approximation V' C A bestimmen ldsst. Dann l&sst sich mit
Hilfe einer solchen e-Approximation zu einer Anfrage-Halbebene h* mit beliebig kleinem

relativen Fehler der gesuchte Wert |A N A*| bestimmen.
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Eingabe: Halbebene h*
1: wéhle ein € > 0
2: bestimme eine e-Approximation V' C A mit moglichst kleinem |V/|
3: bestimme |V N A*|
4: setze | «— ‘—‘1/‘ VN kY
Ausgabe: i-|A|

Algorithmus 3.1: Approximative Bereichsanfragen fiir eine endliche Menge A
z
Al

das heiftt die Ausgabe i - |A| von Algorithmus 3.1 ist ungeféhr der gesuchte Wert |A N h*|.
Die Abweichung héngt dabei von dem gewéhlten € > 0 ab.
Falls |V| deutlich kleiner als |A| ist, so ist die Berechnung von i - |A|, d.h. die Bearbeitung

Es gilt: |¢ —

\<e:»|i-|A\—z|<e-|A\,

der approximativen Bereichsanfrage, deutlich schneller als die Berechnung von |A N h*|.

3.2 Existenz von kleinen s-Netzen

In diesem und den folgenden Abschnitten befassen wir uns mit der Existenz von kleinen
e-Netzen und e-Approximationen sowie der Wahrscheinlichkeit, dass eine ,zuféllige Teil-
menge* ein e-Netz bzw. eine e-Approximation ist. Fiir Existenzbeweise wendet man in
der Regel die probabilistische Methode an, d.h. man wahlt aus der Menge X zufillige m-
Stichproben Z und weist nach, dass diese (als Menge) bei einer hinreichenden Stichproben-
Grofe m ein e-Netz bzw. eine e-Approximation bilden.

Obwohl zuféllige m-Stichproben keine Mengen sind, ist dies wesentlich fruchtbarer als die
wzuféllige“ Auswahl von Teilmengen, da der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum viel
leichter zu handhaben ist.

Wir erinnern kurz an die Definition 2.1.23 (S.16) einer zufélligen m-Stichprobe

T = (x1,..,Tm) € X™ auf der endlichen Menge X. Es ist zu beachten, dass wir in diesem
Kapitel fiir ein m-Tupel die Schreibweise T verwenden, um T € X von z € X zu unter-
scheiden. Man verwendet die beiden Wahrscheinlichkeitsmafe P auf X und P™ auf X™

mit:

1
Plz] = —— fir alle z € X,

| X|
Plo e B] = 12 fiir alle R C X
- |x] ’
1
Pm[f] = W fir alle T S Xm und
Pz el]= el fiir alle £ C X™.

RO
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Die sehr angenehme Eigenschaft des Wahrscheinlichkeitsraumes (X™,P™) ist, dass die
Ereignisse [z; € R] und [z € R'] fir j # k und beliebige Mengen R, R’ C X stets
unabhéngig sind. Dies ist inhaltlich vollig klar, da die Ziehung eines Elementes unabhéngig
von den vorigen und nachfolgenden Elementen ist. Die formale Darstellung ist jedoch etwas
mithsam. Man verwendet Gleichung 3.2 und die Definition des Wahrscheinlichkeitsmafses
P™ auf dem Produktraum (X™,P™). Zunéchst gilt:

P™[z; € Rl = | [[PIX]] -Plz; € Rl= | [[1] - Pl; € Rl = Pla; € R].
i#j i#]
Wir weisen erneut (vgl. Bemerkung 2.1.22, S.16) darauf hin, dass die Schreibweise P™
impliziert, dass [z; € R] im Term P™[z; € R| ein Ereignis £ aus X = X x .. x X

darstellt und schreiben dieses zur Klarstellung ausnahmsweise explizit hin:

€:{EeXm:xjeR}:<]l—[X> x {x;} x ﬁ X |, ECcX™

i=1 i=j+1
Wir zeigen nun, dass auch P™[z; € R|z € R'] = Plz; € R] gilt:
Pm[ZCj €ERANxp € R/]
Pm[l‘k S R/]
(Mg PIXT) - Plos € R P[X, € R
(Hi;ﬁk P[X]> Play € R
B 1- P[.Q;‘j € R] . P[.I‘k € R/]
- 1- P[.I‘k € R/]
= Plz; € R| =P™|z; € R].

Pm[ZCj S R|.1‘k € R/] =

Die erste Umformung ergibt sich aus der Definition 2.1.9 (S.12) der bedingten Wahrschein-
lichkeit. Die weiteren Umformungen ergeben sich sofort aus der Definition 2.1.7 des Pro-
duktraumes und der Definition 2.1.23 (S.16) von m-Stichproben.

Zwecks einer weniger formalen Darstellung verwenden wir einige Sprechweisen mit offen-

sichtlichen Bedeutungen. Einige von diesen listen wir hier auf.

3.2.1 Sprechweisen (fiir Stichproben aus Bereichsridumen).

T ist e-Netz Die Menge {z1,.., s} (ohne Duplikate) ist ein e-Netz von X.
T ist kein e-Netz Die Menge {z1,.., 2} (ohne Duplikate) ist kein e-Netz von X.
x trifft R x € R (fiir einen Bereich R C X).
T trifft R di=1,..m:z; €R

=FKs gibt ein z; in T, welches R trifft.
x verfehlt R x ¢ R (fiir einen Bereich R C X).
T verfehlt R r1¢ RANxa ¢ RAN.. ANz ¢ R(RC X)

=Es gibt kein z; in T, welches R trifft.
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3.2.2 Satz (Existenz nach Matousek [Mat93]).
Sei 1 > ¢ > 0 und ein endlicher Bereichsraum (X, %) gegeben. Man setze s = |Z)|.

Dann gilt fiir diesen Bereichsraum:

1
Es existiert ein e-Netz N von X mat hochstens —log s Elementen.
€

Konwvention. Wenn ein Term ¢ mit reellen Grofen wie € eine Anzahl beschreibt, so ist stets
die nach oben gerundete natiirliche Zahl [t] gemeint. Die Rundungsoperation wird dann
nicht mitnotiert um dem Term ein einfacheres Aussehen zu geben. In diesem Sinne l&sst
sich beispielsweise sagen: Es gibt eine Teilmenge N C X mit v = %logs Elementen, die
ein e-Netz von X ist. (Man beachte: Wenn N’ C N mit v/ < v ein e-Netz ist, so ist auch

nach der Definition auch N ein e-Netz.)

Beweis (Nach Matousek [Mat93]). Betrachte eine m-Stichprobe T = (z1, .., 2;,) von
X geschrieben als m-Tupel * € X™. Nach Definition 2.1.23 ist P die diskrete Gleichver-
teilung auf X und P™ die diskrete Gleichverteilung auf X"*.

Wir betrachten zunéchst einen grofser Bereich R € Z.. Fiir z € T gilt:

(X - R

Plx ¢ R] = X

<1l-—ce.

Daraus folgt:
PPlVzez: o ¢ Rl =][[Pla¢ Rl <(1—2)™
=1

Mit der leichten technischen Abschitzung 1 —e < e =™ folgt:

P™[z verfehlt R = P™[Vx €ZT: x ¢ R]| <e ™.

Man gelangt nun zu einer Abschétzung fiir P™[T ist e-Netz]:

P™[3R € #.: T verfehlt R| < |#.|-e " <s-e ™
= P™[Z ist e-Netz] =1 — P™[IR € #Z.: T verfehlt R] > 1 —s-e ™.

. 1 .
Fiir m > = log s folgt:
P™[T ist e-Netz] > 1 —s-e 1985 =1 —5.¢7185 =1 — f=0
s

=3dr € X™ : T ist ein e-Netz.

Im letzten Beweisschritt wurde nur die Definition des endlichen Wahrscheinlichkeitsmafies
P™ verwendet: Fir p = P™[£] > 0 ist |€] = p- |X|™ > 0. Diese Folgerung ist eine
Anwendung der probabilistischen Methode (vgl. Abschnitt 2.3, S.23). 0
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Fiir die von Haussler und Welzl verwendete Datenstruktur ist es allerdings notig ein e-Netz
zu finden, dessen Grofie nicht von der Grofse der Objektmenge ist. Ein solches e-Netz hat
in diesem Sinne eine konstante Grofe. Solche e-Netze existieren nur fiir gewisse Bereichs-
rdume. Dies ist eine kombinatorische Eigenschaft, die nach Vapnik und Chervonenkis als
VC-Dimension bezeichnet wird [VCTL].

3.3 Die VC-Dimension von Bereichsraumen

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Definition der Vapnik-Chervonenkis-Dimension
(kurz: Dimension oder VC-Dimension) eines Bereichsraumes und geben anschliefsend ein
Beispiel fiir einen Bereichsraum mit einer endlichen sowie ein Beispiel fiir einen Bereichs-
raum mit einer unendlichen VC-Dimension an.

Anschliefsend wird in Lemma 3.3.4 gezeigt, dass fiir einen Bereichsraum mit endlicher VC-
Dimension d auch die Unterrdume eine endliche Dimension kleiner oder gleich d haben.
Im Satz 3.3.7 (S.43) wird eine obere Schranke fiir die Anzahl der Bereiche in einem end-
lichen Unterraum (A, %)) (endlich :& |A| < 00) eines Bereichsraumes mit endlicher VC-
Dimension angegeben. Diese Abschétzung bietet die Grundlage fiir die beiden folgenden
Abschnitte, in denen die Existenz von e-Approximationen und e-Netzen konstanter Grofse

nachgewiesen wird.

3.3.1 Definition (VC-Dimension). Gegeben sei ein Bereichsraum (X, %). Dann ist sei-
ne VC-Dimension (kurz: Dimension) dim(X, %) definiert durch:

max{|A[: A C X endlich und #Z4 = P(A)}, bzw.
dim(X,Z) =
00, falls das obige Maximum nicht existiert.

Dies ist die grofte Anzahl von Elementen, die eine endliche Menge A C X haben kann, so
dass folgende Eigenschaft erfiillt ist: Zu einer beliebigen Teilmenge A’ C A gibt es einen
Bereich R aus Z mit RN A = A’. Falls eine endliche Teilmenge A diese Eigenschaft erfiillt,
sagen wir auch, dass A durch Z bzw. (X, %) iiberdeckt (shattered) wird.

Falls beliebig groffe Mengen A diese Eigenschaft erfiillen, existiert keine grofste Anzahl
von Elementen und ist die Dimension unendlich. Es ldsst sich auch dim (%) statt dim(X, %)

schreiben, wenn klar ist, auf welchen Bereichsraum sich % bezieht.

3.3.2 Beispiel (elementarer Bereichsraum mit Dimension 2). Man betrachte den
Bereichsraum der abgeschlossenen Intervalle auf den reellen Zahlen. Dieser ist (R, %),
Z# ={R: R = |a,b] mit a,b € R}. Man erkennt leicht, dass dim(R, Z) = 2 gilt:

Sei A = {x1, 2} mit 141 < 2. Dann gilt fiir die Bereiche Ry = [x1, z2], R2 = [z1,21+1],
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R3 = [Il—i-l,xg] und Ry = [x1—2,x1—1]: RiNA= {xl,xg}, RoNA = {xl}, R3NA = {IQ}
und Ry N A= 0. Also gilt:

%|A = {{z1, 22}, {21}, {22}, 0} = P(A4).

Sei nun A = {x1,x9,x3} eine dreielementige Menge und 0.B.d.A. 21 < x2 < z3. Diese
lasst sich nie iiberdecken, da es keinen Bereich R = [a, b] gibt mit RN A = {z1,z3}. Also
gilt fiir [A| > 3 stets %4 # P(A).

Im néchsten Kapitel (Lemma 4.3.2, S.69) wird gezeigt, dass der Bereichsraum der Halb-

ebenen im R? bzw. der Bereichsraum der Halbriume im IR? (sowie deren Unterriume)
hochstens die Dimension 2 + 1 bzw. d 4+ 1 haben.
Dies ist nicht selbstverstdndlich, da es auch elementare Bereichsrdume gibt, die keine end-

liche Dimension haben:

3.3.3 Beispiel (elementarer Bereichsraum mit Dimension co). Der Bereichsraum
(R?, Z) mit # = {R C R?: R konvex} hat keine endliche Dimension: Sei n € IN und
A ={z1,22,..,2p+1} ein konvexes Polygon mit n+ 1 Eckpunkten. Dann wird A iiberdeckt,
wie man leicht erkennt: Sei A" C A. Sei R = CH(A') € % die konvexe Hiille von A’. Da
A ein konvexes Polygon ist, folgt RN A= A’. Also gibt es endliche iiberdeckte Mengen A

mit beliebig vielen Elementen und es gilt:

dim(R?, {R C R?*: R konvex}) = oc.

Direkt aus der Definition der VC-Dimension ergibt sich, dass sich die VC-Dimension auf

Unterrdume vererbt:

3.3.4 Lemma (Vererbung der VC-Dimension). Sei (X, %) ein Bereichsraum mit
dim(X,#) = d. Dann hat auch der von Y induzierte Unterraum eine endliche VC-

Dimension und diese ist kleiner oder gleich d.

Beweis. Annahme: Der von Y C X induzierte Bereichsraum (Y, Z%)y) hat eine VC-
Dimension > d + 1 (oder unendlich). Dann gibt es eine von %)y = #Z NY iiberdeckte
Teilmenge A C Y mit |A| > d + 1. Fiir jeden Bereich R € # gilt wegen A C Y aber
RNA=(RNY)NAundesist RNY € #Z)y. Damit wird A C X auch von (X, %) iiber-
deckt und es folgt: Die VC-Dimension von (X, %) ist grofer oder gleich d 4 1. Dies ist im
Widerspruch zur Annahme. O

Die entscheidende Konsequenz endlicher VC-Dimension d fiir einen Bereichsraum (X, %)
ist, dass die Anzahl der Bereiche durch ein festes Polynom in |X| vom Grad d beschrankt

ist. Diese Funktion auf den natiirlichen Zahlen definieren wir zunéachst:
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3.3.5 Definition. ®;: IN — IN sei fiir d € Z definiert durch

n
Konvention: (}) = 0 fiir k > n, so dass ®q(n) := Z <Z> = 2" fiir d > n.
k=0
Im Falle von d = 2 ergibt sich fiir n > 2: ®3(n) = 1+n+n(n—1)/2. Dies ist tatsichlich ein
Polynom 2-ten Grades in n. Ein mit Arrangements vertrauter Leser kennt dieses Polynom
als die grofste Anzahl von Fléchen, in welche die Ebene durch eine Menge aus n Geraden
partitioniert wird. Fiir 3 Geraden erhélt man zum Beispiel ®2(3) =14 3 + 3 = 7. Dieser
sehr entscheidende Zusammenhang gilt auch fiir d-dimensionale Arrangements und wird
im néchsten Kapitel zu geometrischen Bereichsraumen diskutiert.
Da (Z) = w ein Polynom vom Grad k in n ist, ergibt ®, tatséchlich ein
Polynom in n vom Grad d. Haussler und Welzl definieren ®4(n) durch eine Rekursion und
beweisen die Formel in Definition 3.3.5. Wir gehen den umgekehrten Weg und beweisen

aus der obigen expliziten Definition die Rekursionsformel.
3.3.6 Lemma (Rekursion fiir ®4(n)). Firn,d > 1 gilt:

Pg(n—1)+ P4 1(n—1) = Dg(n).

Beweis. Wir beweisen zunéchst, dass die Rekursionsformel fiir den Binomialkoeffizienten
(Zj) + (ngl) = (}) auch fiir k> n—1 (und n > 1) mit der Konvention (7}) =0 fiir i > n

erfiillt wird. Wir unterscheiden zwei Falle:

1. k=mn: Es gilt
-1 -1
o)+ (1) =reo=1= )
n—1 n n

2. k> n: Es gilt
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Den Beweis erhdlt man nun durch einfaches Umformen der Definition von ®4(n):

@d(n—1)+<1>d1(n—1)=i<n;1>+d§<n;1>

k=0 k=0

k=1
n ¢ In ¢ In
W20 -2 )
k=1 k=0
= ®4(n)
Damit ist die Aussage fiir alle n, k > 1 bewiesen. g

3.3.7 Lemma (Bereichsanzahl). Gegeben sei ein endlicher Bereichsraum (X, %) mit

VC-Dimension d. Dann gilt fir die Anzahl n = |Z| seiner Bereiche:
%] < ®4(n).

Beweis. [HW87, Lemma 3.1|

Der Beweis wird mit vollsténdiger Induktion nach d und n gefiihrt.

Im Falle von d = 0 wird nach der Definition der VC-Dimension hichstens die leere Menge
tiberdeckt, man erhélt also Z C {0} und damit |Z| < 1 = ®p(n).

Fiir n = 0 erhilt man wegen X = () erneut #Z C {0}.

Es gilt ®4(0) = Yo (1) = () +0=1>|%|.

Aufiere Induktionsannahme: Die Behauptung gilt fiir alle endlichen Bereichsrdume mit
VC-Dimension < d — 1 mit einem d > 1.

Innere Induktionsannahme: Die Behauptung gilt fiir alle endlichen Bereichsrdume mit
VC-Dimension d und hochstens n — 1 Elementen mit einem n > 1.
Induktionsbehauptung: Die Behauptung gilt fiir einen Bereichsraum B = (X, %) mit
VC-Dimension d und |X| = n.

Induktionsschritt:

Wir betrachten zwei Bereichsrdume auf der (n — 1)-elementigen Menge X — {x}:
B = (X — {a}, %)

ist einer der beiden Bereichsraume auf X — {x}. Seine Bereiche R € ™7 entstehen durch

Entfernung von z aus einem jeden Bereich von Z#, d.h. es wird definiert:

X :={R—-{x}: Re X}
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B~* ist damit der von der Menge X — {z} induzierte Unterraum von (X, Z).
B@ .= (X — {z},2™)
ist der andere Bereichsraum auf der Menge X — {z}. Die Bereichsmenge ist definiert als

#%) . ={Re%:x¢ R RU{z}eR}.

Die Bereiche R € %#®) sind jene Teilmengen von X — {z}, die auch in der Bereichsmenge
Z enthalten sind und fiir die gleichzeitig R U {z} in Z ist. Man beobachtet:

2| = 1% | + 12|,

Dies ergibt sich direkt aus der Konstruktion der Bereichsmengen 2% und 2%, wir geben
fiir diese Beobachtung hier dennoch den Beweis an. Jeder Bereich aus % wird auf einen
Bereich aus Z~% abgebildet. Es werden offensichtlich nie mehr als zwei Bereiche aus #Z
auf denselben Bereich aus #Z~% abgebildet, da nur ein Element x entfernt wird. Zwei
verschiedene Bereiche Ri,Ro aus # werden nach der Definition von R~ genau dann auf
denselben Bereich R € #~* abgebildet, wenn R = R; und R U {z} = Ry (oder mit
vertauschten Rp, Rg). Es gilt stets # ¢ R. Also ist diese Aussage gleichbedeutend mit
r¢ R/ ReZund RU {z} € Z Damit folgt:

\%| — %" = |{Re #: x ¢ R,RU{z} € R} = |2"|.

Wir beweisen nun:
|Z| < @g(n—1)+ Py_1(n—1) = P4(n).

Zuniéchst ist B~" nach Konstruktion ein Bereichsraum mit hochstens n — 1 Elementen und
hat offensichtlich hochstens die endliche VC-Dimension d. (Gilt nach Lemma 3.3.4.) Nach
der inneren Induktionsannahme gilt also |Z~*| < ®4(n — 1).

Es bleibt zu zeigen: |Z2*)| < ®4_(n —1).

Wir beweisen also, dass der Bereichsraum B®) mit n — 1 Elementen hochstens die VC-
Dimension d — 1 hat. Dies geschieht mit der Definition der VC-Dimension:

Nehmen wir an, dass eine endliche Menge A von B(®) iiberdeckt wird. Dann ist = ¢ A.
Wir zeigen nun, dass die Menge AU {z} von (X, %) iiberdeckt wird:

Sei A’ eine beliebige Teilmenge von A. Dann gibt es einen Bereich R in 2*) mit RNA = A’
Nach der Definition von Z2(®) ist sowohl R € #® als auch RU {2} € #®). Es ist
RNAU{z} =A und (RU{z})N(AU{z}) = A U{z}.

Also werden beliebige Teilmengen von AU {z} durch einen Bereich in % geschnitten, d.h.
AU {z} wird von Z iiberdeckt. Da die VC-Dimension von (X, %) hochstens d ist, hat
somit der Bereichsraum B®) = (X — {z},%#®)) hochstens VC-Dimension d — 1. Es folgt

schlieflich:
IR <[®4(n — 1) +[Pg—1(n — 1)| = [®a(n)]. O
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3.3.8 Beispiel. Betrachte den Bereichsraum (X, %) mit X = {1,2,3}, n:= |X| =3 und
Z = {0,{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}. Es ist |Z| = 7. Da {2,3} iiberdeckt wird,
ist seine VC-Dimension d > 2. Offensichtlich wird keine 3-elementige Menge iiberdeckt,
da {1} ¢ %. (Tatsichlich ist |R| =23 —1 = (g) + (i’) + (g) = ®5(3).) Betrachen wir die
Bereichsriume B3 = (X — {3}, %) und B®) = (X — {3}, #®). Es sind:

72 = {1 {2535 {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

27 ={{H{2h{ H{L2h{1 L{z 1{12 }}
= {{ {15, {2},{1,2}}

23 = {{}. {2} {1,2}, }
= {{}{2,{1,2}}

Die Mengen sind dabei biindig gesetzt, damit man erkennt, wie sich 23 und Z®) ergin-
zen: Es ist augenscheinlich 7 = [#Z| = |#273| + |#2®)| = 4 + 3. Verfolgen wir weiter die
Beweisschritte: Nach der Definition der VC-Dimension hat B~3 VC-Dimension < 2 (hier:

= 2) und nach der Induktionsannahme folgt:

IR73| < ®5(2)] = <§> + G) + @) =22 _1=3.

Wir vollziehen auch nach, dass die VC-Dimension von %Z®) kleiner oder gleich 1 ist: An-
genommen, B®) wiirde eine zweielementige Menge {y, z} iiberdecken (es kommt natiirlich
hier nur {1,2} in Frage), so wiirde (X, %) die Menge {y, z,3} mit drei Elementen iiberde-
cken, aber (X, %) hat VC-Dimension 2. Also gilt:

%] < ,(2) = (f)) + @ =2 -1=3

= |Z] < ©2(2) + 1(2) = 92(3).

Mit diesem Dimensionsbegriff fiir Bereichsrdume lassen sich e-Netze und e-Approximationen
fiir endliche Mengen A finden, deren Grofe nicht von |A|, sondern nur € und der Dimension

des Bereichsraumes abhéngt.

3.4 e-Approximationen der konstanten Grofie O (6% log %)

Haussler und Welzl zitieren einen Satz nach Vapnik und Chervonenkis, der eine Aussage

tiber e-Approximationen konstanter Grofe beinhaltet [VCT1].

3.4.1 Satz (iiber e-Approximationen nach Vapnik und Chervonenkis). Es gibt ei-
ne Konstante ¢ > 0, so dass gilt:

Sei (X, %) ein Bereichsraum der Dimension d. Seien 1 > ¢ > 0 und § < 1. Dann gilt fir
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jeden endlichen Teilraum (A, %|4) und eine zufillige m-Stichprobe T von A die folgende
Implikation:

1
m > 5% <d10gg + log g> = P™|T ist e-Netz] > 1 —9.

Die Aussage wird nicht bewiesen, da sie fiir die weiteren Ausfithrungen nicht relevant ist.

3.4.2 Beispiel. Der vorangegangene Satz ist nun hilfreich um das Beispiel zu approxima-
tiven Bereichsanfragen durchzufiihren. Genauer gesagt bietet der Satz einen Monte-Carlo-
Algorithmus fiir die Bestimmung einer e-Approximation, welche Teil des Preprocessings

ist. Dieser Monte-Carlo-Algorithmus hat eine Fehlerwahrscheinlichkeit von § mit

Eingabe: Punktmenge A und Parameter m
1: Erzeuge eine e-Approximation von A mit m Elementen (m wie oben).
2: Weise V[i], i =1, .., size ein zufilliges Element aus A zu.
3: Entferne die Duplikate aus dem Vektor V[i].

Ausgabe: V > V stellt nun eine Menge dar und kann zuriickgegeben werden.

Algorithmus 3.2: Monte-Carlo-Algorithmus zur Erzeugung einer e-Approximation

621/

logézd-logg— —

€ c
3.4.3 Bemerkung. Mit e-Approximationen lassen sich Bereichsanfragen mit beliebiger
Genauigkeit beantworten, wie Haussler und Welzl bemerken [HW87, Example 5]. Fiir die
exakte Beantwortung bendtigen Haussler und Welzl jedoch e-Netze. Das mag insofern
iiberraschen, als jede e-Approximation auch ein e-Netz ist. Es zeigt sich jedoch bei tieferer
Analyse, dass die von Vapnik und Chervonenkis nachgewiesenen e-Approximationen noch

zu grof sind. Betrachten wir die Grofe von m in Abhéngigkeit von ¢, so erhalten wir:
(e)eO L O(r*logr)
m(e —log— ) =0O(rlogr).
298¢ 8

Dabei ist r := % Héaufig ist r eine angenehmere Variable als ¢ um Beziehungen auszu-
driicken. Daher wird fiir 0 < € < 1 héufig auch r = % > (0 benutzt. Diese Schreibweise
geht auf Matousek zuriick, der sie hdufig verwendet. Insofern kann man auch von einem
%—Netz bzw. Ahnlichem sprechen und die GréRenordnung wie oben angeben. Hier wird
dies auch hiufig getan, wenn es die Darstellung vereinfacht oder einen Zusammenhang

offensichtlicher macht.
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3.5 e-Netze der konstanten Grofe O (% log %)

In diesem Abschnitt nach Haussler und Welzl wird eine Existenzaussage fiir e-Netze bewie-
sen. Auch bei diesem héingt die Grofe des e-Netzes nicht von der Grofe der Objektmenge
ab. Sie hat in Abhéngigkeit von ¢ die Gréfenordnung

m(e) € 0 (% log é) — O(rlog ).

Damit sind diese e-Netze deutlich kleiner als die e-Approximationen aus dem vorigen Ab-
schnitt. Diese Existenzaussage von Haussler und Welzl bietet die Grundlage fiir ihren Da-
tenstruktur zur Beantwortung von Halbraum- und Simplex-Bereichsanfragen. Die Grofe

des e-Netzes ist abhéngig von der als endlich vorauszusetzenden VC-Dimension.

Vorgriff von Theorem III: Existenz von e-Netzen der Grofe O(1log 1):
Es gibt eine Konstante ¢4, so dass fiir jeden endlichen Bereichsraum (X, %) mit VC-
Dimension d und alle 0 < ¢ < 1/2 gilt:

1 1
Es existiert ein e-Netz N von X mit |N| < ¢q—log —.
e ¢

Haussler und Welzl beweisen diese Aussage mit der probabilistischen Methode durch die Betrachtung von
zufilligen Stichproben. Versuchen wir zunédchst plausibel zu machen, wie ein solcher Beweis funktionieren
kann. In irgendeiner Form flieft die endliche VC-Dimension ein. Diese sagt aus: Fiir eine feste endliche Teil-
menge E der Grofie m' ist die Anzahl der Bereiche im induzierten Unterraum kleiner oder gleich ®4(m’).
Dies ist ein Polynom vom Grad d in m’. Damit eine zufillige Stichprobe irgendeiner Gréfie ein e-Netz ist,
miisste man also die Wahrscheinlichkeit mithilfe einer festen Teilmenge E der Gréfe m’ abschétzen und
zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit fiir die Verfehlung eines jeden Bereiches des induzierten Unterraum
ein so kleines h(m') ist, dass der Term ®4(m’) - h(m') kleiner als 1 wird. Ein Anzeichen dafiir wiire, dass
der Grenzwert gegen 0 geht. Hierfiir hinreichend wire eine Exponentialfunktion h(m’) = 272" it einer
Konstanten o > 0. Wir wollen allerdings nicht nur die Existenz eines e-Netzes einer beliebigen Grofe
nachweisen (dieses wére trivial), sondern ein m finden, das nur von der VC-Dimension abhingt und in
Abhéngigkeit von r = 1/e nur die Grofenordnung O(rlogr) hat. Daher wire eine Abschitzung gegen
Oq(m’) - 27" mit einem moglichst grofen « niitzlich. Wir zeigen im folgenden Satz eine Aussage dieser
Form mit o = em/2. Fiir den Beweis des Theorems zeigen wir dann, dass fiir m > cdé log% mit einer
Konstanten ¢q der Term kleiner als 1 wird.

Eine schone anschauliche Beschreibung des Beweisweges bietet Matousek in Epsilon-Nets and Compu-
tational Geometry [Mat93]. Dort wird die gleiche Beweisidee (fiir eine schirfere Schranke nach Komlos,

Woeginger und Pach) [KPW92] durchgefiihrt.
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3.5.1 Satz (Wahrscheinlichkeit von e-Netzen).
Sei (X, Z#) ein Bereichsraum mit endlicher VC-Dimension d und (A,%Z N A) ein endlicher
Unterraum. Sei € > 0 und m > 8/¢. Betrachte eine m-Stichprobe T € A™. Dann gilt:

P™ |z ist kein e-Netz] <2 - (I)d(Qm)Qfsm/Q'

Wir beweisen die Aussage schrittweise durch eine Ungleichungskette mit den Lemmata
A, B und C. Sei also fiir die Lemmata A, B und C stets (X, %) ein Bereichsraum mit
endlicher VC-Dimension d. Desweiteren wird das Hilfslemma D fiir Lemma B bendtigt
und das Hilfslemma E fiir Lemma C. Fiir 2m-Stichproben Z schreiben wir im Folgenden

7z =y und meinen damit

Z = (21, -y Zm, Zm41s -y 22m), WObEl T = (T1,..,Zm), = (Y1, .sYm),

T; firl<i<m
und z; =
Yiem furm < i < 2m

3.5.2 Sprechweisen (Erginzung zu den Sprechweisen 3.2.1, S.38).
7 verfehlt R 1 ¢ R,..,xym ¢ R (vgl. 3.2.1).
7 trifft R haufig x; € R fiir mindestens em/2 Indizes .
(Wird verwendet fiir grofe Bereiche R, d.h. R € Z. C X.)
zZ = Ty separiert R 7 trifft R haufig und y verfehlt R.
Z = Ty separiert dR € %, : Z separiert R.
Es wird die folgende Schreibweise fiir Ereignisse in X" verwendet: Mit ™[K] wird die

Menge aller m-Tupel T € X™ bezeichnet, welche die Eigenschaft /C erfiillen.
KI":= ™|7 ist kein e-Netz]

Fpr = ™[Z verfehlt R]
HE = ™7 trifft R haufig]
T2m .= 2M[7 = 77 separiert|

Weiter bezeichnen wir mit Lr(Z) die Anzahl der Treffer von 7, d.h. die Anzahl der Indizes

mit z; € R. Wenn m, R oder € im Kontext klar sind, lassen wir diese Parameter gegebenfalls
weg. Die Bezeichnungen sind an ,kein e-Netz “, FEHLSCHLAG, ,hiufig® sowie ,trennt®
angelehnt.

Dass T von e abhéngt, erklart sich dadurch, dass nur grofe Bereiche R € Z. bei der
Eigenschaft separiert betrachtet werden. Bei Vergleich mit dem Original von Haussler und

Welzl ist zu beachten, dass diese andere Bezeichnung verwenden: Q*, Z3 sowie J2m

3.5.3 Lemma (A: Abschitzung der Fehlbereiche gegen die Separationsmenge).
8

Sei e > 0 und m > —. Dann gilt:
€

P™[K™] < 2P?™[T2™].
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Beweis. [HW87, Lemma 3.4]

Sei R € %, fest. Dann betrachtet man das mehrstufige Bernoulli-Experiment aus Bemer-
kung 2.1.26 (S.18) mit der Teilmenge R C X und p = % > ¢. Nehmen wir zunéchst
p = € an. TREFFER sind Ziehungen aus dem Bereich R. Dann ist die Anzahl der TREFFER
L = Lp, eine binomialverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert E[L] = mp und Varianz
var[L] = mp(1l — p). Nach dem Stichprobentheorem (Theorem I, S.22), welches den Satz

von Chebyshev auf die Binomialverteilung anwendet, gilt dann:

P™[X™ — HE] < P™[|L - mp| > me/2]]

e(l—¢e)m
=P™[|L — 2l < —————~
L~ em| > em/2] < S0

em em ~ 2

Fiir p > ¢ ist die Abweichung vom Erwartungswert noch grofer.
Fiir jeden grofsen Bereich R € Z. ist also die Wahrscheinlichkeit, dass eine m-Stichprobe
diesen Bereich haufig trifft, grofer als %:

1 1
P™[HE] > 5 = |HE | > 3 | X|™.
Sei eine 2m-Stichprobe gegeben, die separiert: Z = Ty € T2™. Dann ist T € K™ und es

gibt nach Definition einen Bereich R € R, mit 7 € H'. Also gilt:

1
T2 = K2 [ HE | > K2 - X

Es folgt also aus der Definition der Wahrscheinlichkeitsmafse:
1
P2™[T2™M] > P™[K™] - 5 O
Die Lemmata B und C beschéftigen sich mit der weiteren Abschétzung.

Notation. Wir bezeichnen die Permutationsgruppe der Indizes 1,..,2m wie iiblich mit
Som = {71,.,Tamy} die Permutationsgruppe der Indizes 1,..,2m. Fiir j = 1,..,(2m)!
ist also m; eine (verschiedene) Permutation der Indizes. m;(Z) € X?™ ist eine Permutati-
on von Z. Bemerkung: Bei einem Term der Form |j: 7;(%) erfiillt ...| durchlaufe j stets
die Werte 1,..,n! so dass 7; die Elemente der Permutationsgruppe S,, durchléduft. Damit
wird in einem solchen Term die Anzahl der Permutationen 7; aufgezéhlt, die eine gewisse

Eigenschaft erfiillen.

3.5.4 Definition. Zu z € X?*™ definiere f(Z) als die Anzahl der Permutationen 7;(%), die

separieren, d.h.:
f@):=1j:7m(z) € T|.
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3.5.5 Lemma (B: Kombinationen).

2m2m f(Z)
PRI E 5

Das bedeutet: Wdhlt man Z so, dass die Anzahl der Permutationen, die separieren, mazimal
ist, so ist der Bruchteil dieser Permutationen von Z gréfier oder gleich P>™[T]. Dies ist
die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufdllige 2m-Stichprobe separiert. Die Aussage wird im

Original mit der Bezeichnung O (%) fir f(Z) formuliert/HWS87, S.136, Z. 2-3].

Beweis. Wir beweisen die Aussage mit der Methode der bedingten Wahrscheinlichkei-
ten. Zugrundeliegend ist die Beobachtung, dass eine zuféllige (gleichverteilte) Permutation
einer zufilligen gleichverteilten Stichprobe (€ X?™) wieder eine zufillige gleichverteilte
Stichprobe (€ X?™) ergibt. Diese Beobachtung werden wir weiter unten (1) verwenden.
Zur exakten Formulierung definieren wir uns also als Wahrscheinlichkeitsraum den Pro-
duktraum X?2™ x S,,, mit der Wahrscheinlichkeit P2m — p2m , P2m_Elemente sind also
Paare (T, ) aus einer 2m-Stichprobe und einer Permutation m € Sa,,. Die Wahrscheinlich-

keit eines Elementarereignisses (T, ) ist:

1 1
x2m o (2m)!’

P>™[(, 7)] = P™[z] - P2"[x] =

Wir sind interessiert daran, ob eine zuféllige Permutation einer zufilligen Stichprobe eine

vorgegebene Stichprobe ergibt, also an Ereignissen der Form
E@) :={(T,7) € X*™ X Sop: 7(T) =7}, £F) C X*™ x Sop,.
Nach der obigen Beobachtung (f) ist
P [E(G)] = P*™[7]. (3.1)

fir alle ¥ € X?™. Wir beweisen diese Behauptung spiter im Hilfslemma 3.5.10 (S.54)
jedoch auch formal. Die Aussage dieses Hilfslemmas ist die intuitiv klare Formel
E@)| =7 : m;(T) =7| = (2m)! fiir alle 7. Damit gilt:

1

PERE@] = (2m)! - PP(E )] =

= P*™[g].
und es folgt unmittelbar:
P2M£(T)] = P2™[T], wobei £(T) = | ] £(T).
yeT
Es gilt nach dem Satz {iber die totale Wahrscheinlichkeit (Lemma 2.1.10, S.13):

1

PR = 32 PIEME =3 PPrr=z]= 30 PEME =]

zexzm zeX?2m
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Wir summieren also fiir jedes zZ die Wahrscheinlichkeit auf, dass eine zuféllige Permutati-
on m(z) in T liegt und multiplizieren mit der Wahrscheinlichkeit fiir die Bedingung, dass
dieses z gewéhlt wird. Nach der Methode der bedingten Wahrscheinlichkeiten (siehe Theo-
rem II iiber die maximale Wahrscheinlichkeit) gibt es dann ein Z, fiir das diese bedingte
Wahrscheinlichkeit mindestens so grofs ist wie die totale Wahrscheinlichkeit:

max. P2 [&(T)|z = 7] > P2™[E(T)). (3.2)
Zu einem gegebenen % betrachte man nun P2™[£(T)|Z = Z]. Inhaltlich ist recht klar, dass
dies zu einem festen Z die Wahrscheinlichkeit ist, dass eine zuféllige Permutation 7;(%) in
T ist, d.h. separiert. Da im Wahrscheinlichkeitsraum (Sa;,, 132’”) zu einem 7; € Sop, jedoch
das Ereignis ,,7;(Z) € T“ nicht formal erklért ist, wird der folgende technische Weg not-
wendig: Wir bestimmen beide Wahrscheinlichkeiten durch die recht mithsame Aufzihlung

der Elementarereignisse im Produktraum p2m — p2m , p2m

aet PPR[E(T) AT = 7]
- Pz =7
_ fﬂm[(fiwj) € (XP™ X Som): (T =2) A (m;(x) € T)]
P2m[(Z, ;) € (X2™ X Sopn): (T = Z)]
(@, 75) € (XP™ X Som): (T=2) A (m;(Z]) € T)|

P2™[(T)[z = Z]

_ [XP™ o]
(T, 7)) € (X?™ X Sop): (T =32)|
| X2 - | Sopn |

@) € (X2 x Sy): (7 =2) A (my(E) € T)
(T, mj) € (X2 X Som): (T = 7))
_limE) e
1'|S2m|
e
(2m)!"

(da Z fest)

Wendet man nun Gleichung 3.2 und Gleichung 3.1 an, ergibt sich:

e
(2m!)’ O

Die jetzt noch fehlende Aussage ist das folgende Lemma, das fiir ein beliebiges Z die Anzahl

der Kombinationen abschétzt.

3.5.6 Lemma (Lemma C: Abschiitzung der Kombinationen).
Sei Z eine 2m-Stichprobe aus X. Dann gilt:
fZ) =

) = 2a2m) 27
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Beweis. [HW87, Lemma 3.5 Sei Z € X?™ und Bz = E = {2;,i = 1,..,2m} C X die von
Z gebildete Teilmenge (Treffermenge) von X. Wenn z; einen Bereich R € Z trifft, so trifft
z; auch RN E.

Wir betrachten nun jedoch den vom Bereichsraum (X, %) durch F induzierten Unterraum
(E, % g)- Damit gilt:

Z separiert R < Z separiert RN F.

Dabei ist die rechte Aussage in Bezug auf den Unterraum (E,%|g) zu verstehen. Dessen
Betrachtung ist niitzlich, da offensichtlich jede Permutation 7;(Z) die gleiche Teilmenge Fz

bildet. Damit gilt also fiir alle Permutationen 7;(Z) im Bereichsraum (FE, %Z|g):
7j(Z) separiert R < m;(Z) separiert RN E.

Da (X, Z) ein Bereichsraum mit der endlichen VC-Dimension d ist, hat nach dem Verer-
bungslemma 3.3.4 (S.41) auch der Unterraum (E, %) hochstens die endliche VC-Dimen-
sion d. Weil Z eine 2m-Stichprobe ist, gilt |E| < 2m. Damit lasst sich nun die entscheidende
Abschéitzung fiir die Anzahl der Bereiche RNE € %) durchfiihren. Nach dem Lemma 3.3.7
(S.43) iiber die Abschétzung der Bereiche eines Bereichsraumes mit der VC-Dimension d

gilt:
%] < Ba(|El) < Da(2m).

Mithilfe der obigen Betrachtungen lasst sich f(Z) nun abschétzen:

f(Z) =|j: mj(Z) separiert|
= |j: AR € #.: 1;(Z) separiert R|
=|j: 3R € #.: m;(Z) separiert RN E|

< Z |j: m;(Z) separiert ﬁ\
Re(#-NE)

< > @2m)2Eem (3.3)
Re(#-NE)

< Y @m).2mem?
Re(Z%)

< ®4(2m) - (2m)! - 2752,

Dabei wurde fiir die Ungleichung 3.3 das im Anschluss bewiesene Hilfslemma 3.5.7 verwen-
det und beachtet, dass fiir R € R, die Trefferanzahl [ von Z fiir R € R, grofer oder gleich

& ist, wenn es eine separierte Permutation 7;(z) gibt. Damit ist auch fiir Re (#.NE)

die Trefferanzahl [ > ET’”
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Es folgt also die Behauptung;:

fz —Em
(27(%3! < ®4(2m) - 272, O

3.5.7 Lemma (D: Kombinatorisches Hilfslemma zu B).
Sei zu einem Bereich R € R g = (ZNE) die Anzahl der Treffer von Z gegeben durch
I > 5. Sei g(Z) die Anzahl der Permutationen von Z, so dass Z durch R separiert wird.

Dann gilt:

L)
3.5.8 Bemerkung. (7}') ist die Anzahl der Mdglichkeiten, [ Elemente (hier: Treffer) aus
(den zweiten) m Positionen auszuwéhlen. (2}”) ist die Anzahl der Moglichkeiten, [ Ele-
mente (Treffer) aus (allen) 2m Positionen auszuwéhlen. Haussler und Welzl stellen schlicht
fest, dass der Bruchteil der separierten Permutationen ¢(z) gleich dem angegebenen Bruch
ist. Einen alternativen Beweis mit einer Interpretation des Bruches als Wahrscheinlichkeit
fithren wir anschlieffend. Beim folgenden Beweis bestimmen wir zunéchst g(Z). Er mag je

nach personlicher Vorliebe geradliniger erscheinen.

Beweis. Wir definieren fiir 7 € X?™ die Treffermenge
I(7) := {i: |x; trifft R]} C {1,..,2m}.

Es gilt: Eine Permutation 7;(Z) separiert einen Bereich R aus % N Ez nur, wenn | (m;(Z))
ausschlieflich Indizes grofer oder gleich (m + 1) enthélt. Dann separiert 7;(Z) den Bereich
R tatsiichlich, da |I(mj(2))| = 1 > 5. Die Anzahl g(Z) zu bestimmen, ist damit ein
kombinatorisches Auswahlproblem, das nun gelost wird. Damit eine Permutation ;(%)
durch R separiert wird, miissen sdmtliche Treffer in der zweiten Hélfte von 7;(Z) liegen.
Es sind ! Treffer aus m Positionen auszuwédhlen. Dies geschieht auf (T) Weisen. D.h. es
gibt (T) Wahlmdoglichkeiten, die Trefferpositionen zuldssig festzusetzen. Fiir jede dieser
Wahlmoglichkeiten ist die Anzahl der Permutationen zu bestimmen. Betrachte eine feste
Wahl der Treffer-Positionen. Dann gibt es [! Moglichkeiten, die | Treffer beliebig auf den
[ Trefferpositionen anzuordnen. Unabhingig davon gibt es (2m — [)! Moglichkeiten, die
ibrigen (2m — 1) Elemente beliebig auf den (2m — [) Fehlschlagpositionen anzuordnen.
Damit ist die Anzahl der Permutationen, die diese feste Wahl der Treffer-Positionen erfiillt,

stets durch I!(2m—1)! gegeben. Damit ist die Anzahl der Permutationen g(%) gegeben durch

das Produkt:
9(z) = (7) 1(2m — 1)
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Die gesuchte Formel erhdlt man nun schnell. Man wendet lediglich die Definition des Bi-

nomialkoeffizienten (2}”) an:

g(z) (m 'l!(2m—l)!_ (n;)
-(7) "G ) .

Wir fithren nun einen alternativen Beweis durch probabilistische Interpretation, da dieser
@
)
Beweis. Zu einer Permutation Z sei I(Z) die Menge der Trefferpositionen (Indizes). Man

((27;)) als Wahr-
!

scheinlichkeit zu interpretieren, soll die Grofe des Wahrscheinlichkeitsraumes (2}”) sein. Als

die Bedeutung des Bruches schoner verdeutlicht.

betrachte alle solchen A = {i1,..,4;} und bezeichne sie als Trefferwahl. Um

Ergebnismenge Q24 verwenden wir daher die Menge der Trefferwahlen und als Wahrschein-
lichkeitsmaf P, die Gleichverteilung. Damit ist [Qx| = (2;”) die Anzahl der Auswahlen
von [ Trefferpositionen aus 2m Indizes. Wir bezeichnen eine Trefferwahl A als zuldssig,
wenn eine Permutation T mit A(Z) = A den Bereich R separiert. Die Anzahl der zuléssi-
gen Trefferwahlen betrigt dann (T) Damit ergibt sich:

(7)

P [A zuldssig] = (;—m)
l
Jede Auswahl A hat gleich viele Elemente 7, die diese Trefferwahl realisieren, d.h. A(Z) = A.
Diese Anzahl ist I!- (2m — 1)!, vgl. voriger Beweis. Damit entspricht die Gleichverteilung
auf den Permutationen der Gleichverteilung auf den Trefferwahlen:
5 5 (7)

= P|7 separiert] = P[A(Z) zuliissig] = P4 [A zuliissig] = 5L+

1)

Um die Darstellung im folgenden nicht mit zu vielen Wahrscheinlichkeitsmaflen zu iiber-

9(z)
(2m)!

frachten, wurde das Wahrscheinlichkeitsmaf P, nur in diesem Beweis verwendet. Es ist

im Folgenden nicht mehr zu beachten. O

3.5.9 Bemerkung. Die Abschitzung (QTZL) < 27! besagt, dass die Wahrscheinlichkeit bei
[ Treffern nur zuléssige Treffer zu erhaltén, kleiner gleich der Wahrscheinlichkeit ist, bei
einem [-fachen Miinzwurf keinen Treffer zu erhalten. Da die Anzahl [ > 5 der Treffer in
einem separierten Bereich relativ grofs ist, wird die Wahrscheinlichkeit der Separierung also
so klein, dass auch bei Summierung tiber < ®4(2m) Bereiche ein Wert kleiner 1 erhalten

werden kann.

3.5.10 Lemma (E: Kombinatorisches Hilfslemma zu C). Fiir jedes n-TupelZ € X™
1st die Gesamtzahl der Moglichkeiten, Z als eine Permutation aus irgendeinem n-Tupel

y € X™ zu erhalten, gleich der Fakultdt von n. Formal schreibt sich das als:

Y liim@=z

geEX™

=n!
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Mt dieser Formel folgt unmittelbar:
P [E@m)] = P{(@,7) € X" x Su: 7(7) = 7}

= (! B[] =

= P[y].

3.5.11 Bemerkung. Fiir Z, die nur aus verschiedenen Elementen bestehen, ist dies offen-
sichtlich, da zu jedem § € X" dann genau ein 7; existiert mit 7;(7) = Z. Wie man leicht
iibersieht, ist die Aussage fiir Z mit mehrfach vorkommenden Elementen jedoch strengge-
nommen zu zeigen. Fiir diese Z gibt es nicht zu jedem ¥ entsprechende Permutationen. Falls
es jedoch eine Permutation gibt, so gibt es stets derart viele, dass sich insgesamt wiederum

n! ergibt.

Beweis. Betrachte ein festes 7 € X" und setze r = [j: m;(Z) = Z|.
(Die Variable r wird sich im Beweis wegkiirzen. Es ist auch moglich, r konkret anzugeben:
Wenn Zz Elemente aus X mit Vielfachheiten ni,..,ng, > n; = n enthélt, ergibt sich: » = [],_; (ns)!
Dies ist leicht zu zeigen oder in einem Standardwerk zur Kombinatorik wie z. B. Schmitz nachzuschlagen
[Sch88].)
Sei A(z) die Menge aller 7 so dass gilt: 3j: m;(y) = Z. (,Aquivalenzklasse von Z ). Es gilt
also:

¢ ARZ) = j:m([y) =2 =0. (3.4)
Wir betrachten nun ein § € A(Z) und ein festes ¢ € S,, mit ¢(y) = z. Es gilt die folgende

Aquivalenzbeziehung:
(mjop)(¥) =%z < mi(p®) =z < () ==

Aufgrund der Eindeutigkeit der Inversen in der Gruppe S,, ist die Abbildung t: S, — S,
definiert durch

t(mj) = mjop = ¢;

eine Bijektion. Also gilt |j : ¢;(7) =Z| = |j : m;(Z) = Z| = r. Mit Umbenennung von ¢; in
m; ergibt sich:

FeAR) = lj:m@) =2 =r. (3.5)
Da jedes Element 7; ein eindeutiges Inverses 7rj_1 hat, folgt umgekehrt auch:

FeAR) = |j:m(E) =7l =r.

Da jedes § € A(Z) genau r Mal durch 7;(Z) aufgezahlt wird, gilt also:

_ jomi €8y n!
A@)| = T €Sl _ ! (36)

r r’
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Mit den Gleichungen 3.4, 3.5 und 3.6 kdnnen wir nun das Lemma beweisen:

Yolirm@=z= Y lim@ =2+ ) li:m@ =7

gexn y¢A(Z) YEA(Z)
=0+ Z j: m;(y) =7
JEA(Z)
S LED SRR
YEA(Z) YyeEA(Z
n!
=r-—=nl.

e
Dabei haben wir zunédchst X" in A(Z) und dessen Komplement zerlegt und anschliefend
der Reihe nach die Gleichungen 3.4, 3.5 und 3.6 eingesetzt. Es gilt also wie gefordert:

vz e X" Z|j:7rj@)zi|:n!. O
yexn

3.5.12 Bemerkung. Man kann dieses Lemma auch als Symmetrieeigenschaft bezeichnen:
Alle Z einer Aquivalenzklasse sind symmetrisch beziiglich S,,. Es gibt eine probabilistische
Interpretation des Lemmas: Es liefe sich auf X?™ das Wahrscheinlichkeitsmaf Pim mithilfe

des WahrscheinlichkeitsmaRes P2™ auf X2m x Som definieren durch

Pm[z] = P>™[E(@)].

Dann erhilt man fiir alle 7 € X2™ mit der Definition P2™ = P2m x p2m.

om . om[—] om—y |7 (@) =7Z|
TEX?2m

_— 2m! S
=P} [@“]ZQ—m!'PZ [z]

= P?™[7]
2m _ p2
Dieses Lemma beinhaltet insofern die intuitiv plausible Aussage, dass eine zufillige Per-
mutation einer zufilligen Stichprobe die Gleichverteilung erhélt (oder mathematischer aus-

gedriickt: respektiert). Um die Darstellung nicht mit der Notation eines weiteren Wahr-

scheinlichkeitsmafses zu iiberfrachten, wird jedoch auf die Definition von Pim verzichtet.

Beweis (von Satz 3.5.1, S.47). Sei m > 2. Dann erhélt man mit den Lemmata A, B
und C eine Ungleichungskette, aus der sich der Satz ergibt. Nach Lemma A (3.5.3, S.48)
gilt:

P™[K["] < 2P?*™[T2™].
Wir wihlen Z so, dass f(Z) maximal wird. Nach Lemma B (3.5.5, S.50) gilt dann:
e
(2m)!"
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Nach Lemma C (3.5.6, S.51) gilt:

Es ergibt sich also:
P™|7 ist kein e-Netz] = P™[K] < 284(2m) - 27°™/2 O

Wir haben soeben den Satz 3.5.1 bewiesen:
In einem Bereichsraum (X, %) mit der VC-Dimension d gilt fiir zuféllige m-Stichproben z
mit m > 8/e:

P™[T ist kein e-Netz] < 2®,4(2m) - 2752

Mit diesem lésst sich durch geeignete Wahl von m die Existenz von kleinen e-Netzen und
die Wahrscheinlichkeit, dass eine kleine Stichprobe ein e-Netz ist, abschétzen.

Wir kénnen nun das angekiindigte Theorem formulieren, das uns die Grundlage fiir den
Beweis einer Datenstruktur mit Simplex-Bereichsanfragen liefert.

Es stellt sich allerdings auch die Frage nach der Bestimmung eines Epsilon-Netzes. In
Bezug auf eine deterministische Konstruktion sieht die Antwort zunéchst erniichternd aus:
Haussler und Welzl gelingt keine deterministische Konstruktion und auch Matousek gelingt
nur eine Konstruktion mit angemessener Laufzeit fiir den zweidimensionalen Fall. [Mat89]
Angemessen sei dabei einer Laufzeit, die eine Laufzeit O(nlogn) fiir die Bestimmung der
Datenstruktur ermoglicht.

Der Satz 3.5.1 ermdoglicht es auch das Folgende zu zeigen: Die verwendeten Stichproben
sind derart geeignet, dass fiir ein hinreichend grofses m auch eine beliebige kleine vorgelegte
Fehlerwahrscheinlichkeit fiir das Finden eines e-Netzes erreicht werden kann.

Wir formulieren zunéchst einen Satz, der eine Aussage i{iber die Existenz und auch die

,Wahrscheinlichkeit“ von e-Netzen beinhaltet:

3.5.13 Satz (iiber die Existenz von kleinen e-Netzen). Sei (X, %) ein endlicher Be-
reichsraum der Dimension d. Sei 1 > & > 0 Dann gilt fiir eine zufdllige m-Stichprobe T

von X die folgende Implikation:

d d 4. 2
m > max <8?log 8?, Elog 5) = P™|7 ist e-Netz] > 1 —9.

Beweis. [HW87, Korollar 3.7] Da bei Vapnik und Chervonenkis eine entsprechende Aussa-
ge iiber e-Approximationen bewiesen wird, zeigen auch Haussler und Welzl zunéchst diese

technische Abschétzung nach Vapnik und Chervonenkis. Sei

d d 4, 2
m = [max (8—log8—,—log—>].
€ €'e o
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Nach dem Satz 3.5.1 (5.47) gilt wegen m > &:
P™[T ist kein e-Netz] < 2- ®q(2m)275m/2,
Wir wenden diesen Satz also an und formen elementar um:
2B 4(2m) < §2°m/?
= %n > log ®4(2m) + log %

Aus dem rechten Term im obigen Maximum folgt: em/4 > log (2/6).

Zu zeigen bleibt die folgende Abschitzung fiir den anderen Summanden:
%m > log &4(2m). (3.7)

Hinreichend ist es, die Ungleichung 3.7 fiir m = {Ss—d log %d] nachzuweisen, denn dann gilt
die Aussage auch fiir grofere m.

1. Fall: d > 1.

Dann ist ®4(2m) < 2m? nach der Definition von ®4. Mit dieser Abschitzung verbleibt zu

zeigen:

d 16d d
2dlog 8? > log 2m? = dlog <% log 8—>

8d 16d 8d
< 2log— >log| —Ilog—
€ € €
<8d> 2 16d  8d
= — > —log —
€ € €
= % > 2log 8—d
€ €
4d 8d
<= — > log —.
€ €

Die letzte Aussage folgt aus 4d/e > 2, log(2 - 2) = 2 und daraus, dass der Logarithmus im
Bereich [2, 00] Steigung kleiner 1 hat.
2. Fall: d = 1.
Dann ist ®4(2m) = 1+ 2m. Es bleibt zu zeigen:
2log§ >log 1+ 2m
£
8 16 8
< 2log— >logl+ —log-— (wegen m = [2d1og 8] )

£ £ £

8

16
— — >14+ —log -
€ €

8
<— 82 252+165-log—
€

1
— 64 >e2416-3-c+16-¢-log-.
(3
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Die letzte Aussage lésst sich fiir 0 < € < % zeigen, indem man z. B. durch Kurvendiskussion

slog% < % nachweist. Damit wurde der Satz bewiesen:
P™[7 ist e-Netz] = 1 — P™|7 ist kein e-Netz] > 1 — 6. O

Zwei unmittelbare Konsequenzen des Satzes formulieren wir neu als Theorem, da diese

Konsequenzen in genau dieser Form spéter verwendet werden.

Theorem III (e-Netze konstanter Grofse.) Zu einem Bereichsraum (X, %) der Di-
mension d gibt es stets eine Konstante cq, so dass bei gegebenem 1/2 > ¢ > 0 fiir jede

endliche Menge A mit v := cd% log% stets gult:
1. Existenz: Es existiert ein e-Netz N mit |[N| < v.

2. Wahrscheinlichkeit: FEine zufdllige v-Stichprobe ist mindestens mit Wahrscheinlich-
keit 1/2 ein e-Netz.

Das beachtliche dieser Aussage ist, dass v nicht von |A| abhéngt und in Abhéngigkeit des
gewihlten e nur die Grofenordnung O(Llog 1) hat.
Die Einschrankung 1/2 > ¢ hat technische Griinde. Sie stort nicht, da nur kleine ¢

interessant sind.

Beweis. Haussler und Welzl formulieren diese Aussage nicht als Theorem, sondern arbei-
ten mit der Aussage von Satz 3.5.13 iiber e-Netze und bemerken im Beweis von [HW87,
Lemma 4.8], dass daher eine solche Konstante existiere. Wir fithren hier den Beweis.
Man wiéhle 6 = 1/2. Dann gilt fiir die Terme in Satz 3.5.13:

8d 8d _ 4 2
—log — > —log —.
€ € € )

Es ist nach Satz 3.5.13 also zu zeigen:

1 1 _ 8 8d
cqg—log — > — log —
€ € € €

1 1
<:>cd-logg > 8d - (log8d+logg)

Cq
8d

1 Cd
— 1 —(——1)>1 8d
%% - \8d = 108

1 log 8d
<= log- > o8
€

1 1
= log — > log 8d + log —
€ €

Cd __
8d

Da e < 1/2 gilt, ist log1/e > log2 = 1. Fiir die Konstante ¢; := 8dlog 8d + 8d erhalten

WIr:

log8d log 8d

& —1 14log8d—1 -
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und damit also:

1 1 _ 8 8d 1
cg—log— > —log— firalle 0 <e < =.
€ € € € 2

Also ist eine zuféllige v-Stichprobe T fiir v = cd% log % mindedstens mit Wahrscheinlichkeit

% ein e-Netz. Dies ist die zweite Aussage.

Wir haben mit einer probabilistischen Methode auch gezeigt, dass eine v-Stichprobe mit

dieser Eigenschaft existiert. Dies 1dsst sich nochmals schematisch hinschreiben:

—_

P"[z ist e-Netz] > 3

1
= |"|T ist e-Netz]| > §|A\” >0
= d1 ¢ AY: T ist e-Netz.
O

Fiir eine solche Stichprobe T sei N C A die Menge der Elemente von Z. Dann ist N ein

e-Netz von A und es gilt |[N| <v = cd% log %

3.5.14 Bemerkung. Bei der Einschréinkung 1/2 > ¢ lésst sich 1/2 durch jeden positiven
Wert kleiner 1 ersetzen. Mit dem Wert 1 wie in [HW87, Lemma 4.8] l4sst sich die Aussage
leider nicht aus dem Satz (bzw. [HWS87, Theorem 3.8]) herleiten: Fiir ¢ beliebig nahe 1

betrachte man die Gleichung

1 _ log8d
log — > C(;g8 =:b.
& —1

Dabei ist b klein, aber stets positiv. Wahlt man ¢ = % < 1, so folgt log% < b im

Widerspruch zur Forderung.

3.5.15 Bemerkung. Wie man Satz 3.5.13 sofort ansieht, gibt es zu jedem 0 < 6§ < 1 eine
entsprechende Konstante, aber fiir die spiter verwendete randomisierte Konstruktion der

Datenstruktur ist 6 = % hinreichend.

3.5.16 Bemerkung. Wir sind also am Ziel dieses Kapitels und kénnen zu jedem Bereichs-
raum mit endlicher VC-Dimension die Existenz eines e-Netz der GréRenordnung O(1 log 1)
voraussetzen. Desweiteren gibt es stets ein hinreichend grofes v € (’)(% log %), so dass eine
zufillige v-Stichprobe mindestens mit Wahrscheinlichkeit % ein e-Netz ist.

In den néchsten beiden Kapiteln befassen wir uns mit geometrischen Bereichsriumen um
aus dem Theorem III eine Aussage iiber geeignete Stichproben N von endlichen Mengen
A C R? zu machen, mit derer Hilfe sich eine Datenstruktur fiir Halbraum-Bereichsanfragen

gewinnen lasst.



Kapitel 4
(Geometrische Bereichsraume

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit typischen Bereichsriumen im R?. Zunschst

werden Notationen fiir bekannte Begriffe wie Punkte und Hyperebenen festgelegt.

Notation. Um eine Verwechslung eines Punktes x mit einem n-Tupel T = (z1,..,x,) aus
Punkten zu vermeiden, werden Koordinaten mit kleinen griechischen Buchstaben notiert.
Fiir die Punkte = € IR? bzw. p € R? schreiben wir also beispielsweise x = (x1, .., xq) bzw.

p = (m1,..,mq). Enthilt ein Punkt z; € IR? bereits einen Index, wird der Punkt ggf. notiert

mit x; = (Xi,b -->Xi,d)~

Fiir die Untersuchung der Lage eines Punktes in Bezug auf eine Hyperebene vereinbaren

wir wie folgt:
Konvention. Im IR? sei die d-te Achse als vertikale Achse ausgezeichnet.
Wir definieren nun wie angekiindigt den Begriff Hyperebene:

4.0.1 Definition (Hyperebene). Eine Hyperebene h im R? ist ein (d — 1)-dimensionaler
affiner Teilraum des R?. h wird als vertikal bezeichnet, wenn sie eine Parallele der vertika-
len Achse enthilt. Fiir jede nicht-vertikale Hyperebene h gibt es eindeutige reelle Zahlen

M1, .., Nd, S0 dass sich h als die folgende Punktmenge angeben lésst:

h = {33 € R%: myx1 + maxe 4 - 4 Na—1Xd-1 + 77d} )

Die Lage eines Punktes p in Bezug auf eine Hyperebene h wird wie folgt definiert:

4.0.2 Definition (Lage eines Punktes p in Bezug auf h).

p liegt iber h : <= w43 > mm + M2 + .. + Ng—1Tg—1 + N4
p liegt auf h : <= g =mm1 +mm + .. + Ng_174—1 + M4

p liegt unter h : <= g < mm1 + nom2 + .. + Ng_17Td—1 + Nd-
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Die Lage einer Hyperebene h in Bezug auf einen Punkt p wird entsprechend definiert. Eine
Hyperebene h unterteilt den R? in drei zusammenhingende Teile: R? = h* U h U hf. Die

beiden offenen Teile h* und h' heiken Halbriume. Wir machen also die folgende

4.0.3 Definition (Halbraum). Ein d-dimensionaler Halbraum h* C R? ist die offene
Punktmenge auf einer Seite der d-dimensionalen Hyperebene h. Ist h* ein Halbraum, so

sei hf stets der Halbraum auf der anderen Seite von h.
Wir setzen direkt fort mit der Definition eines positiven Halbraumes:

4.0.4 Definition (positiver Halbraum). Ein Halbraum h* heift positiver Halbraum,
wenn die Hyperebene h vertikal oder wenn A* die Punktmenge iiber h ist.

Einen positiven Halbraum bezeichnen wir mit A", falls A nicht-vertikal ist.

Fiir vertikale Hyperebenen h sind nach dieser Definition beide Halbrdume positiv. Zu
einem positiven Halbraum h* wird der gegeniiberliegende Halbraum mit h~ bezeichnet.
Der Abschluss eines Halbraumes h* wird als 2" notiert und auch abgeschlossener Halbraum
genannt. Die Menge aller (offenen) Halbrdume sei mit H); bezeichnet, die aller positiven
(offenen) mit H:{. Die Menge der nicht-vertikalen Hyperebenen sei Hj. Wir kommen nun

zur Definition eines Simplex im IR?.

4.0.5 Definition (Simplex). Ein Simplex o* ist definiert als Schnitt von (d + 1)

(nicht notwendig verschiedenen) Halbrdumen h:

d+1

* *
o= U h;.
i=1

Der Rand o eines Simplex o* ist definiert als der (topologische) Rand von ¢* und damit

der Schnitt der zugehorigen Hyperebenen h;.

Abbildung 4.1 zeigt drei Simplizes im IR?. Wie man sieht, kann ein Simplex nach dieser
Definition auch ,entarten”. Insbesondere ist fiir einen Halbraum h* auch der Schnitt der
Halbrdume h} = h3 = hi = h* ein Spezialfall eines Simplex o*.

Die Definition des Simplex werden wir spiter verwenden. Zunéchst untersuchen wir
jedoch Hyperebenen und Halbraume genauer.

Fiir die Konstruktion eines geeigneten Partitionsbaumes aus Stichproben N fithren wir

die folgende Menge von Hyperebenen ein:

4.0.6 Definition (Hg(IN)). Sei N eine endliche Punktmenge aus v > d Punkten. Dann
ist Hy(IV) definiert als die Menge aller Hyperebenen (nicht Halbriume), die jeweils d dieser
Punkte enthalten.
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(a) Simplex (b) entartetes Simplex (c) Halbraum

Abbildung 4.1: Simplizes

Man sagt, dass IV eine Punktmenge in allgemeiner Lage ist, wenn jede Hyperebene h € Hy(N)
genau d der Punkte enthélt und keine (d+ 1) Hyperebenen einen gemeinsamen Punkt ent-

halten. Wir definieren Bc‘l"7 den Bereichsraum der positiven Halbriume im IR¢, d.h.

BT == (RY, H UR?).

Dieser Bereichsraum ist ein wichtiger geometrischer Bereichsraum. Ein weiterer Bereichs-

raum im IR? ist B}, der Bereichsraum der offenen Halbraume im IR, d.h.

By = (RY H; URY).

Relevant fiir Betrachtungen mit e-Netzen sind jeweils deren endliche Unterrdume. Die
Hinzunahme des Bereiches IR? vereinfacht spéter die formale Darstellung der sogenannten
Korridore. Wie man leicht erkennt, verdndert dies nicht die VC-Dimension, da fiir jede
endliche Menge A stets ein (positiver) Halbraum existiert, der ganz A enthélt. Wir erinnern
an die Definition von e-Netzen, nach der in endlichen Bereichsraumen (A, %) fiir ein e-Netz
N gilt: Bereiche R, die keine Punkte aus IV enthalten, enthalten hochstens den Bruchteil
e der Punkte aus A:

(RNN =0) = |R|=|RNA|<e-]|A]

Man betrachte zu B = (R%, %) mit #Z := H} UR? einen endlichen Unterraum (A, %) 4)-
Ein Bereich aus dem Unterraum hat dann die Form At N A = {z € A: z iiber h}. Es
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Abbildung 4.2: Arrangement aus 3 Hyperebenen

sind Untersuchungen zu diesen Bereichen anzustellen. Wichtig ist vor allem, die Anzahl
dieser Bereiche zu bestimmen um zu zeigen, dass es eine grofte Anzahl von Elementen
gibt, fiir die eine Teilmenge A {iberdeckt werden kann. Da ein solcher Bereich durch Lage-
beziehungen der Form x iiber/auf/unter h charakterisiert wird, bietet die kombinatorische
Geometrie Grundlagen fiir solche Untersuchungen. Zwei dieser Grundlagen sind erstens
sogenannte Arrangements sowie zweitens die geometrische Dualitdt, welche die Lagebe-
ziehung bei einem solchen Bereich in einen dualen Raum iibertrégt. Es zeigt sich, dass
die Anzahl der Bereiche durch die Anzahl der Zellen in einem Arrangement des dualen
Raums ausgedriickt werden kann. In den folgenden zwei Abschnitten werden daher diese
beiden relevanten Grundlagen der kombinatorischen Geometrie eingefiihrt. Als Quelle hier-
zu dient Edelsbrunner [Ede87|, in dem sich weiterfiihrende Aussagen iiber Arrangements
finden. Auch die in den Kapiteln 6 und 7 zu Halbraum-Bereichsanfragen und Simplex-
Bereichsanfragen verwendeten algorithmischen Aussagen finden sich in diesem Lehrbuch.
Dies sind Aussagen iiber den Speicherbedarf und Laufzeit von Operationen in geeigneten
Reprisentationen von Arrangements. Die dritte und letzte im Rahmen dieser Diplomar-
beit behandelte Grundlage der kombinatorischen Geometrie betrifft den Begriff der Zone

in einem Arrangement. Sie wird im n#chsten Kapitel eingefiihrt.

4.1 Grundlage: Arrangements von Hyperebenen

4.1.1 Definition (Arrangement). Fiir eine endliche Menge H aus Hyperebenen im IR?
ist das Arrangement 2(H) eine Unterteilung (Partitionierung) des R? in zusammenhin-
gende Teile (kurz Teile) verschiedener Dimension, welche durch die Hyperebenen h € H

realisiert wird.
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Zwei Punkte p und g gehoren per Definition genau dann zum gleichen zusammenhingen-
den Teil, wenn sie in Bezug auf jede Hyperebene h € H dieselbe Lage haben. Damit ist
gemeint, dass sie entweder beide auf h liegen oder beide in demselben Halbraum h* liegen.
Da hier nicht alle Teile von Bedeutung sind, beschrinken wir uns auf die Betrachtung der
zusammenhéngenden Teile der Dimension 0, 1 und d.

(Fiir weitergehende Untersuchungen sei auf Edelsbrunner verwiesen [Ede87, Kapitel 1].
Dort wird ein zusammenhéngendes Teil eines Arrangements formal angegeben durch den
Positionsvektor eines Punktes in Bezug auf die Hyperebenen aus h.)

Die Teile der Dimension d heifsen Zellen f. Mit F(A(H)) wird die Menge der Zellen aus
A(H) bezeichnet. Zellen f sind stets offen, wie man leicht einsieht: Ein Punkt eines zu-
sammenhdngenden Teils z der Dimension d kann in Bezug auf keine Hyperebene h € H
die Lage ,liegt auf* beschreiben, da sonst die Dimension < d — 1 wére. Damit hat ein jeder
Punkt p aus dieser Teile einen positiven Abstand zu jeder Hyperebene. Also ist z offen.
Die nulldimensionalen zusammenhingenden Teile sind Punkte. Dies sind die Schnittpunkte
der Hyperebenen. Die eindimensionalen Teile heifen Kanten oder Segmente.

Die Anzahl |F((H))| der Zellen sowie die Anzahl anderer Teile in einem Arrangement
sind ein wichtiges Maf fiir dessen Komplexitdt, welches in der algorithmischen Geometrie
in vielen Zusammenhéngen auftritt.

Ein weiterer wichtiger Begriff fiir Arrangements ist die Inzidenz, welche beschreibt, wann
zwei Teile aneinander grenzen. Die Punkte, die an eine Zelle grenzen, heiffen Eckpunkte
der Zelle.

Relevant fiir die spater betrachteten Partitionsbdume sind Arrangements aus Hi(N),
der Menge der Hyperebenen durch je d der Punkte einer endlichen Menge N. (Bei diesen ist
N Stichprobe einer groferen Menge A). Daher werden drei kurze Bezeichnungen verwendet,
wenn im Kontext klar ist, dass N eine Punktmenge ist:

A(N) bezeichnet das Arrangement A(Hi(N)).
F(N) bezeichnet die Menge der Zellen in 2A(N).
Die im néchsten Kapitel definierte Zone von h im Arrangement 2A(N) wird mit Z(h, N)

bezeichnet.

4.1.2 Lemma (Anzahl der Zellen). Fir die Anzahl m = |F(N)| der Zellen in A(N)

mit |[N| = v gilt
m=tra <o ( ().

wobei Gleichheit bei allgemeiner Lage auftritt. Damit ist gemeint, dass jede Hyperebene aus

Hy(N) genau d Punkte aus N enthalt und sich stets nur d Hyperebenen in einem Punkt
. L . . d

aus RY schneiden. Wir erinnern an die Definition 3.3.5 (S.42): ®a(n) = Y j_o (})-

Es wird ein Beweis skizziert, der das Extremalprinzip und eine Bijektion zwischen Zellen

und Punkten verwendet.
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Beweis. Die Begriffe ,nach unten beschrinkt sowie minimal verwenden wir hier wie iib-
lich in der Analysis fiir die reellen Zahlen IR angewandt auf die d-te Koordinate. Eine Zelle
f heifit also ,nach unten beschrankt“, wenn fiir x € R: x € f die d-te Koordinate x4 einen
gewissen Wert nicht unterschreitet. Es gibt einen Eckpunkt einer solchen Zelle mit minima-
ler d-Koordinate oder kurz einen minimalen Eckpunkt. Ohne Einschréinkung verlangen wir,
dass es jeweils genau einen solchen gibt. (Sonst lasst sich stets eine geeignet kleine Drehung
des Koordinatensystems vornehmen, welche diese Situationen aufhebt.) Wir ordnen nun
jeder nach unten beschréinkten Zelle seinen minimalen Eckpunkt zu. Man beobachtet nun,
dass dies eine Bijektion zwischen der Menge der Schnittpunkte im Arrangement und der
Menge der nach unten beschrinkten Zellen darstellt. Einerseits wird jeder Schnittpunkt
zugeordnet, da mindestens eine nach unten beschrinkte Zelle angrenzt, andererseits teilen
sich aufgrund der allgemeinen Lage offensichtlich keine zwei Zellen den gleichen minima-
len Schnittpunkt. Damit gibt es (Z) nach unten unbeschrinkte Zellen. Man betrachte nun
eine Hyperebene g := {(x1,.., Xd—1,—5),s € R"}, die unter allen Schnittpunkten liegt.
(Die Menge aller Punkte mit gleicher d-Koordinate.) Ohne Einschriankung schneidet diese
jede der vorgelegten Hyperebenen. (Falls sie das nicht tut, verwende man eine durch ei-
ne kleine Drehung erzeugte Hyperebene ¢', welche unter allen Schnittpunkte liegt.) Man
betrachte nun die Situation in der (d — 1)-dimensionalen Hyperebene g. Jede Hyperebene
eingeschrénkt ergibt eine (d — 2)-dimensionale Hyperebene in dieser. Also erhélt man ein
(d — 1)-dimensionales Arrangement aus n Hyperebenen. (An dieser Stelle wird auf eine
formale Darstellung dieses Arrangements verzichtet.) Somit ergibt sich die Formel fiir all-
gemeine Lage per vollstindiger Induktion nach d, da fiir den Induktionsanfang d = 1 gilt:
v Punkte im R! unterteilen die reelle Gerade in v + 1 = (g) + (11’) Intervalle.

Es gilt also |F(N)| = @4 ((})) fiir Punktmengen in allgemeiner Lage.

Fiir Punktmengen NNV in nicht-allgemeiner Lage l&sst sich stets eine leicht verdnderte Punkt-
menge N’ finden mit |F(N')| > |F(N)|. Mit dieser (als perturbation bezeichneten) Technik
zeigt man, dass @4 ((Z)) stets eine Abschiatzung nach oben darstellt. Da bei den spéter
verwendeten Punktmengen allgemeine Lage vorausgesetzt wird, fithren wir diese Technik

hier nicht explizit durch und verweisen auf [Ede87, Theorem 1.3]. O

4.1.3 Lemma (Anzahl der Schnittzellen). Fir eine beliebige Hyperebene h ist die An-
zahl m der Zellen in A(N), welche h schneiden, begrenzt durch

meeen((2))

Beweis. O.B.d.A. lédsst sich voraussetzen, dass h jede Hyperebene aus H;(IN) (echt)
schneidet, da sonst die Anzahl der geschnittenen Zellen nicht grofer wird. Man betrachte
die Situation in der (d — 1)-dimensionalen Hyperebene h. Jede Hyperebene aus Hy(N)

eingeschriankt auf h ergibt eine (d—2)-dimensionale Hyperebene in dieser. Damit erhélt man
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ein (d — 1)-dimensionales Arrangement aus |Hy(/N)| Hyperebenen. Also folgt die Aussage

aus dem vorigen Lemma. O

4.1.4 Lemma. Die Anzahl m = |F(N)| der Zellen in A(N) mit |[N| = v lasst sich fir
d < v abschatzen durch

m < pdd-1),

Diese technische Abschétzung wird hier explizit formuliert und bewiesen. Haussler und
Welzl verwenden sie in der ersten Ungleichung des Beweises von Theorem 4.9 [HW87,
S.144 unten)].

Beweis. Nach Definition des Binomialkoeffizienten lasst sich abschéitzen:

<y) v w—d+l) _vevew U

< —
d dl Y T

Setzt man dies in ®q_; ((;)) ein, erhélt man nach Lemma 4.1.2

s () () (1) ()

Nun schitzt man jeden dieser Binomialkoeffizienten mit (Z) < nF ab. (Diese Abschiitzung

ist wie oben, jedoch abgeschwicht, da d! > 1.)

m < (V_d>0 + (V_d>1 +.+ <U_d>d1 1,

d! d! d! - (! (dn*?

el yd-(d=1)

e TRt

Aus m € IN ergibt sich die Behauptung

<14 (d-1) < 1+ pUd=1),

m < =1, .

4.2 Grundlage: Geometrische Dualitat

Die geometrische Dualitit im IR? ist eine Abbildung D, welche die Menge der Punkte im
IR? bijektiv auf die Menge der (nicht-vertikalen) Hyperebenen Hj abbildet.

Die geometrische Dualitit D im IR? ist unter Verwendung der Koordinatendarstellung
einer nicht-vertikalen Hyperebene die wie folgt definierte bijektive Abbildung D: R% — Hf,
deren Umkehrabbildung ij — IR? ebenfalls mit D bezeichnet wird.

4.2.1 Definition (geometrische Dualitit im R?).

D(p) := h mit h = {2: € R?: xg = 2m1x1 + 2max2 + - + 204-1Xd—1 — 77d} und

D(h) == p mit D(p) = D(D(h)) = h.
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Die Dualitdt wird auf natiirliche Weise erweitert auf Punktmengen und Mengen von Hy-

perebenen, so dass gilt:

D(P) = {D(p): p € P} und D(D(P)) = {D(h): h € D(P)} = P.

Einsetzen lisst sich die geometrische Dualitét fiir zahlreiche Aussagen, die mit der Lage
von Punkten in Arrangements zusammenhéngt. Grund dafiir ist die Beobachtung, dass die

D die Lage ,umkehrt“. Diese wird durch das folgende Lemma ausgedriickt:

4.2.2 Lemma (duale Lage). Seip € R? und h € Hj. Dann gilt:

p liegt auf h <= D(h) liegt auf  D(p)
p liegt iber h <= D(h) liegt iber D(p)
p liegt unter h <= D(h) liegt unter D(p).

Beweis. Der Beweis bendtigt lediglich einfache Algebra und wird daher nicht gefiithrt. [

Man beachte, dass bei Edelsbrunner die erste Eigenschaft als incidence preservation be-
zeichnet wird [Ede87, Abschnitt 1.4]. Fiir zahlreiche weitere Eigenschaften von D bietet
sich ein Korollar von Edelsbrunner an [Ede87, Korollar 1.6].

Mit Hilfe der eingefiihrten Begriffe und dem Konzept der Dualitdt l&sst sich nun der

Bereichsraum der Halbraume des R? eingehend untersuchen.

4.3 Der Bereichsraum der Halbriume des IR?

4.3.1 Lemma (Dimension des Bereichsraumes der positiven Halbriume).
Der Bereichsraum B; = (IRd,H; U RY) der positiven Halbrdume im R? hat die VC-
Dimension d, d.h. es gilt:

dim B} = d.

Beweis. [HW87, S.132 oben]

Wir zeigen zunichst, dass eine n-elementige Teilmenge A = {x1,..,z,} C R? iiberdeckt
werden kann, wenn n < d gilt. Dazu betrachten wir das duale Bild D(A) = {D(z1), .., D(xy)}.
Dies sind n Hyperebenen, die den R? nach Lemma 4.1.2 in ein Arrangement mit m < ®4(n)
Zellen aufteilen. Jede Zelle ist die Menge aller Punkt mit derselben Lage in Bezug auf
simtliche Hyperebenen D(x1),..,D(z,,): Sei ht ein positiver Halbraum im R? und h die
zugehorige Hyperebene. Setze A’ := h™ N A. Dann gilt: Ein Punkt z; liegt {iber der Hyper-
ebene h genau dann, wenn x; € A’. Im Dualen gilt dquivalent: Der Punkt D(h) liegt iiber
der Hyperebene D(z;) genau dann, wenn z; € A’ gilt.

1. Fall: n > d.



4.3 Der Bereichsraum der Halbriume des R 69

Aus der Definition 3.3.5 (S.42) von ®4(n) ergibt sich m < ®4(n) < 2™. Da es weniger als
2™ Zellen gibt, gibt es weniger als 2" verschiedene Teilmengen A’; die von einem positiven
Halbraum als Schnittmenge von A gebildet werden. Also kann A nicht iiberdeckt werden,
und es folgt:

dim B} <d.

2. Fall: n =d.

Wir wihlen die Punktmenge A so, dass allgemeine Lage nach Lemma 4.1.2 (S.65) vorliegt.
Dann gilt fiir die Anzahl m der Zellen im Arrangement m = ®4(n) = 2" nach der Definition
von ¢q ( 3.3.5 unten). Wiahlen wir 2™ Punkte aus verschiedenen Zellen, so sind deren duale
Bilder Hyperebenen h;, 1 < i < 2" mit verschiedenen Schnittmengen A’ = A N h;. Da
es genau 2" Teilmengen von A gibt, kommt jede Menge auch vor und es gilt: A wird
iiberdeckt.

Es folgt dim Bc‘l" > d. Zusammen folgt also die Behauptung:

dim B} = d. O

Haussler und Welzl geben an, dass sich durch eine leichte Erweiterung des obigen Argu-
ments dim B = d + 1 zeigen ldsst. Hier wird nur die obere Schranke dim B} < d + 1
nachgewiesen, da diese fiir den Einsatzzweck vollig ausreicht. Natiirlich ist dim B} > d, da
H; D Hj. Auferdem ist es nicht schwer, eine d + 1-elementige Teilmenge im IR? zu finden,

die von B} iiberdeckt wird, woraus sich dann dim B} = d + 1 folgern ldsst.

4.3.2 Lemma (Dimension des Bereichsraumes der Halbriume). Der Bereichsraum
B} = (R, HjUIRd) der positiven Halbraume im R hat hochstens die VC-Dimension d+1,
d.h. es gilt:

dimB); <d+1.

Beweis. Da zu einer Hyperebene i beide Halbrdume zugelassen sind, kann es nun zu einer
endlichen Menge A bis zu doppelt so viele verschiedene Bereiche A N A* geben. Dies sieht
man leicht ein, indem man erneut das duale Bild D(A) = {D(x1),..,D(z,)} betrachtet.
Dies sind n Hyperebenen, die den IR? nach Lemma 4.1.2 (S.65) in ein Arrangement mit
m < ®4(n) Zellen aufteilen. Jede Zelle ist die Menge der Punkte mit derselben Lage in
Bezug auf die Hyperebenen D(z1), .., D(x, ). Es sei daran erinnert, dass ein Punkt x; genau
dann iiber der Hyperebene h liegt, wenn D(h) iiber D(x;) liegt. Sei p ein Punkt einer Zelle
z im zuvor definierten Arrangement. Dann ist wie zuvor D(p) eine Hyperebene h mit einem
Bereich AN ht C A. Dieser Bereich ist wieder unabhiingig von der Wahl des Punktes in-
nerhalb der Zelle z. Es ist jedoch auch der Bereich ANh™ ein zuléssiger Bereich. Jede Zelle
induziert bis zu zwei verschiedene Bereiche AN A+ und AN h~. Damit ist die Anzahl der

verschiedenen Bereiche fiir eine endliche Menge A mit |A| = n beschrinkt durch 2- ®4(n).
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Da die Abschétzung 2®4(n) < 2" fiir n > d+ 1 leider keine allgemeingiiltige Aussage dar-
stellt, wird der Beweis hier nicht durch eine Erweiterung des vorigen Arguments gefiihrt.
Stattdessen wird auf eine andere Weise gezeigt, dass eine n-elementige Menge mit n = d+2
nicht iiberdeckt werden kann. Der Beweis wird nur skizziert, da einige technische Details
unhandlich sind. Sei A = {z1,%9,.., %441, T4+2} und werde zunichst angenommen, dass
A — {x 442} tiberdeckt wird. Das heifst, fiir beliebige A" C A — {z442} gibt es eine Hyper-
ebene h* mit h* N (A —{z412}) = A’. Nun wird der duale Raum untersucht. Insbesondere
betrachtet man das Arrangement aus den d + 1 Hyperebenen H := {D(z1), .., D(xq+1)}.
Aus dem Lemma 4.1.3 (S.66) iiber die Anzahl der Schnittzellen in diesem Arrangement
folgt, dass die (d + 2)-te Hyperebene nicht alle Zellen schneidet. Man betrachte nun einen
Punkt in einer solchen Zelle z. Die Menge der Hyperebenen D(z;),1 < i < d + 1 iiber
z bezeichne man mit H* und die unter z mit H~. Dann gilt: Sei nun 0.B.d.A. z iiber
D(x442). Dann gibt es also nach der Definition von Zellen im Arrangement keinen Punkt
y € RZ, fiir den gilt: y liegt iiber den Hyperebenen aus HT und unter der Hyperebenen
H~U{D(z442)}. Die dualen Mengen sind Teilmengen von A, welche wir nun mit A" und
A®) bezeichnen. Dann folgt durch eine recht leichte, aber technisch unhandliche darzustel-
lende Uberlegung im primalen Raum:

AM und A® sind keine Bereiche, d.h. es gibt keinen Halbraum h* mit der zugehdrigen
Hyperebene h := D(y), so dass h* N A= AW bzw. h* N A = A?),

Also kann A nicht {iberdeckt werden und es folgt:

dim B < d + 1. O

4.4 Kombination von Bereichsraumen

Eine weitere Eigenschaft von allgemeinen Bereichsraumen ist, dass sich aus k (identischen)
Bereichsrdumen der Dimension d ein neuer Bereichsraum mit ,kombinierten“ Bereichen
bilden lédsst. Die Dimension des Bereichsraumes ist dann stets endlich und lésst sich durch

einen Term mit k und d beschranken. Diese Kombination wird nun definiert.

4.4.1 Definition (k-Kombination). Sei (X, %) ein Bereichsraum. Man betrachte einen
Bereichsraum (X, %ﬁ’/), wobei jeder Bereich R € % definiert sei durch eine Kombination von
k > 2 Bereichen aus (X, Z). Das ist zu verstehen als R’ = ¢(Ry, Rz, .., Rx) mit einer festen
mengentheoretischen Formel ¢ (die Vereinigungen, Mengendifferenzen u.A. enthalten kann)
und Ry, .., Ry € #. Dann heifst (X, Qj) eine k-Kombination des Bereichsraumes (X, %).

4.4.2 Beispiel. Betrachte den Bereichsraum (IR?, %) mit Z = {h™, h horizontale Gerade}.
Wiihle die Formel ¢ : Z x # — % mit ¢(R1, Ry) = R1 — Rs.

Deren Bildmenge ist die Menge der horizontalen Streifen der Ebene.
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Sei nun also Z = {$(Ry1, Ry), Ry € #}. Dann ist (R2, %) ein Bereichsraum, der sich als
2-Kombination von (IR?, %) ergibt.

4.4.3 Lemma (Dimension von k-Kombinationen). Sei (X, %) ein Bereichsraum mit
VC-Dimension d und (X, @) eine k-Kombination von diesem. Dann hat der Bereichsraum
(X, %) eine Dimension < 2dk - log (dk).

4.4.4 Bemerkung. Diese allgemeine Formulierung als k-Kombination wird in [Mat93,
Lemma 1.6] angegeben. Die von Haussler und Welzl benétigte Form ist nur der von ihnen
formulierte Spezialfall von Korridoren, der im Folgenden behandelt wird. Da der Beweis

nicht schwieriger ist, wird hier diese allgemeinere Form vorgezogen.

Beweis. [HWS87, vgl. Lemma 4.5] Sei A C X eine endliche Teilmenge mit |A| =: m > 2.
Dann ist nach Lemma 3.3.7 (S.43) und Lemma 3.1.3 (S.34): |[ANZ| < ®4(m). Man
betrachte den von A induzierten Teilraum von (X, R): Jeder Bereich RN A mit R € R
hat die Form RN A = ¢(Ry, Rg, .., R;) mit R; € #. Damit ist die Anzahl der Bereiche
beschrinkt durch ®4(m)* < m9. Es ist zu zeigen, dass fiir eine m-elementige Menge A
mit m = 2dk log (dk) nie iiberdeckt werden kann, d.h. stets |A N Z| < 2™ gilt. Mit k > 2
und m > 2 ergibt sich durch Standardumformungen ®4(m)* < m < 2™ und damit die
Behauptung. O

4.4.5 Beispiel. Der obige Bereichsraum (IR?, %) hat die VC-Dimension d = 2, denn sei-
ne Bereiche sind auch Bereiche in By = (IR%, H U IR?). Es folgt, dass auch (X, ,%7) ein

Bereichsraum von endlicher VC-Dimension d mit d < 8 - log4 = 16 ist.

4.5 Der Bereichsraum der k-Korridore im RR?

Ein k-Korridor ist eine offene Teilmenge des IRY, der wie folgt durch k Halbriume hi, ..,

hy, definiert ist:
k k

KE (k) = J o) = () ®).

i=1 i=1
Fiir die spitere Anwendung ist es entscheidend, dass Korridore offen sind, daher wurde der
Abschluss h} verwendet.
Der Bereichsraum (IRY, KX) mit K% := {K : K ist k-Korridor im R?} der k-Korridore ist
eine k-Kombination des Bereichsraumes der Halbrdume. Durch die Verwendung des Ab-
schlusses wird ein klein wenig Technik notwendig, um den Bereichsraum formal als Kom-
bination mit einer Formel ¢ anzugeben. Zu einem offenen Halbraum h* sei hl stets der
gegeniiberliegende Halbraum, d.h. h* Uh U = R%. ¢ lisst sich dann wie folgt festlegen:

k k

o1, - hi) = \J () = (Y (R? = k).
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Wegen IRd—h;r = h¥ ist damit ¢(h},..,h}) = KF ,(h}). Da ¢ nur aus Differenz, Vereinigung
und Schnitt gebildet ist, gilt also das folgende Lemma:

4.5.1 Lemma.

Der Bereichsraum (IR?, ICIC}') ist eine k-Kombination des Bereichsraumes B.
Damit lasst sich die Dimension der k-Korridore nach oben abschétzen:

4.5.2 Satz (Dimension von k-Korridoren). Sei k fest. Dann hat der Bereichsraum

(IR%, ICIC}') der k-Korridore eine endliche Dimension und es gilt:

dim (R, KE) < (d + 1)k - log (d + 1)k.

Beweis. [HW87, Korollar 4.6] Nach dem vorigen Lemma 4.5.1 ist der Bereichsraum der
k-Korridore eine k-Kombination mit der angegebenen Formel. Da der Bereichsraum B}
der Halbriume des IR? nach Lemma 4.3.2 (S.69) hochstens die Dimension (d+ 1) hat, folgt

die Aussage also aus dem Lemma 4.4.3 (S.71) iiber k-Kombinationen. O

4.6 Zum e-Theorem fiir k-Korridore

In diesem Abschnitt wird zum Bereichsraum der k-Korridore der von einer endlichen Menge
A induzierte Unterraum betrachtet. Das Theorem besagt, dass sich die Anzahl der Punkte

in dessen Bereichen mit Hilfe von e-Netzen beschranken l&sst.

Theorem IV (Das e-Theorem fiir k-Korridore) . Sei k fest. Dann gibt es eine Kon-
stante cg, so dass fiir alle 1/2 > ¢ > 0 und alle n-elementigen Mengen A C R? gilt:

1
X

1. Es gibt eine v-Stichprobe N (als Menge) mit v = c; - %log
Korridore K des R? gilt:

so dass fiir alle k-
IKNN|=0 = |[KNA|<en.

2. Eine zufillige v-Stichprobe N erfillt diese Eigenschaft mindestens mit Wahrschein-
lichkeit 1/2.

Beweis. Sei Z := IC’C}' die Menge der k-Korridore. Nach dem Satz 4.5.2 iiber die Dimension
gilt fiir die Dimension d von (IR%, 2):

d < (d+ 1)klog ((d + 1)k).

Nach dem Lemma 3.3.4 (S.41) iiber die Vererbung der VC-Dimension hat dann auch der
durch die endliche Menge A induzierte Unterraum (A, Z|4) eine endliche Dimension kleiner
oder gleich d. Diese Dimension d ist konstant, d.h. nicht von |A| abhéngig. Nach Theorem

ITI (S.59) gilt dann mit der Konstanten cjj := c;:
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1. Es gibt ein e-Netz N (als Menge) mit v = ¢} log 1 fiir den Bereichsraum (A, % 4)-
Fiir dessen Bereiche R C Z|4 gilt:

IRNN|=0 = |[RNA|<en.

2. Eine zufillige v-Stichprobe N ist mindestens mit Wahrscheinlichkeit 1/2 ein e-Netz
fiir (A, %))

Sei N nun ein e-Netz fiir (A4,%)4). Nach der Definition von e-Netz gilt dann fiir alle k-
Korridore K:
(KNA)NN|=|(KNN)|=0 = |KNA|<en. O

Interessant fiir die algorithmische Anwendung sind offensichtlich nur k-Korridore, bei denen
der Parameter k nicht in Abhéngigkeit von |A| beliebig grofs werden kann, sondern durch
eine Konstante beschrankt ist. Im folgenden Kapitel werden wir zeigen, dass speziell der
Einsatz von (d + 1)-Korridoren im R? die Grundlage fiir die Durchfiihrung eines effizienten
Divide & Conquer-Verfahrens bietet.



Kapitel 5
Verwendung von Korridoren

In diesem Kapitel werden die Bereichsraume der (d + 1)-Korridore genauer untersucht.
Durch geometrische Uberlegungen gelingt es folgendes zu zeigen: Die Menge der Regio-
nen auf einer Ebene des Partitionsbaumes, fiir die rekursive Aufrufe notwendig werden,
ist enthalten in einem geeigneten (d + 1)-Korridor. Diese Aussage wird im Einbettungs-
satz 5.3.1 formuliert. Nach diesem Satz gibt es einen (d + 1)-Korridor, der die Menge der
geschnittenen Zellen enthilt. Hierdurch ist die Gesamtanzahl der Punkte, die in rekursiv
aufgerufenen Regionen liegen, sehr klein, falls ein e-Netz fiir den Bereichsraum der (d+ 1)-
Korridore verwendet wird. Diese Eigenschaft wird beschrieben durch eine e-Bedingung fiir
Hyperebenen, welche eine Aussage iiber die sogenannte Zone einer beliebigen Hyperebene

macht.

5.1 Geometrische Grundlage: Zonen in Arrangements

Haussler und Welzl verwenden das Paradigma des Random Sampling (zuféllige Stichpro-
ben). Fiir diese Stichproben N wird stets das Arrangement 2A(N) def A(Hy(N)) bestimmt.
Rekursive Aufrufe werden fiir Zellen notwendig, welche eine Anfrage-Hyperebene h schnei-
den. Um die Aussage der e-Bedingung fiir Hyperebenen zu quantifizieren, wird zunéchst
die Menge der geschnittenen Zellen wie in der algorithmischen Geometrie iiblich als Zone

von h in N definiert.

5.1.1 Definition (Zone). Seien eine Hyperebene h und ein Arrangement A(H) aus einer
endlichen Menge H von Hyperebenen gegeben. Dann ist die Zone Z(h,A(H)) die Menge

der Zellen dieses Arrangements, welche die Hyperebene h schneiden:

Z(h, A(H)) = {f € F(AH)): fNh+0}.
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Es sei daran erinnert, dass F'(2(H)) die Menge der Zellen aus 2(H) ist und dass Zellen f
stets offen sind. Ist NV eine endliche Punktmenge mit dem Arrangement A(V), so schreiben
wir kurz

Z(h,N):={feF(N): fnh#0}.

Es ist also zu unterscheiden zwischen der Notation A(N) := A(Hg(N)) fir Punktmengen
N und 2A(H) fiir Mengen H von Geraden. Falls das betrachtete Arrangement im Kontext

klar ist, kann auch einfach Z(h) geschrieben werden.

5.2 Formulierung des Ziels

Ziel ist es zu jeder endlichen Punktmenge A C IR? eine kleine Teilmenge N (Stichpro-
be) zu finden, so dass fiir eine beliebige Hyperebene h nur wenige Punkte in der Menge
der geschnittenen Zellen, d.h. der Zone Z(h, N), liegen. Wir machen daher die folgende

Definition:

5.2.1 Definition (e-Bedingung). Sei eine endliche Menge A gegeben. Wir sagen dann,
dass eine Teilmenge (Stichprobe) N eine e-Bedingung fiir Halbraume mit 0 < & < 1/2

erfiillt, wenn gilt:

> IfnAl<e-Al

f€Z(h,N)

5.3 Einbettung der Zone in einen geeigneten Korridor

5.3.1 Satz (Einbettungssatz). Sei N C R? eine endliche Menge. Zur Einfachheit setzen
wir voraus, dass |N| > d + 1 gilt. Dann gibt es einen (d + 1)-Korridor C := K& g mit
g € H; U R?, fiir den gilt:

1.CNnN=0.

2. C> Z(h,N) Y Z(n,2(Hy(n))) .

Um den Satz zu beweisen, miissen einige Untersuchungen im dualen Raum angestellt wer-
den. Das duale Bild einer Strecke (x1,z2) (als Punktmenge betrachtet) spielt dabei eine
besondere Rolle. Dieses ist eine Hyperebenenschar, deren Punktmenge ein Doppelkegel ist.
Man erkennt in Abbildung 5.1 leicht, dass die beiden seitlichen Zellen enthalten sind, nicht
aber die nach oben bzw. unten unbeschrénkte. Der Doppelkegel ldsst sich am instruktivs-
ten in dem (sehr kleinen) Arrangement aus den Hyperebenen g; := D(z1) und g2 := D(z29)
ausdriicken. Dieses Arrangement hat im R%,d > 2 genau 4 = 22 Zellen, von denen eine
nach oben sowie eine nach unten beschrinkt ist. Es hat genau einen (d — 2)-dimensionalen

Zusammenhangsteil z. (Im R? ist dies der Schnittpunkt der Geraden g; und go.) Dieser



76 Verwendung von Korridoren

Abbildung 5.1: Doppelkegel

Zusammenhangsteil z ist das Duale der Geraden h, welche die Strecke (z1,x2) enthélt.
Das duale Bild der Strecke (z1,x9) ist die Schar der Hyperebenen g, welche z enthalten
und in der Vereinigung von z und den beiden unbeschrénkten Zellen enthalten ist. Da
(z1,x2) eine offene Strecke ist, reicht es offenbar zu zeigen, dass eine solche Hyperebene g
nicht in der Vereinigung der beschrinkten Zellen enthalten ist. Dies erkennt man anhand
der Abbildung leicht wie folgt: Die Vereinigung der nach oben bzw. unten beschrénkten
Zellen enthilt vertikale Hyperebenen. Hyperebenen mit ,,grofser Steigung“ sind solche, die
sich vertikalen Geraden ,anndhern“. Deren duale Entsprechungen sind aber beliebig weit
entfernte Punkte. Diese sind nicht Teilmenge eines Segments mit endlicher Lénge. Ein Dop-
pelkegel hat damit die Gestalt (g; U g5) — (g7 N g5). Er ist also nicht nur die Vereinigung
zweier Zellen, sondern zugleich ein 2-Korridor.

Das folgende Lemma beinhaltet einen Spezialfall des Einbettungssatzes, welcher sich

auf direktem Weg beweisen lésst.

5.3.2 Lemma (Spezialfall des Einbettungssatzes). Der Einbettungssatz gilt fir Hy-

perebenen h mit h* "N = (), d.h. wenn nur auf einer Seite von h Punkte aus N liegen.

Beweis. In diesem Sonderfall ist der Beweis deutlich einfacher: Man betrachte eine beliebi-
ge (d+1)-elementige Teilmenge N’ = {x1, .., 441}, die nicht komplett auf der Hyperebene
h liegt. Diese beschreibt den Rand eines unter Umsténden entarteten Simplex. Ein Simplex
o* ist nach Definition 4.0.5 (S.62) gegeben als ein Schnitt von (d + 1) Hyperebenen:

d+1

* *
o —mhi.
i=1

Dabei sind die (d + 1) zugehorigen Hyperebenen h; festgelegt durch die d-elementigen
Teilmengen von N'. Die Anzahl der moglichen Auswahlen ist gegeben durch (dﬁl) =d+1.
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Abbildung 5.2: Spezialfall: Affiner Kegel

Sei nun z; ein Eckpunkt von ¢* mit minimalem Abstand 6 > 0 zu h. Es ldsst sich
0.B.d. A. die Bezeichnung j = d + 1 wdhlen. Nun liegen genau d Hyperebenen an x441
an und genau eine Hyperebene hgiq liegt 411 gegeniiber. Mit dieser Bezeichnung ist der

Schnitt der d abgeschlossenen Halbriume
d

C = ﬂ ;
i=1

ein affiner offener Kegel im IR? mit der Spitze x4y (siehe Abbildung 5.2). Wie sich mit

e

linearer Algebra zeigen lisst, kann man diesen Kegel beschreiben als die Menge der posi-
tiven Linearkombinationen von Richtungsvektoren x i 12;. Aufgrund der Wahl von z441
haben alle Punkte des Kegels einen Abstand von mehr als 6 > 0 von h. Dies trifft auch

dann zu, wenn mehrere Punkte auf h liegen. Also gilt:

d
(hinh=0

i=1
d
— hCR— (A
i=1
An dieser Stelle wird erkennbar, warum R? als Bereich von B}, zugelassen wurde: Mit
gi = h fir i = 1,..d und g5, , = R? gilt N gFf = CNRY = C und U gf = R%
Damit ist C' ein (d + 1)-Korridor, der sich durch die d + 1 Halbréume g7, .., gj,, ergibt:

d+1 d+1
KEMg =g -(oi=C O
=1 =1

Da der Einbettungssatz in diesem Spezialfall nachgewiesen wurde, sei in den folgenden
Lemmata als Voraussetzung gegeben, dass in beiden Halbrdumen von h Punkte aus N

liegen. Wir definieren diese Teilmengen wie folgt:

Nt :=Nnht#0#Nnh™ (und N := N Nh).
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Niitzlich sein wird die Definition der Umgebung von h. Dies ist die Menge G" ¢ Hy(N)

aus Hyperebenen, die ,zwischen* N und N~ liegen im folgenden Sinne:

5.3.3 Definition (G, die Umgebung von h).
Als Umgebung von h bezeichnen wir G definiert durch:

G =lge HyN): gt "\ N=NTAg NN=N"}.

5.3.4 Lemma (iiber ,,Umgebungskorridore®). Seien g1, .., g Hyperebenen aus der Um-
gebung G . Dann enthdlt der k-Korridor Kf:lgi+ keine Punkte aus N, d.h.

(KEi(g)) NN =0,

Beweis. Es ist Kf:l(gj) = Uf:l gz‘+ - ﬂle gj-

Wir zeigen zuniichst K* ;g7 N (N~ U N°) = : Betrachte ein festes g;.

Dann ist g;-r N(N~UNY) = (). Also ist auch Ule (g7 N (N~ UN?)) = 0. Die Differenzbil-
dung fiigt keine Punkte hinzu, es folgt die Teilaussage. Wir zeigen nun KF_; (g )N(NT) = 0

Man betrachte erneut ein g;. Es ist g; D NT. Also ist auch ﬂle g5 C NT und damit

k k
<U9?—ﬂf> NNt =10
=1 =1

Mit den beiden Teilaussagen folgt die Behauptung. 0

Unmittelbar Aus der Definition der Umgebung von h folgt sofort, dass die Umgebung im
Dualen genau die Eckpunkte der Zelle darstellt, welche h enthilt:

5.3.5 Lemma (iiber eine Zelle des dualen Arrangements). Man betrachte die Men-

ge D(N) der zu Punkten aus N dualen Hyperebenen. Dann gilt:
1. Der Punkt D(h) ist in einer beschrinkten Zelle f enthalten.
2. Die Menge der Eckpunkte von f ist D(G().

Beweis. Fiir den ersten Teil ist nur zu beachten, dass N™ und N~ nicht-leer sind und
damit D(h) nach oben und nach unten beschriankt. Aus der Definition der Zelle erhilt man
nun leicht die Aussage.

Auch die zweite Aussage folgt aus der Definition der Zelle unter Beachtung der dualen
Lage, vgl.[Ede87]. O

5.3.6 Lemma (Satz von Caratheodory). Sei A C R? mit |A| = n > d und x in der
konvezen Hiille CH(A) enthalten. Dann existiert eine (d+1)-elementige Teilmenge Ay C A,

so dass schon x € Ay ist.
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Im IR? besagt diese Aussage (iquivalent) einfach folgendes: Gegeben sei ein Vieleck, dessen
Flache einen Punkt z enthélt. Dann gibt es ein Dreieck aus Eckpunkten des Vielecks,

dessen Fliche x enthalt.

Beweis. Dieses Lemma ist eine bekannte Aussage iiber konvexe Polytope, vgl. zum Bei-
spiel Griinbaum. [Grii67, Theorem 2.3.5] O

5.3.7 Lemma (Beobachtung iiber Zellen). Man betrachte den dualen Raum. Sei D(h)
ein Punkt, der im Inneren einer beschrankten Zelle f mit der Eckpunktmenge D(G) ent-
halten ist. Dabei sei G eine Menge von Hyperebenen im primalen Raum. Dann ist h eine

Hyperebene im primalen Raum, deren Zone Z(h,G) im Korridor von G enthalten ist.

Beweis. Man betrachte das Arrangement 2((G). Der Korridor von G enthilt alle Zellen
aus diesem Arrangement mit Ausnahme einer nach oben beschrinkten und einer nach
unten beschriankten Zelle. Fiir Punkte x aus diesen Zellen gilt: = liegt iiber allen Geraden
g € G bzw. x liegt unter allen Geraden g € G.

Da D(h) aber in einer beschriankten Zelle f enthalten ist, gibt es mindestens einen Punkt
D(gi), der iiber D(h) und mindestens einen Punkt D(g;), der unter D(h) liegt. Damit folgt:
h enthélt keine Punkte, die in unbeschriankten Zellen aus A(G) liegen. Mit der Definition
der Zone Z(h,G) folgt die Behauptung. O

Damit ldsst sich der Einbettungssatz nun beweisen.

Beweis (von Satz 5.3.1). Zu zeigen ist: Es gibt fiir jede Hyperebene h im IR? einen
(d + 1)-Korridor C := K& (gF) mit gF € Hy(N)UR?, fiir den gilt:

1. CNN =0.
2. C' > Z(h,N) ¥ Z(h, A(Hy(n))). 0

Der Spezialfall 5.3.2 wurde schon bewiesen. Es ldsst sich daher nun annehmen, dass N
und N~ nichtleer sind.

Nach Lemma 5.3.5 ist D(h) in einer beschrinkten Zelle mit der Eckpunktmenge D(G"))
enthalten. Aufgrund von Lemma 5.3.6 gibt es eine Teilmenge aus d + 1 Punkten, die
D(g1),..,D(ga+1) enthalten. Nach Lemma 5.3.7 gilt fiir den Korridor C := Kik::ldﬂ(gf)
Z(h,GM) c C. Da G ¢ Hy(N), ist jede Zelle aus der Zone von h in A Hy(N) = AN
in einer Zelle aus der Zone von h in 2A(G™) enthalten (,Verfeinerung des Arrangements®).
Es folgt also die zweite zu zeigende Aussage: C' D Z(h, N).

Die erste zu zeigende Aussage wurde in Lemma 5.3.4 iiber Umgebungskorridore nachge-

wiesen.



80 Verwendung von Korridoren

Punkel: Zone in H (fein)

Mittel: Zone in G = {g,...9/}={d1.9,.9;}
Hell: restlicher (d+1)-Korridor von (13

Abbildung 5.3: Korridor

5.4 Geeignete v-Stichproben endlicher Mengen

Mit den vorigen Ergebnissen gelingt es nun, das zentrale e-Theorem aufzustellen. Nach
diesem gibt es geeignet kleine Teilmengen N von A, so dass nur ein kleiner Teil der Punkte

von A in der Zone Z(h, N) einer beliebigen Hyperebene h liegt.

Theorem V (Das zentrale e-Theorem )
Es gibt zu d eine Konstante cj;, so dass im Re fiir alle 0 < € < 1/2 gilt:

1. Existenz: Fiir jede endliche Menge A C R gibt es eine Stichprobe (Teilmenge) N C A

1
€

erfillt. Das heifft nach Definition 5.2.1 der e-Bedingung (S.75), dass fir eine beliebige
Hyperebene h der Bruchteil der Punkte aus A in Schnittzellen kleiner als e ist. Mit
Schnittzellen sind die Zellen aus der Zone Z(h,N) von h in A(N) gemeint. Die

Aussage lasst sich formal schreiben als

mit hochstens v = ¢+ - log % Elementen, welche die e-Bedingung von A fiir Halbrdume

1 1
AN C A mit |[N| < ;- —log—, so dass gilt: Z fNnA<e-|Al
= FeZ(hN)

2. Wahrscheinlichkeit: FEine zufdllige v-Stichprobe T erfillt die obige Eigenschaft min-
destens mit Wahrscheinlichkeit 1/2.

Es sei erneut auf die erstaunliche Eigenschaft hingewiesen, dass |N| nicht von |A| abhingt,

sondern nur von der Konstanten c; und dem vorgegebenen ¢.
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Beweis. Wir betrachten den Bereichsraum B = (R?, K%™) der (d + 1)-Korridore. Die
Konstante ¢; wird wie im Korridor-Theorem IV (S. 72) mit k := d + 1 gewdhlt. Seien
0 <e<1/2und A C R |A] = n gegeben. Zu zeigen ist fiir die beiden Aussagen die

Implikation:

N ist e-Netz von A fiir Bg“ = N erfiillt die e-Bedingung von A.

Diese Folgerung ergibt sich nun aus dem Einbettungssatz 5.3.1 (S. 75): Es existiert stets
ein (d+ 1)-Korridor C € ICZH, der Z(h, N) enthélt und fiir den gilt: C N N = (). Nach der

Definition von e-Netz gilt also:

ICNAl<e-JAl = ) |fnA|<e-|A]
f€Z(h,N)

Die e-Bedingung wird also erfiillt. O

Mit dem zentralen e-Theorem ist die Grundlage fiir die Existenz der Datenstrukturen
geschaffen.

Der folgende Abschnitt befasst sich noch mit einer Grundlage fiir die Konstruierbarkeit
solcher Datenstrukturen. Da die Datenstruktur durch zuféllige Stichproben aufgebaut wer-
den wird, dréngt sich hierbei die folgende Frage auf: Ist die Zuldssigkeit einer Stichprobe

verifizierbar?

5.5 Zulassigkeit von Stichproben

Der folgende Satz beantwortet diese Frage positiv, d.h. es ldsst sich entscheiden, ob eine
Menge N C A die e-Bedingung fiir A erfiillt.

5.5.1 Satz (Verifikation von Stichproben). Sei eine n-elementige Menge A C R® und
eine v-elementige Teilmenge N gegeben. v sei nicht von n abhdingig, d.h. v = O, (1). Dann
lasst sich in O(|A|) = O(n) Zeit iberprifen, ob die c-Bedingung eines (g,v)-Baum fir
diesen Knoten mit der Menge N erfillt ist.

Beweis. Die Anzahl der Zellen des Arrangements von (V) ist O(1). Damit lassen sich in
O(n) Zeit die Punkte den Kindknoten Ax zuweisen sowie die Anzahl der Punkte in einer
Zelle f bestimmen. Der entscheidende Schritt ist die Uberpriifung der (g, v)-Bedingung bei
Halbraum-Bereichsanfragen. Zunéchst muss jede Menge F' aus Zellen des Arrangements
A(N), die Zone einer Hyperebene h sein kann, bestimmt werden. Dann muss iiberpriift
werden, ob fiir eine solche Menge F stets fepny < en gilt. Haussler und Welzl schrei-
ben, dass dies in O(n) Zeit moglich sei, da v und damit die Anzahl der zuldssigen Mengen
F konstant ist [HW87, S. 145|. Als Ergénzung sei hier betont, dass sich die Menge die-

ser Mengen F' konstruktiv (innerhalb der Zeitgrenzen) bestimmen ldsst. Sonst ldsst sich
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Abbildung 5.4: Schnitt einer Zelle

nicht korrekt entscheiden, ob fiir jede Hyperebene die e-Bedingung erfiillt ist. Der letzte

Beweisschritt ist die Aussage des néchsten Lemmas. g

5.5.2 Lemma (Zulédssige Zonen). Seien N mit |[N| = v = O,(1) und A(N) gegeben.
F(N) ={fi,.., fm} ist die Menge der Zellen in 2A(N). Dann ldsst sich die Menge Z der

zuldssigen Zellmengen F C F(N) bestimmen. Eine Zellmenge F heifle zuldssig, wenn es
eine Hyperebene h mit Z(h,N) = F gibt.

Beweis. Die Potenzmenge von F'(N) hat endlich viele Elemente. Es ist also fiir jedes ihrer
Elemente F' C F(N) zu entscheiden, ob F' € Z gilt (oder nicht). Seien zu jeder Zelle f;
die inzidenten (anliegenden) Kanten s;1,5:2...,5;(;) gegeben. 2(i) ist dabei lediglich der
Index fiir die Anzahl der berandenden Kanten der Zelle f;.

Sei nun eine Menge Fy = {fi|i € J}, J C {1,...,m} aus Zellen vorgegeben. Zu ent-
scheiden ist, ob es eine Hyperebene h gibt, fiir die gilt:

finh#0&sieJ.

Dazu bestimmen wir die Menge der Hyperebenen h mit dieser Eigenschaft und entscheiden,
ob sie leer oder nicht-leer ist.

Wir gehen nun zum dualen Raum iiber und bestimmen die Menge der Punkte D(h) mit
der dualen Eigenschaft. Eine Hyperebene schneidet die (offene) Zelle f;, wenn eine (offene)
anliegende Kante existiert, die geschnitten wird. Wir nehmen nun zur besser handhabbaren
Darstellung leicht vereinfachend an, dass eine Zelle auch nur dann geschnitten wird. Eine
Prézisierung findet sich dann am Ende dieses Beweistextes. Im Folgenden wird der Beweis

anschaulich gefiihrt. In der Abbildung 5.4 zum Schnitt einer Zelle finden sich eine Gerade
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Abbildung 5.5: Doppelkegel

h, die eine Zelle schneiden und zwei Geraden g, go, die sie nicht schneiden. In diesen drei
Situationen trifft die Annahme zu. Das Duale einer Kante s; j ist ein offener Doppelkegel
D(s; ), der hier nochmal abgebildet wird. In der Zeichnung links ist der Punkt D(h) im
offenen Doppelkegel enthalten, D(g;) und D(g2) jedoch nicht. Zu einer Zelle f; ldsst sich

nun die Menge der schneidenden Hyperebenen als Punktmenge im dualen Raum angeben:

finh # 0 < D(h) liegt in zu f; gehorigen offenen Doppelkegel < D(h) € Z;.

Dabei ist

Fi= |J Dsip)

1<k<z(i)

die Vereinigung der zu f; gehorigen offenen Doppelkegel. Eine Indexmenge

Jc{i: fie FIN)}={1,...m}CN

ermoglicht also die folgende Charakterisierung: h schneidet genau dann alle f; mit ¢ € J
(und keine f; mit ¢ ¢ J), wenn gilt:
D(h) e () F -] %
ieJ i¢J
Es existiert mithin genau dann eine verlangte Hyperebene h zu einer Menge von Zellen

Fy C F(N), wenn im dualen Raum gilt:
Fy=Z- % #0.
ieJ i¢J
Begriindung: Wenn .%; nicht-leer ist, so enthilt .%; einen Punkt, den wir mit D(h) be-

zeichnen. Dieser Punkt D(h) ist in genau den .%; mit i € J enthalten. Das Duale des

Punktes ist eine Hyperebene h im primalen Raum. h schneidet im primalen Raum nach
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der obigen Charakterisierung von .#; genau die Zellen von .%; mit i« € J. Wir konnen also
zu einer Menge von Zellen F'; entscheiden, ob es eine Hyperebene h gibt, die genau diese

Zellen schneidet. Es ergibt sich schlieflich fiir die Menge Z der zuldssigen Zellmengen:
Z=A{Fy|J Cc{1,...,m} mit Z; # 0}.

Zuletzt beschreiben wir, wie der Beweisweg zu modifizieren ist, wenn man die vereinfa-
chende Annahme durch eine exakte Aussage ersetzt. Folgende geometrische Aussage gilt:
Eine Hyperebene h im R? schneidet eine Zelle genau dann, wenn eine der beiden Voraus-

setzungen erfiillt ist:
1. h schneidet zumindest eine anliegende Kante (sieche Beweis) oder
2. h enthélt mehrere Eckpunkte, die nicht alle zu derselben Seitenfléche inzident sind.

Die zweite Voraussetzung ist beispielsweise bei einer Gerade h erfiillt, die zwei nicht be-
nachbarte Eckpunkte eines Fiinfecks enthélt. Sie ist auch erfiillt bei einer Ebene h, die drei
Eckpunkte eines Wiirfels enthélt, die nicht zu einer Seitenfliche gehoren. (Die Zelle sei das
Innere das Fiinfecks bzw. Wiirfels.) Der Beweisweg lasst sich also prézisieren, indem man
die duale Menge .%; fiir jede Zelle F; um solche Punkte D(h) erweitert, fiir die h die Vor-
aussetzung 2. erfiillt ist: Z; == F;UZ;. Dabei sei .F; := {D(h)|h erfiillt Voraussetzung 2.}.
Wir deuten noch kurz an, wie sich die Menge ﬁ’z bestimmen lésst. Sei &; die Menge der
Eckpunkte. Deren duale Entsprechungen sind Hyperebenen. Es lassen sich alle Teilmengen
aus mehr als zwei Eckpunkten betrachten, die nicht derselben Seitenfliche inzident ist. Die

Vereinigung ihrer dualen Entsprechungen ist die gesuchte Menge Zi. O

Wir rekapitulieren die entscheidenden Aussagen dieses Kapitels: Nach dem zentralen e-
Theorem (Theorem V, S. 80) existieren zu jeder endlichen Menge A C IR? geeignet kleine
Stichproben N C A, welche die e-Bedingung erfiillen. Die Existenz solcher Stichproben
nimmt die Schliisselrolle fiir die Existenz eines Partitionsbaumes fiir Halbraumanfragen
(s. nachstes Kapitel) ein. Nach der Aussage des Satzes 5.5.1 (S. 81) zur Verifikation lasst
sich desweiteren liberpriifen, ob eine vorgelegte Stichprobe N C A die e-Bedingung erfiillt.
Unter der Annahme, dass v = O,,(1) gilt, ergibt sich als Laufzeit einer v-Stichprobe N von
A wie behauptet O(n) = O(|A]), da die einzige Operation, die A betrifft, die Zuordnung
der Punkte zu Zellen ist. Mit dieser Aussage iiber die Verifizierbarkeit gelingt es am En-
de des nédchsten Kapitels auch, einen solchen Partitionsbaum durch einen randomisierten

Algorithmus zu konstruieren.



Kapitel 6
Halbraum-Bereichsanfragen

Zur Erinnerung wird im ersten Abschnitt das Grundprinzip von Partitionsbdumen aus
Abschnitt 1.4 wiederholt.

Im Abschnitt 6.2 wird der (e, r)-Baum, eine parametrisierte Datenstruktur definiert, und
die sich ergebende Laufzeit in Abhéngigkeit der Parameter untersucht. Erst im folgenden
Abschnitt 6.3 zur Existenz von (e, v)-Béumen wird bewiesen, dass tatséchlich (g, v)-Baume
mit geeigneten Parametern existieren. Im zentralen Abschnitt 6.4 (S.93) wird dann das
Theorem zur Existenz der Datenstruktur fiir Halbraum-Bereichsanfragen formuliert und
bewiesen. Dieses sagt aus, dass geeignete (g, v)-Bédume eine Datenstruktur mit sublinearer
Laufzeit und linearem Speicher darstellen.

Nach einem Zwischenabschnitt mit Plausiblitdtsiiberlegungen wird dann im Abschnitt 6.6
die Konstruktion durch einen Las-Vegas-Algorithmus grob skizziert. Es wird nachgewiesen,
dass dessen erwartete Laufzeit O(nlogn) betrigt.

Zuletzt werden in Abschnitt 6.7 die Konstanten abgeschétzt, um die Praktikabilitét des

Algorithmus einschétzen zu kénnen.

6.1 Wiederholung: Partitionsbidume fiir Bereichsanfragen

Wir wiederholen das Grundprinzip eines Partitionsbaumes aus Abschnitt 1.4 (S.3).
Gegeben sei eine endliche Menge A C RY. Grundidee ist die Partitionierung (Aufteilung)
des R? in mehrere offene Regionen, d.h. offene, zusammenhiingende Mengen. Diese wer-
den wiederum rekursiv in Teilregionen unterteilt. Jeder Region r(K) wird ein Knoten K
zugeordnet. Zudem wird fiir unsere Anwendung jedem Knoten die Anzahl der in der Re-
gion enthaltenen Punkte als Attribut gespeichert. Fiir Regionen, die nur eine Anzahl von
Punkten aus A enthalten, die kleiner oder gleich einer festgelegten Konstanten ist, sind
die zugeordneten Knoten Blattknoten. In Blattknoten sind alle aus A enthaltenen Punkte
gespeichert und konnen einzeln abgearbeitet werden.

Damit gilt fiir einen beliebigen Knoten K und dessen zugehorige Region r(K) die folgende
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Beobachtung: Die Menge Ax := ANr(K) der Punkte aus A, die in r(K) enthalten sind,
besteht aus genau jenen Punkten, die im Teilbaum mit der Wurzel K enthalten sind. Des-
weiteren ist die Menge der Knoten der gleichen Hohe eine Partitionierung der Punktmenge
A.

Um eine Bereichsanfrage mit einem Halbraum hA* zu bearbeiten, beginnt man im Wurzel-
knoten, dem der gesamte IR? zugeordnet ist.

Bei der Bearbeitung unterscheidet man fiir die Kindknoten drei Typen von zugeordne-
ten Regionen: Die Regionen auferhalb des Anfragebereichs h* werden verworfen. Fiir die
komplett in A* enthaltenen Regionen addiert man unmittelbar die gespeicherte Anzahl der
enthaltenen Punkte zur Ausgabe der Bereichsanfrage. Jene Regionen, die von h* geschnit-
ten werden, sind genauer zu untersuchen. Fiir deren Knoten wird die Bereichsanfrage mit
h* rekursiv aufgerufen, so dass ihre Teilregionen nach dem gleichen Schema bearbeitet

werden.

6.2 Der (¢,v)-Baum: ein Partitionsbaum mit Parametern

In diesem Abschnitt wird zunéchst eine Klasse von Datenstrukturen, die der (¢, v)-Béume,
formal definiert und deren Figenschaften in Abhéngigkeit der Parameter untersucht. Spé-
ter wird gezeigt, dass (e, v)-Bdume mit geeigneten € und v existieren und eine gewiinschte
Datenstruktur fiir Halbraum-Bereichsanfragen darstellen. Die (nicht schwierige) Erweite-
rung zu Simplex-Bereichsanfragen wird in Kapitel 7 betrachtet.

Grundprinzip des Partitionsbaumes ist es, eine Region mit Punktmenge A durch eine Stich-
probe N der Grofe v aufzuteilen. Die Teilregionen sind dabei alle Zellen des Arrangements
A(N). Mit groferem v wichst also die Komplexitdt der Datenstruktur sehr stark an.

Der zweite Parameter € des (¢, rv)-Baum steht gewissermafen fiir die Giite der Stichprobe
N: Ein Partitionsbaum wird als (e, v)-Baum bezeichnet, wenn in jedem Knoten die Stich-
probe N die e-Bedingung fiir Hyperebenen erfiillt, d.h. fiir jede Hyperebene hochstens
¢ - |A| Punkte in geschnittenen Regionen liegen. Das Entscheidende fiir effiziente (subli-
neare) Bereichsanfragen ist ein guter Kompromiss, die Grofe der Datenstruktur bei wach-
sender Prazision hinreichend niedrig zu halten. Wie sich zeigen wird, bietet das zentrale

e-Theorem einen hinreichend guten Kompromiss.

6.2.1 Definition ((e,r)-Baum). Seien ganze Zahlen d > 2 und v > dsowie 0 < ¢ < 1/2
und eine endliche Punktmenge A C IRd gegeben.

Ein Partitionsbaum heifst (&, v)-Baum fiir ;1\, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

1. Jedem Knoten K ist eine (beziiglich der Standard-Metrik) offene Region r(K) C RY
zugeordnet. (Die Regionen r(K) werden in der Realisierung nur implizit durch die
Teilbaumstruktur gespeichert, vgl. dazu auch den Kommentar unter dem Algorith-

mus 6.2). Die Teilmenge von A innerhalb von r(K) wird mit Ag bezeichnet. (Die
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Menge Ay ist genau die Teilmenge der Punkte von A, die im Teilbaum mit Wurzel-
knoten K enthalten ist.)

2. Der Baum hat eine Wurzel I?, fiir die r([?) = IR? gilt.
3. Ein Knoten ist ein Blattknoten genau dann, wenn |Ax| < v gilt.

4. Ein Blattknoten K hat folgende Attribute:
a(K) = |Ak| <wv:die Anzahl der zugeordneten Punkte

N(K) = Ag: die Menge der zugeordneten Punkte (Kardinalitit < v)

5. Ein innerer Knoten K hat folgende Attribute:
a(K) = |Ak| > v: die Anzahl der Punkte (im Teilbaum)

N(K) C Ag: eine Teilmenge (Stichprobe) von Ax der Kardinalitéat v
A(K) das Arrangement A(N(K)) aller Hyperebenen, die
genau d der Punkte aus N(K) enthalten
K; fiir jede Zelle f aus 2(K), die Punkte aus Ax enthilt, einen
Verweis auf einen Kindknoten K, fiir den gilt: r(Ky) = f Nr(K)

6. Die Teilmenge N(K) gegniigt der e-Bedingung fiir Ax nach Definition 5.2.1 (S.75),
d.h. fiir jede Hyperebene h des IR? gilt:

Y IfnAg| <e- Akl
fez(h,AK))
Z(h,A(K)) ist dabei die Zone von h in 2A(K), siehe Definition 5.1.1 (S.74). Dies ist
die Menge der Zellen f im Arrangement 2A(K) = A(N(K)), welche h schneiden.

6.2.2 Bemerkung. Haussler und Welzl lassen auch e = 0 und 1 > ¢ > 1/2 zu, bendtigen

diese aber nicht fiir ihr Verfahren.

6.2.3 Beispiel. Abbildung 6.1 zeigt ein Beispiel fiir einen Knoten eines (¢,r)-Baum im
IR? mit einer Stichprobengréfe von v = 5. Im Beispiel betrachtet wird ein innerer Knoten
K mit zugehoriger Region r(K) = f. Wie die kommende Analyse zeigt, geniigt der Knoten
den Erfordernissen eines (g,v)-Baum fiir ¢ = 0,25 (und damit auch fiir grofere ) und

v = 5. Die Attribute sind im Beispiel wie folgt belegt:

r(K) das blaue Dreieck

Ag kleine und rote Punkte, nicht: zusétzliche Geraden-Schnittpunkte
a(K) =|Ag|=51>5

N(K Vi, Vo, V3, V4, V5} C Ak

A(K) das Arrangement aus den schwarzen Geraden,

welche durch je zwei der roten Punkte verlaufen

Kindknoten Kl, KQ, ey K22
In der Abbildung sind sémtliche Zellen aus diesem Arrangement zu erkennen. Es werden
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Abbildung 6.1: Aufteilung einer Region und Zone einer Geraden
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aber nur jene Kindknoten K7, Ko, .., Koo erzeugt, die zu Zellen f aus A(K) gehoren, wel-
che Punkte aus Ag enthalten. Fiir diese gilt: r(Ky) = f Nr(K) ist ein innerer Knoten.
Weiter finden sich in der Abbildung eine beispielhafte Gerade h (rot gestrichelt) und eine
Halbebene h* (oberhalb von k). Die Menge Z(h,A(K)) der von h geschnittenen Zellen ist
gelb skizziert. Die Zellen, die tatsdchlich Punkte aus h* enthalten, ohne komplett in A*
enthalten zu sein, sind zusétzlich rot skizziert. Die e-Bedingung muss fiir jede Hyperebene
(Gerade) fiir jeden Knoten erfiillt sein, beispielsweise erhélt man mit der Hyperebene h fiir
den Knoten K:
= > |fnAg|<elAg|=0,25|Ax].
fez(h,A(K))

Wenn also diese Bedingung mit € = 0,25 auch fiir jede andere Gerade gilt und zudem
alle weiteren Knoten einem (g, v)-Baum gerecht werden und ein Wurzelknoten K existiert,
so ist der vorliegende Partitionsbaum ein (e,r)-Baum mit v = 5 und ¢ = 0,25 fiir die

zugrundeliegende Menge A.

Bevor die Existenz von (g, v)-Bdumen mit geeigneten Parametern ¢ und v aus dem zentra-

len e-Theorem hergeleitet wird, betrachten wir die Anfragefunktion HALBRAUM-TEILANFRAGE
zu einem gegebenen Halbraum A* und einem Knoten K. Die HALBRAUM-BEREICHSANFRAGE
wird dann durch den Aufruf von HALBRAUM-TEILANFRAGE mit dem Wurzelknoten K

durchgefiihrt. Anschlieflend geben wir eine Rekursionsformel fiir die Laufzeit an.

1: Funktion HALBRAUM-TEILANFRAGE(K, h*)
Eingabe: Knoten K und Halbraum h*
2: setze ¥ «— | N(K) N h*|
falls K innerer Knoten ist , dann > Sonst in Zeile 2 alles aufgezahlt
fiir alle Zellen f in A(K), die Punkte aus Ay enthalten :
falls f in h* enthalten ist , dann > komplett enthalten
setze ¥ «— X 4 a(Ky) > alle Punkte zéhlen
sonst: falls f von h geschnitten wird , dann > Redundanz, siehe (})

rufe HALBRAUM-TEILANFRAGE rekursiv mit dem Kindknoten Ky auf

setze ¥« ¥ +HALBRAUM-TEILANFRAGE (K¢, h*)

Ausgabe: ¥ = |Axg Nh*|

10: Prozedur HALBRAUM-BEREICHSANFRAGE(h")

Eingabe: endliche Punktmenge A und Halbraum h*

11: rufe HALBRAUM-TEILANFRAGE mit dem Wurzelknoten K auf
Ausgabe: |Ap NA*| = |A N |

Algorithmus 6.1: Aufzihlung der Punkte eines Knotens K, die zu einem Halbraum h* gehoren
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(t) Hier wére bei iiblicher Verwendung eines Partitionsbaumes zu testen, ob r(K) von
h geschnitten wird. Das ist bei der Realisierung des (g,r)-Baum nicht méglich, da r(K)
nicht explizit gespeichert wird. Eine Diskussion dieses Details findet sich im Beispielaufruf
(Beispiel 6.2.5).

6.2.4 Lemma (Speicherbedarf). Der Speicherbedarf eines (¢,v)-Baumes betrigt bei ge-

eigneter Realisierung O(v® - n).

Beweis. Der Speicherbedarf fiir einen der O(n) Blattknoten ist O(1). Da ein Baum mit
O(n) Blattknoten nur O(n) innere Knoten hat, ist es hinreichend zu zeigen: Der Speicher-
bedarf eines inneren Knotens ist O (I/d2>.

Dieser Speicherbedarf ergibt sich aus der Anzahl der Zellen des Arrangements aus Hy(N)
nach Lemma 4.1.2 im Kapitel zu geometrischen Bereichsrdumen. Es ist nicht notwendig,
die Regionen r(K) explizit zu speichern. In einer Realisierung werden also die Attribu-
te a(K), N(K) sowie 2(K) gespeichert. Bei einer solchen Realisierung von 2(K) ist der
Speicherbedarf O(v*") [HWS7, vgl. Abschnitt 4, S.140 u.]. Eine geeignete Realisierung ei-
nes d-dimensionalen Arrangements findet sich bei Edelsbrunner, wobei n < v die Anzahl
der Hyperebenen ist [Ede87, Kapitel 7]. O

6.2.5 Beispiel. Man betrachte erneut die Abbildung aus Beispiel 6.2.3. Der Algorithmus
6.2 zeigt den Aufruf von HALBRAUM-TEILANFRAGE(K, h*). h* ist hier die offene obere
Halbebene der Geraden h aus Beispiel 6.2.3. Die Kindknoten sind dort mit K7,..., Ko
bezeichnet. Seien die zugehorigen Zellen aus 2A(K) entsprechend fi, ..., fo.

Beim folgenden Beispielablauf (Algorithmus 6.2) Der Aufruf fiir Ky in Zeile 5 ist redun-

1: Funktion HALBRAUM-TEILANFRAGE(K, h*)
Fingabe: Knoten K mit der blau eingeférbten Region r(K') sowie der Halbraum h* oberhalb
der Geraden h

2: setze X — |[N(K)Nh*| = |{V1,V3,Va}| =3 > K ist ein innerer Knoten
3: fiir alle komplett enthaltenen Zellen f;, j =1,..,13 :

4: Setze ¥ — ¥ +a(Ky,) > alle Punkte hinzuzéhlen
5: fiir alle geschnittenen Zellen f;, j = 16,..,20 :

6: rufe HALBRAUM-TEILANFRAGE rekursiv mit dem Kindknoten Ky, auf

7: setze ¥ «— X +HALBRAUM-TEILANFRAGE(Kf, hx)

Ausgabe: ¥ = |r(K) N h*|
Algorithmus 6.2: Beispielablauf fiir Algorithmus 1
dant, da HALBRAUM-TEILANFRAGE(K?2, h*) den Riickgabewert 0 hat. Solche rekursiven

Aufrufe entstehen durch die Bedingung ,, f; wird von h geschnitten®. Diese Bedingung er-

setzt die inhaltlich konsequente Bedingung ,,r(K)N f;*. Grund dafiir ist, dass die Regionen
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r(K) recht komplex werden und damit zu aufwendige Schnitttests produzieren konnen.
Durch die Verwendung dieser Bedingung kann auf die Berechnung und Speicherung der
Regionen r(K) verzichtet werden. Nachteile fiir die Laufzeit haben die auftretenden redun-
danten Tests nicht, da in den Analysen stets die Anzahl aller Zellen aus dem Arrangement

zur Abschitzung verwendet wird.

Fiir die Anfragezeit in Abhéngigkeit der Parameter ergibt sich:

6.2.6 Lemma (Anfragezeit(rekursiv)). Sei T(K,h*) die Anfragezeit, die der Aufruf
HALBRAUM-TEILANFRAGE(K, h*) (Algorithmus 6.1) bendtigt. Dann gilt:

1. Fiir innere Knoten K

T(K,h*) < O (udQ) + S TR
Fez(nA(K)

2. |Z(h,A(K))| < pHd-1),
3. Fir Blattknoten T(K,h*) < O (v).

Beweis. In Blattknoten K sind alle Punkte direkt gespeichert: N(K) = Ag und es ist
|Ar| < v. Fiir jeden Punkt ldsst sich in O(1) Laufzeit iiberpriifen, ob er in 2* enthalten
ist. Damit ergibt sich die Aussage fiir Blattknoten. Die Anzahl der Zellen im Arrangement
ist nach 4.1.2 kleiner oder gleich v~ Da die Zone eine Teilmenge dieser Zellen ist, folgt
die Abschitzung von |Z(h, A(K))| < v*@=1) Nun beweisen wir

T(K,h*) <O (udQ) + Y T
reznuK)

Die Laufzeit fiir simtliche rekursiven Aufrufe ist 3_ e 7, o)) T(Ky, h). Es ist zu zeigen,
dass die iibrige Laufzeit O (l/dQ) ist. Die entscheidende Passage ist dabei die Traversie-
rung des Arrangements in den Zeilen 4 bis 7 von Algorithmus 6.1. Bei einer geeigneten
Realisierung von A(K) ist die Laufzeit fiir diese Traversierung des Arrangements linear
in der Anzahl der Zellen, d.h. (’)(ud(dfl)). Fiir eine genauere Untersuchung sei erneut auf

Edelsbrunner verwiesen [Ede87, Kapitel 7. Damit folgt die Behauptung. O

Es ist nun zwingend notwendig eine explizite Abschéitzung zu finden. Diese wird im Ab-
schitzungstheorem X unter Verwendung der Parameter durchgefiihrt. Wegen der oberen
Schranke fiir die Anzahl der Zellen eines Arrangements in Beobachtung 4.1.2 geniigt die
maximale Anzahl der rekursiven Aufrufe |F| der Schranke m < @41 ((%)) < pdd=1)
ist dabei nicht von n abhéngig, also in diesem Sinne konstant. Unter Beachtung dieser pa-
rametrischen Beschrinkungen gelingt es Haussler und Welzl mit sehr umfangreichem und
ausgefeiltem Einsatz analytischer Mittel, eine explizite parametrisierte Schranke herzulei-

ten. Diese Herleitung verschieben wir auf den Anhang A, in dem das folgende Theorem
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gezeigt wird.

Vorgriff: Abschitzungstheorem X (Auflésung der Rekursion, S.119)
Seien 0 < e < 1/2, ¢ € IN und 2 <m € IN gegeben.
Sei @Q: IN — IN mit

Q(n)=c+ maxz Q(ni);  Q(0) =0,
i=1

wobei das Maximum {iber allen m-Tupeln aus natiirlichen Zahlen (ni, .., n,,) mit
Yoty ni < en zu bilden ist. Dann gilt:
1

= -n® i =1-—\
Q(n) = O (c-n%) mit a(e,m) gy m 11

Insbesondere ergibt sich fiir m < @41 ((;)) < v4d=1) und ¢ = O(v%):

Q(n) -0 (Vd2 . na(s,u)) )
Aus Lemma 6.2.6 und dem Abschitzungstheorem X ergibt sich dann:

6.2.7 Satz (Halbraum-Anfragezeit in (e, v)-Bdumen). Sei eine n-elementige Men-
ge A C R und ein (¢,v)-Baum fiir A gegeben. Dann lassen sich mit diesem (g,v)-Baum
Halbraum-Bereichsanfragen beantworten mit der Anfragezeit

1
d(d—1) - (logyj.v) +1°

T(n) = OW?® - n®E)Y mit a(e,v) =1 —

Beweis. [HW87, Lemma 4.3]

Man betrachte den Aufruf von HALBRAUM-TEILANFRAGE(K, h*) fiir einen inneren Knoten
K, in dessen Region n’ = |Ak| Punkte liegen. Nach dem Lemma 6.2.6 iiber die rekursive
Anfragezeit gilt:

T(K,H) < 0 (v7) + 3 T ),
fer

Seien ny, ..., n,;, die Anzahlen der Punkte in den geschnittenen Regionen, die durch Aufrufe
HALBRAUM-TEILANFRAGE(K 7, h*) bearbeitet werden. Dann gilt nach der e-Bedingung in
der Definition 6.2.1 von (g,v)-Béumen (S.86): S n; < en’ mit m < v¥@=D. Damit

d(d—1) und

geniigt 7'(n) den Voraussetzungen aus dem Abschitzungstheorem X mit m < v
einem geeignet grofen ¢ = O(Vd2). c sei dabei so grofs, dass der Aufruf von HALBRAUM-
TEILANFRAGE(K, h*) mit beliebigen Blattknoten K eine Laufzeit kleiner als ¢ hat. Dies
ist moglich, da sich nach Lemma 6.2.6 Blattknoten in O(v) Zeit bearbeiten lassen. Damit

folgt die Aussage. O

Damit haben wir die Anfragezeit eines (e, r)-Baumes hinreichend gut beschrieben. Mit
hinreichend ist hier gemeint, dass sich bei Verwendung von geeigneten Parametern eine
Halbraum-Bereichsanfrage mit sublinearer Laufzeit durchfiihren l&sst. Die Existenz von

(e,v)-Baumen mit derartig geeigneten Parametern wird im Folgenden diskutiert.
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6.3 Existenz von (¢, rv)-Bdumen

In diesem Abschnitt wird die Existenz von (e,r)-Baumen fiir 0 < ¢ < 1/2 und geeignet
kleine v aus dem zentralen e-Theorem V (S.80) hergeleitet. Wir wiederholen den ersten
Teil des zentralen e-Theorems:

Es gibt zu d eine Konstante cjj, so dass fiir 0 < ¢ < 1/2 gilt:

Fiir jede endliche Menge A C IR? gibt es eine v-elementige Teilmenge (Stichprobe) N C A

mit v = ¢} - % -log %, welche die e-Bedingung von A fiir Halbrdume erfiillt, d.h.:

S IfnAl<e Al

feZ(h,N)

Aus dem zentralen e-Theorem folgt:

6.3.1 Satz (Existenz von kleinen (e, v)-Bdumen).

Zu jedem 0 < € < 1/2 und jeder endlichen Menge A C R egistiert ein (e,v)-Baum mit

1 1
v=uv(e) =cy - log -
Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass sich in jedem inneren Knoten K eine Teilmenge N(K)
aus v Elementen wéhlen ldsst, welche die e-Bedingung fiir A erfiillt.

Da v = v(e) wie im zentralen e-Theorem V gewihlt ist, folgt die Behauptung aus dem
zentralen e-Theorem V (S.80). O

Im folgenden Abschnitt zeigen wir, dass (¢, v)-Bédume mit v = v(¢) fiir kleine € eine O(n)-
Datenstruktur mit der gewiinschten Anfragezeit sind. Dabei ist nur das zentrale e-Theorem

V anzuwenden.

6.4 Zur Existenz der Datenstruktur

In diesem Abschnitt weisen wir nach, dass es eine Datenstruktur mit linearem Speicher
und sublinearer Anfragezeit fiir Halbraum-Bereichsanfragen im R? gibt. Genauer formuliert

wird dies im folgenden Theorem:

Theorem VI (Existenz der Datenstruktur) Fir alle v > 0 gilt: Es gibt eine O(n)-
Datenstruktur, die zu allen n-elementigen Punktmengen A Halbraum-Bereichsanfragen mit

Anfragezeit T(n) = O(nPT7) ermdglicht. Dabei ist f =1 — 7d(d}1)+1-

Beweis. [HW87, Theorem 4.9|

Sei v > 0. Nach dem vorigen Satz 6.3.1 gibt es fiir alle 0 < ¢ < 1/2 einen (g, v)-Baum mit
v =c}- Llog 1. Gezeigt wird, dass ein solcher (e,v)-Baum fiir hinreichend kleines  eine
geforderte Datenstruktur ist. Sei also 0 < & < 1/2 fest und v = v(e) := ¢f;-Llog 1 = O, (1).

Aufgrund von Lemma 6.2.4 (S.90) ist der Speicherbedarf des (e,v)-Baum gegeben durch
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O(w¥n) = O(n). Nach Lemma 6.2.7 (S.92) ist die Halbraum-Anfragezeit O(v® -n®)) = O (n*()
mit

1
d(d—1)logy . v(e) +1°

Den entscheidenden logarithmischen Term bezeichnen wir mit

ale) =ale,v(E)=1-

w(e) = log . v(e)

und zeigen lirr%) w(e) = 1. Dazu formen wir wie folgt um:
£e—

1 1 1 1
w(e) = logy /e v(e) = logy e [z ~log ] > logy e ¢z - ~log
1 1
= logy /. ¢ + logy . R + logy /. log R
1
= logy /. ¢y + 1 +logy . log z

1
= limw(e) =1+ lim log; . cg + limlog; /. log—=1+0+0=1.
e—0 e—0 e—0 €

Es ist also lim. ,pa(e) = 1 — d(d—711)+1' Aus Stetigkeitsgriinden kann nun e so gewéhlt
werden, dass gilt: .
<l—-—F——— .
a(e) dd—D11 )

Damit ist ein (e, v)-Baum mit einem solchen € und v = v(¢) eine derartige Datenstruktur.[]

6.5 Plausibilitatsiiberlegungen

In diesem Abschnitt wird riickblickend plausibel gemacht, warum sich e-Netze fiir sublinea-
re Halbraum-Bereichsanfragen eignen. Es wird erortert, dass mit der hier durchgefiihrten
Verwendung von e-Netzen keine weitere Laufzeitverbesserung moglich ist. Fiir das Errei-
chen der Laufzeit ist notwendig, dass w(e) gegen 1 konvergiert. Bezeichne mit v(e) das
kleinste v, so dass zu ¢ ein (¢,r)-Baum existiert. Aus der Definition ergibt sich, dass w(e)
dann gegen 1 konvergiert, wenn w(e) aufer einem konstantem Faktor und einem linearen
Faktor % nur einen polylogarithmischen Faktor logo(l) % enthilt. Nach Kapitel 3 existieren
stets e-Approximationen mit (Q(EL2 log %) Elementen. Dieser Wert ist also zu grofs, da ein
quadratischer Faktor (%)2 vorliegt. Es ist denkbar, dass Haussler und Welzl zunéchst ver-
sucht haben, mit e-Approximationen Halbraumbereichsanfragen mit sublinearer Laufzeit
durchzufiihren, und dann erkannt haben, dass e-Approximationen eine solche aufgrund
ihrer Grofse nicht zulassen.

Entscheidend ist jedenfalls die Idee, mit allgemeinen Bereichsraumen (k-Korridoren) fiir
beliebig kleine € eine e-Bedingung zu garantieren und dabei die Anzahl der Teilregionen
durch eine Potenz zu beschrinken. Die Basis soll dabei eine konstante (von A unabhén-

gige) Grofke haben, welche nur schwach mit 1/e wichst. Der Exponent sollte durch einen
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moglichst kleine (von der Dimension abhéngige) Konstante beschrinkt sein.

Als Laufzeit ergibt sich dann wegen der Rekursionsgleichung eine Laufzeit O(n®) mit

~ 1 1

R eSS T Y
Falls log, /. 1 gegen 1 konvergiert, erhilt man dann eine beliebige Annéherung an die Lauf-
zeit O (na) mit a =1— p%k
Bei der Durchfiihrung von Haussler und Welzl mit Random Sampling wird eine Stichprobe
N der Grofe v verwendet und das Arrangement 2A(N) konstruiert. Fiir die Anzahl der
Teilregionen gilt die Abschitzung m < v“4=1 . Der Term d(d — 1) in der Laufzeit O(n®)
ergibt sich also aus dieser Abschitzung.
Eine bessere Laufzeit, die ndher an der unteren Schranke (’)(nlfl/ 4/log n) liegt, lisst sich
also mit dieser Durchfithrung auch nicht erreichen, wenn man kleinere e-Netze findet.
Matougek erreicht die Laufzeit O (nlfl/ d) mit einer linearen Datenstruktur bis auf poly-
logarithmische Faktoren durch einen verbesserten Partitionsbaum [Mat92|. Das Verfahren
verwendet unter anderem auch e-Netze, interessanterweise aber auch das dltere Stichpro-
benkonzept der e-Approximationen, um eine der e-Bedingung dhnliche Eigenschaft nach-
zuweisen [Mat92, Cutting Lemma, Partition Theorem)].
Zentral ist dabei ein weiteres Stichprobenkonzept der e-Cuttings. Matousek gelingt es im
Gegensatz zum hier untersuchten Verfahren auch, eine deterministische Konstruktion mit
der Laufzeit O(nlogn) anzugeben. Dieses geschieht durch eine Derandomisierung.
Es sei an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen, dass fiir die Laufzeit nach Haussler
und Welzl ganz entscheidend ist, nur k-Korridore mit einem konstanten (d.h. von n und
¢ unabhéngigen) k zu verwenden, da ansonsten die Dimension des Bereichsraumes mit &

wachst und damit auch die notwendige Stichprobengroéfse v.

6.6 Konstruktion der Datenstruktur

Eine Konstruktion eines (g, v)-Baumes mit O(nlogn) erwarteter Laufzeit ergibt sich durch
Algorithmus 6.3. Bei diesem Las-Vegas-Algorithmus wird in jedem Knoten K so lange eine

zuféllige Stichprobe gewéhlt, bis diese ein e-Netz von A ist.

6.6.1 Lemma (Laufzeit des Konstruktions-Algorithmus). Sei ein Knoten K und
eine endliche Menge Ax gegeben. Dann hat der Aufruf des Algorithmus 6.3 mit dem Kno-
ten K eine erwartete Laufzeit von O(|Ax|log|AKk]).

Die Laufzeit ist nur abhéngig von Ag. Der Parameter v ist vorgegeben mit O(v) = O(1).

Beweis. Wir zeigen: Die Konstruktion eines Knotens mit der vorgegebenen Punktmenge

Ag ist in O(]Ak|) Laufzeit moglich. Nur der erste Teil bis Zeile 10 ist randomisiert. Die
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1: Prozedur KONSTRUKTION(K)
Eingabe: endliche Punktmenge Ag
2: setze a(K) «— |Ak|

3: falls |Ax| < v, dann > Der Knoten ist ein Blattknoten
4: setze N(K) «— Ag

5: sonst:

6: wiederhole

7: erzeuge aus A eine zufillige v-Stichprobe N(K) > O(v) =0(1)
8: entferne die Duplikate aus N(K)

9: erzeuge das Arrangement A(N(K)) aus N(K)

10: bis die e-Bedingung im Knoten K durch die Stichprobe N(K) erfiillt wird, d.h.

fiir jeden Halbraum h* die Summe der Punkte aus geschnittenen Zellen h&chstens

e-|Ag| ist
11: erzeuge das Arrangement A(K)
12: teile A auf in N(K') und die Teilmengen A, fiir alle Zellen im Arrangement
13: fiir alle Zellen f mit Ag, # 0 :
14: erzeuge einen Verweis auf einen anzulegenden Kindknoten K
15: erzeuge den Knoten Ky durch den rekursiven Aufruf KONSTRUKTION(K )

Algorithmus 6.3: probabilistische Konstruktion eines Knotens K

Uberpriifung, ob die e-Bedingung erfiillt wird, lisst sich nach dem Satz 5.5.1 zur Verifika-
tion (S.81) in O(|Ak|) Zeit durchfiihren.

Im zweiten Teil ab Zeile 11 wird fiir den Knoten K mit der gefundenen Stichprobe N(K)
die Datenstruktur realisiert.

Wie oben bemerkt, ist O(r) = 1 und das Arrangement hat eine konstante Grofe. Die
einzige Operation, die mehr als O(1) Zeit in Anspruch nimmt, ist also die Aufteilung der
Menge A . Ein Element ldsst sich in O(1) Zeit zuweisen, denn das Arrangement lésst sich
in konstanter Zeit traversieren und der Test, ob ein Punkt in einer Zelle f liegt, bendtigt
nur konstante Zeit.

Insgesamt ist die Laufzeit des Aufrufes mit einem Knoten K also O(|Ak|). O
Mit dem obigen Lemma l&sst sich das folgende Theorem beweisen:

Theorem VII (Konstruktion der Datenstruktur) . Sei ein v > 0 sowie eine n-ele-
mentige Menge AcC R vorgelegt. Dann ldsst sich eine Datenstruktur mit linearem Speicher
zur Beantwortung von Halbraum-Bereichsanfragen mit einer Anfragezeit von O(n7) kon-
struieren, wobei 3 = (1— d(d—711)+1) 1st. Dies ist maglich durch einen Las- Vegas-Algorithmus

mit O(nlogn) erwarteter Laufzeit.

Beweis (von Theorem VII). Haussler und Welzl begriinden die Konstruktionszeit nur

sehr knapp. Die folgenden Ausfithrungen sind umfangreicher.
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Wihle ¢ so wie im zentralen e-Theorem V (80). Dann erfiillt eine zuféllige v-Stichprobe
von A stets mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/2 die e-Bedingung.

Wihle 0 < € < 1/2 so0, dass ein (&, v)-Baum mit v = ¢j;-1/elog 1 /e nach Theorem VI (S.93)
die Laufzeit O(’/’Lﬂ+’y) mit ﬁ =1- m ! Y
der Konstruktionsalgorithmus mit dem Wurzelknoten K und der Menge A aufgerufen.

Laufzeit des Algorithmus: Die Laufzeit fiir Blattknoten ist O(1) und braucht nicht

hat. Zur Konstruktion des (e, v)-Baumes wird

weiter betrachtet zu werden. In jedem inneren Knoten K ist die erwartete Laufzeit O(|Ax|).
Die Behauptung folgt nun durch Aufsummieren: Auf jedem Level des Partitionsbaumes
sind die Mengen Ag, disjunkt. Also ist die erwartete Laufzeit fiir die Konstruktion aller

Knoten K eines Levels gegeben durch

>0 (l4x)) € 0 (J4]) = O(m).

Da ein Baum mit O(n) Blattknoten hochstens die Hohe log n hat, folgt die Behauptung:

Der Konstruktionsalgorithmus hat eine erwartete Laufzeit von O(nlogn). g

Wir beenden den Abschnitt zur Konstruktion der Datenstruktur fiir Halbraum-Bereichs-

anfragen mit zwei Bemerkungen.

6.6.2 Bemerkung. Es ist zu beachten, dass der formale Erwartungswert fiir die Anzahl
der Wiederholungen nur auf einem abzdhlbaren Produktraum definiert ist. Dieses haben
wir im Grundlagenkapitel nicht behandelt. Desweiteren ldsst sich der formale Erwartungs-
wert fiir die Gesamtlaufzeit nicht leicht erkléren, da die jeweiligen erwarteten Laufzeiten
von den vorherigen Wahlen der Stichproben abhingen. Fiir eine formale Definition des
Erwartungswertes bendtigt man daher ein Wahrscheinlichkeitsmafs fiir Baume. Da die er-
wartete Laufzeit von Algorithmen auch in den meisten Biichern wie von Rhagavan und
Motwani nicht formal definiert wird, wird dieses Wahrscheinlichkeitsmafs hier nicht einge-

fiihrt, sondern nur an dieser Stelle auf die Problematik aufmerksam gemacht.

6.6.3 Bemerkung. Da v mit 1/ wichst, hat man eine enorme Vergroferung der Lauf-
zeit fiir klein gewéhlte «. Dies ist nicht weiter relevant, da ein direkter praktische Einsatz
des Algorithmus ohnehin nicht realistisch ist. Dies wird durch die Abschétzung der Kon-
stanten im letzten Abschnitt ersichtlich. Da stets zufillige Stichproben gezogen werden,
ist nicht gesichert, dass der Algorithmus determiniert. (Die Wahrscheinlichkeit, dass er
determiniert, ist jedoch 1.) Um das Determinieren zu garantieren, gibt es die Moglichkeit,
nach k unzuldssigen zufélligen Stichproben abzubrechen und systematisch alle Stichproben
zu iiberpriifen. Die Wahrscheinlichkeit, nach k& Stichproben keine zuldssige zu erhalten, ist

kleiner oder gleich 2% Wihlt man k groft genug, so bleibt die erwartete Laufzeit gleich.
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6.7 Abschatzung der Konstanten

In diesem Abschnitt wird im Wesentlichen erértert, dass die vorkommenden Konstanten
sowohl fiir den Speicherbedarf als auch fiir die Anfragezeit zu grof sind. Schon bei sehr
kleinen Datenmengen sind der notwendige Speicherbedarf und die notwendige Anfrage-
zeit enorm groR. Dies gilt, obwohl die asymptotische Laufzeit in O(n®) = O(n*7) mit
f=1-— Wll)ﬂ nur unwesentlich kleiner 1 ist. Insofern kdnnte sie erst bei Datenmengen
A mit sehr grofem n = |A| einen Vorteil erméoglichen. Dies trifft erst recht fiir Dimensionen
d > 2 (oder d > 3) zu, da # dann ndher an 1 liegt. Fiir den speziellen Fall d = 2 sind
aufserdem deutlich bessere angepasste Algorithmen méoglich.

Zudem ist ein geeigneter (g, v)-Baum enorm schwierig zu implementieren. Fiir den Aufwand
zur Konstruktion und Traversierung eines d-dimensionalen Arrangements sei auf [Ede87,
Kapitel 7] verwiesen.

Insofern ist die praktische Anwendung dieses Verfahrens zur Bearbeitung von Halbraum-
Bereichsanfragen keineswegs realistisch. Die Datenstruktur stellt eher eine obere Schranke
fiir die Komplexitdt des Problems dar. Es sei an dieser Stelle noch angemerkt, dass Ma-
tousek [Mat92| diese obere Schranke bis auf polylogarithmische Faktoren zu O(n'~/?)

verbessert hat.

Die vorkommenden Konstanten hédngen vom gewéhlten v > 0 ab und werden fiir entspre-
chend klein gewahlte v beliebig grof. Es sind jedoch nur solche v sinnvoll, fiir die a@ < 1
ist, da sonst selbst der triviale Scan eine bessere Laufzeit darstellt. Zu einem gew#hlten
v sind ein € = £(y) und zu diesem ¢ ein v = v(e) derart zu bestimmen, dass der (e,v)-
Baum nach Theorem VI (S.93) die Anfragezeit O(nS%7) realisiert. Die Abschitzung der
vorkommenden Konstanten kann nach verschiedenen Mafsstédben geschehen. Insbesondere
kann man verbesserte Resultate fiir die kleinsten e-Netze verwenden, vgl. Kapitel 8. Es ist
auch vollig ungewiss, welche VC-Dimension die verwendeten (d + 1)-Korridore tatséchlich
haben. Bei Verwendung der kleinsten Mengen N, welche die e-Bedingung erfiillen, liefsen
sich also (e, v)-Bédume mit kleineren als den nach Haussler und Welzl benétigten Konstan-
ten finden.

Andererseits werden zahlreiche bei der Realisierung auftretende Konstanten bei dieser Un-
tersuchung gar nicht beriicksichtigt.

In diesem Abschnitt werden jedoch nur rudimentiire Uberlegungen durchgefiihrt. Sie sind

also mit einiger Vorsicht zu betrachten.

6.7.1 Abschitzung der Stichprobengrofie

Sei eine endliche Punktmenge im IR? gegeben. Zunéchst ist die Dimension d des Bereichs-
raumes der (d-+1)-Korridore abzuschétzen. Es gilt d < d(d-+1) log(d(d+1)). Auch wenn die
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tatséchliche Dimension deutlich kleiner sein, nehmen wir als Ausgangshypothese Gleichheit
an. Dann gilt:
d = d(d+1)log(d(d + 1)) > d? log(d?) > 2d°.

Wir verwenden fiir die Stichprobengrofe v = v(e) die Abschiatzung v(e) > 8?‘7 (und ver-
zichten auf den logarithmischen Faktor). Es ist zu beobachten, dass fiir ein vorgelegtes
v > 0 ein € > 0 so zu wihlen ist, dass die Abschidtzungen aus der Grenzwertbetrachtung
im Theorem VI zur Existenz der Datenstruktur (S.93) erfiillt sind. Wir verzichten an dieser
Stelle auf eine Berechnung. € muss auch fiir nicht allzu kleine v > 0 sehr klein gewé&hlt

werden. Wir nehmen nun beispielhaft ¢ = an.

1
100
Damit ergibt sich
v(e) >8-2-22.100 = 6400 fiir d = 2 oder

v(e) >8-2-3%-100 = 144 - 100 = 14400

fiir d = 3. Man beachte, dass bei tatsdchlicher Berechnung des Wertes € zu einem v > 0

eine Abhingigkeit von der Dimension d des R? vorliegt.

6.7.2 Abschitzung der Zellen im Arrangement

Da bei einer Halbraum-Bereichsanfrage d-dimensionale Arrangements 2((N) mit Stichpro-
ben N, |N| = v traversiert werden, ist zunéchst eine Abschéitzung der Anzahl der Zellen
in einem solchen Arrangement zu bestimmen. Wir verwenden fiir die Anzahl der Zellen im

d-dimensionalen Arrangement 2A(N) mit |N| = v den Wert

m = Py (<;>> ~ pid=1),

Auch wenn dieser Term eine Abschétzung nach oben ist, stimmt die ,,Gréfenordnung“ fiir
grofe v ungefdhr. Mit der obigen Hypothese fiir v erhilt man nun fiir die Anzahl der Zellen

im Arrangement:

m > 6400 fiir d = 2, m > 14400° fiir d = 3 sowie m > 14000'%? fir d = 10.

Die Anzahl der Zellen im Arrangement taucht sowohl beim Speicherbedarf als auch bei der
Anfragezeit als Konstante auf. Obwohl auf nahezu alle Berechnungen verzichtet wurde und
keine sauberen Abschéitzungen durchgefithrt wurden, wird an dieser Stelle klar, dass der
Algorithmus nicht durchfiihrbar ist. Bei einer genauen Untersuchung treten viele weitere

zum Teil exponentielle Abhéngigkeiten auf.



Kapitel 7
Simplex-Bereichsanfragen

Da ein Simplex o* nach Definition 4.0.5 (S.62) durch (d+ 1) Halbrdume beschrieben wird,
lassen sich Simplex-Bereichsanfragen auf Halbraum-Bereichsanfragen zuriickfithren. Dort

wurde auch der Rand o eines Simplex o* definiert; es gilt

d+1

g = m hl
i=1

mit bestimmten Hyperbenen h;. Wie sich zeigt, lassen sich auch Simplex-Bereichsanfragen
bei geeigneter Untersuchung mit (e, v)-Baumen derart durchfiihren, dass fiir beliebige Sim-

plizes der Bruchteil der Punkte in geschnittenen Zellen hinreichend klein ist.

7.1 Einleitung zur verwendeten Datenstruktur

Bei geeigneter Durchfiihrung erhélt man wegen d + 1 = O(1) gleiche asymptotische Lauf-
zeiten. Eine simple Hintereinanderausfithrung von Halbraum-Bereichsanfragen ist nicht
moglich, da als Resultate nur Anzahlen bestimmt werden. Aus diesen l&sst sich nicht die
Anzahl der Punkte in einem Simplex kombinieren. Stattdessen wird also der (g, v)-Baum
als Datenstruktur mit einer angepassten Parameterwahl betrachtet. Man beobachtet dabei,
dass fiir Simplizes die e-Bedingung aus der Definition 6.2.1 (S. 86) des (e, r)-Baum nicht
mehr erfiillt ist. Da das Simplex durch (d + 1) Halbrdume beschrieben wird, gilt jedoch
eine modifizierte e-Bedingung mit Faktor (d + 1) auf der rechten Seite. Nun werden die
Abschitzungen im Satz 6.2.7 (S.92) iiber die Anfragezeit untersucht. Man sieht leicht, dass
im Grenzwertprozess die zusétzliche Konstante (d+ 1) verschwindet. Es gibt damit wieder
ein hinreichend kleines € und die Laufzeit ist wie bei Halbraum-Bereichsanfragen O (n[”'y)
mit beliebig kleinem ~.

Zunéchst definieren wir nun die Zone fiir Simplizes analog zu Hyperebenen: Sei ¢* ein Sim-
plex im IR? und o der Rand von ¢*. Die Hyperebenen sind nicht notwendig verschieden.

Sei weiter eine Menge N von Punkten gegeben und das Arrangement 2A(N) betrachtet.
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7.1.1 Definition (Z (o, N)). Sei o* ein (offenes) Simplex mit dem Rand o. Dann ist die
Zone vom Rand des Simplex die Menge der Zellen in 2((N), welche den Rand o schneiden:

Z(o,N):={f e F(N): fno #£0}.

Es gibt d + 1 Hyperebenen hq, .., hgy1, durch die o* festgelegt ist. Da o C Ufill h;, folgt
mit der Definition 5.1.1 (S. 74) der Zone einer Hyperebene h sofort:
d+1

Z(o,N) c | Z(n, N).
=1

7.2 Analyse der Parameter des (¢, v)-Baumes

Die Grundlage fiir die Verwendbarkeit eines (e, r)-Baumes fiir Simplex-Bereichsanfragen
ist die Beobachtung, dass die Erfiillung der e-Bedingung auch eine (schwichere) Aussage

iiber die Anzahl der Punkte in der Zone eines Simplex liefert.

7.2.1 Lemma (iiber die Zone eines Simplex). Sei ein (e,v)-Baum fir eine endliche
Menge A gegeben. Dann gilt in jedem Knoten K die folgende Aussage fiir alle Hyperebenen
h des IR%:

> IfNAg| < (d+1)e - |Axk].
FeZ(oAK))

7.3 Der Anfragealgorithmus

Nun wird der Anfragealgorithmus fiir Simplex-Bereichsanfragen beschrieben. Er ist analog

zum Anfragealgorithmus fiir Halbraum-Bereichsanfragen.

Die Uberpriifung, ob f von o geschnitten wird, ist dabei analog zu Halbraum-Bereichs-
anfragen bei Verwendung einer geeigneten Datenstruktur in insgesamt O (VdQ) Zeit mog-
lich. Grund dafiir ist, dass o aus O(d) = O(1) Hyperebenen besteht und damit ein einzelner
Schnitttest von f gegen o in O(1) Zeit moglich ist.

7.3.1 Satz (Simplex-Anfragezeit in (¢,v)-Bdumen). Sei eine n-elementige Menge
A C R? und ein (e,v)-Baum fiir A gegeben. Dann lassen sich mit diesem (e,v)-Baum

Simplez-Bereichsanfragen beantworten mit der Anfragezeit

1
d(d—1) - (logyzv) +1°

T(n)=0 (yd2 'no‘(s’”)> mit a(e,v) =1 —

Dabei ist € =e(d+1).
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1: Funktion SIMPLEX-TEILANFRAGE(K,c")
Eingabe: Knoten K und Simplex o*
2: setze X — |[N(K) No*|

3 falls K innerer Knoten ist , dann > Sonst in Zeile 2 alles aufgezéhlt
4 fiir alle Zellen f in A(K), die Punkte aus Ax enthalten :

5 falls f in o* enthalten ist , dann > komplett enthalten
6: setze ¥ «— X 4 a(Ky) > alle Punkte zéhlen
7 sonst: falls f von o geschnitten wird , dann > Redundanz, siehe (})
8 rufe SIMPLEX-TEILANFRAGE rekursiv mit dem Kindknoten Ky auf

9 setze ¥ < ¥ +SIMPLEX-TEILANFRAGE (K¢, 07)

Ausgabe: ¥ = |Ag No*|

10: Prozedur SIMPLEX-BEREICHSANFRAGE(h*)

Eingabe: endliche Punktmenge A und Simplex o*

11: rufe SIMPLEX-TEILANFRAGE mit dem Wurzelknoten K auf
Ausgabe: [Ap No*| = |AN o

Algorithmus 7.1: Aufzdhlung der Punkte eines Knotens K, die zu einem Simplex h* gehtren

Beweis (vgl. den entsprechenden Satz 6.2.7 (S. 92)). Man betrachte den Aufruf von
SIMPLEX-TEILANFRAGE(K, 0*) fiir einen inneren Knoten K, in dessen Region |Ax| Punk-
te liegen. Nach dem Lemma 6.2.6 (S.91) iiber die rekursive Anfragezeit gilt:
T(K,0*) <O (udQ) + Y T
fez(o,A(K))
Seien nq, ..., ny, die Anzahlen der Punkte in den geschnittenen Regionen, die durch Aufrufe

SIMPLEX-TEILANFRAGE(K ¢, 0*) bearbeitet werden. Dann gilt nach der e-Bedingung:

ani (d+1)e|Ag| = &|Ak| mit m < p¥@=D),

Damit geniigt T'(n) den Voraussetzungen fiir das Abschitzungstheorem (Theorem X, S.119)

mit m < pid—1)

und einem geeignet grofen ¢ = O (l/d2). Dies gilt auch fiir den Aufruf
von Blattknoten, da sich diese nach Lemma 6.2.6 (S. 91) in O(v) Zeit bearbeiten lassen.

Es folgt also die Aussage. H

7.4 zur Existenz der Datenstruktur

Fiir Simplex-Bereichsanfragen existiert eine Datenstruktur mit asymptotisch zu Halbraum-
Bereichsanfragen identischem Speicher und Laufzeit. Das Theorem ist analog zu Theo-
rem VI.
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Theorem VIII (Existenz der Datenstruktur fiir Simplizes ) Es gibt fiir alle v > 0
eine O(n)-Datenstruktur fir Simples-Bereichsanfragen mit Anfragezeit T'(n) = O(nS+7),

Beweis. Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Theorem VI (S. 93). Es ist nur die
Substitution € = €(d + 1) zu verwenden. Sei v > 0. Nach dem Satz 6.3.1 zur Existenz von
(e,v)-Biumen gibt es fiir alle 0 < € < 1/2 einen (e, v)-Baum mit v = ¢ - 2 log 1. Gezeigt
wird, dass ein solcher (g, v)-Baum fiir hinreichend kleines ¢ eine geforderte Datenstruktur
ist. Sei also 0 < e < 1/2 fest und v = v(e) := ¢ - Llog L = O, (1).

Aufgrund von Lemma 6.2.4 (S. 90) ist der Speicherbedarf des (g, v)-Baum O(v%n) = O(n).
Nach Lemma 6.2.7 (S. 92) ist die Simplex-Anfragezeit O(v?" - n®Ev)) = O(n®E)) mit

Ev=1 1
alg,v)=1-— )
’ d(d —1)logyzv +1
Den entscheidenden logarithmischen Term bezeichnen wir mit w(e) := log; zv(e). Wir
zeigen lim._ow(e) = 1. Wir substituieren ¢ = % und zeigen die dquivalente Aussage
limz gw(e) = 1:
w(e) =logyzv(e)
1 1
= log; = [¢* - = log =
o1z e log -
d+1 d+1
= logy s [cg - —=—log ——1
d+1, d+1
> logyzcy - LR log =

* 1 1
=logy/zcy - (d+1)log(d + 1) + log; /= = + log /zlog =
1
=logy/z¢; - (d+1)log(d + 1) + 1+ log; zlog =

1
= limw(e) =1+ lim log; ;zc; - (d + 1)log(d + 1) + lim log; ;zlog =
e—0 e—0 9

e—0

=140+0=1.

Es ist also limz g a(g,v) = 1 — m. Aus Stetigkeitsgriinden kann nun £ so gewéhlt

werden, dass

1

e <1-ga=h+1

+ 7.

Also lésst sich auch € = dL;l > 0 geeignet wihlen. Damit ist ein (¢,r)-Baum mit einem
solchen € und v = v(g) eine Datenstruktur, fiir die gilt: Simplex-Bereichsanfragen werden
in T(n) = O(n*7) Anfragezeit mit 3 =1 — d(d—711)+1 durchgefiihrt. O

Mit dem Beweis dieses Theorems wurde gezeigt, dass sich (e,v)-Bédume gleichermafen
fiir Simplex-Bereichsanfragen wie fiir Halbraum-Bereichsanfragen eignen. Aus Vollstandig-

keitsgriinden formulieren wir auch ein entsprechendes Theorem zur Konstruktion.
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7.5 zur Konstruktion der Datenstruktur

Fiir Simplexbereichsanfragen ist die erwartete Laufzeit fiir eine Datenstruktur asympto-
tisch gleich zu jener fiir Halbraumbereichsanfragen. Das Theorem ist analog zu Theo-
rem VIL

Theorem IX (Konstruktion von (e, r)-Biumen fiir Simplizes) Sei ein v > 0 so-
wie A C R? vorgelegt. Dann lisst sich eine Datenstruktur mit linearem Speicher zur Be-
antwortung von Simplez-Bereichsanfragen mit Anfragezeit O (nﬂ+“’) B =01- d(d—ill)ﬂ)
konstruieren. Dies ist maoglich durch einen Las-Vegas-Algorithmus mit O(nlogn) erwarte-
ter Laufzeit.

Beweis. Da die gleiche Datenstruktur wie fiir Halbraum-Bereichsanfragen verwendet wird,
wurde die Aussage schon im Beweis von Theorem VII (S.96) zur Konstruktion der Daten-

struktur fiir Halbraum-Bereichsanfragen gezeigt. g

Da schon die Konstanten fiir die Datenstruktur zur Beantwortung von Halbraum-Bereichs-
anfragen exorbitant grof sind, sei fiir eine Betrachtung der auftretenden Konstanten auf
den letzten Abschnitt des Kapitels zu Halbraum-Bereichsanfragen verwiesen.

Mit dem Ende dieses Kapitels ist das gesetzte Ziel erreicht:

Es wurde fiir jedes v > 0 die Existenz und effiziente randomisierte Konstruierbarkeit einer
O(n)-Datenstruktur angegeben, die fiir beliebige n-elementige Mengen Halbraum- und
Simplex-Bereichsanfragen mit einer Laufzeit von T'(n) = O (nf17) fiir 3 = 1 — m
durchfiihrt.



Kapitel 8
Erganzungen

Wir beschiftigen uns in diesem Kapitel mit weiterfithrenden Aussagen zu e-Netzen in
Bereichsraumen mit einer endlichen Dimension d. (d steht hier nicht fiir die Dimension des
R<.)

8.1 Grofse und Konstruktion von e-Netzen im Allgemeinen

Fiir (¢,v)-Badume und deren Konstruktion durch einen Las-Vegas-Algorithmus hat sich
im Kapitel zu Halbraum-Bereichsanfragen gezeigt: Es ist ausreichend, fiir eine endliche
Menge A die Existenz eines e-Netzes N mit O (2 log 1) Elementen nachzuweisen und (nur)
randomisiert zu konstruieren.

Die genaueste Abschétzung, die hier nachgewiesen wurde, ist nach Satz 3.5.13 (S.57):

8d . 8d
IN| < —log —. (8.1)
€ €

Es sind zwei Fragen fiir endliche Bereichsrdume von grundsétzlichem Interesse:
1. Welche Grofenordnung bzw. welche Grofse hat das kleinste e-Netz?
2. Wie lassen sich e-Netze deterministisch konstruieren?

Zur ersten Frage sei zunéchst fy(e) fiir d > 1 definiert als die kleinste natiirliche Zahl
f derart, dass fiir jeden endlichen(!) Bereichsraum der Dimension d ein e-Netz mit f
Elementen existiert (vgl. [HW87, S.137] bzw. [KPW92, Abstract|). Haussler und Welzl
geben bereits eine Abschitzung nach oben und unten an [HW87, Theorem 3.8]:

d d d
M R ICE: [8;1%]

Die Abschitzung nach oben ist in dieser Arbeit der Satz 3.5.13, die Abschétzung nach

unten wurde nicht verwendet.
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Matousek macht im Artikel Epsilon-Nets and Computational Geometry [Mat93, Bemer-
kung vor Theorem 1.3] die folgenden Bemerkungen: Die obere Schranke i—d log 8?‘1 sei von
Blumer et al. [ BEHW89| und anschliefend von Komlos [KPW92| verbessert worden zu
(1+ o(l))% log 1. Der logarithmische Faktor komme scheinbar von der Beweistechnik. Je-
doch hidtten Pach und Woginger durch ein Beispiel gezeigt, dass er im allgemeinen Fall
notwendig sei. Grofenordnungsméfig ist die erste Frage also fiir den allgemeinen Fall be-
antwortet. Die folgende fast exakte Abschitzung nach oben und unten fiir d > 2 aus dem
gemeinsamen Artikel von Komlos, Pach und Woginger beinhaltet die besten bekannten
Ergebnisse [KPW92]:

d—2+i §liminfﬁd7(€) §limsupﬁd7(€) <
d+2 =0 (1/e)log(1e) =0 (1/e)log(le)
Hierbei werden der liminf und der lim sup statt verwendet, da fiir den notierten Bruch die
Existenz des lim nicht nachgewiesen ist. Die Ungleichungskette ist eine Aussage iiber die
asymptotischen Schranken sowie die in den Schranken auftretenden Konstanten. In jenem
Artikel werden auch weitere Uberlegungen zu speziellen Bereichsriumen angestellt.
Zur zweiten Frage sei auf Ausfiihrungen bei Matousek und Bronnimann verwiesen [Mat91,
Bro95]. Insbesondere wurden zur deterministischen Konstruktion derandomisierte Algo-

rithmen entwickelt.

e-Netze fiir Rechtecke in Bezug auf Rechtecke

Wir betrachten hier statt Punkten achsenparallele Rechtecke als Objekte. Sei ) die Menge
der achsenparallelen offenen Rechtecke im IR?. Sei ¢ > 0 und S C Q eine Menge von n
Rechtecken im IR? und R ein Bereich in Form eines beliebigen Rechtecks im IR?.

Wie grofs ist die kleinste Teilmenge N C S, fiir die gilt: Jeder Bereich R, der mehr als en
Rechtecke aus S schneidet, schneidet auch ein Rechteck aus N7 Zwei Rechtecke schneiden
sich hierbei per Definition genau dann, wenn sie (als Fldchen) einen nicht-leeren Schnitt
haben. Insbesondere schneiden sich Rechtecke also, wenn eines im anderen enthalten ist.
Eine solche Teilmenge N ist ein e-Netz in einem Bereichsraum, der sich auch formal angeben
lasst. Es ist der Bereichsraum (Q, %) mit

#=\J{geQ:qnp#0}.
pe@
Die Frage, ob fiir endliche Unterriume von (Q,%) ein e-Netz der Grofenordnung O (1)
existiert, ist zur Zeit noch unbeantwortet. Haverkort [Hav06] gibt eine Zerlegung der Pro-
blemstellung an und 16st eines der Teilprobleme. Dieses Teilproblem besteht darin, ein
e-Netz der Grokenordnung O (1) fiir einen speziellen Bereichsraum (siehe weiter unten) zu

finden. Diese Losung wird im folgenden nachvollzogen. Da das gesuchte e-Netz konstruktiv
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angegeben wird, ergibt sich fiir diesen Bereichsraum also auch eine Antwort auf die Frage

nach der deterministischen Konstruktion.

8.2 ¢-Netze fiir horizontale Segmente in Bezug auf vertikale

Segmente

Man betrachte den folgenden speziellen endlichen Bereichsraum (S, %):

S sei eine Menge von n horizontalen Segmenten im IR?. Die Bereiche seien vertikale Seg-
mente des R2. Als Teilmengen von S aufgefasst ist % das System aller Teilmengen R C X,
so dass fiir R gilt: Es gibt ein vertikales Segment des IR?, welches die horizontalen Segmen-
te aus R alle schneidet und keines der horizontalen Segmente aus X — R schneidet. Auch
dieser Bereichsraum ldsst sich formal angeben:

Sei W die Menge der horizontalen Segmente im R? und V' die Menge der vertikalen Seg-
mente im R2. Dann ist (W, %) mit Z := Upey {w € W:wNw # 0}. Dann ist (S, %) der
von S induzierte Unterraum von (W, R), d.h. (S,%) = (S, ]TZ‘S). Nach Haverkort [Hav06]
gibt es in diesem Bereichsraum ein e-Netz der Gréfenordnung (’)(%) Desweiteren ldsst sich

ein solches deterministisch konstruieren mit der Laufzeit O(nlogn).

8.2.1 Satz (iiber den Schnitt horizontaler und vertikaler Segmente). Sei S eine
Menge horizontaler Segmente in der Ebene und € > 0. Bezeichne jedes vertikale Segment
mit mehr als en Schnitten mit S als kritisch. Dann g¢ibt es eine Teilmenge N C S mit
|IN| < 8/¢e, fir die jedes kritische Segment ein Segment aus N schneidet. D.h. es gibt fir
den Bereichsraum (S, %) ein e-Netz N mit weniger als 8/ = O(L) Elementen.

Fiir 8/ > n ist nichts zu zeigen. Sei also 8/ < n. Im Folgenden wird eine solche Teilmenge
N konstruktiv erzeugt.

Grob-Skizze der Konstruktion:

Die Segmente aus S sollen weniger als 8 /¢ Bereichen zugeteilt werden. Diese sind geeig-
net flach“ zu wihlen, damit jedes kritische Segment mindestens einen Bereich komplett
tiberschneiden muss (vgl. Abb 8.2). Ein solcher Bereich wird zur anschaulichen Deutung
als Stamm T (¢ribe) bezeichnet. Weiter soll aus jedem Stamm genau ein Element von S,
welches die vollstdndige(!) horizontale Ausdehnung des Stammes hat, zur Menge N ge-
horen. Damit wiirde gelten: Jedes kritische Segment (in Abb. 8.1 gestrichelt dargestellt)
schneidet wie gefordert mindestens ein solches Element von N. Dabei tritt zunéchst das
folgende Problem auf:

Es gibt in der Regel Segmente mit weiterer Ausdehnung nach rechts (schwarz). Die
Problembehandlung im folgenden Algorithmus verlangt, dass ein Segment zu verschiedenen
Zeitpunkten verschiedenen Stdmmen angehoren kann. Interpretiert man die horizontale
Achse als Zeit, so bezeichnet ein Stamm anschaulich also eine Zusammengehorigkeit von

Segmenten iiber einen gewissen Zeitraum.
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Gestrichelt: Segmente aus N
Problem: Es gibt in der Regel Segmente mit weiterer Ausdehnung nach hinten (schwarz).
Problembehandlung durch Einfiihrung von ,Stdmmen* derart, dass ein Segment zu
verschiedenen Zeitpunkten verschiedenen solchen Bereichen angehdren kann

Abbildung 8.1: Grobskizze

} a=2k-1
} a=2k-1

Abbildung 8.2: Beobachtung zu kritischen Segmenten

8.2.1 Ein Plane-Sweep-Algorithmus zur Konstruktion eines c-Netzes

Der Algorithmus verwendet eine vertikale Sweepline von links nach rechts. Sei k = |en/4].

Invarianten: Die folgenden Eigenschaften seien zu jedem Zeitpunkt erfiillt.
(A) Jedes aktive Segment ist zu einem Zeitpunkt jeweils einem Stamm zugewiesen.

(B) Zu jedem Stamm gehoren mindestens eines und hochstens 2k — 1 Segmente.
Mit der Invariante (B) bezeichnen wir auch die unmittelbare Folgerung, dass jedes
kritische Segment mindestens einen Stamm komplett tiberdeckt. (Dies folgt, da es

mehr als en > 4k — 4 Segmente schneidet.)

(C) In jedem Stamm sind mindestens ein und hochstens & Mitglieder als ,Griindungsmit-

glieder* markiert.

(D) Die Stamme iiberlappen sich nicht, d.h. der Bereich zwischen zwei Segmenten eines

Stammes enthilt keine Segmente anderer Stdmme.
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Zudem gilt Eigenschaft (E): Ein Segment kann nur bei Eintritt in einen neuen Stamm als
Griindungsmitglied markiert werden; eine solche Markierung wird nie aufgehoben.
Initialisierung: £ = {}.

Aus technischen Griinden wird zu S ein horizontales Beobachter-Segment hinzugefiigt,
dessen Anfang sich links unterhalb und dessen Ende sich rechts unterhalb aller anderen
Segmente befindet. Zu Beginn existiert nur ein Stamm, dessen einziges Mitglied dieses
Beobachter-Segment ist.

Ereignisbearbeitung fiir einen Segment- Anfang:

Fiige das Segment dem Stamm zu, dem das direkt darunter liegende Segment aktuell
angehort. Bei Uberschreitung der Maximalgroke 2k — 1 wird der Stamm in zwei Stimme
aufgeteilt (siehe Split).

Ereignisbearbeitung fiir ein Segment-Ende:

Das Segment wird von dem zugehorigen Stamm entfernt. Falls es das letzte verbliebene als
Griindungsmitglied markierte Element ist, wird dieses Segment in N aufgenommen. Die
Invariante (C) ist dann verletzt. In diesem Fall werden alle Mitglieder des Stammes dem
darunterliegenden Stamm zugeordnet und der alte Stamm aufgelst. Falls dabei Invariante
(B) verletzt wird, wird schliefslich noch ein Split durchgefiihrt.

Ereignisbearbeitung fiir einen Split:

Teile den betroffenen Stamm 7" in die oberen [|7'|/2] und die unteren ||T'|/2| auf. Derjenige
Teil, der weniger (oder zumindest nicht mehr) Griindungsmitglieder besitzt, werde zu einem
neuen Stamm 7’ zusammengefasst. Der andere Teil wird nun als T bezeichnet und im
Folgenden nicht veréndert. Nach Invariante (E) bleiben die Griindungsmitglieder aus 7'
auch in 77 Griindungsmitglieder. Zudem werden auch weitere (beliebige) Mitglieder als
Griindungsmitglieder markiert, so dass 7" insgesamt genau k Griindungsmitglieder besitzt.
Korrektheit des Algorithmus:

Die Invarianten (A) bis (D) bleiben aufrechterhalten, wie im Detail leicht nachzupriifen ist.
Die Aufnahme des letzten (am weitesten nach rechts reichenden) Griindungsmitgliedes in
N und anschliefende Auflosung des Stammes garantieren zudem, dass vom linken bis zum
rechten Ende des gesamten Stammes ein Segment aus N verlduft. Jedes kritische Segment
schneidet aufgrund von Invariante (B) also einen Stamm und damit also wie gefordert ein
in N liegendes Segment.

Das zur technischen Erleichterung der Konstruktion eingefiihrte Beobachter-Element muss zur Einhaltung
der Invarianten zu N hinzugefiigt werden. Es ldsst sich allerdings zeigen, dass auch ohne dieses Element
N ein e-Netz bleibt: Nehmen wir an, v sei ein kritisches Segment fiir S, welches das Beobachter-Element
schneidet. Kiirzt man dieses Segment so, dass dieses Beobachter-Element nicht mehr geschnitten wird,
aber weiterhin alle iibrigen Segmente aus S, so bleibt v ein kritisches Segment. Nach der Korrektheit des

Algorithmus ist N also ein e-Netz.
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Legende:
Eine Farbe je Stamm Parameter:
Punkt links:  Gruindungsmitglied n=24
Punkt rechts: letztes Griindungsmitglied €=1/3
Dick: Auszuwahlendes Segment k=5
Schragstrich: Shift nach unten 2k-1=9

Abbildung 8.3: Abbildung zum Algorithmus

Beweis (von Satz 8.2.1, S.107).

Es ist noch zu zeigen, dass fiir die Grofe des e-Netzes N gilt: |[N| < 8/¢.

Da zu jedem Stamm nur ein Segment aus N gehort und zu Beginn des Algorithmus nur
der unechte Stamm existiert, entspricht die Grofe von N der Anzahl der Split-Events. Es
bleibt zu zeigen, dass dies weniger als 8/¢ sind.

Bei einem Split-Event sind aus dem Teil, der in einen neuen Stamm aufgenommen wird,
hochstens die Halfte schon als Griindungsmitglieder markiert, d.h. es werden mindestens
k/2 Markierungen vorgenommen. Die Abschitzung gegen 8/e liefert nun eine einfache
amortisierte Analyse: Insgesamt kann hochstens n Mal ein gewisses Segment markiert
werden. Da Markierungen nie aufgehoben werden und bei jedem Split-Event zumindest
k/2 Markierungen vorgenommen werden, gibt es hochstens n/(k/2) < 8/ Split-Events.
Damit wurde der Satz bewiesen:

Es gibt eine Menge N C S aus weniger als 8/¢ (horizontalen) Segmenten, fiir die jedes

kritische (vertikale) Segment ein Segment aus N schneidet. O

8.2.2 Deterministische Konstruktion

Der folgende Satz bietet ein Resultat fiir die deterministische Konstruktion von N.
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8.2.2 Satz (zur deterministischen Konstruktion). Der zuvor beschriebene Algorith-

mus hat bei geeigneter Realisierung die Laufzeit O(nlogn).

Zum Beweis wird eine solche Realisierung beschrieben und anschlieffend untersucht.

8.2.3 Realisierung des Konstruktionsalgorithmus

Wir bezeichnen die Koordinatenachsen der Ebene R? als z-Achse und y-Achse.

Zunichst wird die bei einem Plain-Sweep-Algorithmus verwendete y -TABLE beschrieben.
y -TABLE:

Diese ist ein hohen-balancierter bindrer Suchbaum fiir die Stdmme in y-sortierter Rei-
henfolge. Ein solcher Baum wird als AVL-Baum bezeichnet und ermdglicht das Suchen,
Einfiigen und Loschen von Elementen in O(logn) Zeit. Diese Ausfithrungen finden sich
beispielsweise in dem Lehrbuch von Ottmann und Widmayer [OW02].

Jeder Stamm 7" hat in seiner Repréisentation in der y-Table einen KEY y und einen eigent-

lichen Inhalt. Auch der Inhalt eines Eintrags wird im Weiteren einfach mit 7" bezeichnet.
KEY y maximale y-Koordinate der Segmente

ELEMENT 7' inhomogener AVL-Baum

Es wird ein inhomogener Baum verwendet, damit das Einfiigen eines Knotens v bei einem

Split-Ereignis moglich ist. Desweiteren wird der AVL-Baum um die Funktionalitét einer
CONCATENABLE QUEUE fiir die Segmente in y-sortierter Reihenfolge erweitert. Diese Er-
weiterung wird im Skript zur Vorlesung Algorithmische Geometrie I (WWU Miinster,
SS05) erlautert [Vah05, Kapitel 12.1]. Bei dem in diesem Abschnitt entworfenen Algo-
rithmus wird die Funktionalitdt zusitzlich um gewisse Marker erginzt, wie weiter unten
erlautert wird.

Die Attribute in einem inneren Knotens eines AVL-Baumes T sind die folgenden Marker:
ny Anzahl der Segmente im linken Teilbaum

Ny Anzahl der Segmente im rechten Teilbaum

fi Anzahl der Griindungsmitglieder im linken Teilbaum
fr Anzahl der Griindungsmitglieder im rechten Teilbaum
Ymax Mmaximale y-Koordinate im Teilbaum

Das Attribut eines Blattknotens ist ein Segment s = (x1,x2,y1). (Die Information, ob s

ein Griindungsmitglied ist, erhalt man implizit durch den Elterknoten.)

Realisierung des AVL-Baums:

Der AVL-Baum ist so zu realisieren, dass bei den Operationen INSERT, DELETE, SPLIT und
SPLICE die fiinf Marker sowie der KEY y stets aktualisiert werden. Der KEY y ist genau
dann zu aktualisieren, wenn eine Aktualisierung von ymax in der Wurzel erfolgt, daher
wird im Folgenden die Aktualisierung des KEYS nicht explizit erwihnt, sie erfolgt implizit.

Offensichtlich ist eine Aktualisierung der Marker bei einer lokalen Rebalancierung in O(1)
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moglich (die Marker der Elemente oberhalb der Rebalancierung sind nicht betroffen) und

kann daher stets durchgefiihrt werden.

Realisierung der Operation INSERT(s):

1: fiige das Segment wie in einem {iblichen AVL-Baum ein, jedoch noch ohne Rebalancie-
rung

2: aktualisiere die Marker (beginnend im Knoten v, der s reprisentiert, auf dem gesamten
Pfad bis zur Wurzel)

3: rebalanciere

Realisierung der Operation DELETE(S):

1: 16sche das Segment wie in einem iiblichen AVL-Baum ein, jedoch noch ohne Rebalan-
cierung)

2: aktualisiere die Marker (beginnend im entfernten Knoten v auf dem gesamten Pfad von
v bis zur Wurzel)

3: rebalanciere

Realisierung der Operation SPLICE wie bei Vahrenhold [Vah05, Kapitel 12.1]

Die Realisierung wird hier um die Aktualisierung der Marker ergénzt.

Als Voraussetzung sind zwei Stdmme 77 und 75 gegeben, wobei alle Elemente aus 77 klei-
ner als Elemente aus T, sind. O.B.d. A. gelte fiir die Hohen der Baume h; < ho.

1: betrachte den Pfad II in 77 zum am weitesten rechts liegenden Blatt

2: sei v der hochste Knoten auf II, der Wurzel eines Teilbaums 7" der ist

3: entferne 7" aus T} und fiige stattdessen den Knoten v' mit den Kindknoten der Wurzel
von T5 ein.

4: aktualisiere beginnend mit v" die fiinf Marker bis hin zur Wurzel

5: rebalanciere T} von v’ bis zur Wurzel

Realisierung der Operation SPLIT:
Wie bei Vahrenhold. Die Aktualisierungen erfolgt stets in den hier aufgerufenen Methoden,

daher ist keine Anpassung erforderlich.

Pre-Processing:
Sortiere die Punkte der Segmente beziiglich der x-Koordinaten zur Bearbeitung der Ereig-

nisse Segmentanfang sowie Segmentende in richtiger Reihenfolge.

STARTEVENT(s): Segmentanfang mit einem Segment s = (21, %2, y1):
1: suche in der y -TABLE nach y; und erhalte den Stamm 7', in den das Segment einzufiigen

ist
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2: T.INSERT(s), d.h. fiige das Segment s in den AVL-Baum T ein

3: aktualisiere im neuen Element T'.s die vier Marker

4: aktualisiere den KEY g, falls ¥y < Ymin

5: verfolge beginnend mit 7T.s den Pfad im AVL-Baum bis zur Wurzel und aktualisiere
auch hier jeweils die vier Marker

6: IF(n; + n, > 2k) SPLITEVENT(T)

ENDEVENT(s): Segmentende mit einem Segment s = (21,22, y1):

1: suche in der y -TABLE nach y; und erhalte den Stamm 7', in dem das Segment aufzu-
finden ist

2: T.FrIND(y1) // suche das Segment s im AVL-Baum T

3: verfolge mit diesem Element 7'.s beginnend den Pfad im AVL-Baum bis zur Wurzel und
bringe jeweils die vier Marker auf den Zustand, der nach dem Entfernen des Segmentes s
korrekt ist

4: T .DELETE(s)

5: Ir(fi + fr = 0) SHIFTEVENT(T)

SPLITEVENT(T'): Split-Ereignis mit einem Stamm 7"

I: m := (n; + ny)/2 (mit n; und n, aus der Wurzel) // das m-te Segment von T ist das
mediane Element

2: median := FIND(m) // Finde das mediane Segment durch die Hilfsmethode find(m)

3: T.SpLIT(median) /* fithre die Operation Split im AVL-Baum 7'.s in Bezug auf das me-
diane Segment aus. Die Elemente kleiner oder gleich dem medianen Segment seien dabei
im Stamm T'; die anderen Elemente in einem Stamm 75 */

4: Fiige den zusétzlichen Stamm 75 in die y -TABLE ein

5: Bestimme f; 4 f, fiir die Wurzeln aus 7" sowie 75 und lege in dem Stamm mit kleinerer

Summe beliebige Segmente als Griindungsmitglieder fest

SHIFTEVENT(T'): Shift-Ereignis mit einem Stamm 7"

1: Ty := der direkt unter T liegende Stamm

2: T5.SPLICE(T), d.h. verschmelze den Stamm 75 mit dem Stamm 7’
3: Losche den aufzulésenden Stamm 7" aus der y -TABLE

4: IF n; 4+ n, > 2k (SPLITEVENT(T3))

Hilfsmethode T .FIND(m):
1: IF(n; > m) T.rightSon.FIND(m) wende rekursiv find(m) auf den linken Teilbaum an
(das mediane Segment befindet sich im linken Teilbaum)

2: ELSE(T .rightSon.FIND(m —nl)) wende rekursiv FIND(m —nl) auf den rechten Teilbaum
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an (das mediane Segment befindet sich im rechten Teilbaum und ist dort an der Position

m abziiglich der n; Elemente im linken Teilbaum )

8.2.4 Laufzeit des Algorithmus
Wir beweisen hier, dass die Laufzeit der obigen Realisierung O(nlogn) betragt.

8.2.3 Bemerkung. Wegen 8/¢ < n ist O(1/¢) C O(n). Man beachte, dass dagegen Lauf-
zeiten wie O(n/e) oder O(1/e2) nicht in O(n) sind.

Die Anzahl der Elemente eines AVL-Baumes aus der y -TABLE ist stets O(n), die Anzahl
der Elemente der y -TABLE stets O(1/¢) C O(n).

Zunéchst machen wir die folgende Behauptung:

8.2.4 Lemma. Die Operationen FIND, INSERT, DELETE, SPLICE wund SPLIT ¢m AVL-
Baum haben Laufzeit O(logn).

Beweis. Die Anzahl der Elemente in einem AVL-Baum ist O(n), die Hohe des Baumes
ist also O(logn).

Nach dem Vorlesungsskript von Vahrenhold lassen sich damit die Operationen ohne Ak-
tualisierung der Marker jeweils in O(logn) durchfithren [Vah05, Kapitel 12.1]. Die Ak-
tualisierung der Marker ist in den Operationen INSERT, DELETE und SPLICE hochstens
einmalig erforderlich und erfolgt vom betroffenen Element bis zur Wurzel, damit ist auch
dies in O(logn) Zeit moglich. In den Operationen FIND und SPLIT sind keine zusétzlichen
Aktualisierungen notwendig.

Damit ist die Behauptung nachgewiesen. g

Mit Hilfe des Lemmas lésst sich nun der Satz zur deterministischen Konstruktion zeigen.

Beweis (von Satz 8.2.2, S.110). Wir fithren den Beweis durch Untersuchung der ein-
zelnen Teile des Algorithmus.
Laufzeit des Pre-Processing:

Das Sortieren der 2n z-Koordinaten der Segmente erfolgt in O(nlogn) Laufzeit.

Laufzeit fiir einen Segmentanfang:

Das Suchen des zugehorigen Stammes erfolgt in O(log n), das Einfiigen in den zugehorigen
Stamm in O(logn). Die Aktualisierung der Marker entlang des Pfades bis zur Wurzel ist
in O(logn) Laufzeit moglich. Die Uberpriifung in der Wurzel, ob ein SPLIT notwendig ist,
benotigt O(1) Laufzeit. Die Laufzeit fiir einen Segmentanfang ist also O(logn). Da insge-
samt O(n) Segmentanfinge auftreten, tragen diese Operationen nicht mehr als O(nlogn)

zur Gesamtlaufzeit bei.
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Laufzeit fiir ein Segmentende:

Das Suchen des zugehorigen Stammes erfolgt in O(logn), das Einfiigen in den zugehorigen
Stamm in O(logn). Die Aktualisierung der Marker entlang des Pfades bis zur Wurzel ist
in O(logn) Laufzeit moglich. Die Uberpriifung in der Wurzel, ob ein SHIFT notwendig ist,
benotigt O(1) Laufzeit. Die Laufzeit fiir einen Segmentanfang ist also O(logn). Da insge-
samt O(n) Segmentanfinge auftreten, tragen diese Operationen nicht mehr als O(nlogn)

zur Gesamtlaufzeit bei.

SHIFT:

Die Durchfithrung der SPLICE-Operation benédtigt O(log n) Laufzeit; die Uberpriifung, ob
ein SPLIT ausgeldst werden muss, erfolgt in O(1) Zeit.

Insgesamt treten O(n) Segmentenden auf, d.h. die SHIFT-Operationen tragen insgesamt

nicht mehr als O(nlogn) zur Gesamtlaufzeit bei.

Laufzeit fiir einen SPLIT:

Das finden des medianen Elements und die SPLIT-Operation entlang des Median erfolgen
in O(log n) Laufzeit; das Dekrementieren von Markern in O(1).

Nach der Korrektheit des Algorithmus gibt es hochstens 8/e < n = O(n) SpLIT-Operationen.
Damit tragen auch die SPLIT-Operationen insgesamt nicht mehr als O(n logn) zur Gesamt-
laufzeit bei.

Kein Teil des Algorithmus tragt mehr als O(nlogn) zur Laufzeit bei, damit ist die Laufzeit
dieser Realisierung des Plain-Sweep-Algorithmus also wie behauptet O(nlogn). O

Es wurde in diesem Kapitel gezeigt, dass ein e-Netz der Grofsenordnung O (%) fiir den spe-
ziellen Bereichsraum von horizontalen Segmenten in Bezug auf vertikale Segmente existiert
und deterministisch in O(nlogn) Laufzeit konstruiert werden kann. Die Fragestellung, ob
eine analoge Aussage auch im Bereichsraum der Rechtecke in Bezug auf Rechtecke gilt, ist

bisher unbeantwortet.



Kapitel 9
Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben einen Beweis von Haussler und Welzl [HW87] ausgearbeitet, nach dem zu ei-
nem vorgegebenen v > 0 eine O(n)-Datenstruktur existiert, die Halbraum- und Simplex-
Bereichsanfragen mit einer Laufzeit von O (n®) beantwortet, wobei o = 1— d(d*ill)ﬂ +7 ist.
Mit Hilfe eines Stichprobentheorems und der Methode der bedingten Wahrscheinlichkeiten
wurde die Existenz und randomisierte Konstruierbarkeit von e-Netzen nachgewiesen. Das
von Haussler und Welzl eingefiihrte Konzept der e-Netze wurde zunéchst in allgemeinen
Bereichsraumen eingefiihrt. Anschlieffend wurden geometrische Bereichsriume untersucht
und mit Hilfe probabilistischer, kombinatorischer und geometrischer Betrachtungen das
zentrale e-Theorem formuliert. Dieses macht mit Hilfe von e-Netzen eine Aussage iiber die
Existenz geeignet kleiner Stichproben N fiir endliche Punktmengen A. Betrachtet wurde
das Arrangement 2A(N). Nach dem zentralen e-Theorem ist fiir beliebige Hyperebenen h
der Bruchteil der Punkte aus A in der Zone Z(h, N') hochstens . Mit dieser Aussage konn-
te ein Partitionsschema fiir endliche Punktmengen A entworfen werden, das Teilmengen
A rekursiv in Zellen aus dem Arrangement A(N) geeigneter Stichproben N partitioniert.
Das Partitionsschema wurde realisiert durch einen als (g,v)-Baum bezeichneten Partiti-
onsbaum. Fiir die Anfragezeit mit (e, v)-Baumen liefs sich eine rekursive Laufzeit herleiten.
Die aus recht grofsen Stichproben aufgebauten d-dimensionalen Arrangements weisen eine
enorme Komplexitdt auf. Dennoch ergibt sich bei Verwendung einer geeigneten Stichpro-
bengrofte und genauer Analyse der Rekursion (siehe Anhang A) eine sublineare Laufzeit
fiir Halbraum-Bereichsanfragen. Es wurde desweiteren eine randomisierte Konstruktion in
O(nlogn) erwarteter Laufzeit durch einen Las-Vegas-Algorithmus angegeben. Die Aussa-
gen iiber Simplex-Bereichsanfragen ergaben sich bei Verwendung derselben Datenstruktur
mit abgeiinderten Konstanten. Eine Ubersicht zur Beweisstruktur findet sich in Anhang B
auf Seite 131.

Da die Konstanten so grof sind, dass eine praktische Realisierung ausgeschlossen ist, sollte
man schlicht von einer oberen Schranke fiir die Anfragezeit sprechen. Wie schon zuvor
bemerkt, hat Matousek im Artikel Efficient Partition Trees [Mat92] die obere Schranke zu



Zusammenfassung und Ausblick 117

@) (nlfl/ d]1og®(M) n) verbessert. Damit ist die obere Schranke bis auf einen polylogarithmi-
schen Faktor an die untere Schranke fiir die Anfragezeit mit linearem Speicher angendhert.
Offen bleibt jedoch die Frage, ob sich (méglicherweise mit e-Netzen oder dhnlichen Konzep-
ten) auch praktikable Datenstrukturen entwerfen lassen, die sich in der Néhe der unteren
Schranke befinden. Eine weitere Frage ist, wie sich e-Netze und verwandte Mengensyste-
me wie e-Approximationen deterministisch konstruieren lassen. In Bezug auf diese Frage
zeigt Bronnimann [Bro95| in seiner Doktorarbeit auf, wie sich randomisierte Konstruktio-
nen derandomisieren lassen. Er bezeichnet das hier betrachtete allgemeine Konzept von
Bereichsrdumen und dessen VC-Dimension als ,powerful tool which has been sharpened
by the work of many researchers* [Br695, S.137] und nennt dabei zuerst den in dieser
Arbeit behandelten Artikel von Haussler und Welzl sowie diverse Artikel von Matousek
et al. Bronnimann betrachtet das den e-Netzen verwandte Mengensystem der sogenann-
ten Semicuttings. Mit Hilfe von Semicuttings geeigneter Grofe gelingt es ihm durch eine
Derandomisierung, einen in jeder Dimension d optimalen deterministischen Algorithmus
zur Bestimmung der konvexen Hiille einer Punktmenge im IR? anzugeben. Die Grife von
e-Netzen und verwandten Mengensystemen in verschiedenen Typen von Bereichsrdumen
zu bestimmen, ist daher weiterhin ein relevanter Themenbereich.

Desweiteren ist der Versuch, durch e-Netze und dhnliche Mengensysteme Verbesserungen
fiir weitere geometrische Algorithmen zu finden, eine vielversprechende aktuelle Problem-

stellung.



Anhang A
Abschatzung der Rekursion

Die Abschatzung der Rekursionsgleichung fiir Satz 6.2.7 (S.92) wird bei Haussler und Welzl
im Anhang bewiesen [HW87, Anhang|. In dieser Diplomarbeit wird die Abschétzung als das
Abschétzungstheorem bezeichnet. Der Beweis wird hier in Sétze und Lemmata gegliedert
und in einigen Details ausfiihrlicher durchgefiihrt.

Im ersten Abschnitt wird eine rekursive Funktion Q(n) mit Parametern ¢, € und m definiert
und das Abschitzungstheorem (Theorem X) fiir Q(n) formuliert. Am Ende des Abschnitts
findet sich eine Bemerkung zu den Gréfienordnungen in der Verwendung des Theorems in
Satz 6.2.7.

Der zweite Abschnitt beginnt dann mit einer Beweisskizze, aus der sich die Unterteilung
in den dritten und vierten Abschnitt ergibt.

Im fiinften Abschnitt wird das Abschétzungstheorem schlieflich bewiesen.

A.1 Einleitung: Formulierung des Abschitzungstheorems
Wir beginnen mit der Definition von Q(n):

A.1.1 Definition (Q(n)). Seic>0,0<e<1lundm>2.Q:IN— IN ist eine rekursiv
definierte Funktion mit Q(0) := 0 und

Dabei ist T = (nq, .., ny,) ein m-Tupel und N (n) die Menge der m-Tupel mit Werten aus

IN, fiir welche die Summe der Elemente kleiner oder gleich en ist:

N(n):= {ﬁele: inigen:;}.

i=1

Q(n) ist wohldefiniert, da fiir @ € M (n) und i € {1,..,m} wegen en < n stets n; < n gilt.
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A.1.2 Bemerkung. Es wird statt ¢ auch die Bezeichnung r := 1/e mit 1 < r € R
verwendet, wenn dies eine angenehmere Darstellung der Terme ermdglicht. Wenn ¢ eine
sehr kleine vorgelegte Zahl ist, hat man entsprechend eine sehr grofte vorgelegte Zahl r. Fiir
die m-Tupel m € N (n) lasst sich bei der Bestimmung des Maximums wegen der Symmetrie
in der Summation 0.B.d.A. n; < ny < .. < n,, verlangen. Man beachte auch, dass Q(n)
monoton ist, da @ € N(n) = 7 € N(n + 1). Desweiteren ist Q(n) ,monoton in m*, da

ein m-Tupel Z durch Nullen zu einem m’ > m-Tupel erginzt werden kann.

Das Theorem, nach welchem sich die Funktion Q(n) explizit abschitzen ldsst, lautet wie
folgt:

Theorem X (Abschitzungstheorem: Q(n) € O(c-n%))

lo m 1
Q(n) < 4en® mit a = ) VM l1—
1 +logy/.m 1 +log; /. m

Dieses Theorem besagt, dass Q(n) € O (¢-n®) ist. Der Beweis findet sich am Ende des
Kapitels.

A.1.3 Bemerkung (Groéfienordnungen). In der Verwendung des Theorems im Satz
6.2.7 (S.92) hat man die Ungleichung m < p¥d=1) ynd v < E% log% mit einer grofsen
Konstanten ¢. Es ist also m deutlich grofer als 1/e und sowohl 1/ als auch m sind sehr
grofse Zahlen. 1/¢ ist dabei eine gegebene Konstante, wihrend m in der Anwendung ein

Parameter ist, der nicht zu stark exponentiell wachsen darf, damit a nicht zu grof ist.

A.2 Untersuchung von Q(n)

Bevor wir Q(n) untersuchen, folgt hier eine prosaische Beweisskizze sowie die Definition

einer natiirlichen Zahl n* als ,Grenze", die in mehreren Fallunterscheidungen auftritt.

A.2.1 Bemerkung (prosaische Beweisskizze und Definition der ,,Grenze* n*).

Es wird eine geeignetere Funktion 7(n) definiert, die ;um den Faktor ¢ gestaucht® und
unterhalb einer ,Grenze“ linear ist. Wie sich zeigt, ist der Bereich unterhalb der Grenze
n* := [mr| = [m/e] in einigen Lemmata unproblematischer. Man kann Q(n) erst gegen
~(n) und anschliefend gegen eine geeignete, auf positiven reellen Zahlen definierte, konkave

Funktion f(z) abschéitzen.

A.2.2 Lemma (Steigung von Q(n)).

Qn+1) <c+Q(n) fir alle n.
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Beweis (mit vollstindiger Induktion nach n).

Induktionsanfang: Q(0) = 0 und Q(1) = c erfiillen die Behauptung. Sei nun n fest.
Induktionsvoraussetzung: Q(k) < c+ Q(k —1) fiir alle 1 <k < n.
Induktionsbehauptung: Q(n+ 1) < c+ Q(n)

Beweis: Wihle Z € N (n + 1) so, dass gilt:

e ZQ ; )

Annahme: zZ = (0,..,0). Dann gilt Q(n+1) =c¢ < Q(n) + ¢
Sei nun also zZ # (0,..,0). Da Q(n) symmetrisch beziiglich der n; definiert ist, ldsst sich
0.B.d.A. z; # 0 verlangen. Mit der Definition von Q(n + 1) erhélt man durch Einsetzen

der Induktionsvoraussetzung fiir Q(z1):

Qn+1)=c+> Q=)

i=1

§0+Q(z1—1)+c+ZQ(Z¢)

<c+ (c+ max n;
(c+ max ZQ i)

=c+Q(n).

In der vorletzen Umformung wurde dabei die Definition von A (n) verwendet und aufge-

zeigt, dass ein darin enthaltenes m-Tupel Z’ vorliegt:

Z = (21,22,.,2m) EN(n+1)

= Zzi <en+1l) = (z1—1)+2n+.+2n<en+1)—-1<en
i=1
=7 = (21 — 1,29, .., 2m) € N(n).
Die letzte Umformung zu ¢ + Q(n) folgt aus der Definition von Q(n). O

A.2.3 Lemma (Wert von Q(n) fir n < (m + 1)r).

Q(n) =c-(len]) firn < (m+ 1)r.

Beweis. Sei n < (m+ 1)r. Aus Lemma A.2.2 ,Q(n+ 1) < Q(n) + 1“ folgt fiir alle £ € IN:

Qk+1)+Q(0) <c+Q(k) +0=Q(k) + Q(1).
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Diese Eigenschaft beschreibt gewissermafen eine Konkavitét der Funktion ((n). Sie lasst
sich ausnutzen, um ein m-Tupel schrittweise zu reduzieren.

Sei z € N'(n) so, dass z die maximale Summe ergibt:

m

m
c+ Zz; Qzi) =c+ max ; Q(ni) = Q(n).
Nach der Definition von A (n) gilt > 7", z; < |en|. Fiir die Elemente von Z kommen die
folgenden beiden Fille in Frage:

I. Fall: z; < 1 fiir alle ¢. Es ist Q(0) = 0 und Q(1) = ¢ > Q(0). Nach der Wahl von Z
haben maximal viele z; den Wert 1. Da ) ", z; < |en], ist diese maximale Anzahl von
z; = 1 gegeben durch |en|. Es folgt:

m

Q) =c+> Qz:) =c+ [en| Q) +k-0=c(1+ [en]).
i=1
I1. Fall: Es gibt ein z; mit z; > 2.
Annahme: Es gibt kein z; mit z; = 0. Dann gilt: > | 2z; > (m—1)-1+1-2=m+1 > en &
Seialsonun z; = 0.0.B.d.A. setzen wir j = lund ¢ = 2,d.h. 2; =0und 22 > 2 & 25—1 > 0.

Dieser Fall lasst sich nun reduzieren durch

7 = (21+ 1,290 — 1,23, .., 2,,) mit izg = izi.
20T L
Es gilt:
i@(zé) Q) + Qe - 1)+ i@(zn
< QW) + Q=) +§;Q<zi> _ Zmlcz(zi).

Falls Z das Maximum im zweiten Fall annimmt mit z; > 2, so gibt es wie gezeigt stets
ein z; mit z; = 0. Daraufhin wird in einem Schritt Z durch Z’ ersetzt mit 2} = z; —1 > 0
und 0 < 2; = 1 < 2. Dann wird das Maximum wie gezeigt auch von Z’' angenommen.
Dieser Ersetzungsprozess ist endlich, da Z’ stets weniger Nullen hat als Z. Letzendlich wird
der erste Fall erreicht, sobald jedes z; >> 2 durch 1 ersetzt wird. Damit ist es fiir die
Bestimmung des Maximums ausreichend, nur den ersten Fall zu betrachten.

Es gilt also tatsdchlich Q(n) =c- (|en]) fir n < (m+ 1)r. O

A.3 Untersuchung der Hilfsfunktion ~v: IN — R

In diesem Abschnitt definieren und untersuchen wir eine etwas angenehmer zu behandelnde

Funktion 7 und schétzen am Ende des Abschnittes Q(n) gegen y(n) ab.
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A.3.1 Definition (vy(n)). 7 ist eine Funktion von IN nach IR™ definiert durch:

"

0 flirn=20

1+ (n—1) firl<n<n’
v(n) = [m - ﬂ—l -

1 fii >n*.

+ngla€1(1 Z’y n;) ur n>n

Es sei an die obige Definition n* = [mr] > 2 erinnert. Offensichtlich wéchst v monoton.
Unmittelbar aus der Definition von v folgt:

A.3.2 Lemma (Steigung von ~ unterhalb der Grenze n*).

v(n+1) <1+~v(n) firn<n®

Beweis. Esist (1) =1 <1+ 7(0) und 7(n*) = m + 1 nach Definition.
Weiter ist « linear fiir 1 < n < n* mit der Steigung

[m-r]—1

Fiir den Beweis geniigt es nachzuweisen, dass diese Steigung wegen r > 1 kleiner oder

gleich 1 ist:

m<mr:>m+1§[mﬂ:mﬁ[mﬂ—l:igl. O
[mr] —1

Nun wird gezeigt, dass auch fiir n = nx die Steigung hochstens 1 ist:

A.3.3 Lemma (Steigung von v an der Grenze).

Y(n" +1) <1+~(n)

Beweis. Wegen y(n*) = m + 1 ist y(n* 4+ 1) < m + 2 nachzuweisen. Zunéchst gilt:

*4+1
m<{n+ J<m—|—1..
r

Dies folgt leicht aus > 1 und mr < [mr]| =n* < mr + 1 durch Abschétzung:

m < {mr-ﬁ-lJ < {n —i—lJ < {mr—i—QJ _ {m-i-gJ s {EJ <mal
r r r r r

v(n* + 1) ist definiert als

n*4+1)=14+ max 2
7( ) 2N *+1)Z’Y i
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Sei nun z € N (n* + 1) so, dass das Maximum angenommen wird:

y(n*+1) =1+ 27(2’2)
i=1

Dann ist >, z; > m, da y(n) monoton wéchst und y(n*) =m+ 1.
Auferdem folgt aus r > 1 direkt "T‘H <n*+1. Also ist

n*+1

m
<n'+1 = Zzign*.

i=1
Fiir die Elemente von Zz konnen hochstens die folgenden vier Fille auftreten:
I.Fall: Es gibt ein z; > n*.
Dieser Fall tritt hochstens ein, wenn z; = n* und z; = 0 fiir 7 # j.
Wegen ~v(0) = 0 und y(n*) = m + 1 folgt

m

y(n*4+1) = 1+Z’y(zi) =1+9(n")+(m—1)y(0) = 1+m+1 = m+2, was zu zeigen war.
i=1

II.Fall: Es gibt keine z; > 1.

Wegen v(0) =0 < (1) =1folgt y(n*+1) <14+ m-y(1) =m+1<m+2.

ITI.Fall: Es gibt ein z; > 1 und es sind alle z; # 0.

Wegen > ", z; < m+1 folgt dann z; = 2 und z; = 1, ¢ # j. Dann folgt:

Y0 +1) = 14+ (m—1)y(1)+7(2) = 14+ (m—1)+5(2) = m+(2) < m+y(1)+1 = m+2.

IV.Fall: Es gibt ein z; := k mit n* > k£ > 1 und ein z = 0.
Ohne Einschrinkung sei 23 = k und 23 = 0. Z lisst sich nun durch Z’ ersetzen, wobei Z’

eine 0 weniger als Element hat. Sei z’ = (k — 1,1, 23, .., 2,). Dann ist kK — 1 # 0 und

ZzézZzi.

m
i=1 =3

Also ist auch zZ/ € N(n* + 1). Es wird gezeigt, dass dann auch fiir z/ das Maximum
angenommen werden muss. Es wird benutzt, dass nach Lemma A.3.2  Steigung von ~(n)

unter der Grenze“ gilt:

v(k) +v(0) <~(k—1) +~(1) fiir n* >k > 1.
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Damit folgt dann:

Da also in diesem Fall jedes Z ohne Einschrinkung durch ein Z’ mit weniger Nullen ersetzt
werden kann, erhédlt man schliefslich ein m-Tupel, in dem {iberhaupt keine Nullen auftreten.
Der Fall, dass keine Nullen auftreten, wurde jedoch schon zuvor behandelt. Damit ist die

Fallunterscheidung abgeschlossen und es wurde gezeigt:

y(n*+1) <m+2=1+~(n"). O

Der folgende Satz besagt, dass die Steigung von « sogar fiir alle n hochstens 1 ist:

A.3.4 Satz (Steigung von 7).
Die Steigung von v st fir alle n hochstens 1, d.h. es gilt fir alle n > 0:

Y(n+1) <1+7(n).

Beweis.

Der Satz wird mit vollstdndiger Induktion nach n bewiesen.

Induktionsanfang: Fiir n < n* wurde die Behauptung soeben bewiesen.
Induktionsvoraussetzung: Fiir festes k > n* gilt: y(n + 1) < 14 v(n) fiir alle n < k
Induktionsbehauptung: y(n + 1) <1+ v(n) fiir n =%k + 1.

Induktionsschritt: Sei z € N (n + 1) so, dass die maximale Summe angenommen wird,
dh.y(n+1) =143, v(2). Wie beim Beweis von Lemma A.2.3 (S.120) fithren wir mit
der Eigenschaft Vk: v(k + 1) +v(0) < (k) + v(1) einen Reduktionsschritt Z — z’" durch.
Falls das m-Tupel Z nur aus Nullen besteht, d.h. Z = (0, .., 0), so gilt y(n+1) = 140 < v(n)+1.
Sei nun also z # (0,..,0). Da y(n) symmetrisch beziiglich der z; definiert ist, lasst sich
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0.B.d.A. z; # 0 verlangen. Mit der Definition von «y(n + 1) erhélt man durch Einsetzen

der Induktionsvoraussetzung fiir v(z1):

Y1) =143 (=)
=1

=1+7(21) + ZV(%)
i=2

s1+1+v<zl—1)+2y<zz-)

In der vorletzen Umformung wurde dabei die Definition von A (n) verwendet und aufge-
zeigt, dass ein darin enthaltenes m-Tupel Z’ vorliegt. (Vgl. Beweis von A.2.2, S.119).

Die letzte Umformung zu 1 + v(n) folgt aus der Definition von y(n) fiir n > [mr]. Diese
Voraussetzung ist fiir n = k+1 = n*+1 = [mr]|+1 erfiillt. Damit ist der Induktionsbeweis

vollstdndig und es gilt fiir alle n > 0:
Y(n+1) <1+7(n). O
Es folgt die angekiindigte Abschétzung von Q(n) gegen y(n):

A.3.5 Satz (Q(n) abgeschiitzt gegen ~y(n)).
Q(n) <c-(1+¢)-7y(n).
Beweis. L.Fall: 1 <n <n*=[2].

Wir zeigen, dass n < (m + 1)r gilt, so dass sich Lemma A.2.3 Wert von Q(n) fiir

n < (m+ 1)r“ anwenden ldsst um den Wert von Q(n) auszudriicken:

=3

<

S|

1 1
mr]<=-(mr+1)=m+-<m+1 = n<(m+1)r.
r T

Also ist nach Lemma A.2.3 zu zeigen:

c(len] +1) < c(14¢€)v(n)

Es wird zunéchst v(n) nach unten abgeschétzt:

m m(n —1)

y(n):W(n—l)—klz e +1>en—-1)+1=en+1-c.
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Jetzt 1dsst sich der rechte Term in Gleichung 59 nach unten abschitzen:

c(l+e)y(n) >c(l+e)(en+1—¢)
>c[(1+e)en+ (1+¢e)(1—e)] > clen +12) > ¢(|en] + 1).

II.Fall: n > n*. Beweis mit vollstdndiger Induktion nach mn:
Fiir kleine n gilt die Aussage nach dem I. Fall. Sei nun n fest und sei z € N (n) so, dass

das Maximum angenommen wird, d.h.:

m

Q) =+ Q).

i=1

Nach der Induktionsvoraussetzung gilt dann die Abschiatzung fiir alle Q(z;), da z; < n.
Mithilfe dieser erhéilt man die Abschétzung wie folgt:

m m

Qn)=c+) Q=) <cte(l+e))y y(=)

i=1 =1

< 1 . i
<c+c(l+e) néﬂﬁé);fy(n)

A.4 Untersuchung der Hilfsfunktion f: (0,00) — R

A.4.1 Definition (f: (0,00) — R).

1
f(z) = m(m'xa—l)
Dabei ist 0 < a < 1 wie zuvor festgelegt:
log,m  log,m

Iy log, m  log, mr O&mr T

log,, a

In der letzten Gleichung der Definition wurde die Rechenregel log, a = Tog b

angewendet.
Auferdem ist a« > 0 wegen m > 2 und o < 1 wegen mr > m. Wie gleich nachgewiesen
wird, ist f(x) fiir > 0 eine konkave Funktion. Man beachte, dass bei Haussler und Welzl
die Begriffe ,konkav* und ,konvex“ gegeniiber der in der Mathematik iiblichen Definition
vertauscht sind [HW87, Anhang|. Die folgende Definition ist dquivalent zu einer Definition
bei Forster [For01, Seite 158]:
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A.4.2 Definition (Konkavitdt). Eine Funktion f: (a,b) — IR heift konkav, wenn fiir
alle z,y € (a,b) der Graph von f oberhalb der Geraden durch (z, f(z)) und (y, f(y))

verlduft.

Der folgende Satz gehort zur grundlegenden Analysis. Ein dquivalenter Satz findet sich bei
Forster [For01, Seite 159, Satz 6].

A.4.3 Satz (iiber Konkavitit). Eine auf einem offenen Intervall definierte, zweimal
stetig differenzierbare reelle Funktion ist gemau dann konkav, wenn fir alle x aus dem
Definitionsbereich f"(x) <0 ist.

Um v(n) nach oben abzuschiitzen, wird eine Funktion f : R™ — R* definiert und gezeigt,
dass y(n) < f(n) fiir alle n € IN gilt. Wir kommen nun zum angekiindigten Nachweis, dass
f(z) konkav ist:

A.4.4 Lemma (Konkavitit von f(x)). f(x) istim Intervall (0,00) eine monoton wach-

sende konkave Funktion.

Beweis.

m (21 >0 Va > 0.

1
m—1

f(z) = "

() = (a— Do (%) <0 Yz > 0. O

Wir zeigen zunédchst, dass y(n) fiir n < n* durch f(n) nach oben beschrénkt ist:

A.4.5 Lemma (7y(n) kleiner gleich f(n) unter (und an) der Grenze n*).

v(n) < f(n) fir 1 <n <n*=|mr].

Beweis. Esist v(1) =1 = f(1) nach Definition. Weiter gilt v(n*) = m + 1. Da f(z) nach

Lemma A.4.4 monoton wéchst, gilt:

f(n*) = f([mr])
1

> f(mr) = m(m‘ (mr)® —1)
1

— —1 (m . (mr)lOgmrm _ 1)
2 *
T (m? = 1) =m 1= ()
Da v auf {1,..,n*} linear ist und f an den Randpunkten 1 und n* nicht unterhalb von ~y
liegt, folgt aus dem Satz iiber Konkavitit: f liegt im gesamten Intervall nicht unterhalb

von ~y, d.h.:
v(n) < f(n) fiir 1 <n <n*. 0
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Der folgende Satz besagt, dass ~y iiberall durch f nach oben beschrinkt wird. Zusammen
mit dem Satz A.3.5, der Q(n) gegen ~y(n) abschétzt, ergibt sich im Anschluss der Beweis

fiir die das Abschéitzungstheorem.

A.4.6 Satz (y(n) kleiner oder gleich f(n)).

v(n) < f(n) firn > 1.

Beweis. Nach Lemma A.4.5 wurde die Behauptung fiir n < [mr| gezeigt. Sei nun also

n > [mr].

Insbesondere ist dann m < 2. Sei Z € N(n) so, dass Z das Maximum ergibt, d.h.

m
V) =1+ 3" 4().
i=1

Behauptung (f, siehe weiter unten im Fliefstext)o.B.d. A. gilt z; # 0 fiir alle 3.
Angenommen, dies sei nicht der Fall. Sei dann 0.B.d.A. z; = 0. Falls z; < 1 fiir alle
J, so erhélt man sicher nicht das Maximum: Ersetzt man Z durch z’ mit 2] := 1 und
zp = 2z fiir j # 1, s0 ist Y07, /(1) < m < 2 und damit auch 7' € N(n). Es gilt
Yo (=) > > y(zi) im Widerspruch zur Wahl von Z.

Sei nun n; = 0 und 0.B.d.A. ny > 2. Dann fithrt man erneut ein Reduktionsargument
durch. Dazu verwendet man den Satz A.3.4, nach dem v(k+ 1) +0 < ~(k) + (1) fiir alle

k ist. Sei Z’ festgelegt durch 2] = 2z +1=1, 25, = z0 — 1 > 0 und 2, = 2; sonst. Dann ist

y(n) =1+ i’y(%’-)
=1+~(0) +y(z0— 1)+ f;v(zz‘)
> 1+ (1) + y(z2) + év(%)
=143

Also wird das Maximum auch von Z’ angenommen, wobei Z’ eine Null weniger hat.
Damit ist die obige Behauptung (*) bewiesen und es wird nun o.B.d. A. angenommen, dass
z; # 0 fiir alle .



A.5 Beweis des Abschitzungstheorems 129
Wir fiihren das Ende des Beweises nun mit vollstdndiger Induktion nach n.
Induktionsanfang: Fiir 0 < n < n* gilt y(n) < f(n) nach Lemma A.4.5.
Induktionsvoraussetzung: v(k) < f(k) fiir alle 0 < k < n.

Induktionsbehauptung: v(n) < f(n).

Sei m € N'(n) nun so, dass y(n) =1+ > 1", v(n;). Wegen % < n kann dann die

Induktionsvoraussetzung (IV) fiir alle (n;) verwendet werden.

Y(n) =1+ ~y(n:)
=1

m
1 o
<143 T Lach der TV

; m—1
=1

—1 m Ui
— . a
_m—1+m—1 ;nl

-1 2 m o\ ¢
< mo. iz wegen o < 1
m—1 m-—1 m

-1 m? n o\«
< (or)
m—1 m-—1 mr
-1 m2 n®
T m—-1 m—1 (mr)®

-1 m? n®
= +

m—1 m-—1 (mr)logmr m
1 n m? n®
m—-1 m—-1 m

-1 m @
_m—1+m—1 "

1
=——(m-n%—-1) O
m—1

A.5 Beweis des Abschitzungstheorems

Schlieflich 14sst sich das Theorem beweisen, nach dem gilt: Q(n) < 4en®.
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Beweis (des Abschitzungstheorems, S.119). Es werden die beiden Abschitzungen
nach Satz A.3.5 (,Abschétzung von Q(n) gegen v(n)“) und Satz A.4.6 (,,y(n) kleiner oder
gleich f(n)“) verwendet. Fiir Q(0) = 0 ist nichts zu zeigen. Fiir n > 0 ergibt sich:

Q(n) <c-(L+e¢)-7(n)

1
Sc(l—i—s) e
m—1
=c(l+e)- n®

Damit ist das Theorem bewiesen. O

Erst mit diesem Beweis des Abschétzungstheorem ist die postulierte Laufzeit fiir Halbraum-
und Simplex-Bereichsanfragen nach Theorem VI (S.93) bzw. Theorem VIII (S.103) voll-
standig (vgl. Beweisstruktur in Anhang B).



Anhang B
Beweisdiagramm

In Abbildung B.1 wird die Abhéngigkeit der Theoreme sowie wichtiger Satze dargestellt:

Theorem I (Stichprobentheorem, S.22)

Theorem II (iiber die maximale Wahrscheinlichkeit, S.28)

3.5.1 Satz (Wahrscheinlichkeit von e-Netzen, S.47)

3.3.4 Lemma (Vererbung der VC-Dimension, S.41)

3.5.13 Satz (iiber die Existenz von kleinen e-Netzen, S.57)

Theorem III (e-Netze konstanter Groéfe, S.59)

4.5.2 Satz (Dimension von k-Korridoren, S.72)

Theorem IV (Das e-Theorem fiir k-Korridore, S.72)

5.3.1 Satz (Einbettungssatz, S.75)

Theorem V (Das zentrale c-Theorem, S.80)

5.5.1 Satz (Verifikation von Stichproben, S.81)

6.2.7 Satz (Halbraum-Anfragezeit in (e, v)-Bédumen, S.92)

6.3.1 Satz (Existenz von kleinen (e, r)-Béumen, S.93)

Theorem VI (Existenz der Datenstruktur, S.93)

Theorem VII (Konstruktion der Datenstruktur, S.96)

Theorem VIII (Existenz der Datenstruktur fiir Simplizes, S.103)
Theorem IX (Konstruktion von (e, v)-Bdumen fiir Simplizes, S.104)
Theorem X (Abschitzungstheorem, S.119)

Bemerkung zum Beweisdiagramm:

Das Theorem VIII zur Existenz der Datenstruktur fiir Simplizes wird mit den gleichen
Aussagen das Theorem VI zur Existenz der Datenstruktur fiir Halbraume bewiesen. Diese
Analogie wird im Beweisdiagramm mit dem verwendeten Pfeil ausgedriickt.

Das Beweisdiagramm ist chronologisch in Kapitel aufgeteilt, auch die vertikale Position

der Aussagen im Diagramm erfolgt chronologisch.



132 Beweisdiagramm

Th. I

2 Th. 11
ﬁ

L 351 le—1T 1334

3 L3513
Th. 111} '
l 4.5.0
Th. IV]e
5 5.3.1
ThX 5.5.1
Al 606 Y

l 6.3.1
6 — y

Th VI, i

Th VIl—— s

“J

Abbildung B.1: Beweisstruktur
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