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1
ε2 log 1

ε

)
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1
ε log 1

ε

)
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1
ε
log 1

ε

)
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 � A"������"� )"� ��	�����	2���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /1
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'� *������� ν������	"��� ��������	 (����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � >1

������� (� �� "������ ε ������� � � � � � � � � � � � � � � � >1

'�' -��2������� )"� �����	"��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � >�

' /����� �����������	�� 0+

,�� .����	�"����? &�	��"���2��� �6	 ��	��������	���� � � � � � � � � � � � � � >'

,�� +�	 (ε, ν)�����? ��� &�	��"������ �� &�	����	� � � � � � � � � � � � � � >,

,�� ������� )"� (ε, ν)��2���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0�

,� -�	 ������� ��	 +����	���	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0�

������� (�� �1�����" ��� ��������2��� � � � � � � � � � � � � 0�

,�' &���������2�6��	�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0 

,�, A"��	���"� ��	 +����	���	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0'

������� (��� *������2���� ��� ��������2��� � � � � � � � � 0,
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����2���� ��	 A"������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0>

,�/�� 
����2���� ��	 �����	"����	%7� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0>

,�/�� 
����2���� ��	 -����� �� 
		������� � � � � � � � � � � � � � � � � 00

. ������1 �����������	�� �33

/�� ��������� ��	 )�	#������ +����	���	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �11

/�� 
���;�� ��	 &�	����	 ��� (ε, ν)������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1�

/�� +�	 
��	������"	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1�

/� ��	 ������� ��	 +����	���	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1�

������� (���� �1�����" ��� ��������2��� � � � � � � � � � � � �1�

/�' ��	 A"��	���"� ��	 +����	���	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1 

������� �4� *������2���� ��� ��������2��� � � � � � � � � � �1 

0 ��	��"��	�� �3+

>�� *	%7� ��� A"��	���"� )"� ε�=���� �� 
���������� � � � � � � � � � � � � �1'

>�� ε�=��� �6	 �"	��"���� ������� �� ����� ��� )�	����� ������� � � � � � � �1/

>���� ��� &������#����
��"	����� ��	 A"��	���"� ����� ε�=���� � � � � �1>

>���� +��	���������� A"��	���"� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��1

>���� <�������	��� ��� A"��	���"�����"	����� � � � � � � � � � � � � � � � ���

>��� $������ ��� 
��"	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� 

� ������������	 ��� 5������2 ��'

5 5������"��	 ��� 6�2������ ��0


�� ���������? @"	�����	��� ��� 
����2�������"	��� � � � � � � � � � � � � � ��>

������� 4� �� 5������"��	�������� � � � � � � � � � � � � � ��0


�� 5��	������� )"� Q(n) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��0


�� 5��	������� ��	 ����������"� γ : N→ R+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���


� 5��	������� ��	 ����������"� f : (0,∞)→ R � � � � � � � � � � � � � � � � � ��,


�' ��#��� ��� 
����2�������"	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��0
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.�	 �����	����� ���	� ��� ����� ��	 
	���� =��� ��	 �����	������ ��	 &	"�����������

#�	��� ��	� ������� �	�������� ������� +�	������ #�	� ��� !"	������#���� �	�2��	

��� �� �����	 ��� *�����	��� ��	 +���"��	��� �� A����� �"�)��	�

��� ����� ��	 
	���

+���� 
	��� �����	 ��� ��� 
	���� ε�	��� �
� ������ ��
�� ������� )"� +�)�� �������	

��� ��" .���� B�.>/C� �� #�	� �6	 ����	���� ��� ����������	��������	���� �� Rd

���� +����	���	 �� O(n) �������	 ��� ��������	�	 
��	������ ������� +�� ������

��;��"����� $������ �� ����� �6	 ��� ���������� )"	��������� γ > 0?

T (n) = O
(
nβ+γ

)
3 β = 1− 1

d(d− 1) + 1
�

+�� +������"� d ��� Rd #�	� ��� A"����� ��	����3 �" ���� β < 1 ��� ��� γ > 0 ����

������� �������� ����� )"	������� #�	����

@6	 ����� ��#2��� γ �� T (n) ���� ��������	� ��� ��� ����� �������� ������� �"�;�"���

����� @��"	 nγ �� ��� 
��	������ O(nβ) = O
(
n

1− 1
d(d−1)+1

)
� +��� �� ��	 
��"	�����

��;��"���� �����	 ��� ��	 �"������� 	�)���� �����

��� ����	���� ��� ����������	��������	����

�� #�	� ��� �"������ &	"����������� ��	����?

������� �� ����	 (���� A ��� n &����� �� Rd ���� +����	���	 �� �����	�� �������	

��	�	3 ���� �� ����� ���������� "D���� ����	��� h∗ ��� Rd ��� �
���� |A ∩ h∗| ��	 ��

������ ����	��� ��������� &���� ��	����� #�	��� ����� E� ��	 �����������	�������

$��	��	 #�	� ����� &	"����������� ��� ��������� ���
��
� ������ ���������� ��� ��	

)�	#����� &	"����������� ��� ��������� ��
�� ������
� #�	� ���� ��� 
�����3 �"���	�

��� (���� A ∩ h∗ ����� ����������� .�	 ��������� F��"�� ��	 ��� �	�� !�	���� ���




 ���������	

���������� ����	 ��� ��������� )"� |A ∩ h∗| ��� ����	������	��������	���� ��������

��	��������	���� ����� ����"� ��� ��������� )"� |A ∩ σ∗| �6	 ��� ���� �"#����� )"���

�������"����� ������� σ∗�

(��	��� ��� ���������2��	��

*������ ��� ���� (���� A = {x1, x2, .., xn} ��� n &����� �� Rd� -�	 ��������	�� �������

���� ��� ��� &�������� A �� ����������	 $���� +�� ���7�3 ���� ��	�� F� d ��	 &���� �����

���� �;��	����� )�	�2��3 ��� ���� )�	���� ��3 ��� ���� ��	 ����� )"� (d + 1) �"�����

�;��	������ ��� ���	 ��� +���� 
������ #�	� �� )��	�� A����� �"�)��	3 �� #������


		�������� ��	���� #�	���� @6	 ��� ���������� ���������������	 $��� �2�� ����

���� ��� ��������
� ��������� ���������� ������� ��#������ +���� #�	� ��� ������	����	

�6	 ���� ����	� &	"����������� �� d��������"����� 
		�������� ��	�����6�	� B���>/3

���>'D�C

��������� 	����������� 5�	��������

+�� �"������� 
������� ���%	�� ��	 @"���"	� ��	 ���"	��������� *�"��	��?

�7
7� 8��� 9/���������:7 ��� ��
 ��
�� p ∈ Rd �
� ��
 �������� h∗ ������
�
 �

 �!��� ���� �
 O(1) "��� �����
# �� p ∈ h∗ �����

�7
7
 ��;������ 9���-���� ��� �)� �����������	��:7 (�� ��	���� ���� ������

��� (���� A = {x1, x2, .., xn}� 
�� 	�)����� ���� �6	 ���� ��	��������	��� ��������� ���

����� 
��"	�����3 ��	 �6	 F���� &��� ��� ��	 ��������� &�������� A ������3 "� �	

�� ����������� ��	���� ������� ��� 
�� �	������ ��� ��	 	�)���� ���� ��� 
����� ��	

��������� &���� ��	6���

�� �"��?

�7
7� ��"7  �� ���$���� ���
 ���
�%����� ���������&��������
�����
 ��%��

�������&��������
�����
 �
 O(n) '��������

+�� -��� �� F��"�� ��� ��������� ����	 +����	���	 �� �����	�� �������	����	� ���

�����
����� 
��	�������

��� ������� �	�������� �� ����	������	��������	����

+�� �	�� "��	� ���	���� �6	 �������������	��������	���� 8���� ����	������	��������	����

�� Rd, d = 29 �� �����	�� �������	 �� O(nα) �� α ≈ 0.774 ���� .����	� B.��>�C3 ���

������7��� )"� ������	����	 ��� .���� B�.>,C �� α ≈ 0.695 )�	�����	� E� �����������

@��� ��� Rd #�	�� )"� G�" ��� G�" BGG>'C ��� �	�� ��������	� "��	� ���	���� ���������

+���� "��	� ���	���� O(nα) �� α = [log(2d − 1)/d] �� #���� log 2d = d ��	 ��	�����

������	 ��� 1� +�� )"� �������	 ��� .���� ��������� $������ ���� ���� !�	�����	��� ��	



�7& (��	�����,���� "�� 8$���	 ��� <�������������	 �

��� ��������� -������ �������� "��	�� ���	����� �6	 ���� d ≥ 2 ��	� �� ��� ����	�3

���� ����	#���� �"�� �����	� $%������ ��	 &	"����������� ������ ����� E�����"���	�

�� (�"�H�� �� ��� 
	���� ()���
� ��������
 *���� B(�0�C ���� +����	���	 ��

O(n1−1/d(log n)O(1)) 
��	������ ��#"	���3 ��� ���� ����� �� O(n log n) -�� ���	������

���� �"��	���	�� �2��� (�"�H�� ����	� �� ��� 
	����3 ���� ��� ���	� ���	���� ����

:������� B:��>0C ���� ��� ��� �"�;�"��	�������� @��"	�� �		���� #�	��

+�� )"� (�"�H�� ��#������ +����	���	 ��� ��� ��� A"���� ��	 ε�=��� )"� �����

���	 ��� .���� ���3 ��� F��"�� #�� ��	6��	 ������ ��� #�	� �� <����� �����	 +���"��

�	��� ���� ��	�����

�� !"	������#���� ��	 $%���� ��	 &	"�����������

+�� "��� ����	�� )"	 �������	 ��� .���� ��#"	����� $%������ �����	�� ��� ����� &�	�

��"������ 8)��� B(�0�3 �� 
������C9� E� ������ 
������ #�	� ������ *	����	�����

�	�2��	 ��� ������ ����� ����	��� ������3 ���� ���� ��	��� !�	#������ ����� ���������

&�	��"�������� ���� ���	������� �� �� ���� ��������	� $������ �� �	�������

#��������"�� ����� <�������������

*������ ��� ���� �������� (���� A ⊂ Rd� *	������� �� ��� &�	��"���	��� 8
��������9

��� Rd �� ���	�	� "D��� <���"���3 ���� "D���3 ���������2������ (������ +���� #�	�

��� #����	�� 	���	��) �� ����	���"��� ���	���� I���	 <���"� r(K) #�	� ��� A�"�� K

����"	���� -���� #�	� �6	 ����	� 
�#������ F���� A�"�� ��� 
����� ��	 �� ��	 <��

��"� ��������� &���� ��� 
	��� ���������	� @6	 <���"���3 ��� ��	 ���� 
����� )"�

&����� ��� A �������3 ��� ������	 "��	 ������ ����	 ���������� A"������ ��3 ����

��� ����"	����� A�"�� �����"��� E� �����"�� ���� ���� ��� A ��������� &����

���������	 ��� �%���� ������� �����	���� #�	����

+��� ��� �6	 ����� ���������� A�"�� K ��� ������ �����%	��� <���"� r(K) ��� �"������

��"�������? +�� (���� AK := A ∩ r(K) ��	 &���� ��� A3 ��� �� r(K) ������� ����3

����� ��� ����� F���� &�����3 ��� �� �������� �� ��	 .�	��� K ������� ����� +���

#���	�� �� ��� (���� ��	 A�"�� ��	 �������� �%�� ���� &�	��"���	��� ��	 &��������

A�

5� ���� ��	��������	��� �� ����� ����	��� h∗ �� ���	�����3 ������ ��� �� .�	����

��"��3 ��� ��	 ������ Rd ����"	��� ���

��� ��	 ���	������ ���	������� ��� �6	 ��� A�����"�� �	�� �;��� )"� ����"	����

�� <���"���? +�� <���"��� ��7�	���� ��� 
��	�����	����� h∗ #�	��� )�	#"	���� @6	 ���

�"���� �� h∗ ��������� <���"��� �����	 ��� ��������	 ��� ���������	� 
����� ��	

��������� &���� ��	 
������ ��	 ��	��������	���� I��� <���"���3 ��� )"� h∗ ��������

�� #�	���3 ���� ������	 �� ���	������� @6	 ��	�� A�"�� #�	� ��� ��	��������	��� ��



& ���������	

h∗ 	���	��) �����	����3 �" ���� ��	� ����	���"��� ���� ��� �������� ������ ���	����

#�	����

<������������ �="���" �� >���� ?��

+�� �������#��	����� ��� �����	 !"	������#���� ��3 ��� �"������� &�	��"�������� �"

�� �������3 ���� ��� ���� �	������� <���	��"����������� ���� ��� $������ ��	����	�

E� ."	��:��� �� ���� ���� ����� �� 	�������	��3 )��� B(�0,3 ��' 0 DC� �� ������ ���� ��	��

�������� ���	������ ��� 	���"�����	� 
��	�������� 	�������	��� +�� *	����	"�������

�� ���	3 ���� ���� ���6���� �������� �;��	����� �	��������� )���� <���"��� ��������� �����

���� ��	����	� 8�����	�)����3 ���� ��������	�9 
��	������ �� ���� ���� �		������	�

��	����� #�	 ��� ��� �������� ����� kd������

�12���� kd ���

E�����"���	� �� �#���������"����� �	���� ��� �����3 ���� &�	��"���2��� �� �6	 "	�"�

�"���� ��	��������	���� ������� ����� @6	 ��	��������	���� �� ����	�� �����3 ��� �����

��	 ��� 
����� ��	 &���� 8��
�� ���
��
� +����9 ���������� #�	��� �"��3 �� ��� $����

��� O(n1−1/d)3 )��� ���� ��� 
	���� 6��	 kd��2��� )"� �����; B���/'C� ����	�	��� ��3

���� �� F���� d��� $�)�� ��� &�	��"�������� ��� �;��	����� h �"���� �� ����	 ��	

������ ����	���"��� ������� ��� 
�������� ��� ���� ��� �������� ����� kd������� 8��

����	 	��� ���������� &��������9� I��� <���"���3 ��� ���� ��������� #�	���3 ���� ��

��	 
�������� ��� 8�9 	" ������2	�� ��	���� ��� d $�)��� 8�� ��	 
��������? 2 $��

)���9 ��� ������3 �" ������ ��� 2d−1 8�� ��	 
��������? 29 ��	 2d 8�� ��	 
��������? 49

	���	��)�� 
��	��� #��� +�� ���� ����������� <���"��� �%���� �� O(1) -�� ���	����

#�	���� +��� #�	�� �� F���� A�"�� K ��� 
����� |AK | )"� &����� ��	 ����"	�����

<���"� AK ���������	� @6	 �"���� �������� <���"��� �� ���� ��	 |AK | ��� �	������

��	 ��	��������	��� �� �����	��� <���	��)� 
��	��� ���� ��	 �"#����� �6	 ����������

<���"���� (� ��	 ���� �	�������� <���	��"����������� �2�� ���� ��� $������ O(n1−1/d)

����#������ ��� ��	 �� <����� ��	 +���"��	��� ��	������ &	"������������� ����

F��"�� ��������� �;��	������ ����������� I� ���� &�������� ���� ���� ���6���� ����

����� �;��	����� d ����� ������� ���	 <���"��� ���������� E� ��	 
�������� ��� ����

��� &���� �� ��	 =2�� ��	 *�	���� h ��� 8�9 ����"	���� @6	 ����� *�	��� h #�	���

���� <���"��� ���������� +��� �� ��� $������ Ω(n)� 8+�� ��� �����2���� ��)"�3 "�

������3 )����3 ���� "��	 ��	 ����� &���� 6��	 ��	 *�	���� ������9� (� �����	 ��	��� 5��

�	������� ���� ���� ���"3 ���� ���� O(n)�+����	���	 �� ��������	�	 
��	������ �6	

��������� �;��	������ ����� 	�)���� 
������ ���

����������� <������������	

��� ������������	 5��	������ ��� �������	 ��� .���� �����6��	 ��� �	6��	�� 5��	���

������� ��3 ���� ��� ���� <���"� ��� ����� <���	��"����)�� ���� �� ���� ������ 
�����



�7& (��	�����,���� "�� 8$���	 ��� <�������������	 +

�

��� h �������	�


�

��� h 	�����������	�


��������� 	
	� kd�����

)"� <���"��� ��������� ��� ����� ��� <���"��� 	���	��) �� ���� �"�����3 ���	 ���	 �	"7�


����� )"� <���"��� ��� ��� ��	����	��3 ���� ��� F���� 	���	��)�� 
��	��

�� ��� 
����� ��	 ����������� <���"��� ���

�� ��	 �	������ ��	 �"	 ��������� &���� ���������� ����� ���

+���� ������ ������������ #�	��� ��	�� &�	����	 �����	����� ��� ���� ��	���	����	�

<���	��"����������� ���������� �� #�	� ������3 ���� ���� ��� &�	����	 �" #2���� ������3

���� ���� ���� ��������	� $������ �	����

��� -��,������ <������������ (ε, ν) ���

.�	 ���������� ��� )"� �������	 ��� .���� ��#"	����� &�	��"������3 ��	 ����� ����

��� ������������ ��	����	�� �"��3 ��� (ε, ν)����� 8�� ���������� J	������? (ε, ν)��������


����9 ��� ��4���	�� ������ �"	��� �� A����� , ��� ���� >,� �	 �����	 ��	���3 �6	 F���

<���"� �� ����	 �����%	���� &�������� A ���� �������� �����	"�� 8���������9 N ���

ν &����� �� #2���� �� ����	 ������� �	"7�� A"������ ν� 5� ��� ������ �����	"���

N ���� 
�������� ��	 <���"��� �� �	������3 ��	���� ��� ��� 
		������� ��� Hd(N)3

��	 (���� ��	 �;��	������ ��	�� F� d ��	 &����� I��� -����3 ��� &���� ��� A ���2�3

�����	��� ���� ���� <���"�3 #�����	 ��� A�����"�� ����"	��� #�	��

J�#"�� ��� 
����� ��	 -����� �� ����� 
		�������3 #������ ��� ��� ����	 ν������	"��

�	�2�3 �� �����2�	 νd(d−1) ��;��"���� ���	 ������� #2���3 ���� ����? +�� "��� ���

���	������ �	�� ���������� #�	� ���	������� �� �6	 ���� ��������	� $������ �	�6��� (��

������3 ���� d ��� �"���� ��	���� #�	� ��� #���	3 ���� �� ��	 
��	������ T (n) ��	



' ���������	

��	� d(d− 1) ���� ���	��

<���	��)� 
��	��� ���� ���� �"#����� �6	 ���� )"� ����	 �;��	����� h ����������� -���

���� 5� ��	����	�� �� �%����3 ���� ��	 �	������ ��	 &���� �� ����������� -����� �����

�� 8�� ��	 ��2�	�� 
���;��? �%������ ε93 #�	� )"� �������	 ��� .���� ��� A"���� ��	

ε�=��� ������6�	�

��' ("�)��"� ��	 *�����	��� ��	 +���"��	���


�� *	������� ��	 �"���� �����	������� !"	������#���� #�	� �� ������ 
������ ��� 5��

�	������ �� A����� �"�)��	� +�� ������������ A����� � ��� ' ������� ��� !"	����

�������� �6	 ��� ����6�	��� )"� (ε, ν)��2���� 8+��� ,����3 ��>,9 ��� ��	�� �����6�	����

!�	#������ �6	 ����	������	��������	���� �� A����� , �"#�� ����������	��������	����

�� A����� /�

�� ���� ����3 ���� �	"������������ ��	�������� �"#����� ����3 �� ε�=��� �� 4�����

+���	 �����2��� ���� ��� �#��� A����� �� *	�������� ��	 .��	��������������	����

����� E� �	��� A����� #�	��� ε�=��� �6	 ���	��� ��	�����	2��� ������6�	 ��� 5��

�	��������� �� ��	�	 ������� ��	�����6�	�

E� )��	�� A����� #�	��� ;������ ��"��	����� ��	�����	2��� ���	�����

E� �6���� A����� #�	� ������3 ���� ε�=��� ���������	 ��	�����	2��� 8�������� ���

�"�������� (d + 1)�,��������
9 �� ��	 $��� ����3 ��� #���	 "��� �����	������ �#���

!"	��������� �� ��	����	��? �� ��� �� F���	 ��������� (���� A ���� ������� ������

��������� N 8����� �� ��� ���������� ε�=��93 �" ���� �� 
		������� ��� Hd(N) ���? @6	

���� ��������� �;��	����� h �� ��	 �	������ ��	 &���� ��� A3 #����� �� �����������

-����� ������3 �%������ ε� +���� 
������ #�	� ��� ��� ���	��� ε����"	�� 8���"	�� !3

��>19 ���������� +�� ���"	�� ����� ����3 ���� ����� ��������� ���"� ��	�� ���� ���2��

���� �����	"�� N ��������	 *	%7� 	�������	 #�	��

E� ������� A����� #�	��� ��� �"����� ε�=���� �����	��� (ε, ν)��2��� ������6�	 ���

��� 
��"	����� �6	 ����	������	��������	���� �� (ε, ν)��2���� 8
��"	����� ,��3 ��>09

���	����� 
�� ��� )"	��������� &�	����	� �	��� ���� ���� <���	��"����������� �6	 ���

$�������

�� #�	� �� ���"	�� !E 8��0�9 ������3 ���� �������� (ε, ν)��2��� ���� +����	���	

�� �����	�� �������	����	� ��� ��	 �"�����	�� ��������	�� $������ ����� +���� #�	�

���� �������� ���	 ���#2����� 
����2���� ��	 <���	��"����������� )"	��������� +����

	��� ����;����� 
������ #�	� ��� 
����2�������"	�� 8���"	�� K3 ����09 ���������

��� �� 
����� 
 ��#������

E� ���"	�� !EE 8��0,9 #�	� ������3 ���� ���� ��� �"����	 (ε, ν)����� ��	�� ����� 	���"�

�����	�� 
��"	����� �� �	#�	��	 $������ O(n log n) �"��	���	�� �2���

E� ������ A����� #�	� ������3 ���� ���� �� (ε, ν)��2���� ���� ����������	��������	����



�7' ���������	 ��� 2�������������� #�������� ���
>������������2�����������	 .

��	���6�	�� ������ ��� ����� ��������� *	%7��"	������� ���	���� +��� �� ��	 �����

��� ��	 +���"��	��� ��������"����� �� �"���� �� ����� A����� ������ �	�2������� ��

ε�=���� �"#�� �� ������ A����� ���� ��	�� -�������������� ��� E������

��, -����������� �� �"�����"	�����	 *�"��	�� ���.��	�

��������������	�������

��� ε�=��3 ������ *	%7� ���� )"� n ��#� ���� )"� ��	 
����� ��	 &���� l �� ���

��	 <���"� ���2��3 �"���	� ��������� )"� ��	 )�	������ *��������� ε3 ���� ��	�����

	��3 ���� �� ��	������ "��� &���� ��� ��� ε�=�� #�����	 ��� ��	 ε�� ���� ��	 &����

����� +�� ����������3 "� &���� ��� ��� ε�=�� �� ��	 
��	��� ������� ����3 �2�� ����

�� !�	#������ ����	 ��������� +����	���	 �� ���	������� ������	 -�� 6��	�	6����

+�� @"	�����	��� ����� )�	#�����	�� ��	�����	����� ������ �� ����� ����	 +����2��

��	������� 5� ��� ������� ��������	 ε�=��� �� ������ ��	�����	��� ������#�����3

���� ������ #�	���3 ���� �����	 ���� ��#���� �"�����"	����� ���������� �	�6��3 �2�����

���� �������� !:�+������"� �����3 �� +��� �����3 �� 1� +����	 =���#��� �	�"�� ��	�� ����

+����2���	������ ��� �"�����"	����� *�"��	���

+� ε�=��� ��	�� ���� �	"������������ (��"�� ������#����� #�	���3 ��6���� ����� �����

-����������� �#������ ��	 ���"	��������� !�	#������ )"� &�	��"���2���� ����	����

�"#�� �"�����"	�����	 *�"��	�� ��� .��	��������������	������� ����	�	����� +�� �	"�

������������ (��"�� �� ���� ��#���������3 ��� �� 
������ ��� 8����9 ������6�	 #�	��

5�	������������ <���	�� 6������������ ��-��� �� ?��@���

5� ��� ��#6����� +����	���	 ������#�����3 )�	#����� �������	 ��� .���� ��� �����

��� ��������	 ���������� 8�����	"���9 �6	 &��������� �� "����� ������ +�� �� ���

�2��� )%���� ������"��	���)� +�	 ���	�D L�����	"��M �����	��	3 ���� ���� ��� !�	���	��

���� ��� ����� �#�� ����	�� �����#����� ��	����� �2��� -�	 A"��	���"� ��	 +����

�	���	 �%���� ���!����� �����	"��� ��������	 *	%7� )�	#���� #�	���� +��� �	�"��

��� 	���	��)� 
�������� ��	 &�������� �� ���������� ���2����3 ���� 	���"�����	� +��

.��	�������������3 ���� ���� �����	 ���2������ �����	"��� )�	#���� #�	��� ����3 �� ���

��������	 *	%7� ��������� 1/2 8�� A����� �9�

5��	 ������ �����#����� �� ��� !�	���	�� )"� �������	 ��� .���� ��� ��
�����������  ��
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.������� )"� (�"�H�� B(�0,3 
������ ���C9�

+� �������	 ��� .���� F��"�� ���� ���	���������� 
��	������ ��	����	�� #"����3 #�	�

��	 A"��	���"� ��� $���!�����
��"	����� 8����� 5��	������� �����3 ����9 )�	#�����

��� ��	 A"��	���"� #�	��� ���2����� �����	"��� ��#2��3 ���	 �" ����� )�	#"	���3 ���

������7���� ���� �������� �����	"�� )"	����� +�� �	#�	�� $������ ��� A"��	���"���


��"	����� �� O(n log n)3 #�� �� ���"	�� !EE 8��0,9 ������ #�	��



0 ���������	

����	���� �� ��� )�	#������ �������������

.�	� ��� ����� $"��	����� ����� ����� ���������3 �" �� ��	 $"��	����� ��	 ����� 2

�������

+�� )�	#������ ������������� ������ ����� A"��	"���� �#������ �������	 ��� .����3

(�"�H��3 ("#��� B(<0'3 
����� :C �"#�� ������	����	 B���>/C ��	� �� #�	� ���� �%��

����� ����������� ����������� �6	 �������	��� J�F��� )�	#����? A""	������ #�	��� ��

�	���������� A������������� ���������3 �������	� ��"��	����� J�F��� 8&����3 �;�

��	������ ��� -�����9 �� ����������� A�������������� @6	 ����� )"� &����� #�	� ����

)��"	�	��� ���	���#���� )�	#����� +��#���	�� �"���� (����� )"� �������	�� J�F����

�� ����������� *	"7��������� ��������� ��� �;���� �"����	 (����� �� ������	�����

����� "��	 @	���	���������� +�� �"������ ������� ��� ������ ��������� �6	 ="��"����

J�F��;� ���������

A""	����� χ1, χd, π1, η1

&��� x3 y3 p

�;��	����� g3 h

-���� f 3 fi

����� )"� &����� x3 y3 z

&�������� X3 A3 N

(���� )"� �;��	������ H+
d 3 Hd(N)

(���� )"� -����� F (N)3 Z(h,N)

�;��� )"� (����� R3 P()3 Z3 Fi

-� ������� ��3 ���� ��� ����������� πj �� �	��� A����� ���� �6	 &�	����"��� )"�

��6	������ -����� )�	#���� #�	�� +� �� �	��� A����� ����� A""	������ )"� &�����

��	���� #�	���3 �"������	�� ��� ������������� F��"�� �����

(� �����	 ����	���� ������� #�	 ��� ���������������� ��� �"���� �� ��� ���%����

*	�������� ��	 .��	��������������	��������
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E� ������ A����� #�	��� 
��"	�����;��� ��� ����������� ��	�������#����� ����

���6�	3 ��� �� �	��������	 @"	� ��� A"���� ��� -������ )�	#������ +���� #�	��� ���

��2�	 ���������� ���!�����
 ���������
 )"� ��������� (����� ��	� ��	)"	���"����

/ .��
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�������������
�
� ���� �"��������� ���	�D� ��� .�	������

��	���

1 ��
���������� ����������
 �6�	 ��� �#�� )�	���������� �;��� 	���"�����	�	 
��"	���

��� ���� +��� ���� ��	 $���!�����
��"	����� ��� ��	 ("���:�	�"�
��"	������

2  �� ��������������� 3������? ��� �����	 (��"�� #�	� L�6������M ��� .��	�����������

����	��� �"��	���	 �� �"��������� .�	������ �6	 ��� ���������� J�F��� ���2������

�� ������� N��	 ������ 5�#�� �%���� ��������������� ��#����� #�	����

4  ���
���������
� ? +����	 
������ �� ��� ����	� �� ��	���"�����	�� 
��"	������

+�� ���� ���	���������� 
��"	�����3 #����� ��� 	���"�����	�� 
��"	����� ��	��

L����	��� ��� -������M 8+�	���"�����	���9 ��������

5  �� 3������ ��� ����
���
 (�%����
��
60��������
���������
� +���� (��"�� ���� ����

(%�������� ��	 +�	���"�����	��� ��	� ��� ���� ���� �� A"������"� �� ��	 �	"��������

������ (��"�� )�	#���� #�	��� �� ����� ���������#��� �� �6�	��� E� �"�������

A����� #�	� ��� (��"�� ��	 �������� .��	��������������� ��������3 �� ��� �������

)"� ε�=���� �� ��#������

��� *	�������� ��	 .��	��������������	�������


�� !"	���� �� ������ 
������ 6��	 *	�������� ��	 .��	��������������	������� ����

��� A����� �� 
����� )"� <���"����� 
��"	���� )"� <����)�� ��� ("#��� B(<0'3


����� :C� E� J	������ #�	��� ����� 
������� ��#������ @6	 ��#���� ��� ���� ������

�����	� "��	 ���"�������	� ���������� ��� ������ �	�2��� ��� ��� A����� ��	�� ���

���� "��	 ��	�� ��	 ����6�	��� �� ��� �"������3 ���� )"� ������ B���>>C� +�� �� ������



�3 �����

A����� �����6��	 <����)�� ��� ("#��� �	�2���� 
������� #�	��� ��#������

*	��������� �6	 ��� ��	�������� ���� ��� �"������� �#�� ���	�D�?

����� ������	
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��
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����		


��� -����������	���� �� ��� ����	���� �� ���2������ �	���������� �� #�	� ���� ��	

���	�D -�������	"���� )�	#����� +����	 ���	�D �� ����������3 #��� ���� ���) ��	�����

�6�	�� ����	����3 �"���	� ���������#���� ��� ��6	�����	 &	"���� )"	����� I��� 
������

6��	 ��� -����������	���� ���%�� ���� ���	������������ 8���� �"#����� ��������9 �	�

����������� Ω� +�� �%������� �	�������� ��� -����������	����� ���� ��� ������� ��� Ω

��� #�	��� ��� �������	�	�������� ω ���������� ���� ��������� E ⊂ Ω ���7 �	������3

��	� A"������������ E := Ω− E *�����	�������

�2�4� ��� �� )�	��������� (%����������3 ���� �	����������� ������6�	��3 )"� �����

������ �6	 ���� �����"� ��������	3 ������ #�����	 ������� �����

5� ��� ����� �����)�� -����� �� )�	����D��3 ��	����� #�	 ��� �������� �6	 ��� -��

���������	���� �� ����� *	�����3 #������ �� ��� �"������� 
�������� ��� A������

���	���� #�	��


7�7� �12��� 9A�������	�� ����	���B:7 
�� ����� *	����� G = (V,E) �"�� ��� ���2��

����	 �����	��� ���"���� #�	���� .�� L���2����M ������3 �2�� )"� ��	 )�	#������

�	����������� �"#�� ��� �� 
�������� ��4���	�� .��	����������������7 ��� ���� �%��

����� �	����������� #2	� ��� (���� P(E)� I���� �������	�	������ ω ⊂ E ���7� ����

���� ��	 *	��� G0 = (V0, ω) �� ��	 (���� ω ��	 �� V0 )"	�"������� A�"�� ��"	��

���� �����" �%����� ��� �	����������� �� P(V )� I���� �������	�	������ ω ⊂ V �2��

���� �"������	 *	��� ��"	����? G0 = (ω,E0) �� ��	 (���� E0 ����	 A���� ��� E3 ��	��

����� A�"�� �� ω ���%	��� -�	 !�	���������� ��	 ="��"� �2�� ���� �� P(V ) 8��#�

P(E)9 ��� �	����������� ���� Ω = {0, 1}n �� n = |V | )�	#�����3 #��� ��� A�"�� ��� V

����"	��� ����3 �" ���� ���	 ��3 #����� A�"������� �� ����� ω ∈ Ω ������ ��� +����

���	���#���� �	�2�	 ��2�	 ��	�� ��� ���	�D ��� &	"���	����� ���2������ ���������

5� 
������� 6��	 -����������	����� �� 	�D��3 �6�	 ��� .��	��������������	2��� ����

����� ���	��
�������
��	���


.�	 �������� �� ��	 +�4���"� ����	 σ�
����	�3 ��� �6	 ��� ����6�	��� ����� .��	�������

����������7�� �� ����������� @��� ��)�	������	 ���


7�7
 ��;������ 9σ 5�	���:7 ���� σ�
����	� �� ��� &��	 (Ω, F) ��� ����	 �	�������

����� Ω ��� F3 ����	 (���� )"� ���������� )"� Ω �� ��� �"������� ������������?

�� ∅ ∈ F.

�� E ∈ F⇒ E ∈ F�




7� #�����	�� ��� >������������2�����������	 ��

�� E1, E2, .. ∈ F⇒ E1 ∪ E2 ∪ .. ∈ F�

+�� (����� ��� F ��������� ��� ��� ������	�

+�� ���� ���������� �� ��	 
�������� ���	 ���2����	�	 !�	�������� ��� ��������	 ���

������ �� ��	 �#���� ���������� ��� 
�������� ���	 ���2����	�� ������ 
�� ���

�	��� ������ ������������ �"�� ����3 ���� ��� Ω ∈ F ��� (� ����� ��	 ������	��

(����� ��4���	 ��� ��� .��	����������������7�


7�7� ��;������ 9>������������2�����%:7 ��� (Ω, F) ���� σ�
����	�� ��� .��	�������

����������7 �� ���� 
�������� P : F→ [0, 1] ⊂ R+
0 �� ��� �"������� ������������?

�� ∀E ∈ F, 0 ≤ PCED ≤ 1�

�� PCΩD = 1�

�� @6	 ���	#���� ���F���� �	�������� E1, E2, .. ���? PC ∪i EiD = ΣiPCEiD�


�� ��� ����� ������ ������������ �"�� ������"���	� PC∅D = 0�

(� ������ !"	6��	�������� �2�� ���� ��� ��� .��	��������������	��� ��4���	��?


7�7& ��;������ 9>������������2�������:7 ��� .��	��������������	��� �� ��� �	��

��� (Ω, F,P) �� ����	 σ�
����	� (Ω, F) ��� ����	 ��	��� ��4���	�� .��	������������� P�

��� .��	��������������	��� ���7 �������3 #��� Ω ������� ���


7�7+ �����2��	7 �2�4� ������ ���� ����	����� ���� �	�������� L������M3 ���� ����� �	�

��������� �2�� ���� ���� .��	������������� ��"	����� +�� �� �����"���	� ��� ��� �6	 �����

+���"��	��� ���������7���� ���%���� ��������� .��	��������������	2���� ��	 @���� -�	

����6�	��� ����	 )�	��������� .��	��������������	������� �2� ��� ��� ��� +�4���"�

����	 σ�
����	� )�	������ �%���� ��� ��� .��	����������������7 ��	�� )"� Ω ���� [0, 1]

�	��2	���


�� *	6���� ��	 A"������� ��� �	�����	��� )�	#����� #�	 F��"�� ��� 6������	� ���������

��	� +�4���"� ��� ��	 .��	����������������"	��� +��� �� ����� ����� �	"7� �	���#�	����

E�����"���	� #�	� ��� ="��"� ���� #�������� ���#������	3 �� #�	 �"������ ���6	����

�� ���	���#���� )�	#�����? ��� &��	 (Ω,P) ��� ��� .��	��������������	��� (Ω, F,P) ��

F = P(Ω)� +��� �� ��	��� ��� "���� �����"�3 ���� F���� �	������ E ⊂ Ω ������	 ��� ����

PCED �6	 F���� �	������ �� ��4���	�� ��� +�� �� <����� �����	 +���"��	��� )�	#������

.��	��������������	2��� ���� ���� �������� @6	 ����� ��� ��� ��� F = P(Ω)�

	������
� @6	 ��� �������	�	������ ω ∈ Ω ���	����� #�	 ��	� PCωD �� PCED�� E = {ω}�
*�� ��� PCωD �6	 ���� ω ∈ Ω ��3 �" �� P #���� ��	 �	��� ���������� �� @���� �����

���2����	�� .��	��������������	����� ���	��	�� ���"� �������� ���������



�
 �����


7�7' �12���7 ��	����� #�	 �	��� ��� ���2����� 
��#��� ����� �����	������ �� ���

&	"������ �������� �2�� ���� ���� ��� 
��#��� ����� �������� A�"��� v ��� ��� -��

���������	���� ��	������ 
�� �	����������� ���� ��� {∅, {v}} "��	 {0, 1} 81 ����

�6	 
��#��� ��� A�"���3 0 �6	 =����
��#���9 )�	#������ +�� ��������� 
��#����� ����

��� ���� ���� �� ��� ���	�D ��� &	"���	����� ��������������3 #�� �2�4� ���������

!"	���� �� ���� �	����


� ��� ���� ���� ��	����� .��	��������������	2��� �������3 ����� ���� ������� ����	�

����������


7�7. ��;������ 9<����2����:7

����� (Ωi,Pi)3 i = 1, .., n3 .��	��������������	2����

*������ ����� ��� (������	"���� Ω = Ω1 × ..× Ωn ���

F = P(Ω1)× ..× P(Ωn)�

+��� �� (Ω, F,P) �� P #�� �"�� ��� .��	��������������	���3 ��	 ��� &	"��� ��	 .��	�

��������������	2��� Ωi ��������� #�	��

P ��� ���	��� ��	�� ��� .��	������������� ����� F���� ����������� �������	�	���������

(ω1, .., ωn) ���������� +��� ��� ��� &	"��� ��	 .��	��������������� ��	 �������	�	����

����� �� F�#������� .��	��������������	����

@"	��� �� P =
∏

i Pi ��� 
����������	"���3 ���� P : F =
∏

i Fi → [0, 1] ��

PC(E1, .., En)D =
∏

i

Pi[Ei] ∈ [0, 1] �

.�� ���� ����� ������ �2��3 �	�6�� P �� �����	 �����"� ��� �	�"	��	������ ������������

��� (Ω,P) �� ��2������ ��� .��	��������������	����


7�70 �����2��	7 +�	 &	"���	��� �2�� ���� ���� �6	 ����������	� .��	�����������

����	2��� 8Fi �= Pi(Ω)9 ��4���	��3 ���� �� F��"�� �"�� �����������	 
��#��� �%��

�� ���� #"����4���	� (���� ������	�	 (����� F �� �	������ +����	 
��#��� ���2��

���	�

��� ���	���	 ���	�D �6	 -����������	����� �� ��� ������� .��	��������������


7�7� ��;������ 9�����	�� >������������2���:7 +�� ������� .��	������������� �6	

��� ���	��� )"� E1 ���	 ��	 
������ )"� E2 �� PCE2D > 0 �� ������� ��	�� ?

PCE1|E2D :=
PCE1 ∩ E2D

PCE2D .

+����	 ���	�D �	�%����� �� ���� L"���M .��	������������� �� ����� )"� �������� .��	�

��������������� �� ��������?




7� #�����	�� ��� >������������2�����������	 ��


7�7�3 ��" 9E����� ��� �����	��� >������������2���:7 ��� E1, E2, .., Ek ��
� ����
�����
 ��� (����
����
�� Ω�  �

 �!��� ���� ��� 78������9: 0��������
�������� ��
�� (�����


����� E ��� ����� ����
���� 0��������
���������
 %�� ����� ������
�
;

PCED =
k∑

i=1

PCE|EiDPCEiD.

+�	 ��� #�	� ���� ��� L��� )"� ��	 "���� .��	�������������M ���������� E�����"���	�

��	 @��� k = 2 �� ����� �2�4� )"� ��������?

��� p = PCE1D ��� E2 = Ω\E1� +��� ���?

PCED = p ·PCE|E1D + (1− p) ·PCE|E2D.

+�	�� 5�������� ��	 "����� @"	���� �	�2� ��� ��� �"������� <���� )"� ��;���


7�7�� 8��� 96�	�� -�� �F��:7 ��� E1, E2, .., Ek ��
� ��������
 ��� (����
����
��
Ω�  �

 ���� �<� =���� (����
�� E ��� PCED > 0;

PCEi|ED =
PCEi ∩ ED

PCED =
PCE|EiDPCEiD∑k

j=1 PCE|EjDPCEjD
.

E� @"������� #�	� ��	 ���	�D ��	 5����2������� )"� �	��������� ��4���	� E� ��	 .��	�

����������������"	�� #�	� �	 �#�	 ����������	 ��4���	3 �6	 ����	� .��	���������������

	2��� �� ��� �"������ +�4���"� ���	�������?


7�7�
 ��;������ 9G�����	�	2���:7 ���� ��������	�3 �������� @������ )"� �	�������

��� {Ei|i ∈ I} ���������� #�	 ��� �����2����3 #��� �6	 ���� ���������� S ⊂ I ���?

PC
⋂
i∈S

EiD =
∏
i∈S

PCEiD.


�� �������#2��� @"	� )�	#���� ��� ���� ��� ���	�D ��	 k������� 5����2�������? +��

�	�������� ���7�� k����� �����2����3 #��� F��� ��������� ��� k �	��������� �����2����

��� �� L������ �����2����M ��� ��� ���� L���	#���� �����2����M


7�7�� ��;������ 9������-�����:7 ���� -������)�	����� X �� ���� 	����#�	��� @����

�"� ��� ��	 �	�����������3 X : Ω→ R3 ��	�	 ���� �6	 ���� x ∈ R ���?

{ω ∈ Ω|X(ω) ≤ x} ∈ F�

	������
� @6	 �	�������� ��	 @"	� E = {ω ∈ Ω|X(ω) ≤ x} ���	����� #�	 �� PCED ����
��	� PCX ≤ xD� ����	������ )�	#����� #�	 ���� 2������� ="��"��� #�� PCX = xD "��	

PCX ≥ xD�



�& �����


7�7�& ��;������ 9(��������	:7 -� ����	 -������)�	������ X �� ��� !�	������

FX : R→ [0, 1] ��4���	 ��� FX(x) = PCX ≤ xD.

,�
$�
���
 7�� "������$�������
:� ���� -������)�	����� ���7 ����	�3 #��� ��� �%������

���2����	 )���� .�	� ������� .�	 ��	����� ��	 ����	�� -������)�	������� +�� �"	���

���	�� 
������� �������� ���� ��� ��� �"����� �2�4� #�	��� -������)�	������ ��	����3

��	�� .�	� ��	 ��6	����� -����� ����� ="�� ���������	 ���� ��� �"�������� E�����"	)��

	������3 #����� ��� .�	� 0 ��� 1 ���������

���� �"���� E�����"	)�	����� X ���	���	����	 ��� ���	��� 8��#� =�������	���9 ���

�	��������� E �� E = {ω ∈ Ω|X(ω) = 1} ��� E = {ω ∈ Ω|X(ω) = 0}� �� �2�� ����

����� �����3 ���� ���� ��� ���	�D� ��	 �������� .��	������������� ��� 5����2�������

��� -������)�	������ 6��		����� +�	 *	��� ���6	 ��3 ���� ���� E�����"	)�	������ ���� ���

����	� (%�������� ��	����� ������3 �	�������� �� �"	�����	��� �� ���?


7�7�+ ��;������ 9G�����	�	2��� -�� ������-������:7 -#�� 8����	��9 -�������

)�	������ X ��� Y ���7�� �����2����3 #��� �6	 ���� x, y ∈ R ��� �	�������� {X = x} ���
{Y = y} �����2���� �����

5� ��� ���	�D ��	 �������� .��	������������� ��� ��� �"�������� �������� �	#�	�

����#�	 ����	 -������)�	������ �� 6��		����3 ��4���	�� #�	 ���2��� ��� .��	�������

��������������


7�7�' ��;������ 9>������������2����������:7

+�� .��	������������������� pX : R→ [0, 1] ����	 -������)�	������ X �� ��4���	 ��	��?

pX(x) = PCX = xD�

=�� �2�� ���� ��	 ���	�D ��� �	#�	����#�	�� ����	 -������)�	������ ��4���	��� �	 ���

��� ����� -����������	���� �6	 ���� -������)�	����� ��3 #�����	 .�	 �� L�	#�	��M ���


7�7�. ��;������ 9��,����	�,���:7 +�	 �	#�	����#�	 ����	 -������)�	������ X ��

+���� p #�	� ��	�� ��� �"������ <���� ��4���	3 ����� ��� ���"�� �"�)�	���	?

ECXD =
∑
x∈Ω

x · pX(x).

+���� ���� ��� ��� ������"� ���� 6��	 ��� ���� )"� X ������3 �� ��� ����	�� �������

��� 0 ����� .��� ��	 �	#�	����#�	 ������	3 ���	����� #�	 ECXD < ∞ ��� )�	#�����

���� ��� ��	���#���� L��	 �	#�	����#�	 �� ��������M

+�	 �	#�	����#�	 ����	 ���������� 	�����#�	���� @����"� g(X) ��� ����� ��4���	

��	�� ECg(X)D =
∑

x g(x) · pX(x)�




7� #�����	�� ��� >������������2�����������	 �+

@6	 �#�� ��������� -������)�	������ X ��� Y ��� ECX + Y D = ECXD+ ECY D� (�� ������3

���� ����� ���������� ����	 �	�6�� �� ��� ����� 5����2������� "��	 ����	� ���������

)"� X ��� Y )"	������� +�� �� ��� ��	 �	"������������� (��"�� )"� �	"7�� =����

��� ����	 ��	 *	6���3 #�	�� ��	 �	#�	����#�	 ��� �" �2������ E��	���� ��� �	

�"�)��	 ���� ��� !�	#������ )"� E�����"	)�	������ ������� ��	 �"		���"����	�����

�	��������� 
�� ���������� @������ �	�2� ��� ���


7�7�0 8��� 98�������� ��� ��,����	�,�����:7 ����
 X1, ..,Xk ��������� "�������

$�������
�  �

 ���� �<� =��� ��
���� >�
����
 h(X1, ..,Xk);

ECh(X1, ..,Xk)D = h(ECX1D, ..,ECXkD).


7�7�� ��;������ 9�����	��� ��,����	�,���H -��	������ ��$������ C��$�+D:7

+�	 ������� �	#�	����#�	 ����	 -������)�	������ ���	 ��	 !"	��������� ��� �	����

������ E �� ��4���	 ��	��?

ECX|ED =
∑

x

x ·PC{X = x}|ED�

+���� +�4���"� �� �� 
���"��� ��	 �������� .��	�������������� +�� !�	#������ ��	

.��	������������������� )"� x #�	� �	��� ��	�� ��� .��	������������� )"� {X = x}
���	 ��	 ��������� ��� �	��������� E �


7�7
3 ��;������ 9(���":7 .�	 ��4���	�� ��� !�	���� ����	 -������)�	������ X �"	���

#�� �"��?

varCXD = EC(X −ECXD)2D.

+�� !�	���� ������	 ��	3 #��� ��� )"	�"������� �	#�	����#�	� ��4���	 ����� +���

)�	#����� #�	 ���� ��� ��	���#���� L��� !�	���� �� ��������M +�� �"���)� O���	�#�	���

��	 !�	���� ���7 �����	���#������� ��� #�	� ���� ��� σX ���������� ��� ("#���

B(<0'C #�	� ��� !�	���� ����	 -������)�	������ #�� ��������� 6����� ��� ����������� ��� k�

�� ("����� ��4���	� +�� ���������� A"���� ��	 k��� ("���� �� �6	 	���"�����	�


��"	����� ��� ��� �	"������������ (��"�� ���� ����	����3 #�	� �� ����	�� A"���

F��"�� ���� ���%���


7�7
� ���������	7

�� ���? varCXD = ECX2D−ECXD2�

E� @"������� ��	����� #�	 #������ -����������	����� �"#�� #������ !�	��������? E���

���"���	� ��� ��	������ )"� n���4���3 ���� n����� #����	�"��� 8�����2������9 -�������

����	������ �"#�� -����������	������ �� ��	 �#�� �%������� �	��������� �� #������

+�	�� ��� +�4���"� �"�������	 ���2�����	 n������	"��� �	����� #�	 ���� �������� ="�

��"� �6	 n���4�� -����������	������



�' �����

+�� ��	�"���������	���� �� ��� 1���4��� -����������	���� �� ��	 �#�� �%������� �	�

��������� 81 ��#� ���� �"#�� 0 ��#� ����9� +�� �����%	��� !�	������ ���7 ��	�"�����

!�	������� +�� n���4�� ��	�"���������	���� �� ���� n������ .����	�"���� ��� ��	�"�����

����	������� +�� !�	������3 ��	 ��� 
����� 0 ≤ k ≤ n )"� ������ ��#� �	��
� ���6�3

���7 ���"����)�	�������

����� ��������
� ����������
 n���������
�

+�� n������ .����	�"���� ����� -����������	���� ��� ���.��	��������������	��� (Ω,P)

�	��� ��� �"�������� n���4��� -����������	���� ��� ��� .��	��������������	���

(Ωn,Pn) 8n������	 &	"���	���3 )��� +�4���"� ����/9� ��� n������ ω = (ω1, .., ωn) ∈ Ωn

���������� #�	 ��� n������	"���


7�7

 �����2��	7 (�� ���� ��� ������ .��	��������������	��� (Ω,P) ��� �����

�	"��� )�	���������	 *	%7�� #2���� "��	 �#�� �����	"��� ����	�������	 ���#2����3 �"

���� �� ����� (Ω,P) )�	��������� &	"���	2��� ��	���� #�	���� E� A����� � #�	���

���� ���������#���� (Ωm,Pm) ��� (Ω2m,P2m) ����� (�� ������3 #�� �	������ ��� ="��

�"� PmCωD ��#� PmCED �� ����� �	������ E ��? (�� ���� ��� .��	����������������7

Pm ��� ��3 #�� )���� ������ ��� ��	������ n������ "��	 ���� (���� ���

+���� ���2������ �����	"��� ��������� ��� �� ��	 �"������ ��� A"�����"	�� ���� ���

�����	"��� �� .����	�"���� ��� -�	6�������3 �� ��� ω0 ∈ Ω ���	���� ��� ������ ��

!��"	 ω )"	�"���� ���� ��� !��"	�� )�	�������� ����3 #��� ��� ���� ��	�� ��� &"���

�"��� ��	 ������� ���	���������

����	����? =�	 �����2����� ���2����� �����	"��� ���� ��� ��� ����� .���� �� ���

n������� &	"��� Ωn ��	������3 �� ���� �� ��	 +�4���"� ��� n������� &	"��� Pn

��	�� 8�6	 ��� ω0 ∈ Ω9 ��� 5����2������� )"� �	��������� Ei := {ω, ωk = ω0} ���

Ej := {ω, ωj = ω0} �	����

,�
$�
���
 7���!����� n����������:� +� #�	 �� <����� ��	 +���"��	��� ��������� ���2��

����3 �����2����� n������	"��� ��� ��������� (����� �� ��� L.��	����������������7

��	 *�����)�	������M 8+�4���"� �� @"�������9 ���%����3 ������ #�	 �� ��� �� ���2����

��� n������	"��� ��� �"�����

-��2����� n������	"��� ���� �����	 A"�)���"� ���� ���"���	� ����� �� ���������?


7�7
� ��;������ 9"������	� n ����������:7 ��� (Ω,P) ��� ��������	 .��	�����������

����	��� �� *�����)�	������ ��� .��	����������������73 ���� |Ω| <∞ ���

PCω0D = 1
|Ω|∀ω0 ∈ Ω� +��� �� ���� 8��������9 n������	"�� ��� !��"	 ω = (ω1, .., ωn) ��

ωi ∈ Ω�




7� #�����	�� ��� >������������2�����������	 �.


�� ��	 +�4���"� ����/ ��� &	"���	����� �"�� ��������	3 ���� �6	 (�����

E ⊂ Ωn = {ω, ω = (ω1, .., ωn), ωi ∈ Ω} ��� ���?

PmCED =
∑
ω∈E

PmCωD =
∑
ω∈E

1
|Ω| =

|E|
|Ω| .


7�7
& �����2��	7 +�� -����� )"� ���2������ n������	"���3 ���" n���4��� �����2��

����� -����� �� -�	6������� ��� ����� ��������� .��	��������������	��� �� ������)�	�

����� .��	����������������73 ��������� ��� ���� ��� n���4��� $�����������	�����

���� !
����������
��
��

��� (Ω,P) ��	 �������� .��	��������������	��� �� Ω = {0, 1} ��� PC1D = p ∈ [0, 1]� +��

81���4��9 -����������	����3 ��� �����	 .��	��������������	��� ���	���� ����3 ���7

��	�"���������	����? ��� (6��#�	� ���� �� .��	������������� p ��� �������	�	������

����� �2�4� )�	#���� ��� q := 1− p �6	 ��� .��	������������� )"� ����� ��� X ����

-������)�	����� �� .�	 1 �6	 ��� �	���������� ��� 0 �"��� +��� ���7 ��� !�	������ )"�

X ��	�"�����!�	������ �� &�	����	 p� +�� .��	������������������� 8���� +�4���"�

�����,9 ����	 ��	�"�����)�	����� -������)�	������ X �� ������� ��	��

pX(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1− p ����� x = 0

p ����� x = 1

0 �"���

@6	 ��� ��	�"�����!�	������ ���? ECXD = p ��� varCXD = pq = p(1 − p)� E� �����������

@��� p �= 1
2 �� ��� ��	�"�����!�	������ �"�� ����� *�����)�	�������

����" !�������#
�
����� ��� n�	��$�
	 !
����������
��
��


�� Ln���4��� ��	�"���������	���� �� &�	����	 pM ���������� #�	 ���� n������ .���

��	�"���� ����� ��	�"���������	������ E�	� �	�������� 8�������	�	��������9 ���� )"��

�������	 �����2����� *������ ����� n �����2����� ��	�"�����)�	���� -������)�	������

X1, ..,Xn ��� Ω �� ����������� &�	����	 p� +�� -������)�	����� Xi ��� ��� -�������

)�	����� ��4���	 ��� ��	 i��� ���� ��� ��	�"���������	������� 8���	�� ����� ��� ����

Ωn = Ω1 × .. × Ωi × .. × Ωn )"	�9 +�� n���4�� ��	�"���������	���� ��	����� #�	

���" ��� ��� n������� &	"��� ��� �����%	���� .��	��������������	�����? ��� (Ω,P)

��	 .��	��������������	��� ����� ��	�"���������	����� �� 8�����9 &�	����	 p� (�

Ωn = {ω = (ω1, .., ωn), ωi ∈ Ω} �	����� #�	 �6	 ��� &	"�����7 ���� +�4���"� ����/?

PnCω = (ω1, .., ωn)D =
n∏

i=1

PCωiD = pX1(ω1) · .. · pXn(ωn)�

+��� �� (Ωn,Pn) ��� .��	��������������	��� ��� ���� ������ n���4��� ��	�"�����

����	���� ���	����� @6	 ��� �	������ E = {(ω1, .., ωn), ωi ∈ Ω, ωk = ω0} �� �����



�0 �����

����� ω0 ∈ Ω ���	���� ��� ���� ��	� {ωk = ω0}� =��� +�4���"� )"� .��	�������������

��� &	"���	��� �	�2� ���?

PnCωk = ω0D =
∏
i�=k

PCΩD ·PCω0D = 1 ·PCω0D = pX(ω0) = p.

+�� !�	������ ��	 -������)�	������ X = X1 + ..+ Xn ���7 #�� ��)"	 �	#2�� ���"���

��)�	������ �� &�	����	� n ��� p3 �������� �����6	� �� B(n, p)3 ��� �� ��� ��

b(k;n, p) ���������� .��	�������������������� @6	 k = 0, 1, .., n ��?

b(k;n, p) = PCX = kD =
(

n

k

)
· pk · qn−k.


7�7
+ 8��� 9��,����	�,��� ��� (���" ��� �������-��������	:7 ><� ��
�

��
�����$�������� "������$������� X ���������
 ��� (�%����
��%��� �
� ��� ?����
� �
� ��

����;

ECXD = np# varCXD = npq, q = 1− p.


7�7
' �����2��	 9������������� ��� ��������� �1��������� ��� �����������:7

��	���� ���� ���� ��� n���4��� ��	�"���������	�����3 ���" ��� ��	�"���������	�����

+� ��� ��	�"�����!�	������ �6	 p �= 1
2 ����� *�����)�	������ ��3 ����	��� ��� n���4���

��	�"���������	���� �� p �= 1
2 ���� ��	�� ��� n������� -����� )"� �����	"��� ���

����	 �#������������ (����� E� F���� ��������� <��� Ω �2�� ���� ���	 ����� ��� �	������

�" ��4���	��3 ���� ��� -����� )"� �����	"��� ��� ��	�"���������	���� ��� �"�� ����

���"����)�	������ �	���? (�� ��	���� ���� ��������� R ⊂ Ω ��� #2��� ��� &�	����	

p = |R|
|Ω| � E� !"	�	�D ��� ��� �"������ A����� ���������� #�	 R ��� ��	����� ��� �	������

ω0 ⊂ R ��������� ��� ��� �
��
 ��� ��� �	������ ω0 ⊂ Ω−R ��� �
��������� +���

��� PC�
��
D = p� +�4���	�� #�	 ��� ���� -������)�	����� X0 ��	 �� ��� .�	�� 0

��� 1 ��� X0(ω0) = 1 ⇔ ω ∈ R3 �" �� ����� ���� ��	�"�����)�	���� -������)�	����� ���

Ω ��� #�	 �%���� ��� Ω ��� ��	�"���������	���� ��	����� 8����� #�	 �
��
 ��� 1

��� �
�������� ��� 0 ���	�	���	��9� +��� �%���� #�	 ��� Ωn #����	�� ��� n���4���

��	�"���������	���� ��	������ E� ��� -������)�	����� X ���� ����� X = X1 + .. + Xn

��� n ��	�"�����)�	����� -������)�	������ Xi3 �" �� ����� #�� �� )"	���� 
������ ���"

���"����)�	����

��	����� #�	 ��� �#�� *����� 6��	 ��� �	#�	����#�	� +���� ����� ���� ����������	�

@��������3 �� A"��� ��	 #���	�� 
	��� �� ���	 ��� ��������	2��� @������ ���	��������


7�7
. ��" 9E����� ��� �����	��� ��,����	:7

.�����
 ��� ��
 0��������
������������� (Ω,P) �
� ��
� "������$������� X ��� ECXD <∞�
��� E1, E2, .., Ek ��
� ��������
 ��� (����
����
�� Ω�  �

 �!��� ���� ��� 78������9: (�%���

��
��%��� ��
�� "������$�������
 X ��� ����� ����
���� (�%����
��%���� %�� ����� �������


�
;

ECED =
k∑

i=1

PCEiD · ECX|EiD�




7� #�����	�� ��� >������������2�����������	 ��

@
�����
���� ��� >��� k = 2 ��� ����� $�
 &������
�;

3�� E := E1# p := PCED �
� E2 := E ����;

ECXD = p ·ECX|ED + (1− p) ·ECX|E D.

��,���7 �� ���?

ECXD =
∑

x

x ·PC{X = x}D

���=
∑

x

x ·
k∑

i=1

PCEiD ·PC{X = x}|EiD

=
k∑

i=1

∑
x

x ·PCEiD ·PC{X = x}|EiD

=
k∑

i=1

PCEiD ·
∑

x

x ·PC{X = x}|EiD

=
k∑

i=1

PCEiD · ECX|EiD�

+� ��	 �������� .��	��������������	2��� ��	���� #�	���3 ������	�� ���� �	#�	�����

#�	� ��� ��� ���� ��� ������"��	������"��� 2���	�� E� ��	 ����� *�������� #�	��

������7���� ��� @"	��� ��	 �������� .��	��������������� �� Ω = E ∪ E ����#����� �


7�7
0 8��� 9���������2��	 ��� ��,����	�,�����:7

��� Ω = Ω1×Ω2 ������� �%���� 0��������
����������!��� ��� 0��������
�����������A P�

 �� 0��������
�����������A ��� Ω2 ��� P2� ��� X ��
� "������$������� ��� Ω# �����
 (��

%����
��%��� ���������� ?�������� ��� ��
 (����
�� 7(����
��������
��: ω2 $�
 Ω2�  �



�
������� ��� ����
��� (�%����
��%��� $�
 X �
��� E ��� (�%����
��%��� ��� "�������

��BA� XΩ1 ��� Ω1# ��� ����� ��� ���=�����
 $�
 Ω2 ��� ω2 ������
 ���;

ECX|{ω2}D = ECXΩ1D ��� XΩ1(ω1) := X({ω1, ω2})�

7 �� ������� �������%���� ��� ���=�����
 �������
� ���� 
���� 
��%�
����:  ���� ��� {ω2}
��� 
��<������ 0���� ��� (����
�� �
 Ω �� $�������
# ������ ������� ��� ��� (����
�� ���

Ω1 × {ω2} �� ��������
�

��,���7 +�	 �������	� �� ��#��� ���� ��	��3 ��� �	#�	����#�	 �"		�� �� �	��2	��?

+� XΩ1 ��� Ω1 ���3 �� ���� "D���������� ������� ��	��

ECXΩ1D =
∑

x

x ·P1CXΩ1 = xD.




3 �����

�� �� ���" ���	�������3 �6	 ���� x ∈ R �� ������?

P1CXΩ1 = xD = PCX = x
∣∣{ω2}D.

5�������	 ��� ��	 +�4���"� ��	 �������� .��	������������� �"�� �6	 ���� E1?

P1CE1D = PCE1|{ω2}D.

��� ��� x ∈ R� +�	�� ������"� ����	 E1 �� X(E1) = x �"�� ����

P1CXΩ1 = xD = PCX = x
∣∣{ω2}D.

��� �"�� ��� ���������� �


��� #��� ������ $���� ��	�� ����� ="��"� ���	�� #�	�3 �� ��� �������� �������

��� �����)? ��� ��� �%������� �����	������ ����� -�������	"������ �������� +��� ��	�����

��� ��� �#�� .����� ��� ������� *	%7� #�� �"��?

�� +�� �	#�	����#�	 ����	 -������)�	����� ��� ������� -�������	"������ ���	 ��	 ���

������� ��� �����	���������� 8$���� �����9

�� +�� �	#�	����#�	 ��� 6�	���� -�������	"������ ���	 ��������� �����	������� 8<����

�����9

����% &���
������
� �' ��(
 )�*
������
� +���� ���������,

E� ������ 5��	������� #�	��� �#�� 
����2������ �6	 .��	��������������� �"	�����	3

��� �6	 	���"�����	� 
��"	����� ��� �	"������������ ��#���� )"� ��"	��	 ��������

����� ��� ����� "��	� *	����� �6	 ��� .��	�������������3 ���� ���� -������)�	����� �	����

���� )"� ��	�� �	#�	����#�	 ��#����� +�� �2�� ��� ��	� ��#���� ���� ��� ��� �	���

A����� )"� <����)�� ��� ("#��� B(<0'3 A����� �C 6��	�"�����


7�7
� ��" 9I�2�- G�	�������	:7 ��� Y ��
� "������$������� ��� ���������A���� 
�����


�����$�
 0����
�  �

 ���� �<� ���� �����$�
 ��������� t;

PCY ≥ tD ≤ ECY D
t

.

��,���7 .�	 ��4���	�� f(y) ��	�� f(y) = 1 �6	 y ≥ t ��� f(y) = 0 �"��� =��� +�4���"�

�����/ ��� �6	 ��� �	#�	����#�	 ��	 @����"� PCY ≥ tD = ECf(Y )D� (� ��	 �6	 ���� y

�6����� 
����2���� f(y) ≤ y
t �"�� ����

PCY ≥ tD = ECf(Y )D ≤ EC
Y

t
D =

ECY D
t

. �

+�� (�	�")�5���������� �� ��� �2	��� 
����2���� �6	 �	"7� 
�#��������� �� ���������

��� @���� (� ����������� @��� ������ #�	3 ���� ��� -������)�	����� Y ��	 ����������)�

.�	� ������ ��� ��	 �	#�	����#�	 ��4���	 ��3 ���	 ����� #���	� 
������ 6��	 ���




7� #�����	�� ��� >������������2�����������	 
�

!�	������ ������ #�	�� �	"���� �� ����� 5���������� �2�4� �� ���#���� 
��� �6	 ���

�	"������������� ��#��� �� �#���� A����� #�	� ��� ���2	��	� 
����2���� ���� :���;�

���) 8�� �������� ��	���	��� ��� ������;���"# "��	 ���� ������;����D 	����	����	9

���%��� �� ��� �"�� )���� ���������	� 5������������ #�� ���� ��� :��	�"D�����������

B(<0'3 A�����  C3 ��� F� ���� !�	������ ����	 -������)�	������ ������� �����	� 
����2�

������ �����	� �%����� @6	 ��� !�	#������ �� �#���� A����� �� ��� �� @"������� ��4�

���	� :���;���)�5���������� F��"�� ��	� ������


7�7�3 ��" 9?���F���- G�	�������	:7 ��� X ��
� "������$������� ��� �
������� (��

%����
��%��� �
� �
������� ?����
� varCXD�  �

 ���� �<� ���� �����$�
 ������
 "����
 k;

PC|X −ECXD| ≥ kD ≤ varCXD
k2

.

 ��� ��� 0��������
�������� �<� ��
� ��%�����
� ��
�� "������$�������
 �� ���� ��� k

$�� (�%����
��%��� �!��� ���� ����
 ��
 ������
� ��� ��� ?����
� �
� k2 �����!���
�

7><� k = t ·√varCXD ������ ���� ��� �� C����
�� $�
 3��%�
� $��%�
���� >����:

��,���7 +� �6	 ���� x ∈ R ��� PQ��)����� |x−ECXD| ≥ k ⇐⇒ (x−ECXD)2 ≥ k2 �	�6��

��3 ���?

PC|X −ECXD| ≥ kD = PC(X −ECXD)2 ≥ k2D.

+�� -������)�	����� Y = (X − ECXD)2 �� ���� ��	 +�4���"� �����1 ��	 !�	���� ���

�	#�	����#�	 varCXD� 
�#������ ��	 (�	�")�5���������� ��� ��� -������)�	����� Y

�� t = k2 > 0 �	��� ����?

PC|X −ECXD| ≥ kD = PC(X −ECXD)2 ≥ k2D ≤ varCXD
k2

. �

����- )�*
����� �
 .�
�/	�
#�&���
������ �' ��������
�

���� ��	 ���� ������������� 
����2���� �6	 ��� ��#��� )"� ε�=���� �� A����� � ����

��	 ��� 
�#������ ��	 :���;���)�5���������� ��� n������	"���� +���	 ���	����� #�	

����� 
�#������ ���	 ��� ���"	��� (�� ��	���� ���2����� n������	"��� ���� +�4���"�

������3 ���" !��"	�� ω = (ω1, .., ωn) ∈ Ωn �� ��������� Ω ��� ��� .��	���������������

��7 ��	 *�����)�	������ P� .�� �� ��	 E��	�	���"� )"� n������	"��� ��� n���4���

��	�"���������	���� �� ����	���� �����, ��	����� #�	 ��� ���������� �	������ R ⊂ Ω�

��� ω0 ∈ R ⊂ Ω ���������� #�	 �	��� ��� �
��
 ��� ��� ω0 ∈ Ω − R ����������

#�	 ��� �
�������� ��� #2���� ��� &�	����	 p = PCωD = |R|
|Ω| � +�� n -������)�	������

X1, ..,Xn �� Xi(ωi) = 1 �6	 ωi ∈ E 8�
��
9 ��� Xi(ωi) = 0 �"�� 8�
��������9 ����

#�� �� 
������ �����, ��	�"�����)�	���� +��� �� ��� -������)�	����� X = X1 + .. + Xn3

#����� ��� 
����� ��	 �
��
 �2��3 ���"����)�	���� =��� $���� �����' 6��	 ��� �	�

#�	����#�	 ��� ��� !�	���� ��	 ���"����)�	������ �"�� ����? +�� �	#�	�� 
�����

)"� �
��
� �� ��	 �	#�	����#�	 ECXD = np� +�� !�	���� �� varCXD = np(1− p)�





 �����

������� � 9������������������: ��� Ω ��
� �
������ 3�
�� �
� ω ∈ Ω ��
� ���!�����

n���������� 
��� ���  �D
����
 1�/�12 ��
�� 7�
���!
����
# ������$��������
: ����������

��� ��
� ����� *�����
�� R ⊂ Ω ������
�  �� (����
�� ω0 ∈ R ⊂ Ω ���A� �
��
� 3�


����� p = |R|
|Ω| �  �

 ���� �<� ��� �
���� X ��� *��E��;

PnC|X − np| ≥ kD ≤ np(1− p)
k2

.

��,���7 .�� ��)"	 ����	�3 �� X ���"����)�	��� �� ��� �	#�	����#�	 ECXD = np

��� ��	 !�	���� varCXD = np(1 − p)� +�� 
����2���� �"�� ��� ��	�� �������� ���

�	#�	����#�	�� ��� ��	 !�	���� �� ��� :���;���)�5���������� 8��� �����19�

��� /���"�����	� 
��"	�����

+���� ��	� �������� ����6�	��� �� ��� �	��� A����� )"� ("#��� B(<0'C ���"��

��� ��� ��	 ����� )�	2���	� -�	 �	�2����� ��� ��� $���	 ��� A����� 0 8L*�"��	��


��"	����B��CM9 3 ������"���	� 
������ 0�0 8L<���"� �������� M93 ����"����� @6	 )����

&	"����� �� ��	 ���"	��������� *�"��	�� #�� ���� ��	 E��"	���� �������� ��� �� ���

���6��	 ���	����������� 
��"	����� ������� ��������	� ��� �R�����	� $%������ ��

	���"�����	��3 ���� )"� -����� ���2������ 
��"	�����3 )��� B(�0,C� 
��� ��� �� �����	


	��� )"	�������� 
��"	����� �6	 ����������	��������	���� )�	#����� ��� A"����

��	 	���"�����	�� 
��"	������

+���	 �"���� ��� ������ *	���;��� $���!�����
��"	����� ���

("���:�	�"�
��"	����� ���	 ��	� )"	������ #�	����

����� 0�	�1
��	�)��������	

��� $���!�����
��"	����� �� ��� 
��"	�����3 ��	 ��� ��� �"		���� �	������ �����	3

������ $������ F��"�� )"� -����� ���2��� (��� �"�� ��� $���!�����
��"	����� ������

��� ���� ����	��� �	#�	�� $������ �	���� ��� ��#����� #�	���� ��� �������� ��������

�� O������"	3 #������ ��� �"		�� �"	��	3 �� �	#�	��� @��� $������ O(n log n) �����	

8����	��� ��	 "������� ���	����������� $������ S �� 6������� ��	���������"���� ���

�����	������� ������������������93 ���	 ���� �%��	� $������ ���%���� �����

+�� $������ ���� ����� )�	���	�� ���	 )�	���������� E���� �"#�� ���	 )�	���������� ���

�2������ .����� ����	���� ��� 
��"	������ L-��2�����M .����� ����	���� ��� 
��"	�����

������ ���� ���	�	���	�� ��� ���� .����� �� 
��2������� ����	 ���2������ n������	"��

��� ��� ��� {0, 1}�




7� ��� ��������������� I������ 
�

����� 2���
�.����)��������	


�� ("���:�	�"�
��"	����� #�	� ��� 
��"	����� ���������3 ��	 ��	 �� ����	 ��#���
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��"	����� ���������3 ��	 �� .��	������������� 1/2 ��� �"		���� �	������ �����	�

+�	�� #����	�"�� 
�#������ ���� ���� ������� �"�� �	�"���#��	������������� ��	���

��	 #�	���� 8!"	��������� ���6	 ��3 ���� ��� A"		����� ��� �	��������� )�	�4���	
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+����	 *	���������� �"�� ���� ���"	��������� &�	������ ��� <���"� �������� 8-���

���� ���2�����	 �����	"���3 ���� ��������� ��� 	���"�����	�� +�)��� T :"�Q��	9 ��	
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�� �� 6��	#����� �����"���3 �� ����� ��� ������ �	������ )�	���� #�	� ��� ����

��� ("���:�	�"�
��"	����� ����������� ��� 
��� ��� $���!�����
��"	����� ����
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+�� �	"������������ (��"�� �� ���� (��"�� ��� ��	 �"������3 �� ��	 ��� �������

����� J�F���� �� )"	��������� ������������ ��#����� #�	��� ����� +���� J�F��� �%��

��� ���������#���� -�����3 (����� "��	 (������	���	��3 ���������� ���� +����	���
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+��� #�	� )"� �	"7�� =���� ����� -� ������� �� F��"��3 ���� ��	�� ����� �"����� �����

�����#��� ��� J�F�� ���� ��	 �� �"��	���) ��������� #�	�� ��� ;������� ��#��������

�� �� ��	 =���#���3 ���� ��� ���2���� ��#2���� J�F�� ���� ������� ���������� ��

����	 .��	������������� �	%7�	 ��� =��� �	�6��� +��� ��� ������"���	�3 ���� ��� �"�����

J�F�� ������	�� �����

��� #���	�� ������ �� ��� ��������� ��� �	#�	����#�	�� ����	 -������)�	������ ���	

�"�� ����"� ��� ������� ����� J�F���3 �6	 ��� ��� -������)�	����� ��������� ������ .�	

�������

��	����� #�	 �6	 ��� �#��� !�	���� ��� �������� ��� ��	 *	�������"	�� B(�	1�3 (<0'C3

��� ��� ������� ��� (2������� ��	 �	"������������� (��"�� ���"��	��	?


7�7� ��;������ 9Cut:7 ��� G = (V,E) ��� ��������	 *	��� ��� ��	 ��������� +�	����

���� V = {1, .., n} ��� E = {e1, .., em} �� ei = {ui, vi}, V � ui �= vi ∈ V � +��� �� ���

Cut (V0, V1) ���� ���F���� -�	������ V = V0 ∪̇ V1 ��	 A�"�������� +�� *�#��� ���

:�� �� ��4���	 ��� ��� 
����� ��	 L����������M?

w(Cut) = |{{u, v} ∈ E : u ∈ V0, v ∈ V1}|+ |{{u, v} ∈ E : u ∈ V1, v ∈ V0}|�


7�7
 8���7 ��� G = (V,E)# V = {1, .., n}# E = {e1, .., em}# ei = {ui, vi}�
 �

 ��������� ��
 Cut ��� w(Cut) ≥ m/2�

��,���7 �� ����� Cut �� w(Cut) ≥ m/2 �� �"��	���	��3 #����� #�	 ��� �	"�����

�������� (��"�� ��	�� ������� ����� .��	��������������	����� ��� �� �"�� F���	 &���

�� .��	������������� 1/2 �����2���� )"� ��� ����	�� &����� �� V0 "��	 V1 ������� ���

����	 (Ωn,Pn) �� Ω = {0, 1} ��	 .��	��������������	��� ��� ��	�"���������	�����

�� n������	 .����	�"���� ��� &�	����	 p = 1
2 � @6	 F���� n������ ω ∈ Ω �2�� ���� ���

��	 �����%	��� Cutω ��4���	��?

Cutω := (V0, V1) �� V0 = {i|ωi = 0} ��� V1 = {i|ωi = 1}.

������7���� ��� X ���� -������)�	�����3 #����� �6	 F���� ω ��� *�#��� )"� Cutω �����?

X(ω) := w(Cutω)�

-��� �� ��� �� ������3 ���� ECXD ≥ m
2 ���� ���	�� #�	� �6	 F��� A��� ei ���� -������)�	�����

êi ��4���	3 ��� ���	���	����	3 "� ei ���� ��������� ��?

êi =

{
1 �6	 ui ∈ V0 ∧ vi ∈ V1 "��	 ui ∈ V1 ∧ vi ∈ V0

0 �6	 ui ∈ V0 ∧ vi ∈ V0 "��	 ui ∈ V1 ∧ vi ∈ V1
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���	��� ��	 5����2������� �	��� ���� �6	 ��� �	#�	����#�	?

ECêiD = 1 ·PCêi = 1D =PCui ∈ V0 ∧ vi ∈ V1D +PCui ∈ V1 ∧ vi ∈ V0D

=PCui ∈ V0D ·PCvi ∈ V1D +PCui ∈ V1D ·PCvi ∈ V0D

=
1
2
· 1
2

+
1
2
· 1
2

=
1
4

+
1
4

=
1
2
�

=��� +�4���"� �� X ��� ����� �����	 -������)�	������� .���� ��	 $����	�2 ��� �	#�	�

����#�	�� êi �"�� ���"�?

ECXD = EC
n∑

i=1

êiD =
n∑

i=1

ECêiD = m · 1
2

=
m

2
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�� ���
 ��� ���������� p �� n�������	 ���	��

��

�� �����	� ���  ������
������� !������ ���� ���������"� ��
�	��# $� %�	��	 ��� &� ���� '��������	�	

��	���	 �������	� ��� ���� �(�	����
��� ���� ")� &���	 ��	�� ��� �
���� ��������	
������ �	�������

�����	 ��

��� �� �������	������� ��	"�� ��������	 �� �*		�	# �����	 ��� 	�	 ��	� ��
������ �����

����	
������ p �	� �� ����
��	 ��� ")� ��	 �������	������ ��	�� %�	��+ êi = p(1 − p)# �
� ,�	����	 '�	

 ��"��"���� ������� ����� ��� !������ ��� p = 1/2� ��� ��� 
���� �����	 
-���# �� �	�������'���	 ���-
�

��	 ���� ���� ��� �	��	��	� ��� ��� ��� �	�
.��� ����		��	 /	�
����	� '�� ������������	 �	� ����

��������	 !����
+ $�� !������ ��	�� ��������� ��� ��	���	��� ,������	����� ���-
� ��	 ��	�� ��		�

��		 �

� ,������	 �
��� ��	�# �	�������	� ")� ��� �	��	��	� ���  ������
�������	 !������ ��� �
�� ���

0��
�	�����1 ���
 p = 1 − p = 1/2� ���� ��� ��� ����������� 2	������	������ ��� �������	��������

��	 ������
�	 �(��� �����
�# �$���� ���
 ���� ��"���	� ��� �.������� �	 ��� ����
�����

�	� ���� �
�

0��
�	����1 ������	��#� ��� ��� ��	�� $���	���������	� '�	 !����3�� ")� ��	� ����
�����

�	� �� 4��

�����	��	� ��� ��������	"����	 5!��67� ����	��� 8� �#9:;< ��� ��	� ")� ��� ����
�����

�	� ��
�	�����

���
 ")� p �p = s/n� n ��	������*=�� s >�*=� ��	�� �� �	��	��	 ?��
��	��� ���
")���	�# �

E� �"������� 
������ #�	� ��� +�	���"�����	��� �� ."	�� ������6�	� +�� ��������
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��� ��	�	 �"��4���	3 ���� ��� ����� ���	����������� 
��"	����� �	�2�� +����� ���
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��"	������
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��"	����� �"#��
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���;�� �����	 $������ F��"�� �� ��	 <���� ��)�	�2������� ��� 2�7�	� ����	����)"����

�������� �6	 ������ &�2�"��� �� ��	 ��	���"�����	� 
��"	����� ��	 ��������� ����	

�"�)���� �6��� �� Rd �� "������	 $������ ���� �	%������� B�	%0'C� +���	�� �� ���

:��	���	����	��� ����� 
��"	����� ��� ��	���"�����	�	 8�� *������� �� ���	������

����9 ��	�����	���

��)"	 #�	 ���� �� ����� �������� ���	������3 ��� �� �����	 ����� ��������� ������3

���� ����� -����	"����� �� ��#����� �����"��� ���� ��	 �" ��	����6���� !�	���������

	��� ��	 $������ )�	�	������3 ���� ��	���"�����	� 
��"	����� �� ���	�����������
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J� ���� ��� "��� �	"7�� -�������#��� ��� ��� .��	��������������	��� ��� J�F��

�� ��������� ������������ ��	����	������ 
�� �������� ���	�6	 ���� ��� 	���"�����	�

!�	��"� ��� O�����"	�
��"	����� ������ B(<0'3 ���"	�� ���C� .2�� ��� ��� &�)"�

������ ��� ��� (�����3 �2�� ���� ��� $������ O(n log n) ��	����	��� +���� .��� ��

�� (������@��� �� �����	�	 $������ �� ��#2�����8O�����"	 �� (������@��� ����

F��"�� ��#����	��7�� ���� �"���	������� ���	 ��� ��	���"�����	�� 
��"	����� ���3

���� ����� #��� ��� �����	 ��#������� ��� ������� ��	 +�	���"�����	��� ��� �"���� �"��

���� ������ ��#���� ���9 +�� +�	���"�����	��� �� ����� �������� ���"������ &	"����	3

�� ��	 ��� F���� 	���"�����	�� 
��"	����� ��� ���	 ��	���"�����	�	 ��#"	��� #�	�

��� ����� (����� �;��� )"� 	���"�����	�� 
��"	����� 8<���"� �������� V +�)���

��� :"�Q��	9 ������ ���� ���	3 ����	� #�����	 8)���� ���	�������� 
��"	�����9� @6	

���������� 5��	��������� ��� ���	 ��� ��� +"�"	�	��� )"� �	%������� B�	%0'C �"#��

��� "��� ����	� 
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���������
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�� .������� )�	#����� B(�0,C�

�� ��� F��"�� ���� �;��������� 8#��� ���� ���� ���"������9 (��"�� ��	 +�	���"���

���	��� )"� 
��"	�����3 ��� �� @"������� )"	������ #�	��
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+�� (��"��� ��	 �������� �	#�	����#�	� ��� .��	��������������� ���� ���	 )�	�

#���� (��"���� ��� ����� ����� �#�� )�	��������� �������%����������� ����	����

�%���� ��� ��� ���� ��	 �	"������������� (��"�� �� ���������#����� )�	#���� #�	���3

����	�	���� ���� ��� ���� �;��������� (��"�� ��	 +�	���"�����	��� B(�0,C� �� #�	�

F�#���� ��� .��	��������������	��� ��	����� (�� )�	#���� ��� ��� EE ��#� ��'��? L5��

�	 )�	���������� .����%���������� ��	 �	������ ����� ���2������ �����	��������� ��	��

��� ����� �����	������ ��� �� ��� ���� �"����3 ��� ��	 ��	 �	#�	����#�	 ����	 -�������	%�

7� ����������#���� ��� .��	������������� ����� �	��������� ��������� ������ �	"7 ������M

-�	 +�	���"�����	��� ���� ��� ���	�#���� ���2����� �����	�������� 8�� ��	 <����

�������� ���9 ��	�� ���� �	�����3 ��� ������7���� ��	 �"�� ���� .�	� ��� ���� ���

��	���"�����	�	 
��"	����� )�	��������

.��� ��� ����� ���������#��� �� ����� ��	 �	"������������� (��"�� �6�	��3 �" ��

��� (��"�� ��	 �������� �	#�	��� ��#� .��	������������� ����	���� �� ��� .��	�

��������������	��� ��������	2����� +�	 )�	��������� .��	��������������	��� ���� ����

��������	 �� ���	�������� *���� ������ +���� !"	������#���� #�	� �� ��� �	"���������

����� ���������#��� �6	 ������ ε�=��� ���� �������	 ��� .���� �� ��� ��'�� ����#�����

E� ������ 
������ #�	� ��� ���������� *	������� ���	 �9 ��#� �9 �	�2��	�

��"�� !
	��
����� �
 2
����


.�	 �����	����� ���	 ��� (��"�� �� ������ ������ !�	������ ��� 	���"�����	�	 
��"�

	����� �2��� )"� n ��	�� n������� (6��#�	� ��������� ��� ���

I���� ω ∈ {0, 1}n �2�� ���� ���" ��� 8
�������9J�F�� ��� 
��"	����� ��"	����� +�	


��"	����� �	�6��� ���� ��	 ������ �����������?

: ���� -������)�	����� X3 ��� �%������ �	"7 ���� �"��3 ���� ����� ��#����� �	#�	�����

#�	 ECXD�

�: +�� J�F�� ���� �� �"���)�	 .��	������������� p > 0 ���� ��#���� �����������

����� �� �"�� ��� ���	���������� .���� ��� J�F�� �"��	���	 #�	���3 �6	 #������ �9 ���

-������)�	����� ��������� ��� "����� �	#�	����#�	 ������� ��#� �9 �� .��	�������

������� 1 ��� "���� ���������� �	�6���� ��� ��	 (��"�� ��	 �������� �	#�	����#�	�

��#� .��	��������������� #�	��� ��� ���2������ ��� ��������)� ��	�� ���F����� .��� 81

"��	 �9 �	���3 ��� �6	 ��� -��� ��������	 ��� (� ��	 @"	��� �6	 ������� �	#�	��� ��#�

��	 @"	��� �6	 ������� .��	������������� �2�� ���� ������3 ���� ��� ��� ��������	 .���

������7���� ��� ��	�	���� J�F�� �	�2��




0 �����

=�� �"�� ��� �������� �6	 ��� !�	���� �9 �� :��� 
�� !"	���� ���� ��	 �	�� 
��

����� ��� ����	 !"	������������	�� )"� (�	��� B(�	1�C� +�� �������� 4��� ���� ����

��� <����)�� ��� ("#��� B(<0'C� E� $���� ����� #�	�� ��� ������� ����� ��#�����

:�� ��#�����3 �� �����	 ����� #�	� ��� �"����	 Cut ���"	������� �������

��"�� ��� 7�
�
� '�
 ��
 �������
 ���	��
�������
��

*	������� �6	 ��� @����"���	�� ��	 (��"�� ����� �#�� �������� �2��3 ��� #�	 �� �������

������ ��� 
�������� #�� �"�� ���������	������� �"	�����	 �����? L5��	 )�	������

����� .����%���������� ��	 �	������ ����� ���2������ �����	��������� ��	�� ��� �����

�����	������ ��� �� ��� ���� �"����3 ��� #�����	 ��	 ��	����� �	#�	����#�	 ������

�����#���� ��� .��	������������� ��������� ������ �	"7 ������M +���� ������ �2�� ���

���	�� ��� ��	 @"	���� �6	 ��� ������� .��	������������� ����������#���� ��� �������

�	#�	���� +�� ��� 6��	 ��� �������� .��	������������� ���������� #�	 ��� ���"	��3

�� �	 �� �"������� A����� �6	 ����� ���������#��� �������� #�	��

������� �� 9)��� ��� �1���� >������������2���: � ����
 ��
 0��������
�����

��������� (Ω,P) �
� ��
� �
������ ��������
����
� Ω = E1 ∪̇ E1 ∪̇ .. ∪̇ Ek ������
�  �

 ����
�<� ��
 ���������� (����
�� E ⊂ Ω;

k
max
i=1

PCE|EiD ≥ PCED�

 �� ���A�# ��� �������� ����
��� 0��������
�������� �
��� k (����
����
# $�
 ��
�
 ��
��

��
�� ��
�����# ��� ����� ��BA�� ���� ������ ��� 7������
: 0��������
���������

��,��� 9������2�:7 
���������� �� ���� )%���� ���	3 �� ��	 "��� �	#�	����#�	 ���

8��#������9 �	���������� (��� ��� .�	 �6�	�� ��� �"	����� ��#��� ����	�� ��	�� ���


������? ∀i : PCX|EiD < PCED +�	��� �%���� #�	 ������� ����� .���	��	��� ��	�����?

PCED =
k∑

i=1

PCEiD ·PCE|EiD

<
k∑

i=1

PCEiD ·PCED

= PCED ·
k∑

i=1

PCEiD = PCED ·PCΩD

= PCED� �

+�� ���"	�� �	��� ���� ���" ��������	 ��� ��	 @"	��� ��	 �������� .��	�������������

����0

��" ��� #�� ���"	��	?

k
max
i=1

PCE|EiD ≥ PCED� �




7+ ��� I������ ��� �����	���
��,����	�,���� �",7 >������������2����� 
�

��"�� ���4 '�
 ��
 �������
 �*�����

+�	 ��� 6��	 ��� �������� �	#�	��� �� )%���� ����"�� 
��� ��	 ������� �	#�	����#�	

�� ��� 8��#������9 �	���������� (����


7+7� ��" 9)��� ��� �1���� ��,����	:7 ��� ��
��� ��
 0��������
�������������

(Ω,P) ��� ��
�� �
������
 ��������
����
� Ω = {E1 ∪̇ E1 ∪̇ .. ∪̇ Ek} ������
� ��� X ��
�

"������$��������  �

 ���������
 ��� ����
���
 (�%����
��%���� ECX|EiD, i = 1, .., k �
� ��


��������� �
��� �����
 ��� ��
�����
� �� ���A %�� ECXD;

k
max
i=1

ECX|EiD ≥ ECXD�

.�	 �6�	�� ���	 ���" ���� )%���� ����"� ����� ����	���� ��#����

��,��� 9������2�:7 .�	 ������ ��� �"������� 
������?

∀i : ECX|EiD < ECXD�

.�	 ����� #����	�� ����� .���	��	��� ��	3 ���� �� �"��?

ECXD =
k∑

i=1

PCEiD ·ECX|EiD

<
k∑

i=1

PCEiD ·ECED

= ECXD ·
k∑

i=1

PCEiD = ECXD ·PCΩD

= ECXD� �


��" ��� #�� ���"	��	?
k

max
i=1

ECX|EiD ≥ ECXD� �

+�	 ��� �	��� ���� ���" ��������	 ��� ��	 @"	��� ��� �������� �	#�	����#�	��

�����/�


7+7
 �����2��	7 +� ��� ������ 
������� �� *	���� ��	 ���	 �������	� 5��������

��� ��	 @"	���� ��	 �������� .��	������������� ��#� ��� �������� �	#�	����#�	��

����3 #2	� 8���	 ��� (�7��� ��	 ������2������� ��	�	 
�������9 ���������� ���� @"	���

���	��� ��� A"	"���	 ����������� +�� ����������� ��� ��� ��#� ���"	�� �	�"�� ��� ����	

���"������� ("�)��"�? +�� �2�� ���� �� ��	�	 
�#������ ��	 ���	��� *�������� ��	

(��"�� ��	 �������� .��	������������� ��#� ��� �������� �	#�	����#�	��� +����

�"	��� ��	�����6�	�� �� �� *	���� ������� ����#�	�� 5��" �	���������	 ��3 ���� ��

��	�	 ����� ���	���������� 
��"	����� ��#"���� #�	��� �%����3 ��� "��� �	"���������

���� ��	�������� �����2������ �����



�3 �����


�� ��� �������� ���� ��	 �"������ ����	� �� ��� *���� ��	 ��������� *	������ 
�����

������ #�	� ��� (��"�� ��	 �������� �	#�	����#�	� �"��	� �	�2��	�

��"� ����	 4� �����
��� �
 2
����
8

)��������	 4�� 9���
� #�� .��	

.�	 �	����	� �� ��� "���� +�4���"� ��� *�#����� ����� :��?


7+7� ��;������7 ��� #�� �� "����� 
������ G = (V,E) ��� *	��� �� V = {1, .., n}3
E = {e1, .., em} �"#�� w(Cut) ��� 
����� ��	 ���������� ����� :��(V0, V1)�

*����� �� ��� ���	����������	 
��"	�����3 ��	 ����� Cut �� w(Cut) ≥ m/2 ��	������

+����� -��� �		���� ��� ��	�� +�	���"�����	�� ��� �"������� ("���:�	�"�
��"	�����3

#�����	 ����� ���������� Cut ��	�����?

5�	�������� ���

(�
����; *	��� *W8!3�9 �� !W�3�3��3�

.2��� ���� ���2����� n������	"�� ω ��� {0, 1}n
V0 = {i|ωi = 0}
V1 = {i|ωi = 1}
�������; Cut (V0, V1)

�� ��� X ��� -������)�	�����3 ��� F���� ω ∈ Ω ��� *�#��� ��� ������������ :����"	����

+�	 �	#�	����#�	 )"� X �� #�� ��)"	 ������ m/2� E�����"���	� ������	 ���" ���� ���

��� ��'�� 6��	 ��� �������� �	#�	��� ��� Cut �� w(Cut) ≥ m/2� 
���	����? +����	

("���:�	�"�
��"	����� �� �	�"���#��	������������� ≥ 1/2� 8J��� ��#����9

@6	 ��� �������� ��	���"�����	�� 
��"	����� �"���� #�� ��)"	 �����	����� ��������)�

��� ���2������ ��� ��	�� ���� 
��#����� �	������ ��� x = (x1, x2, .., xs) ��� ���2	�� s������

�� s ≤ n3 ���� ���� 8����9 s������	"�� �� *������� �� ����	 ���2������ s������	"���

+��� ��� ���(x) ��	 
��"	�����3 ��	 ��	�� @�������� ��	 �	��� s E������ �� ωi = xi

��� ��� ����� 8+��� ��� #���	�� ��� ������� ���2�����9 -�	 ��������	�� ="��"� ��

@"������� ��� ��� 0������ �� λ ���������3 �" ���� ���(λ)W��� ���

5�	�������� ���(x�

(�
����; *	��� *W8!3�9 �� !WX�3�3��3�Y

���� ωi = xi3 i = 1, .., s�

.2��� ���	#���� �����2���� F�#���� �� p = 1/2 ���2����� ��� ωs+1, .., ωn

V0 = {i|ωi = 0}
V1 = {i|ωi = 1}
�������; Cut (V0, V1)

��� Xx ��� -������)�	����� �6	 ��� *�#��� ����� :��3 ��� ���(x) ��	������ =�� #"����




7+ ��� I������ ��� �����	���
��,����	�,���� �",7 >������������2����� ��

#�	 ��� ��� ��'�� 6��	 ��� �������� �	#�	��� ��#������ -��� �� ��3 ���� ��� ���2�����

.��� ��� ��� ωs+1 ��	�� ���� ���� .��� �� �	�����3 �" ���� ������) ���� ��� �	���

#�	���� +�� �	������ ��� ��� ωs+1 ��	�� ���� ���� .��� ����	��� ��	 ��	������

����� �����	��������� ��� -����������	������� +�� �#�� �%������� �����	�������� ���� ���

�	������� E0 := {xs+1 = 0} ��� E1 := {xs+1 = 1}� 
�� ��� ��� ��'�� �"�� ����?

1
max
k=0

ECXx|EkD ≥ ECXxD�

��� k ∈ {0, 1} �"3 ���� ��� (������ �����"���� #�	�� +��� 	�D�� #�	 ��� �����������

xs+1 := k� +��� �� ��	 
��"	����� ���(x1, .., xs, xs+1) ����� ��������� �" �	"7��

�	#�	����#�	 �6	 ��� 
����� ��	 ���������� #�� ���(x)� E�	��	 ��� ����3 �	�2� ���

��� ������ )"� 
��"	����� �� ����	 �"�""� #��������� @"��� �6	 ��� �	#�	����#�	

��	 ����������?

��� = ���(λ) ⇀ ���(x1) ⇀ ���(x1, x2) ⇀ .. ⇀ ���(x1, x2, .., xn)�

+�	 ���� 
��"	����� )�	#���� ����� ���2������ ��� ��� �� ���� ��� ���	����������	


��"	������ +�	 �"	��� ��4���	� ������� �	#�	����#�	 �� �������� �� ��	 
�����

��	 ����������? ECX(x1,x2,..,xn)D = w(Cut(x1, .., xn))� +��� �����	 ���(x1, .., xn) �����

��#6������ Cut� .��� ��� ��� �"�� ��� �	�D�� ��	 ������������� ���"	������� ����

��4���	3 �	�2� ��� ��� ��	���"�����	�� 
��"	�����?

5�	�������� ����	
�����

(�
����; *	��� *W8!3�9 �� !WX�3�3��3�Y

��(s = 1..n)

�� ECX(x1,..,xs−1)|{ωs+1 = 1}D ≥ ECX(x1,..,xs−1)|{ωs+1 = 0}D
��
� xs = 1

���
 xs = 0

�����

V0 := {i : xi = 0}
V1 := {i : xi = 1}
�������; Cut (V0, V1)

-���� ��� ��	� �	#2��3 #�� ����"� ��� �������� .��	��������������� �� )�	���	�� ��?

*����� �� ��� 
��"	�����3 ������ 
������ ���� ��#���� ���������� K �	�6��� *������

��� ��� 	���"�����	�	 
��"	����� ��� �� ���2������ ��� ω1, .., ωn� ��#����� ��� 8��	��

���� �	"������������ ��	������93 ���� �� ���	 ��	 (���� ��	 �%������� 
������� ���


��"	����� ���� 
������ ���3 ��� ����� ���������� �	�6��3 ���� PCKD > 0� +��� 4���

��� ��	�� ��� @"	��� ��	 �������� .��	������������� ���� @"��� )"� 
��"	�����

��� ⇀ ���(x1) ⇀ ���(x1, x2) ⇀ .. ⇀ ���(x1, x2, .., xn) =: �
��������,



�
 �����

�6	 ��� PCKD �"�""� #2���� @6	 ��� 
������ ��� ��	���"�����	�� 
��"	����� �
�

�������� �� ���� ��� ���������� K ������#�����3 ���� PCKD ���� ��	 ��� .�	�

1 8����� K �	�6�� #�	�9 ��� 0 8�"��9 ���

+��� �� F��"�� ��	 ��� ���������� ������ ��	 +�	���"�����	��� �� �������� �	�

#�	����#�	 "��	 �������	 .��	�������������� @���� ��� ����� �R����� ��������)�

��	������� ��	 �������� .�	�3 ���� ��� $������ ����� �"��� �"�;�"������� @��"	

�	�����3 #"�� ��	 ��	���"�����	� 
��"	����� #�	�"� #�	�� 8.�� ��� <����)�� ���

("#��� B(<0'C �	�2��	3 ��� �� �� @���� ��� ��������� ���� �R����� ��	��������9

E� ��	 ����6�	��� �� ��	���"�����	�� 
��"	����� #�	�� �������	3 ���� ��� ����� ���

������� 	���"�����	�� 
��"	����� ��	�� 
�#������ ����	 -����	"���� ��� ���2������

.����� ����	� #�	��� �%����� I��"�� #�	��� �� ��	 <���� �6	 ��	���"�����	� 
��"�

	����� �������� ��������� 	���"�����	� 
��"	����� ��#"	���3 ��� ���� �������� 
��

���2���� )"� .��	��������������� "��	 �	#�	����#�	�� �	�%�������� +�	 &	"���� ��	

+�	���"�����	��� �� ������#��� ���"������ �2�4� �� ��� �������� ���#2�����	 5�����

�� �"���������� *	%7�� �	�"	��	����� J� �� ���2��� ���� 
�������� ����� ��������

	���"�����	�� 
��"	����� �"#����� �� ��� ��	���"�����	�� �� �%�����

�������	 ��� .���� ������ ����� ���	���������� A"��	���"� ��	 +����	���	 �6	

����	���� "��	 ���������	��������	����� ��� �������	 ���.���� #�	� ��� (��"�� ��	 ���

������ .��	������������� ��������� +��� �������� ��� ���� ����� �	"������������� �����

�����#������



������� 


�	
	���
���	 ��� ε��	��	

E� ������ A����� #�	� ��� ���	��� A"���� ����� ��	�����	����� ������6�	� ε�=��� ���

ε�
��	"�����"��� #�	��� �� ������ ����������� -����������� ��4���	 ��� ���	�����

�� #�	� ���� ��� 8�"�����"	�����	9 +������"�����	�D ������6�	? +�� !:�+������"�� +�	

���	�D ��	 !:�+������"� 8"��	 ��	� +������"�9 ����� ��	�����	����� ��� ��� !�����

��� :��	)"������ ��	6�� B!:/�C� �	 #�	� )"� �������	 ��� .���� )�	#����3 �� )���� ��"�

��	����� ��	�����	2��� ���� �������� !:�+������"� ����� ��� ����� 8�"�����"	�����9

���������� ���"� ���	���� �� ��� ������� )"� ������� ε�=���� ��� ε�
��	"�����"���

������#�����3 #�� �� ������ A����� ������ #�	�� ����� ���	 ���� �������� N��	�����3

��	 ���� ���� ��� ����6�	��� �����3 ���� (�"�H�� �� (����
�	��� �
� -��������
��

.������� B(�0�C� +"	 #�	��� ��� ���	�D� ��4���	 ��� ���� ������ �������� )"� <�����

��� �� ε�=���� ��#������ (�"�H�� ��	���� 
�#�������� )"� ε�=���� �6	 &	"�����

��	 ���"	��������� *�"��	�� 8��� -����
� ����� �"#�� ��� ����� ���� �����9� 
���

��� �� <����� �����	 +���"��	��� ��������� 
�#������ )"� ε�=���� �6	 ��������

��	��������	���� ���� (�"�H�� �6	 ��� �#���������"����� @��� ��	������� ���%� ���

�	2���� ��	 B(�0�3 &	"���� �� C� .�� ���� �� �"������� A����� ����3 �� ���� ���	���

�	� @"	�����	��� )"� ��	�����	2���� �6	 ��� ��������� &	"����������� ��	 ����	����

��	��������	���� ����	����� +���	 �6�	�� #�	 ��	�����	2��� ��� ���	���� A"���� ��� ���

���	������ ������� �	���	�� ��� ������������ )"� ������

��� ��	�����	0���1 ε�2��� ��� ε�
��	"�����"���

�7�7� ��;������ 9�����������:7 ��� ��	�����	��� B �� ��� &��	 B = (X,R) ��

����	 (���� X3 ������ ������� x &���� "��	 J�F��� ���7�� ��� ����	 &���������
��

R ⊂ P(X)� R �� ���� (���� )"� ���������� )"� X� +�� ������� R ∈ R ���7�� ��	������

��� ��	�����	��� (X,R) ���7 �������3 #��� X 8��� ���� ���� R9 ������� ���

@����
�� �	� ��
�
 '����	��	 ")� ������� ��� ������	�	� r ����� ")� ��� ���������	�� R# $���� A����

���	 ���� ����-	����# ��	������� ��� ���� r := 1/ε ��� ��� !����3�� ��	� ������	�	� ")� ��	�	 ���������#



�& ������������� ��� ε !��"�

�	���������� ��

�	 ��	����	��	 ��� >��=��������	 ������	�� �����	� '�
# ��	
����	���� ���
# �	��

� ����	� ��

 ��� ���������	�� �
� !�	�� '�	 ��	����	��	 ��� ��	�� ,������� ���� ���� ���������	

������	�� �����	# /� ��� ���������	�� ����
�� '�	 �������	 R �	���������	 �� �*		�	� ���� ���

������	�	� R ��	� 	��� ���� R� '����	���#

�7�7
 ��;������ 9	��%� ��������:7 ��� ��� ��������	 ��	�����	��� B = (X,R) )"	�

������ ��� ε > 0� +��� ������ #�	 ����� ��	���� R ∈ R �	"7 "��	 ε��	�����3 #���

|R| > ε · |X| ���� .�	 ��4���	�� ��� (���� ����	 �	"7�� ��	�����?

Rε : = {R ∈ R : |R| > ε · |X|}�

�7�7� ��;������ 9G�������:7 *������ ��� ��� ��	�����	��� (X,R) ��� ���� �����

����� Y ⊂ X� +��� �� (Y,R|Y ) �� R|Y = R ∩ Y : = {R′ = R ∩ Y �� R ∈ R} ���

��	�� Y �������	�	 ��	�����	���3 ��	 ��� 5��		��� )"� X ��������� #�	�� +���� ��

R∩Y ���� ��������� )"� P(Y )3 ���� )�	��������� ��	����� R1, R2 �������	�� ��� ��������

��	���� R′ �� R ∩ Y 3 #��� R′ = R1 ∩ Y = R2 ∩ Y ���� +���� +�4���"� �� ���	 �	�����	3

�� ���� ��� �� @"������� ��4���	� !:�+������"� 8��#����	��7�� ���� :��	���	����	���

��	 �"�����"	����� A"������29 ����� ��	�����	����� ��� ����� 5��		2��� )�	�	��

+�	�� ��� ���	�D ��� 5��		����� ���� ��� L��	��������	����M 8��� #�	 �	� ��2�	 �"	���

��4���	��9 �� A"��� )"� ��	�����	2���� ��	������

�7�7& �������� 9/�������� �����������	�:7 *������ ��� ���� �������� &�������

�� A �� ��	 ����� R2� .�	� ��� ���� "D��� ��������� R ⊂ R2 �� ��	 ����� )"	�����3 �"

#"���� #�	 ��	������3 #����� ��	 &���� ��� A �� R ������� *����� �� ���" ��	 �����

A ∩H� +�4���	�� #�	 ���" ��� ��	�����	��� (X,R) = (R2,R)3 #"��� R ��� (���� ����	

"D���� ����	2��� ��� R2 ��� .�	 ���� �� ��� 5��		��� (A,R|A) ���	�����	� +�����

��	����� ����� ��� @"	� R′ = R ∩A3 ��� ���� ��� �������� ��������� &����������

E� 
�������� ���� ���� ���� �������� &�������� A )"	� +��#���	�� ���� ������ *�	��

��� ��������3 6��	 ��#� ���	 ��	�	 ��#���� ���������� )"� A ����� +�� (���� ����	

����������3 ��� �� ����	 ���������� ��������� ��� R2 ������3 �� ��� ��	���������� R|A�

�7�7+ �����2��	7 (�� ������3 ���� ��	�����	2��� ���	�� ��4���	 ���� ��� ����

���� ��������	 ���"	������� ��	 $%���� )"� ��	��������	���� �������� ������� +���

���� ��� ����� ���? ���"� ��� 
���2����� ��	 ��	����� R|A ����	2��� ��	 
���2�����

����	 �%������� �	�������� ����� 
��"	�����3 #�� (�"�H�� ����	� B(�0�3 ���������

)"� 
������  C�

�;������	#���� ���	�����	 ��� ���� �6	 �������� ��	�����	2��� (X,R)3 ��� ��� 5��		���

��� ����� ��	�����	��� �� ����	 �	%7�	�� (����3 ���� Rd �������� ����� @6	 ��� �"��

������ ��	�������� ��� ���" ��� ��� ��� ε > 0 ��� ��� ��������	 ��	�����	��� (X,R)



�7� �������������H ε !��"� ��� ε 5����1�������� �+

��������� �
	� ���� ��	
���� ��������� ��	 ����� ��
�������

)"	������ +�� ������ �"������� +�4���"��� �6�	�� ε�=��� ��� ε�
��	"�����"��� ����

�������	 ��� .���� )�	#����� ����� ��#�������� �������������?

.2�	��� ���	 2������ �� (�"�H�� ε�=��� ��� ε�
��	"�����"��� �6	 �������� ��	������

	2��� ��4���	 #�	���3 ��4���	�� �������	 ��� .���� ε�=��� ��� ε�
��	"�����"��� �6	

�������� ���������� )"� ��	�����	2����� 5��	 �������� ��	 +�4���"� )"� 5��		���

���� ����� !"	������#����� F��"�� 2Q��)�����

�7�7' ��;������ 9ε !��":7 ���� ��������� N ⊂ X �� ��������� X ���7 ε�=�� )"�

X3 #��� F���	 �	"7� ��	���� R ∈ Rε ��� x ∈ N ���2�� =��� +�4���"� ����� �� Rε ���

(���� ��	 ��	����� R �� |R| > ε|X|� +��� �	�2� ��� ��� �"	���� +�4���"�?

N ⊂ X �� ε�=�� ⇐⇒ ∀R ∈ Rε : |N ∩R| > 0�

PQ��)���� ���� ��? ���� ��������� N ⊂ X ���7 ε�=�� )"� X3 #��� F���	 ��	���� R3

��	 ���� ������ ��� N ���2�3 �%������ ε|X| ������� ��� X ���2�3 ���" R �= Rε ��?

N ⊂ X �� ε�=�� ⇐⇒ (|N ∩R| = 0⇒ |R| ≤ ε|X|) �

.�	 ����� ��� ��� �������� �6	 ��� ε�=�� ��?

�7�7. �������� 9ε !��" �� ��"�	 �� /��������:7 ��	����� #�	 ��� 
�������� ���

��� ���������� ��� &�������� �� A� ��� .��� ����� ��������� ε 8�����2� 1
5 9 �� ��

F���	 ���������3 ��� ���	 ε · |A| &���� ���2�3 ��� ��	���	�	 &���� (�� ������3 ����

��	 ������ �����	 ���������� ��	������ #�	���� (� ����� ������� ��#2���� ε �� ���

(���� N ⊂ A ��	 ��	���	�� &���� ��� ε�=�� �� ����� ��� ����������3 ���� ��� ε�=��

)"� A �� #���	 "��� ��	������ ��	�����	��� (A,R|A)�

�� �"�� ��� +�4���"� ����� ��� ε�
��	"�����"��� )�	#����� (������;����?



�' ������������� ��� ε !��"�

��� @�
����	�	 ��� ���� �
� ε · |A| ��	���	 ��� ��	 1
5 �A��� ")� @�
����	�	

��������� �
� �������
 ����� ε�������

�7�70 ��;������ 9ε 5����1������:7 ���� ��������� V ⊂ X ���7 ε�
��	"�����"�3

#��� �6	 ���� ��	����� R ∈ R ���?∣∣∣∣ |V ∩R|
|V | − |R||X|

∣∣∣∣ ≤ ε�

���� ��������� V ⊂ X ���7 ���" ε�
��	"�����"�3 #��� V ��� (���� X �� �"�������

����� �6	 ���� ��	����� R ���	"�����	? @6	 ��������� R ∈ R #���� ��	 �	������ ��	 ��

��	 L�����	"��������M V ��������� ������� �� �%������ ε )"� �	������ ��	 �� ��	

*	�������� X ���

ε�
��	"�����"��� #�	��� ���"	���� )"	 ε�=���� ������6�	� +���� ������ (����� ��

��	�����	2���� ����� �� ����	 ��������� ���������	� +�	 ���������3 	�)���� -��������

���� 4��� ���� �� ��	 �"������� ��"�������?

�7�7� ���������	7 ��� V ⊂ X ���� ε�
��	"�����"�� +��� �� V ���� ��� ε�=���

��,���7 ��� R ∈ Rε3 ���" |R|/|X| > ε� =��� ��	 +�4���"� �6	 ε�
��	"�����"��� �"��?∣∣∣∣ |V ∩R|
|V | − |R||X|

∣∣∣∣ ≤ ε =⇒
∣∣∣∣ |V ∩R|
|V |

∣∣∣∣ > 0 =⇒ |V ∩R| > 0� �

5������	 ��� ���� ����? ������6��� ���������	 ������� �� ����� ε�=�� �	��� #����	

��� ε�=��3 �6	 ε�
��	"�����"��� �� ���� "D���������� ���� ��	 @����

(� ε�
��	"�����"��� �2�� ���� ��� ��������	 
��"	����� �6	 ���	"�����)� ��	������

���	���� �"��	���	��� ��� ��� �������� (R2,H∗) ��	 ��	�����	��� ��	 ���������� �� R2

��� (A,R) ��	 )"� ����	 ��������� (���� A �	����� 5��		���� =����� #�	 ��3 ����

���� �� ����� ε > 0 ���� ε�
��	"�����"� V ⊂ A �������� �2��� +��� �2�� ���� ��

����� ����	 �"����� ε�
��	"�����"� �� ����	 
��	������������� h∗ �� �������� �������

	����)�� @����	 ��	 ������� .�	 |A ∩ h∗| ���������



�7
 �1�����" -�� 2������ ε !��"�� �.

(�
����; ��������� h∗

7+ #2��� ��� ε > 0

B+ ������� ���� ε�
��	"�����"� V ⊂ A �� �%������ ������� |V |
8+ ������� |V ∩ h∗|
C+ ���� i← 1

|V | · |V ∩ h∗|
�������; i · |A|

����������� �
	� ������������� ���������������� ��� ���� ��	
���� ����� A

�� ���?

∣∣∣∣i− z

|A|
∣∣∣∣ ≤ ε =⇒ |i · |A| − z| ≤ ε · |A|3

��� ���7 ��� 
������ i · |A| )"� 
��"	����� ��� �� �����2�	 ��	 ������� .�	 |A ∩ h∗|�
+�� 
�#������� �2�� ����� )"� ��� ��#2���� ε > 0 ���

@���� |V | ������� ������	 ��� |A| ��3 �" �� ��� ��	������� )"� i · |A|3 ���� ��� ���	������

��	 ���	"�����)�� ��	��������	���3 ������� ��������	 ��� ��� ��	������� )"� |A ∩ h∗|�

��� ������� )"� ������� ε�2����

E� ������ ��� ��� �"������� 
�������� �������� #�	 ��� �� ��	 ������� )"� �������

ε�=���� ��� ε�
��	"�����"��� �"#�� ��	 .��	�������������3 ���� ���� L���2����� �����

�����M ��� ε�=�� ��#� ���� ε�
��	"�����"� ��� @6	 ���������#���� #���� ��� ��

��	 <���� ��� �	"������������ (��"�� ��3 ���� ��� #2�� ��� ��	 (���� X ���2����� m�

�����	"��� x ��� #��� ����3 ���� ����� 8��� (����9 ��� ����	 ���	��������� �����	"����

*	%7� m ��� ε�=�� ��#� ���� ε�
��	"�����"� �������

J�#"�� ���2����� m������	"��� ����� (����� ����3 �� ���� #�������� �	�����	�	 ��� ���

L���2�����M 
��#��� )"� ����������3 �� ��	 ���	������������ .��	��������������	��� )���

������	 �� ��������� ���

.�	 �	����	� ��	� �� ��� +�4���"� ������ 8���,9 ����	 ���2������ m������	"��

x = (x1, .., xm) ∈ Xm ��� ��	 ��������� (���� X� �� �� �� �������3 ���� #�	 �� ������

A����� �6	 ��� m������ ��� ���	���#���� x )�	#�����3 �� x ∈ Xm )"� x ∈ X �� ���	�

��������� (�� )�	#���� ��� ������ .��	����������������7� P ��� X ��� Pm ��� Xm

��?

PCxD =
1
|X| �6	 ���� x ∈ X3

PCx ∈ RD =
|R|
|X| �6	 ���� R ⊂ X3

PmCxD =
1
|X|m �6	 ���� x ∈ Xm ���

PmCx ∈ ED =
|E|
|X|m �6	 ���� E ⊂ Xm�



�0 ������������� ��� ε !��"�

+�� ���	 ��������� ���������� ��� .��	��������������	����� (Xm,Pm) ��3 ���� ���

�	�������� Cxj ∈ RD ��� Cxk ∈ R′D �6	 j �= k ��� ��������� (����� R,R′ ⊂ X ���

�����2���� ����� +��� �� ��������� )%���� ���	3 �� ��� -������ ����� �������� �����2����

)"� ��� )"	���� ��� �����"������� �������� ��� +�� �"	���� +�	������� �� F��"�� �#��

�6����� (�� )�	#���� *�������� ��� ��� ��� +�4���"� ��� .��	����������������7��

Pm ��� ��� &	"���	��� (Xm,Pm)� -��2��� ���?

PmCxj ∈ RD =

⎛⎝∏
i�=j

PCXD

⎞⎠ ·PCxj ∈ RD =

⎛⎝∏
i�=j

1

⎞⎠ ·PCxj ∈ RD = PCxj ∈ RD�

.�	 #����� �	��� 8)��� ����	���� ������3 ���,9 ��	��� ���3 ���� ��� ���	���#���� Pm

��������	3 ���� Cxj ∈ RD �� ��	� PmCxj ∈ RD ��� �	������ E ��� Xm = X × .. × X

��	���� ��� ���	����� ������ ��	 A��	������� ��������#���� ������� ���?

E = {x ∈ Xm : xj ∈ R} =

(
j−1∏
i=1

X

)
× {xj} ×

⎛⎝ m∏
i=j+1

X

⎞⎠ , E ⊂ Xm�

.�	 ������ ���3 ���� ���� PmCxj ∈ R|xk ∈ R′D = PCxj ∈ RD ���?

PmCxj ∈ R|xk ∈ R′D =
PmCxj ∈ R ∧ xk ∈ R′D

PmCxk ∈ R′D

=

(∏
i/∈{j,k} PCXD

)
·PCxj ∈ RD ·PCXk ∈ R′D(∏

i�=k PCXD
)
·PCxk ∈ R′D

=
1 ·PCxj ∈ RD ·PCxk ∈ R′D

1 ·PCxk ∈ R′D

= PCxj ∈ RD = PmCxj ∈ RD�

+�� �	�� 5��"	���� �	��� ���� ��� ��	 +�4���"� ����0 8����9 ��	 �������� .��	�������

�������� +�� #���	�� 5��"	������ �	����� ���� �"�"	 ��� ��	 +�4���"� ����/ ��� &	"�

���	����� ��� ��	 +�4���"� ������ 8���,9 )"� m������	"����

-#���� ����	 #�����	 �"	����� +�	������� )�	#����� #�	 ������ ��	���#����� �� "D���

���������� ����������� ������ )"� ������ ����� #�	 ���	 ����

�7
7� ������,����� 9�)� ����������� �� ��������������:7
x �� ε�=�� +�� (���� {x1, .., xm} 8"��� +�������9 �� ��� ε�=�� )"� X�

x �� ���� ε�=�� +�� (���� {x1, .., xm} 8"��� +�������9 �� ���� ε�=�� )"� X�

x 	�D R x ∈ R 8�6	 ����� ��	���� R ⊂ X9�

x 	�D R ∃i = 1, ..,m : xi ∈ R

=̂�� ��� ��� xi �� x3 #������ R 	�D�

x )�	���� R x /∈ R 8�6	 ����� ��	���� R ⊂ X9�

x )�	���� R x1 /∈ R ∧ x2 /∈ R ∧ .. ∧ xm /∈ R 8R ⊂ X9

=̂�� ��� ���� xi �� x3 #������ R 	�D�



�7
 �1�����" -�� 2������ ε !��"�� ��

�7
7
 ��" 9�1�����" ��� I���J�2 CI���D:7

��� 1 > ε > 0 �
� ��
 �
������� &����������� (X,R) ������
� 3�
 ����� s = |R|�
 �

 ���� �<� �����
 &�����������;

(� ��������� ��
 ε�	��� N $�
 X ��� �B�����
�
1
ε

log s (����
��
.

,�
$�
���
� .��� ��� ��	� t �� 	������ *	%7�� #�� ε ���� 
����� �����	���3 �" �� ���

��� ���� "��� ��	����� ��6	����� -��� �t� ������� +�� <�������"��	��"� #�	� ����

���� ���"��	 �� ��� ��	� ��� ��������	�� 
������� �� ������ E� ������ ����� �2��

���� ���������#���� �����? �� ��� ���� ��������� N ⊂ X �� ν = 1
ε log s ��������3 ���

��� ε�=�� )"� X ��� 8(�� ������? .��� N ′ ⊂ N �� ν ′ < ν ��� ε�=�� ��3 �" �� ����

���� ��	 +�4���"� ���� N ��� ε�=���9

��,��� 9!�� I���J�2 CI���D:7 ��	���� ���� m������	"�� x = (x1, .., xm) )"�

X �����	����� ��� m������ x ∈ Xm� =��� +�4���"� ������ �� P ��� ����	�� *�����)�	�

������ ��� X ��� Pm ��� ����	�� *�����)�	������ ��� Xm�

.�	 ��	����� ���2��� ����� �	"7�	 ��	���� R ∈ Rε� @6	 x ∈ x ���?

PCx /∈ RD =
|X| − |R|
|X| < 1− ε�

+�	��� �"��?

PmC∀x ∈ x : x /∈ RD =
m∏

i=1

PCx /∈ RD < (1− ε)m�

(� ��	 ������� ���������� 
����2���� 1− ε ≤ e−εm �"��?

PmCx )�	���� RD = PmC∀x ∈ x : x /∈ RD < e−εm�

(�� ������ ��� �� ����	 
����2���� �6	 PmCx �� ε�=��D?

PmC∃R ∈ Rε : x )�	���� RD < |Rε| · e−εm ≤ s · e−εm

=⇒ PmCx �� ε�=��D = 1−PmC∃R ∈ Rε : x )�	���� RD > 1− s · e−εm�

@6	 m ≥ 1
ε log s �"��?

PmCx �� ε�=��D > 1− s · e− ε
ε
·log s = 1− s · e− log s = 1− s

s
= 0

⇒∃x ∈ Xm : x �� ��� ε�=��.

E� ����� ��#������	� #�	�� ��	 ��� +�4���"� ��� ��������� .��	����������������7��

Pm )�	#����? @6	 p = PmCED > 0 �� |E| = p · |X|m > 0� +���� @"���	��� �� ����


�#������ ��	 �	"������������� (��"�� 8)��� 
������ ���3 ����9� �



&3 ������������� ��� ε !��"�

@6	 ��� )"� �������	 ��� .���� )�	#����� +����	���	 �� �� ����	����� �%�� ��� ε�=��

�� 4����3 ������ *	%7� ���� )"� ��	 *	%7� ��	 J�F������� ��� ��� �"����� ε�=�� ��

�� ������ ����� ���� �"����� *	%7�� �"���� ε�=��� ������	�� ��	 �6	 ��#���� ��	������

	2���� +��� �� ���� �"�����"	����� ����������3 ��� ���� !����� ��� :��	)"������ ���

!:�+������"� ��������� #�	� B!:/�C�

��� +�� !3�+������"� )"� ��	�����	0����

.�	 �������� ������ 
������ �� ��	 +�4���"� ��	 !������:��	)"�������+������"�

8��	�? +������"� "��	 !:�+������"�9 ����� ��	�����	����� ��� ����� ��������7��� ���

�������� �6	 ����� ��	�����	��� �� ����	 ��������� �"#�� ��� �������� �6	 ����� ��	������

	��� �� ����	 ����������� !:�+������"� ���


�������7��� #�	� �� $���� ���� ������3 ���� �6	 ����� ��	�����	��� �� ��������	 !:�

+������"� d ���� ��� 5��		2��� ���� �������� +������"� ������	 "��	 ������ d ������

E� ��� ����/ 8�� �9 #�	� ���� "��	� ���	���� �6	 ��� 
����� ��	 ��	����� �� ����� ����

������ 5��		��� (A,R|A) 8������� :⇔ |A| <∞9 ����� ��	�����	����� �� ��������	 !:�

+������"� ���������� +���� 
����2���� ���� ��� *	������� �6	 ��� ������ �"�������


�������3 �� ����� ��� ������� )"� ε�
��	"�����"��� ��� ε�=���� �"�����	 *	%7�

������#����� #�	��

�7�7� ��;������ 9(? ���������:7 *������ ��� ��� ��	�����	��� (X,R)� +��� �� ����

�� !:�+������"� 8��	�? +������"�9 dim(X,R) ��4���	 ��	��?

dim(X,R) =

⎧⎨⎩max{|A| : A ⊂ X ������� ��� R|A = P(A)}, ��#�

∞3 ����� ��� "���� (������ ���� ������	�

+��� �� ��� �	%7� 
����� )"� ��������3 ��� ���� �������� (���� A ⊂ X ����� ����3 �"

���� �"������ ���������� �	�6�� ��? -� ����	 ���������� ��������� A′ ⊂ A ��� �� �����

��	���� R ��� R �� R∩A = A′� @���� ���� �������� ��������� A ����� ���������� �	�6��3

����� #�	 ����3 ���� A ��	�� R ��#� (X,R) 6��	���� 8���������9 #�	��

@���� �������� �	"7� (����� A ����� ���������� �	�6����3 ������	 ����� �	%7� 
�����

)"� �������� ��� �� ��� +������"� ���������� �� �2�� ���� ���� dim(R) �� dim(X,R)

���	�����3 #��� ���	 ��3 ��� #������ ��	�����	��� ���� R �������

�7�7
 �������� 9���������� ����������� ��� ��������� 
:7 (�� ��	���� ���

��	�����	��� ��	 ��������"������ E��	)���� ��� ��� 	������ -������ +����	 �� (R,R)3

R = {R : R = [a, b] �� a, b ∈ R}� (�� �	���� �����3 ���� dim(R,R) = 2 ���?

��� A = {x1, x2} �� x1+1 < x2� +��� ��� �6	 ��� ��	����� R1 = [x1, x2]3 R2 = [x1, x1+1]3



�7� ��� (? ��������� -�� �������������� &�

R3 = [x1+1, x2] ��� R4 = [x1−2, x1−1]? R1∩A = {x1, x2}3 R2∩A = {x1}3 R3∩A = {x2}
��� R4 ∩A = ∅� 
��" ���?

R|A = {{x1, x2}, {x1}, {x2}, ∅} = P(A)�

��� ��� A = {x1, x2, x3} ���� �	����������� (���� ��� "�����
� x1 < x2 < x3� +����

�2�� ���� ��� 6��	������3 �� �� ������ ��	���� R = [a, b] ��� �� R ∩ A = {x1, x3}� 
��"

��� �6	 |A| ≥ 3 ��� R|A �= P(A)�

E� �2����� A����� 8$����  ����3 ��,09 #�	� ������3 ���� ��	 ��	�����	��� ��	 �����

������ �� R2 ��#� ��	 ��	�����	��� ��	 ����	2��� �� Rd 8�"#�� ��	�� 5��		2���9

�%������ ��� +������"� 2 + 1 ��#� d + 1 ������

+��� �� ���� �����)�	�2������3 �� �� ���� �������	� ��	�����	2��� ���3 ��� ����� ����

����� +������"� �����?

�7�7� �������� 9���������� ����������� ��� ��������� ∞:7 +�	 ��	�����	���

(R2,R) �� R = {R ⊂ R2 : R �"�)��} �� ����� �������� +������"�? ��� n ∈ N ���

A = {x1, x2, .., xn+1} ��� �"�)���� &"�;�"� �� n+1 ���������� +��� #�	� A 6��	����3

#�� ��� ����� �	����? ��� A′ ⊂ A� ��� R = CH(A′) ∈ R ��� �"�)��� �6��� )"� A′� +�

A ��� �"�)���� &"�;�"� ��3 �"�� R ∩A = A′� 
��" ��� �� �������� 6��	����� (����� A

�� �������� )����� �������� ��� �� ���?

dim(R2, {R ⊂ R2 : R �"�)��}) =∞�

+�	�� ��� ��	 +�4���"� ��	 !:�+������"� �	��� ����3 ���� ���� ��� !:�+������"� ���

5��		2��� )�	�	�?

�7�7& 8��� 9(�������	 ��� (? ���������:7 ��� (X,R) ��
 &����������� ���

dim(X,R) = d�  �

 ��� ���� ��� $�
 Y �
�������� F
������� ��
� �
������ ?-�

 ���
���
 �
� ����� ��� ����
�� ���� ������ d�

��,���7 
������? +�	 )"� Y ⊂ X �������	� ��	�����	��� (Y,R|Y ) �� ���� !:�

+������"� ≥ d + 1 8"��	 ���������9� +��� ��� �� ���� )"� R|Y = R ∩ Y 6��	�����

��������� A ⊂ Y �� |A| ≥ d + 1� @6	 F���� ��	���� R ∈ R ��� #���� A ⊂ Y ���	

R ∩A = (R ∩ Y ) ∩A ��� �� �� R ∩ Y ∈ R|Y � +��� #�	� A ⊂ X ���� )"� (X,R) 6��	�

���� ��� �� �"��? +�� !:�+������"� )"� (X,R) �� �	%7�	 "��	 ������ d + 1� +��� �� ��

.���	��	��� ��	 
������� �

+�� ������������ A"���Q���� ��������	 !:�+������"� d �6	 ����� ��	�����	��� (X,R)

��3 ���� ��� 
����� ��	 ��	����� ��	�� ��� ����� &"�;�"� �� |X| )"� *	�� d �����	2��

��� +���� @����"� ��� ��� ��6	������ -����� ��4���	�� #�	 ���2���?



&
 ������������� ��� ε !��"�

�7�7+ ��;������7 Φd : N→ N ��� �6	 d ∈ Z ��4���	 ��	��

Φd(n) =
d∑

k=0

(
n

k

)
.

,�
$�
���
;
(
n
k

)
= 0 �6	 k > n3 �" ���� Φd(n) :=

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n �6	 d > n�

E� @���� )"� d = 2 �	��� ���� �6	 n ≥ 2? Φ2(n) = 1+n+n(n−1)/2� +��� �� ��2������ ���

&"�;�"� 2��� *	���� �� n� ��� �� 
		�������� )�		���	 $���	 ���� ������ &"�;�"�

��� ��� �	%7� 
����� )"� @�2����3 �� #����� ��� ����� ��	�� ���� (���� ��� n *�	����

��	��"���	 #�	�� @6	 3 *�	���� �	�2� ��� ��� �������� Φ2(3) = 1 + 3 + 3 = 7� +����	

���	 ������������ -����������� ��� ���� �6	 d��������"���� 
		�������� ��� #�	�

�� �2����� A����� �� ��"��	������ ��	�����	2���� �������	�

+�
(n
k

)
= n(n−1)..(n−k+1)

k! ��� &"�;�"� )"� *	�� k �� n ��3 �	��� Φd ��2������ ���

&"�;�"� �� n )"� *	�� d� �������	 ��� .���� ��4���	�� Φd(n) ��	�� ���� <���	��"� ���

��#����� ��� @"	��� �� +�4���"� ����'� .�	 ����� ��� �������	�� .�� ��� ��#�����

��� ��	 "����� ��������� +�4���"� ��� <���	��"���"	����

�7�7' 8��� 96�2������ �)� Φd(n):7 ><� n, d ≥ 1 ����;

Φd(n− 1) + Φd−1(n− 1) = Φd(n)�

��,���7 .�	 ��#����� ���2���3 ���� ��� <���	��"���"	��� �6	 ��� ���"�����"�R������(
n−1
k−1

)
+

(
n−1

k

)
=

(
n
k

)
���� �6	 k > n− 1 8��� n ≥ 19 �� ��	 A"�)���"�

(
n
i

)
= 0 �6	 i > n

�	�6�� #�	�� .�	 ���	�������� �#�� @2���?

�� k = n? �� ��� (
n− 1
n− 1

)
+

(
n− 1

n

)
= 1 + 0 = 1 =

(
n

n

)
.

�� k > n? �� ��� (
n− 1
k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
= 0 + 0 = 0 =

(
n

k

)
.



�7� ��� (? ��������� -�� �������������� &�

+�� ��#��� �	�2� ��� ��� ��	�� ��������� 5��"	��� ��	 +�4���"� )"� Φd(n)?

Φd(n− 1) + Φd−1(n− 1) =
d∑

k=0

(
n− 1

k

)
+

d−1∑
k=0

(
n− 1

k

)

=
d∑

k=0

(
n− 1

k

)
+

d∑
k=1

(
n− 1
k − 1

)

=
(

n− 1
0

)
+

d∑
k=1

[(
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k

)]

= 1 +
d∑

k=1

(
n

k

)

=
(

n

0

)
+

d∑
k=1

(
n

k

)
=

d∑
k=0

(
n

k

)
= Φd(n)�

+��� �� ��� 
������ �6	 ���� n, k ≥ 1 ��#������ �

�7�7. 8��� 9���������"��:7 .�����
 ��� ��
 �
������� &����������� (X,R) ���

?-� ���
���
 d�  �

 ���� �<� ��� �
���� n = |R| ���
�� &�������;

|R| ≤ Φd(n)�

��,���7 B�.>/3 $���� ���C

+�	 ��#��� #�	� �� )"���2�����	 E�����"� ���� d ��� n ���6�	�

E� @���� )"� d = 0 #�	� ���� ��	 +�4���"� ��	 !:�+������"� �%������ ��� ���	� (����

6��	����3 ��� �	�2� ���" R ⊂ {∅} ��� ���� |R| ≤ 1 = Φ0(n)�

@6	 n = 0 �	�2� ��� #���� X = ∅ �	��� R ⊂ {∅}�
�� ��� Φd(0) =

∑d
k=0

(
0
k

)
=

(
0
0

)
+ 0 = 1 ≥ |R|�

K�%��� ����2����������� +�� ��������� ��� �6	 ���� ��������� ��	�����	2��� ��

!:�+������"� ≤ d− 1 �� ����� d ≥ 1�

������ ����2����������� +�� ��������� ��� �6	 ���� ��������� ��	�����	2��� ��

!:�+������"� d ��� �%������ n− 1 �������� �� ����� n ≥ 1�

����2�������������	� +�� ��������� ��� �6	 ����� ��	�����	��� B = (X,R) ��

!:�+������"� d ��� |X| = n�

����2�������������

.�	 ��	����� �#�� ��	�����	2��� ��� ��	 (n− 1)����������� (���� X − {x}?

B−x := (X − {x},R−x)

�� ����	 ��	 ������ ��	�����	2��� ��� X − {x}� ����� ��	����� R ∈ R−x ������� ��	��

����	���� )"� x ��� ����� F���� ��	���� )"� R3 ���� �� #�	� ��4���	?

R−x := {R− {x} : R ∈ R}.



&& ������������� ��� ε !��"�

B−x �� ���� ��	 )"� ��	 (���� X − {x} �������	� 5��		��� )"� (X,R)�

B(x) := (X − {x},R(x))

�� ��	 ����	� ��	�����	��� ��� ��	 (���� X − {x}� +�� ��	���������� �� ��4���	 ���

R(x) := {R ∈ R : x /∈ R,R ∪ {x} ∈ R} �

+�� ��	����� R ∈ R(x) ���� F��� ���������� )"� X − {x}3 ��� ���� �� ��	 ��	����������

R ������� ���� ��� �6	 ��� ����������� R ∪ {x} �� R ��� (�� ��"�����?

|R| = |R−x|+ |R(x)|.

+��� �	��� ���� ��	�� ��� ��	 A"��	���"� ��	 ��	����������� R−x ��� R(x)3 #�	 �����

�6	 ����� ��"������� ���	 ����"�� ��� ��#��� ��� I���	 ��	���� ��� R #�	� ��� �����

��	���� ��� R−x ���������� �� #�	��� "D���������� ��� ���	 ��� �#�� ��	����� ��� R

��� ��������� ��	���� ��� R−x ���������3 �� ��	 ��� ������ x ����	� #�	�� -#��

)�	��������� ��	����� R13R2 ��� R #�	��� ���� ��	 +�4���"� )"� R−x ����� ���� ���

��������� ��	���� R ∈ R−x ���������3 #��� R = R1 ��� R ∪ {x} = R2 8"��	 ��

)�	������� R13 R29� �� ��� ��� x /∈ R� 
��" �� ����� 
������ �������������� ��

x /∈ R,R ∈ R ��� R ∪ {x} ∈ R +��� �"��?

|R| − |R−x| = |{R ∈ R : x /∈ R,R ∪ {x} ∈ R}| = |R(x)|.
.�	 ��#����� ���?

|R| ≤ Φd(n− 1) + Φd−1(n− 1) = Φd(n).

-��2��� �� B−x ���� A"��	���"� ��� ��	�����	��� �� �%������ n−1 �������� ���

�� "D���������� �%������ ��� �������� !:�+������"� d� 8*�� ���� $���� ���� �9 =���

��	 ����	�� E�����"��������� ��� ���" |R−x| ≤ Φd(n− 1)�

�� ����� �� ������? |R(x)| ≤ Φd−1(n− 1)�

.�	 ��#����� ���"3 ���� ��	 ��	�����	��� B(x) �� n − 1 �������� �%������ ��� !:�

+������"� d− 1 ��� +��� �������� �� ��	 +�4���"� ��	 !:�+������"�?

=����� #�	 ��3 ���� ���� �������� (���� A )"� B(x) 6��	���� #�	�� +��� �� x /∈ A�

.�	 ������ ���3 ���� ��� (���� A ∪ {x} )"� (X,R) 6��	���� #�	�?

��� A′ ���� ��������� ��������� )"� A� +��� ��� �� ����� ��	���� R �� R(x) �� R∩A = A′�
=��� ��	 +�4���"� )"� R(x) �� �"#"�� R ∈ R(x) ��� ���� R ∪ {x} ∈ R(x)� �� ��

R ∩A ∪ {x} = A′ ��� (R ∪ {x}) ∩ (A ∪ {x}) = A′ ∪ {x}�

��" #�	��� ��������� ���������� )"� A∪ {x} ��	�� ����� ��	���� �� R ���������3 ����

A ∪ {x} #�	� )"� R 6��	����� +� ��� !:�+������"� )"� (X,R) �%������ d ��3 ��

�"�� ��	 ��	�����	��� B(x) = (X − {x},R(x)) �%������ !:�+������"� d − 1� �� �"��

������7����?
|R| ≤ |Φd(n− 1)|+ |Φd−1(n− 1)| = |Φd(n)|. �



�7& ε 5����1�������� ��� 2�������� #�$%� O (
1
ε2 log 1

ε

)
&+

�7�70 ��������7 ��	���� ��� ��	�����	��� (X,R) �� X = {1, 2, 3}3 n := |X| = 3 ���

R = {∅, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}� �� �� |R| = 7� +� {2, 3} 6��	���� #�	�3

�� ����� !:�+������"� d ≥ 2� JD���������� #�	� ����� 3���������� (���� 6��	����3

�� {1} /∈ R� 8���2������ �� |R| = 23 − 1 =
(3
0

)
+

(3
1

)
+

(3
2

)
= Φ2(3)�9 ��	����� #�	 ���

��	�����	2��� B−3 = (X − {3},R−3) ��� B(3) = (X − {3},R(3))� �� ����?

R = {{}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}
R−3 = {{}, {2}, { }, {1, 2}, {1 }, {2 }, {1, 2 }}

= {{}, {1}, {2}, {1, 2}}
R(3) = {{}, {2}, {1, 2}, }

= {{}, {2}, {1, 2}}

+�� (����� ���� ����� �6���� �����3 ���� ��� �	����3 #�� ���� R−3 ��� R(3) �	�2��

���? �� �� ��������������� 7 = |R| = |R−3| + |R(3)| = 4 + 3� !�	�"���� #�	 #���	 ���

��#������	��? =��� ��	 +�4���"� ��	 !:�+������"� �� B−3 !:�+������"� ≤ 2 8���	?

= 29 ��� ���� ��	 E�����"��������� �"��?

|R−3| ≤ Φ2(2)| =
(

2
0

)
+

(
2
1

)
+

(
2
2

)
= 22 − 1 = 3.

.�	 )"�������� ���� ����3 ���� ��� !:�+������"� )"� R(3) ������	 "��	 ������ 1 ��? 
��

���"����3 B(3) #6	�� ���� �#����������� (���� {y, z} 6��	������ 8�� �"�� ��6	����

���	 ��	 {1, 2} �� @	���93 �" #6	�� (X,R) ��� (���� {y, z, 3} �� �	�� �������� 6��	���

����3 ���	 (X,R) �� !:�+������"� �� 
��" ���?

|R(3)| ≤ Φ1(2) =
(

2
0

)
+

(
2
1

)
= 22 − 1 = 3

⇒ |R| ≤ Φ2(2) + Φ1(2) = Φ2(3)�

(� ������ +������"�����	�D �6	 ��	�����	2��� ������ ���� ε�=��� ��� ε�
��	"�����"���

�6	 �������� (����� A 4����3 ��	�� *	%7� ���� )"� |A|3 �"���	� ��	 ε ��� ��	 +������"�

��� ��	�����	����� ���2���

�� ε�
��	"�����"��� ��	 �"������ *	%4� O ( 1
ε2 log 1

ε

)
�������	 ��� .���� ����	�� ����� ��� ���� !����� ��� :��	)"������3 ��	 ���� 
������

6��	 ε�
��	"�����"��� �"�����	 *	%7� �������� B!:/�C�

�7&7� ��" 9)��� ε 5����1�������� ��� (���2 ��� ?���-����2��:7 (� ���� ���


� ,�
���
�� c > 0# �� ���� ����;

��� (X,R) ��
 &����������� ���  ���
���
 d� ����
 1 > ε > 0 �
� δ ≤ 1�  �

 ���� �<�



&' ������������� ��� ε !��"�

=���
 �
������
 *������� (A,R|A) �
� ��
� ���!����� m���������� x $�
 A ��� �����
��

@��������
;

m ≥ c

ε2

(
d log

d

ε
+ log

1
δ

)
=⇒ PmCx ��� ε�	���D > 1− δ�

+�� 
������ #�	� ���� ��#�����3 �� ��� �6	 ��� #���	�� 
���6�	����� ���� 	���)�� ���

�7&7
 ��������7 +�	 )"	����������� ��� �� ��� ����	���� �� ��� �������� �� ���	"�����

�)�� ��	��������	���� ��	�����6�	��� *�����	 ����� ���� ��	 ��� ����� ("���:�	�"�


��"	����� �6	 ��� ��������� ����	 ε�
��	"�����"�3 #����� ���� ��� &	��	"��������

��� +����	 ("���:�	�"�
��"	����� �� ���� @����	#��	������������� )"� δ ��

(�
����; &�������� A ��� &�	����	 m

7+ �	����� ���� ε�
��	"�����"� )"� A �� m �������� 8m #�� "���9�

B+ .���� V [i]3 i = 1, .., size ��� ���2������ ������ ��� A ���

8+ ����	�� ��� +������� ��� ��� !��"	 V [i]�

�������; V � V ���� ��� ���� (���� ��	 ��� ���� ��	6��������� #�	����

����������� �
� ���������
���
��������� ���  �������� ����� ε��������������

log δ = d · log d

ε
− ε2ν

c
�

�7&7� �����2��	7 (� ε�
��	"�����"��� ������ ���� ��	��������	���� �� ���������	

*��������� ����#"	��3 #�� �������	 ��� .���� ����	��� B�.>/3 ������� 'C� @6	 ���

����� ����#"	��� ���%���� �������	 ��� .���� F��"�� ε�=���� +�� ��� ���"��	�

6��		������3 ��� F��� ε�
��	"�����"� ���� ��� ε�=�� ��� �� ���� ���� F��"�� ��� ����	�	


���;��3 ���� ��� )"� !����� ��� :��	)"������ ������#������� ε�
��	"�����"��� �"��

�� �	"7 ����� ��	����� #�	 ��� *	%7� )"� m �� 
��2������� )"� ε3 �" �	����� #�	?

m(ε) ∈ O
(

1
ε2

log
1
ε

)
= O(r2 log r)�

+���� �� r := 1
ε � �2�4� �� r ���� ���������	� !�	����� ��� ε �� ����������� ������

�	6����� +���	 #�	� �6	 0 < ε < 1 �2�4� ���� r = 1
ε > 0 ������ +���� ���	���#����

��� ��� (�"�H�� ��	6��3 ��	 ��� �2�4� )�	#����� E��"��	� ���� ��� ���� )"� �����
1
r �=�� ��#� P�������� ��	����� ��� ��� *	%7��"	����� #�� "��� �������� ���	 #�	�

���� ���� �2�4� ����3 #��� �� ��� +�	������� )�	������� "��	 ����� -�����������

"D�����������	 �����



�7+ ε !��"� ��� 2�������� #�$%� O (
1
ε log 1

ε

)
&.

��' ε�2��� ��	 �"������ *	%4� O (1
ε
log 1

ε

)
E� ������ 
������ ���� �������	 ��� .���� #�	� ���� �������������� �6	 ε�=��� ��#���

���� 
��� ��� ������ �2�� ��� *	%7� ��� ε�=���� ���� )"� ��	 *	%7� ��	 J�F�������

��� ��� �� �� 
��2������� )"� ε ��� *	%7��"	�����

m(ε) ∈ O
(

1
ε

log
1
ε

)
= O(r log r).

+��� ���� ����� ε�=��� ������� ������	 ��� ��� ε�
��	"�����"��� ��� ��� )"	���� 
��

������ +���� �������������� )"� �������	 ��� .���� ���� ��� *	������� �6	 ��	�� +��

���	���	 ��	 ����#"	��� )"� ����	���� ��� ����������	��������	����� +�� *	%7�

��� ε�=���� �� ���2���� )"� ��	 ��� ������� )"	������������� !:�+������"��

(��	��L -�� ������� ���� ������� )"� ε�=���� ��	 *	%7� O(1
ε log 1

ε )?

�� ��� ���� A"����� cd3 �" ���� �6	 F���� ��������� ��	�����	��� (X,R) �� !:�

+������"� d ��� ���� 0 < ε < 1/2 ���?

�� ������	 ��� ε�=�� N )"� X �� |N | ≤ cd
1
ε

log
1
ε
�

@����
�� �	� ��
�
 �������	 ����� ������� ��� ���  ������
�������	 !������ ���� ��� ��������	� '�	

��"-

���	 ���� ����	# D������	 ��� ��	-���  
������
 �� ����	� ��� ��	 ��
��� ������ "�	����	����	

��		# 2	 ����	���	�� ,��� E��=� ��� �	�
��� DF�$���	���	 ��	# $���� ���� ���+ ,)� ��	� "���� �	�
��� ?��
�

��	�� E ��� >�*=� m′ ��� ��� �	���
 ��� ������� �� �	��������	 /	������� �
��	�� ���� �
��� Φd(m′)#

$��� ��� ��	 ��
.	�� '�� >��� d �	 m′# $���� ��	� ��"-

��� ���� ���� ����	���	�� >�*=� ��	 ε�A��� ����

�)���� ��	 �
�� ��� ��������	
������ �����
"� ��	�� "����	 ?��
��	�� E ��� >�*=� m′ ����-���	 �	�

�����	� ���� ��� ��������	
������ ")� ��� D��"��
�	� ��	�� &���	 �������� ��� �	��������	 /	�������

��	 �� �
��	�� h(m′) ���� ���� ��� ?��� Φd(m′) · h(m′) �
��	�� �
� 1 ����# ��	 �	�����	 ��")� �-��� ����

��� >��	����� ����	 0 ����# @���")� ��	�����	� �-�� ��	� �� �	�	���
"�	����	 h(m′) = 2−αm′
��� ��	��

%�	���	��	 α > 0# ��� ��

�	 �

����	�� 	��� 	�� ��� ������	� ��	�� ε�A����� ��	�� ��
������	 >�*=�

	�������	 ������� �-�� ���'��
�� ��	���	 ��	 m �	��	� ��� 	�� '�	 ��� DF�$���	���	 ���-	�� �	� �	

���-	������� '�	 r = 1/ε 	�� ��� >�*=�	���	�	� O(r log r) ���# $���� �-�� ��	� ����-���	� ����	

Φd(m
′) · 2−αm′

��� ��	�� �*�
���� ���=�	 α 	)��
��# ��� �����	 �� "�
��	��	 ���� ��	� ������� ������

,��� ��� α = εm/2# ,)� ��	 ������ ��� ?������� �����	 ��� ��		� ���� ")� m ≥ cd
1
ε

log 1
ε
��� ��	��

%�	���	��	 cd ��� ?��� �
��	�� �
� 1 ����#

��	� ��*	� �	����
��� ���������	� ��� ����������� ������ !����3�� �	 ��������	
�� �� ������

�������� �
��
��� 5!��68<# $��� ���� ��� �
���� ���������� �")� ��	� ��-�"��� ����	�� 	�� %��
���

�����	��� �	� ���� 5%��6B< ������")���#



&0 ������������� ��� ε !��"�

�7+7� ��" 9>������������2��� -�� ε !��"��:7

��� (X,R) ��
 &����������� ��� �
������� ?-� ���
���
 d �
� (A,R ∩A) ��
 �
�������

F
�������� ��� ε > 0 �
� m ≥ 8/ε� &�������� ��
� m���������� x ∈ Am�  �

 ����;

PmCx ��� ���
 ε�	���D ≤ 2 · Φd(2m)2−εm/2.

.�	 ��#����� ��� 
������ ���	�#���� ��	�� ���� 5�������������� �� ��� $�����


3 � ��� :� ��� ���" �6	 ��� $����� 
3 � ��� : ��� (X,R) ��� ��	�����	��� ��

��������	 !:�+������"� d� +��#���	�� #�	� ��� ���������� + �6	 $���� � ���%��

��� ��� ���������� � �6	 $���� :� @6	 2m������	"��� z ���	����� #�	 �� @"�������

z = xy ��� ������ ����

z = (z1, .., zm, zm+1, .., z2m), #"��� x = (x1, .., xm), y = (y1, .., ym),

��� zi =

⎧⎨⎩xi �6	 1 ≤ i ≤ m

yi−m �6	 m < i ≤ 2m

�7+7
 ������,����� 9��	��"��	 "� ��� ������,����� �7
7�H �7�0:7

x )�	���� R x1 /∈ R, .., xm /∈ R 8)��� �����9�

x 	�D R �2�4� xi ∈ R �6	 ��������� εm/2 E������ i�

8.�	� )�	#���� �6	 �	"7� ��	����� R3 ���� R ∈ Rε ⊂ X�9

z = xy ����	��	 R x 	�D R �2�4� ��� y )�	���� R�

z = xy ����	��	 ∃R ∈ Rε : z ����	��	 R�

�� #�	� ��� �"������ ���	���#���� �6	 �	�������� �� Xm )�	#����? (� mCKD #�	� ���

(���� ����	 m������ x ∈ Xm ���������3 #����� ��� ���������� K �	�6�����
Km

ε := mCx �� ���� ε�=��D

Fm
R := mCx )�	���� RD

Hm
R := mCx 	�D R �2�4�D

T 2m
ε := 2mCz = xy ����	��	D

.���	 ���������� #�	 �� LR(x) ��� 
����� ��	 �	�D�	 )"� x3 ���� ��� 
����� ��	 E������

�� xi ∈ R� .��� m3 R "��	 ε �� A"��� ���	 ����3 ������ #�	 ����� &�	����	 ������������

#��� +�� ������������� ���� �� L2��� ε�=�� M3 
��������3 L�2�4�M �"#�� L�	���M

���������

+��� T )"� ε ���2��3 �	��2	 ���� ����	��3 ���� ��	 �	"7� ��	����� R ∈ Rε ��� ��	

���������� �������� ��	���� #�	���� ��� !�	������ �� ��� J	������ )"� �������	 ���

.���� �� �� �������3 ���� ����� ����	� ����������� )�	#�����? Qm
ε 3 Zm

R �"#�� J2m
ε �

�7+7� 8��� 95� 5������"��	 ��� E����������� 	�	�� ��� ������������	�:7

��� ε > 0 �
� m ≥ 8
ε
�  �

 ����;

PmCKm
ε D < 2P2mCT 2m

ε D�



�7+ ε !��"� ��� 2�������� #�$%� O (
1
ε log 1

ε

)
&�

��,���7 B�.>/3 $���� �� C

��� R ∈ Rε ���� +��� ��	���� ��� ��� ���	��4�� ��	�"���������	���� ��� ����	�

���� �����, 8���>9 �� ��	 ��������� R ⊂ X ��� p = |R|
|X| ≥ ε� =����� #�	 ���2���

p = ε ��� �
��
 ���� -�������� ��� ��� ��	���� R� +��� �� ��� 
����� ��	 �
��


L = LR ���� ���"����)�	���� -������)�	����� �� �	#�	����#�	 ECLD = mp ��� !�	����

varCLD = mp(1 − p)� =��� ��� �����	"�����"	�� 8���"	�� E3 ����93 #������ ��� ���

)"� :���;���) ��� ��� ���"����)�	������ ��#����3 ��� ����?

PmCXm −Hm
R D ≤ PmC|L−mp| > mε/2|D

= PmC|L− εm| > εm/2D ≤ ε(1− ε)m
(εm/2)2

=
4(1 − ε)

εm
<

4
εm
≤ 1

2
�

@6	 p > ε �� ��� 
�#������� )"� �	#�	����#�	 �"�� �	%7�	�

@6	 F���� �	"7�� ��	���� R ∈ Rε �� ���" ��� .��	�������������3 ���� ���� m������	"��

������ ��	���� �2�4� 	�D3 �	%7�	 ��� 1
2 ?

PmCHm
R D >

1
2
⇐⇒ |Hm

R | >
1
2
· |X|m�

��� ���� 2m������	"�� �������3 ��� ����	��	? z = xy ∈ T 2m
ε � +��� �� x ∈ Km

ε ��� ��

��� ���� +�4���"� ����� ��	���� R ∈ Rε �� y ∈ Hm
R � 
��" ���?

|T 2m
ε | ≥ |Km

ε | · |Hm
R | > |Km

ε | ·
1
2
· |X|m�

�� �"�� ���" ��� ��	 +�4���"� ��	 .��	����������������7�?

P2mCT 2m
ε D > PmCKm

ε D · 1
2
� �

+�� $����� � ��� : �����2����� ���� �� ��	 #���	�� 
����2�����

	������
� .�	 ���������� ��� &�	����"���	���� ��	 E������ 1, .., 2m #�� 6����� ��

S2m = {π1, .., π(2m)!} ��� &�	����"���	���� ��	 E������ 1, .., 2m� @6	 j = 1, .., (2m)!

�� ���" πj ���� 8)�	���������9 &�	����"� ��	 E������� πj(z) ∈ X2m �� ���� &�	�����

"� )"� z� ����	����? ��� ����� ��	� ��	 @"	� |j : πj(z) �	�6�� � � � | ��	������� j ���

��� .�	� 1, .., n! �" ���� πj ��� ������� ��	 &�	����"���	���� Sn ��	���2��� +���

#�	� �� ����� �"����� ��	� ��� 
����� ��	 &�	����"��� πj ������2��3 ��� ���� ��#����

���������� �	�6�����

�7+7& ��;������7 -� z ∈ X2m ��4���	� f(z) ��� ��� 
����� ��	 &�	����"��� πj(z)3 ���

����	��	��3 ����?

f(z) := |j : πj(z) ∈ T |�



+3 ������������� ��� ε !��"�

�7+7+ 8��� 9�� *�����������:7

P2mCT 2m
ε D ≤ max

z∈X2m

f(z)
(2m)!

�

 �� ��������; 0!��� ��
 z ��# ���� ��� �
���� ��� ����������
�
# ��� ��������
# �������

���# �� ��� ��� &�������� ������ ����������
�
 $�
 z ��BA�� ���� ������ P2mCT D�  ��� ���

��� 0��������
��������# ���� ��
� ���!����� 2m���������� ���������  �� ������� %��� ��

C����
�� ��� ��� &������
�
� Θ(x) �<� f(z) ����������G�0HI# ��/2J# "� 1�2K�

��,���7 .�	 ��#����� ��� 
������ �� ��	 (��"�� ��	 �������� .��	��������������

��� -��	����������� �� ��� ��"�������3 ���� ���� ���2����� 8������)�	����9 &�	����"�

����	 ���2������ ������)�	����� �����	"�� 8∈ X2m9 #����	 ���� ���2����� ������)�	����

�����	"�� 8∈ X2m9 �	���� +���� ��"������� #�	��� #�	 #���	 ���� 8�9 )�	#������

-�	 ������ @"	�����	��� ��4���	�� #�	 ��� ���" ��� .��	��������������	��� ��� &	"�

���	��� X2m × S2m �� ��	 .��	������������� P̃2m = P2m × P̂2m� ������� ���� ���"

&��	� (x, π) ��� ����	 2m������	"�� ��� ����	 &�	����"� π ∈ S2m� +�� .��	�����������

��� ����� �������	�	��������� (x, π) ��?

P̃2mC(x, π)D = PmCxD · P̂2mCπD =
1

X2m
· 1
(2m)!

.

.�	 ���� ���	�����	 ��	��3 "� ���� ���2����� &�	����"� ����	 ���2������ �����	"�� ����

)"	�������� �����	"�� �	���3 ���" �� �	��������� ��	 @"	�

E(y) := {(x, π) ∈ X2m × S2m : π(x) = y}, E(y) ⊂ X2m × S2m�

=��� ��	 "����� ��"������� 8�9 ��

P̃2mCE(y)D = P2mCyD� 8���9

�6	 ���� y ∈ X2m� .�	 ��#����� ����� ��������� ��2�	 �� ���������� ��'��1 8��' 9

F��"�� ���� �"	���� +�� 
������ ������ ����������� �� ��� �����) ���	� @"	���

|E(y)| = |j : πj(x) = y| = (2m)! �6	 ���� y� +��� ���?

P̃2mCE(y)D = (2m)! · P̃2mC(x, π)D =
1

|X|2m
= P2mCyD.

��� �� �"�� ��������	?

P̃2mCE(T )D = P2mCT D3 #"��� E(T ) :=
⋃
y∈T

E(T )�

�� ��� ���� ��� ��� 6��	 ��� "��� .��	������������� 8$���� �����13 ����9?

P̃2mCE(T )D =
∑

z∈X2m

P̃2mCE(T )|x = zD · P̃2mCx = zD =
∑

z∈X2m

P̃2mCE(T )|x = zD · 1
|X|2m

.



�7+ ε !��"� ��� 2�������� #�$%� O (
1
ε log 1

ε

)
+�

.�	 ������	�� ���" �6	 F���� z ��� .��	������������� ���3 ���� ���� ���2����� &�	�����

"� π(z) �� T ���� ��� ����������	�� �� ��	 .��	������������� �6	 ��� ���������3 ����

������ z ��#2�� #�	�� =��� ��	 (��"�� ��	 �������� .��	��������������� 8����� ���"�

	�� EE 6��	 ��� �������� .��	�������������9 ��� �� ���� ��� z3 �6	 ��� ����� �������

.��	������������� ��������� �" �	"7 �� #�� ��� "��� .��	�������������?

max
z∈X2m

P̃2mCE(T )|x = zD ≥ P̃2mCE(T )D. 8���9

-� ����� ��������� z ��	���� ��� ��� P̃2mCE(T )|x = zD� E�������� �� 	��� ���	3 ����

���� �� ����� ����� z ��� .��	������������� ��3 ���� ���� ���2����� &�	����"� πj(z) ��

T ��3 ���� ����	��	� +� �� .��	��������������	��� (S2m, P̂2m) �� ����� πj ∈ S2m F��"��

��� �	������ Lπj(z) ∈ T M ���� �"	��� �	��2	 ��3 #�	� ��	 �"������ ��������� .�� �"�

#�����? .�	 �������� ����� .��	��������������� ��	�� ��� 	��� �6����� 
���2�����

��	 �������	�	�������� �� &	"���	��� P̃2m = P2m × P̂2m�

P̃2mCE(T )|x = zD ���=
P̃2mCE(T ) ∧ x = zD

P̃2mCx = zD

=
P̃2mC(x, πj) ∈ (X2m × S2m) : (x = z) ∧ (πj(x) ∈ T )D

P̃2mC(x, πj) ∈ (X2m × S2m) : (x = z)D

=

|(x, πj) ∈ (X2m × S2m) : (x = z) ∧ (πj( x ) ∈ T )|
|X|2m · |S2m|

|(x, πj) ∈ (X2m × S2m) : (x = z)|
|X|2m · |S2m|

=
|(x, πj) ∈ (X2m × S2m) : (x = z) ∧ (πj( z ) ∈ T )|

|(x, πj) ∈ (X2m × S2m) : (x = z)|
=
|j : πj(z) ∈ T |

1 · |S2m| 8�� z ���9

=
f(z)
(2m)!

�

.���� ��� ��� *�������� ��� ��� *�������� ��� ��3 �	��� ����?

P2mCT D ≤ f(z)
(2m!)

� �

+�� F�� �"�� �������� 
������ �� ��� �"������ $����3 ��� �6	 ��� ���������� z ��� 
�����

��	 A"������"��� �����2��

�7+7' 8��� 98��� ?� 5������"��	 ��� *�����������:7

��� z ��
� 2m���������� ��� X�  �

 ����;

f(z)
(2m)!

≤ Φd(2m) · 2− ε·m
2 �



+
 ������������� ��� ε !��"�

��,���7 B�.>/3 $���� ��'C ��� z ∈ X2m ��� Ez = E = {zi, i = 1, .., 2m} ⊂ X ��� )"�

z �������� ��������� 8�	�D�	�����9 )"� X� .��� zi ����� ��	���� R ∈ R 	�D3 �" 	�D

zi ���� R ∩E�

.�	 ��	����� ��� F��"�� ��� )"� ��	�����	��� (X,R) ��	�� E �������	�� 5��		���

(E,R|E)� +��� ���?

z ����	��	 R⇔ z ����	��	 R ∩ E�

+���� �� ��� 	���� 
������ �� ����� ��� ��� 5��		��� (E,R|E) �� )�	������ +�����

��	������ �� �6�����3 �� "D���������� F��� &�	����"� πj(z) ��� ������� ��������� Ez

������ +��� ��� ���" �6	 ���� &�	����"��� πj(z) �� ��	�����	��� (E,R|E)?

πj(z) ����	��	 R⇔ πj(z) ����	��	 R ∩ E�

+� (X,R) ��� ��	�����	��� �� ��	 ��������� !:�+������"� d ��3 �� ���� ��� !�	�	�

���������� ���� 8�� �9 ���� ��	 5��		��� (E,R|E) �%������ ��� �������� !:�+�����

��"� d� .��� z ���� 2m������	"�� ��3 ��� |E| ≤ 2m� +��� �2�� ���� ��� ��� ������������


����2���� �6	 ��� 
����� ��	 ��	����� R∩E ∈ R|E ��	���6�	��� =��� ��� $���� ����/

8�� �9 6��	 ��� 
����2���� ��	 ��	����� ����� ��	�����	����� �� ��	 !:�+������"� d

���?

|R̃| ≤ Φd(|E|) ≤ Φd(2m)�

(������ ��	 "����� ��	�������� �2�� ���� f(z) ��� �����2���?

f(z) = |j : πj(z) ����	��	|
= |j : ∃R ∈ Rε : πj(z) ����	��	 R|
= |j : ∃R ∈ Rε : πj(z) ����	��	 R ∩ E|
≤

∑
R̃∈(Rε∩E)

|j : πj(z) ����	��	 R̃|

≤
∑

R̃∈(Rε∩E)

(2m)! · 2−εm/2 8���9

≤
∑

R̃∈(R̃)

(2m)! · 2−εm/2

≤ Φd(2m) · (2m)! · 2−εm/2�

+���� #�	�� �6	 ��� 5���������� ��� ��� �� 
�������� ��#������ ���������� ��'�/ )�	#���

�� ��� ������3 ���� �6	 R ∈ Rε ��� �	�D�	������ l )"� z �6	 R ∈ Rε �	%7�	 "��	 ������
εm
2 ��3 #��� �� ���� ����	��	� &�	����"� πj(z) ���� +��� �� ���� �6	 R̃ ∈ (Rε ∩ E)

��� �	�D�	������ l ≥ εm
2 �



�7+ ε !��"� ��� 2�������� #�$%� O (
1
ε log 1

ε

)
+�

�� �"�� ���" ��� ���������?

f(z)
(2m)!

≤ Φd(2m) · 2−εm/2� �

�7+7. 8��� 9�� *�������������� /�������� "� �:7

��� �� ��
�� &������ R̃ ∈ R|E = (R ∩ E) ��� �
���� ��� *��E�� $�
 z ������
 �����

l ≥ εm
2 � ��� g(z) ��� �
���� ��� ����������
�
 $�
 z# �� ���� z ����� R̃ �������� %����

 �

 ����;

g(z)
(2m)!

=

(
m
l

)(2m
l

) ≤ 2−l�

�7+70 �����2��	7
(
m
l

)
�� ��� 
����� ��	 (%����������3 l ������� 8���	? �	�D�	9 ���

8��� �#����9 m &"���"��� �����#2�����
(
2m
l

)
�� ��� 
����� ��	 (%����������3 l ����

���� 8�	�D�	9 ��� 8�����9 2m &"���"��� �����#2����� �������	 ��� .���� ������ �������

���3 ���� ��	 �	������ ��	 ����	��	�� &�	����"��� g(z) ������ ��� ����������� �	���

��� ����� ���	���)�� ��#��� �� ����	 E��	�	���"� ��� �	����� ��� .��	�������������

�6�	�� #�	 ��������7���� ���� �"������� ��#��� �������� #�	 ���2��� g(z)� �	 ��� F�

���� ��	�%������	 !"	����� ��	��������	 �	���������

��,���7 .�	 ��4���	�� �6	 x ∈ X2m ��� �	�D�	�����

I(x) := {i : Cxi 	�D RD} ⊂ {1, .., 2m}�

�� ���? ���� &�	����"� πj(z) ����	��	 ����� ��	���� R̃ ��� R ∩ Ez ��	3 #��� I(πj(z))

���������7���� E������ �	%7�	 "��	 ������ (m + 1) ���2�� +��� ����	��	 πj(z) ��� ��	����

R̃ ��2������3 �� |I(πj(z))| = l ≥ εm
2 � +�� 
����� g(z) �� ��������3 �� ���� ���

�"�����"	������ 
��#����	"����3 ��� ��� ���%� #�	�� +��� ���� &�	����"� πj(z)

��	�� R ����	��	 #�	�3 �6���� �2������ �	�D�	 �� ��	 �#���� �2��� )"� πj(z) �������

�� ���� l �	�D�	 ��� m &"���"��� �����#2����� +��� �������� ���
(m

l

)
.������ +��� ��

���
(
m
l

)
.����%����������3 ��� �	�D�	�"���"��� ���2���� ����������� @6	 F��� �����	

.����%���������� �� ��� 
����� ��	 &�	����"��� �� ��������� ��	���� ���� ����

.��� ��	 �	�D�	�&"���"���� +��� ��� �� l! (%����������3 ��� l �	�D�	 �������� ��� ���

l �	�D�	�"���"��� ����"	����� 5����2���� ��)"� ��� �� (2m − l)! (%����������3 ���

6�	���� (2m − l) ������� �������� ��� ��� (2m − l) @����������"���"��� ����"	�����

+��� �� ��� 
����� ��	 &�	����"���3 ��� ����� ���� .��� ��	 �	�D�	�&"���"��� �	�6��3

��� ��	�� l!(2m−l)! �������� +��� �� ��� 
����� ��	 &�	����"��� g(z) ������� ��	��

��� &	"���?

g(z) =
(

m

l

)
· l!(2m− l)! �



+& ������������� ��� ε !��"�

+�� ������� @"	��� �	�2� ��� ��� �������� (�� #���� ��������� ��� +�4���"� ��� ���

�"�����"�R������
(
2m
l

)
��?

g(z)
(2m)!

=
(

m

l

)
· l!(2m− l)!

(2m)!
=

(m
l

)(
2m
l

) �
�

.�	 �6�	�� ��� ����� ���	���)�� ��#��� ��	�� �	"������������ E��	�	���"�3 �� �����	

��� �������� ��� �	�����
(m

l )
(2m

l ) ���%��	 )�	��������

��,���7 -� ����	 &�	����"� x ��� I(x) ��� (���� ��	 �	�D�	�"���"��� 8E������9� (��

��	���� ���� �"����� A = {i1, .., il} ��� ��������� ��� ��� �	�D�	#���� 5�
(m

l )
(2m

l ) ��� .��	�

������������� �� ���	�	���	��3 �"�� ��� *	%7� ��� .��	��������������	�����
(2m

l

)
����� 
��

�	����������� Ω� )�	#����� #�	 ����	 ��� (���� ��	 �	�D�	#����� ��� ��� .��	�������

����������7 P� ��� *�����)�	������� +��� �� |Ω�| =
(
2m
l

)
��� 
����� ��	 
��#�����

)"� l �	�D�	�"���"��� ��� 2m E������� .�	 ���������� ���� �	�D�	#��� A ��� ���2����3

#��� ���� &�	����"� x �� A(x) = A ��� ��	���� R ����	��	� +�� 
����� ��	 ���2����

��� �	�D�	#����� ��	2� ����
(m

l

)
� +��� �	��� ����?

P�CA ���2����D =

(
m
l

)(2m
l

) .

I��� 
��#��� A �� ������ )���� ������� x3 ��� ����� �	�D�	#��� 	�������	��3 ���� A(x) = A�

+���� 
����� �� l! · (2m− 1)!3 )��� )"	���	 ��#���� +��� ����	��� ��� *�����)�	������

��� ��� &�	����"��� ��	 *�����)�	������ ��� ��� �	�D�	#�����?

g(z)
(2m)!

= P̃Cx ����	��	D = P̃CA(z) ���2����D = P�CA ���2����D =

(
m
l

)(2m
l

) .

5� ��� +�	������� �� �"������� ���� �� �� )����� .��	����������������7�� �� 6��	�

�	�����3 #�	�� ��� .��	����������������7 P� ��	 �� ������ ��#��� )�	#����� �� ��

�� @"������� ���� ���	 �� �������� �

�7+7� �����2��	7 +�� 
����2����
(m

l )
(2m

l ) ≤ 2−l �����3 ���� ��� .��	������������� ���

l �	�D�	� ��	 ���2����� �	�D�	 �� �	�����3 ������	 ������ ��	 .��	������������� ��3 ���

����� l������� (6��#�	� ������ �	�D�	 �� �	������ +� ��� 
����� l ≥ εm
2 ��	 �	�D�	 ��

����� ����	��	�� ��	���� 	����) �	"7 ��3 #�	� ��� .��	������������� ��	 ����	��	��� ���"

�" �����3 ���� ���� ��� ������	��� 6��	 ≤ Φd(2m) ��	����� ��� .�	 ������	 1 �	�����

#�	��� �����

�7+7�3 8��� 9�� *�������������� /�������� "� ?:7 ><� =���� n�*��� z ∈ Xn

��� ��� .��������� ��� 3B����������
# z ��� ��
� ����������
 ��� ����
���
�� n�*���

y ∈ Xn �� �������
# ������ ��� >�����!� $�
 n� >����� �������� ���� ��� ���;∑
y∈Xn

|j : πj(y) = z| = n!



�7+ ε !��"� ��� 2�������� #�$%� O (
1
ε log 1

ε

)
++

3�� ������ >����� ����� �
���������;

P̃nCE(y)D = P̃nC{(x, π) ∈ Xn × Sn : π(x) = y}D
= (n)! · P̃nC(x, π)D =

1
|X|n

= PnCyD.

�7+7�� �����2��	7 @6	 z3 ��� ��	 ��� )�	���������� �������� �������3 �� ���� "D���

��������3 �� �� F���� y ∈ Xn ���� ����� ��� πj ������	 �� πj(y) = z� .�� ��� �����

6��	����3 �� ��� 
������ �6	 z �� ���	���� )"	�"������� �������� F��"�� �	������

�"���� �� ������� @6	 ����� z ��� �� ���� �� F���� y ����	������� &�	����"���� @����

�� F��"�� ���� &�	����"� ���3 �" ��� �� ��� ��	�	 )����3 ���� ���� �������� #����	��

n! �	����

��,���7 ��	���� ��� ����� z ∈ Xn ��� ���� r = |j : πj(z) = z|�
�$�� D�����
� r ���� ��� �� ������ ����)���	# �� ��� ��� �*�
��� r ��	���� �	������	+

��		 z �
���	�� ��� X ��� D��
"�������	 n1, .., nk�
∑

ni = n �	��-
�� ������ ���+ r =
∏

i=1 (ni)!

$��� ��� 
���� �� �����	 ���� �	 ��	�� ���	�������� ��� %����	������ ��� �#�# ������ 	������
���	

5��GG<#�

��� A(z) ��� (���� ����	 y �" ���� ���? ∃j : πj(y) = z� 8LPQ��)����������� )"� z M9� �� ���

���"?

y /∈ A(z)⇒ |j : πj(y) = z| = 0� 8�� 9

.�	 ��	����� ��� ��� y ∈ A(z) ��� ��� ����� ϕ ∈ Sn �� φ(y) = z� �� ��� ��� �"������

PQ��)��������������?

(πj ◦ ϕ)(y) = z ⇔ πj(ϕ(y)) = z ⇔ πj(z) = z�


���	��� ��	 ����������� ��	 E�)�	��� �� ��	 *	���� Sn �� ��� 
�������� t : Sn → Sn

��4���	 ��	��

t(πj) = πj ◦ ϕ =: ϕj

���� ��F���"�� 
��" ��� |j : ϕj(y) = z| = |j : πj(z) = z| = r� (� 5���������� )"� ϕj ��

πj �	��� ����?

y ∈ A(z)⇒ |j : πj(y) = z| = r� 8��'9

+� F���� ������ πj ��� ���������� E�)�	��� π−1
j ��3 �"�� �������	 ����?

y ∈ A(z)⇒ |j : πj(z) = y| = r�

+� F���� y ∈ A(z) ����� r (�� ��	�� πj(z) ������2�� #�	�3 ��� ���"?

|A(z)| = |j : πj ∈ Sn|
r

=
n!
r
� 8��,9



+' ������������� ��� ε !��"�

(� ��� *���������� �� 3 ��' ��� ��, �%���� #�	 ��� ��� $���� ��#�����?∑
y∈Xn

|j : πj(y) = z| =
∑

y/∈A(z)

|j : πj(y) = z|+
∑

y∈A(z)

|j : πj(y) = z|

= 0 +
∑

y∈A(z)

|j : πj(y) = z|

=
∑

y∈A(z)

r = r ·
∑

y∈A(z)

1 = r · |A(z)|

= r · n!
r

= n! �

+���� ����� #�	 ���2��� Xn �� A(z) ��� ������ A"������� ��	��� ��� ��������7���

��	 <���� ���� ��� *���������� �� 3 ��' ��� ��, ��������� �� ��� ���" #�� ���"	��	?

∀z ∈ Xn :
∑

y∈Xn

|j : πj(y) = z| = n! � �

�7+7�
 �����2��	7 (�� ���� ������ $���� ���� ��� �;���	������������ ����������?


��� z ����	 PQ��)����������� ���� �;���	���� ���6����� Sn� �� ��� ���� �	"������������

E��	�	���"� ��� $�����? �� ���7� ���� ��� X2m ���.��	����������������7 P2m
� �������

��� .��	����������������7�� P̃2m ��� X2m × S2m ��4���	�� ��	��

P2m
� CxD := P̃2mCE(x)D�

+��� �	�2� ��� �6	 ���� x ∈ X2m �� ��	 +�4���"� P̃2m = P2m × P̂2m?

X2m : P2m
� CxD =

∑
x∈X2m

P2mCxD · |j : πj(y) = z|
2m!

= P2m
� CxD =

2m!
2m!
·P2mCxD

= P2mCxD

=⇒ P2m
� = P2m�

+����� $���� �������� ���"��	� ��� �����) ��������� 
������3 ���� ���� ���2����� &�	�

����"� ����	 ���2������ �����	"�� ��� *�����)�	������ �	�2� 8"��	 �����������	 ����

���	6��? 	�������	9� 5� ��� +�	������� ���� �� ��	 ="��"� ����� #���	�� .��	�

����������������7�� �� 6��	�	�����3 #�	� F��"�� ��� ��� +�4���"� )"� P2m
� )�	������

��,��� 9-�� ��" �7+7�H �7&.:7 ��� m ≥ 8
ε � +��� �	�2� ��� �� ��� $����� 
3 �

��� : ���� 5��������������3 ��� ��	 ���� ��	 ��� �	���� =��� $���� 
 8��'��3 �� >9

���?

PmCKm
ε D ≤ 2P2mCT 2m

ε D�

.�	 #2���� z �"3 ���� f(z) ������� #�	�� =��� $���� � 8��'�'3 ��'19 ��� ����?

P2mCT D ≤ f(z)
(2m)!

�



�7+ ε !��"� ��� 2�������� #�$%� O (
1
ε log 1

ε

)
+.

=��� $���� : 8��'�,3 ��'�9 ���?

f(z)
(2m)!

≤ Φd(2m) · 2−εm/2�

�� �	��� ���� ���"?

PmCx �� ���� ε�=��D = PmCKm
ε D ≤ 2Φd(2m) · 2−εm/2� �

.�	 ����� �"���� ��� ��� ��'�� ��#�����?

E� ����� ��	�����	��� (X,R) �� ��	 !:�+������"� d ��� �6	 ���2����� m������	"��� x

�� m ≥ 8/ε?

PmCx �� ���� ε�=��D ≤ 2Φd(2m) · 2−εm/2�

(� ������ �2�� ���� ��	�� �������� .��� )"� m ��� ������� )"� ������� ε�=���� ���

��� .��	�������������3 ���� ���� ������ �����	"�� ��� ε�=�� ��3 �����2����

.�	 �%���� ��� ��� �����6����� ���"	�� �"	�����	��3 ��� ��� ��� *	������� �6	 ���

��#��� ����	 +����	���	 �� ����������	��������	���� �����	�

�� ���� ���� ����	����� ���� ��� @	��� ���� ��	 ��������� ����� �����"��=����� E�

����� ��� ���� ���	���������� A"��	���"� ���� ��� 
�#"	 ���2��� �	�6���	�� ���?

�������	 ��� .���� ������ ����� ���	���������� A"��	���"� ��� ���� (�"�H�� ������

��	 ���� A"��	���"� �� �����������	 $������ �6	 ��� �#���������"����� @���� B(�>0C


��������� ��� ����� ����	 $������3 ��� ���� $������ O(n log n) �6	 ��� ��������� ��	

+����	���	 �	�%������

+�	 ��� ��'�� �	�%����� �� ���� ��� @"������ �� ������? +�� )�	#������ �����	"���

���� ��	�	 �������3 ���� �6	 ��� ���	������� �	"7�� m ���� ���� ��������� ������ )"	������

@����	#��	������������� �6	 ��� @����� ����� ε�=���� �		���� #�	��� �����

.�	 �"	�����	�� ���2��� ����� ���3 ��	 ���� 
������ 6��	 ��� ������� ��� ���� ���

L.��	�������������M )"� ε�=���� ��������?

�7+7�� ��" 9)��� ��� �1�����" -�� 2������ ε !��"��:7 ��� (X,R) ��
 �
������� &��

���������� ���  ���
���
 d� ��� 1 > δ > 0  �

 ���� �<� ��
� ���!����� m���������� x

$�
 X ��� �����
�� @��������
;

m ≥ max
(

8d
ε

log
8d
ε

,
4
ε

log
2
δ

)
=⇒ PmCx ��� ε�	���D ≥ 1− δ�

��,���7 B�.>/3 A"	"���	 ��/C +� ��� !����� ��� :��	)"������ ���� ����	������� 
�����

�� 6��	 ε�
��	"�����"��� ��#����� #�	�3 ������ ���� �������	 ��� .���� ���2��� �����

��������� 
����2���� ���� !����� ��� :��	)"������� ���

m = �max
(

8d
ε

log
8d
ε

,
4
ε

log
2
δ

)
��



+0 ������������� ��� ε !��"�

=��� ��� ��� ��'�� 8�� /9 ��� #���� m ≥ 8
ε ?

PmCx �� ���� ε�=��D ≤ 2 · Φd(2m)2−εm/2.

.�	 #����� ������ ��� ���" �� ��� �"	��� �������	 ��?

2Φd(2m) ≤ δ2εm/2

⇐⇒ εm

2
≥ log Φd(2m) + log

2
δ
�


�� ��� 	����� ��	� �� "����� (������ �"��? εm/4 ≥ log (2/δ)�

-� ������ ����� ��� �"������ 
����2���� �6	 ��� ����	�� ���������?

εm

4
≥ log Φd(2m)� 8��/9

���	������� �� ��3 ��� 5���������� ��/ �6	 m =
⌈

8d
ε log 8d

ε

⌉
������#�����3 ���� ���� ���

��� 
������ ���� �6	 �	%7�	� m�

�7 E��� d > 1�

+��� �� Φd(2m) ≤ 2md ���� ��	 +�4���"� )"� Φd� (� �����	 
����2���� )�	����� ��

������?

2d log
8d
ε
≥ log 2md = d log

(
16d
ε

log
8d
ε

)
⇐⇒ 2 log

8d
ε

≥ log
(

16d
ε

log
8d
ε

)
⇐⇒

(
8d
ε

)2

≥ 16d
ε

log
8d
ε

⇐⇒ 8d
ε

≥ 2 log
8d
ε

⇐⇒ 4d
ε

≥ log
8d
ε
�

+�� ���� 
������ �"�� ��� 4d/ε ≥ 23 log(2 · 2) = 2 ��� ��	���3 ���� ��	 $"��	����� ��

��	���� [2,∞] ������� ������	 1 ���


7 E��� d = 1�

+��� �� Φd(2m) = 1 + 2m� �� ����� �� ������?

2 log
8
ε
≥ log 1 + 2m

⇐= 2 log
8
ε
≥ log 1 +

16
ε

log
8
ε

8#���� m = � 8d
ε

log 8d
ε
� 9

⇐⇒ 82

ε2
≥ 1 +

16
ε

log
8
ε

⇐⇒ 82 ≥ ε2 + 16ε · log 8
ε

⇐⇒ 64 ≥ ε2 + 16 · 3 · ε + 16 · ε · log 1
ε
�



�7+ ε !��"� ��� 2�������� #�$%� O (
1
ε log 1

ε

)
+�

+�� ���� 
������ �2�� ���� �6	 0 < ε < 1
2 ������3 ����� ��� ���� ��	�� A�	)����������"�

ε log 1
ε < 7

8 ����#���� +��� #�	�� ��	 ��� ��#�����?

PmCx �� ε�=��D = 1−PmCx �� ���� ε�=��D ≥ 1− δ� �

-#�� ��������	� A"���Q������ ��� ����� �"	�����	�� #�	 ��� ��� ���"	��3 �� �����

A"���Q������ �� ����� �����	 @"	� ��2�	 )�	#���� #�	����

������� ��� 9ε !��"� 2�������� #�$%�7: "� ��
�� &����������� (X,R) ���  ��

��
���
 d ���� �� ����� ��
� ,�
���
�� cd# �� ���� ��� ������
�� 1/2 > ε > 0 �<� =���

�
������ 3�
�� A ��� ν := cd
1
ε log 1

ε ����� ����;

�7 �1�����"� (� ��������� ��
 ε�	��� N ��� |N | ≤ ν�


7 >������������2���� (�
� ���!����� ν���������� ��� ��
�����
� ��� 0��������
�����

���� 1/2 ��
 ε�	����

+�� ���������� �����	 
������ ��3 ���� ν ���� )"� |A| ���2�� ��� �� 
��2������� ���

��#2���� ε ��	 ��� *	%7��"	����� O(1
ε log 1

ε ) ���

+�� ������	2����� 1/2 > ε �� ��������� *	6���� ��� �%	 ����3 �� ��	 ������ ε

���	����� �����

��,���7 �������	 ��� .���� �"	�����	�� ����� 
������ ���� ��� ���"	��3 �"���	� �	����

�� �� ��	 
������ )"� ��� ��'��� 6��	 ε�=��� ��� ����	��� �� ��#��� )"� B�.>/3

$����  �>C3 ���� ����	 ���� �"���� A"����� ������	�� .�	 �6�	�� ���	 ��� ��#����

(�� #2��� δ = 1/2� +��� ��� �6	 ��� ��	�� �� ��� ��'���?

8d
ε

log
8d
ε
≥ 4

ε
log

2
δ
�

�� �� ���� ��� ��'��� ���" �� ������?

cd
1
ε

log
1
ε
≥ 8d

ε
log

8d
ε

⇐⇒ cd · log 1
ε
≥ 8d · (log 8d + log

1
ε
)

⇐⇒ cd

8d
· log 1

ε
≥ log 8d + log

1
ε

⇐⇒ log
1
ε

( cd

8d
− 1

)
≥ log 8d

⇐⇒ log
1
ε
≥ log 8d

cd
8d − 1

�

+� ε < 1/2 ���3 �� log 1/ε > log 2 = 1� @6	 ��� A"����� cd := 8d log 8d + 8d �	�����

#�	?
log 8d
cd
8d − 1

=
log 8d

1 + log 8d− 1
= 1�



'3 ������������� ��� ε !��"�

��� ���� ���"?

cd
1
ε

log
1
ε
≥ 8d

ε
log

8d
ε

�6	 ���� 0 < ε <
1
2
�


��" �� ���� ���2����� ν������	"�� x �6	 ν = cd
1
ε log 1

ε ���������� �� .��	�������������
1
2 ��� ε�=��� +��� �� ��� �#��� 
�������

.�	 ����� �� ����	 �	"������������� (��"�� ���� ������3 ���� ���� ν������	"�� ��

�����	 ���������� ������	� +��� �2�� ���� �"������ ���������� ������	�����?

Pν Cx �� ε�=��D ≥ 1
2

=⇒ |ν Cx �� ε�=��D| ≥ 1
2
|A|ν > 0

=⇒ ∃x ∈ Aν : x �� ε�=���

�

@6	 ���� �"���� �����	"�� x ��� N ⊂ A ��� (���� ��	 ������� )"� x� +��� �� N ���

ε�=�� )"� A ��� �� ��� |N | ≤ ν = cd
1
ε log 1

ε �

�7+7�& �����2��	7 ��� ��	 ������	2����� 1/2 > ε �2�� ���� 1/2 ��	�� F���� �"���)��

.�	 ������	 1 �	������ (� ��� .�	 1 #�� �� B�.>/3 $����  �>C �2�� ���� ��� 
������

�����	 ���� ��� ��� ��� 8��#� B�.>/3 ���"	�� ��>C9 ��	�����? @6	 ε �������� ���� 1

��	���� ��� ��� *��������

log
1
ε
≥ log 8d

cd
8d − 1

=: b�

+���� �� b �����3 ���	 ��� �"���)� .2�� ��� ε = 1
2

b+1
< 13 �" �"�� log 1

ε < b ��

.���	��	��� ��	 @"	��	����

�7+7�+ �����2��	7 .�� ��� ��� ��'��� �"�"	 ������3 ��� �� �� F���� 0 < δ < 1 ����

����	������� A"�����3 ���	 �6	 ��� ��2�	 )�	#����� 	���"�����	� A"��	���"� ��	

+����	���	 �� δ = 1
2 ���	��������

�7+7�' �����2��	7 .�	 ���� ���" �� -��� ������ A������ ��� �%���� �� F���� ��	������

	��� �� ��������	 !:�+������"� ��� ������� ����� ε�=�� ��	 *	%7��"	����� O(1
ε log 1

ε )

)"	��������� +��#���	�� ��� �� ��� ��� ���	������� �	"7�� ν ∈ O(1
ε log 1

ε )3 �" ���� ����

���2����� ν������	"�� ��������� �� .��	������������� 1
2 ��� ε�=�� ���

E� ��� �2����� ������ A������ �������� #�	 ��� �� ��"��	������ ��	�����	2���� ��

��� ��� ���"	�� EEE ���� 
������ 6��	 �������� �����	"��� N )"� ��������� (�����

A ⊂ Rd �� ������3 �� ��	�	 ����� ���� ���� +����	���	 �6	 ����	������	��������	����

��#����� �2���



������� �

�	��	�
���	 �	
	���
���	

E� ������ A����� �����2����� #�	 ��� �� ;������� ��	�����	2���� �� Rd� -��2���

#�	��� ="��"��� �6	 ������� ���	�D� #�� &���� ��� �;��	������ ���������

	������
� 5� ���� !�	#�������� ����� &����� x �� ����� n������ x = (x1, .., xn) ���

&����� �� )�	������3 #�	��� A""	������ �� ������� �	���������� ��������� �"��	�

@6	 ��� &���� x ∈ Rd ��#� p ∈ Rd ���	����� #�	 ���" ���������#���� x = (χ1, .., χd) ��#�

p = (π1, .., πd). ���2� ��� &��� xi ∈ Rd ��	��� ����� E����3 #�	� ��	 &��� ���� �"��	

�� xi = (χi,1, .., χi,d)�

@6	 ��� 5��	������� ��	 $��� ����� &����� �� ����� ��� ���� �;��	����� )�	�����	��

#�	 #�� �"��?

,�
$�
���
� E� Rd ��� ��� d�� 
���� ��� )�	����� 
���� �������������

.�	 ��4���	�� ��� #�� �����6���� ��� ���	�D �;��	�����?

&737� ��;������ 9/F��������:7 ���� �;��	����� h �� Rd �� ��� (d−1)��������"����	

�R��	 ����	��� ��� Rd� h #�	� ��� )�	���� ���������3 #��� ��� ���� &�	������ ��	 )�	����

��� 
���� ���2�� @6	 F��� �����)�	����� �;��	����� h ��� �� ��������� 	����� -�����

η1, .., ηd3 �" ���� ���� h ��� ��� �"������ &�������� ������� �2��?

h =
{

x ∈ Rd : η1χ1 + η2χ2 + .. + ηd−1χd−1 + ηd

}
�

+�� $��� ����� &����� p �� ����� ��� ���� �;��	����� h #�	� #�� �"�� ��4���	?

&737
 ��;������ 98	� ����� <��2��� p �� ��"�	 �� h:7

p ���� 6��	 h :⇐⇒ πd > η1π1 + η2π2 + .. + ηd−1πd−1 + ηd

p ���� ��� h :⇐⇒ πd = η1π1 + η2π2 + .. + ηd−1πd−1 + ηd

p ���� ���	 h :⇐⇒ πd < η1π1 + η2π2 + .. + ηd−1πd−1 + ηd�



'
 #����������� �������������

+�� $��� ����	 �;��	����� h �� ����� ��� ����� &��� p #�	� ����	������ ��4���	� ����

�;��	����� h ���	��� ��� Rd �� �	�� ���������2������ �����? Rd = h∗ ∪̇ h ∪̇ h†� +��

������ �E�
�
 ����� h∗ ��� h† ���7�� �����!���� .�	 ������ ���" ��� �"������

&737� ��;������ 9/�����:7 ��� d��������"����	 ����	��� h∗ ⊂ Rd �� ��� "D���

&�������� ��� ����	 ���� ��	 d��������"����� �;��	����� h� E� h∗ ��� ����	���3 �"

��� h† ��� ��	 ����	��� ��� ��	 ����	�� ���� )"� h�

.�	 ����� ��	�� �"	 �� ��	 +�4���"� ����� �"���)�� ����	�����?

&737& ��;������ 9������-�� /�����:7 ��� ����	��� h∗ ���7 �����$�� ����	���3

#��� ��� �;��	����� h )�	���� "��	 #��� h∗ ��� &�������� 6��	 h ���

����� �"���)�� ����	��� ���������� #�	 �� h+3 ����� h �����)�	���� ���

@6	 )�	����� �;��	������ h ���� ���� �����	 +�4���"� ����� ����	2��� �"���)� -�

����� �"���)�� ����	��� h+ #�	� ��	 �����6��	�������� ����	��� �� h− ����������

+�	 
�������� ����� ����	����� h∗ #�	� ��� h
∗
�"��	 ��� ���� ��������"�����	 ����	���

������� +�� (���� ����	 8"D����9 ����	2��� ��� �� H∗
d ���������3 ��� ����	 �"���)��

8"D����9 �� H+
d � +�� (���� ��	 �����)�	������ �;��	������ ��� H#

d � .�	 �"���� ���

��	 +�4���"� ����� ������� �� Rd�

&737+ ��;������ 9������1:7 ��� ������� σ∗ �� ��4���	 ��� ����� )"� (d + 1)

8���� �"#����� )�	����������9 ����	2���� h∗
i ?

σ∗ :=
d+1⋃
i=1

h∗
i �

+�	 <��� σ ����� ������� σ∗ �� ��4���	 ��� ��	 8"�"�"������9 <��� )"� σ∗ ��� ����

��	 ����� ��	 �����%	���� �;��	������ hi�


��������  �� ���� �	�� ��������� �� R3� .�� ��� ����3 ���� ��� ������� ���� �����	

+�4���"� ���� L���	��M� E�����"���	� �� �6	 ����� ����	��� h∗ ���� ��	 ����� ��	

����	2��� h∗
1 = h∗

2 = h∗
3 = h∗ ��� ����������� ����� ������� σ∗�

+�� +�4���"� ��� ������� #�	��� #�	 ��2�	 )�	#������ -��2��� ���	������ #�	

F��"�� �;��	������ ��� ����	2��� ������	�

@6	 ��� A"��	���"� ����� ��������� &�	��"�������� ��� �����	"��� N �6�	�� #�	

��� �"������ (���� )"� �;��	������ ���?

&737' ��;������ 9Hd(N):7 ��� N ���� �������� &�������� ��� ν ≥ d &������ +���

�� Hd(N) ��4���	 ��� ��� (���� ����	 �;��	������ 8���� ����	2���93 ��� F�#���� d �����	

&���� ��������



#����������� ������������� '�

��� ��� 
�� ��� �	�������� ��� 
�� �� @�
�����

��������� �
	� !���
����

(�� ���3 ���� N ���� &�������� �� ����������	 $��� ��3 #��� F��� �;��	����� h ∈ Hd(N)

����� d ��	 &���� ���2� ��� ����� (d+1) �;��	������ ����� ����������� &��� ���

������ .�	 ��4���	�� B+
d 3 ��� ��	�����	��� ��	 �"���)�� ����	2��� �� Rd3 ����

B+
d := (Rd,H+

d ∪ Rd)�

+����	 ��	�����	��� �� ��� #������	 ��"��	�����	 ��	�����	���� ��� #���	�	 ��	������

	��� �� Rd �� B∗
d 3 ��	 ��	�����	��� ��	 "D���� ����	2��� �� Rd3 ����

B∗
d := (Rd,H∗

d ∪ Rd)�

<���)�� �6	 ��	�������� �� ε�=���� ���� F�#���� ��	�� �������� 5��		2���� +��

���������� ��� ��	������ Rd )�	������� ��2�	 ��� �"	���� +�	������� ��	 �"��������

A"		��"	�� .�� ��� ����� �	����3 )�	2���	 ���� ���� ��� !:�+������"�3 �� �6	 F���

�������� (���� A ��� ��� 8�"���)�	9 ����	��� ������	3 ��	 ���� A ���2�� .�	 �	����	�

�� ��� +�4���"� )"� ε�=����3 ���� ��	 �� ��������� ��	�����	2���� (A,R) �6	 ��� ε�=��

N ���? ��	����� R3 ��� ����� &���� ��� N �������3 ������� �%������ ��� �	������

ε ��	 &���� ��� A?

(R ∩N = ∅) =⇒ |R| = |R ∩A| ≤ ε · |A|�

(�� ��	���� �� B+
d = (Rd,R) �� R := H+

d ∪ Rd ����� ��������� 5��		��� (A,R|A)�

��� ��	���� ��� ��� 5��		��� �� ���� ��� @"	� h+ ∩ A = {x ∈ A : x 6��	 h}� ��
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��������� �
� ����������� ��� " �#���������

���� 5��	��������� �� ������ ��	������ ����������� .����� �� )"	 �����3 ��� 
�����

�����	 ��	����� �� �������� �� �� ������3 ���� �� ���� �	%7� 
����� )"� ��������

���3 �6	 ��� ���� ��������� A 6��	���� #�	��� ����� +� ��� �"����	 ��	���� ��	�� $����

����������� ��	 @"	� x 6��	V���V���	 h ���	���	����	 #�	�3 ���� ��� �"�����"	�����

*�"��	�� *	�������� �6	 �"���� 5��	���������� -#�� �����	 *	�������� ���� �	����

�"������� ����
����
�� �"#�� �#����� ��� ������������  �����!�3 #����� ��� $������

������� ��� ����� �"����� ��	���� �� ����� ������ <��� 6��		2�� �� ���� ����3 ����

��� 
����� ��	 ��	����� ��	�� ��� 
����� ��	 -����� �� ����� 
		������� ��� ������

<���� ������	6�� #�	��� ����� E� ��� �"������� �#�� 
�������� #�	��� ����	 �����

������ 	���)���� *	�������� ��	 �"�����"	������ *�"��	�� ������6�	� 
�� O����� ���	�

�� ���� ������	����	 B���>/C3 �� ��� ���� #���	�6�	���� 
������� 6��	 
		��������

4����� 
��� ��� �� ��� A������ , ��� / �� ����	������	��������	���� ��� ��������

��	��������	���� )�	#������ ���"	��������� 
������� 4���� ���� �� ������ $��	�����

+��� ���� 
������� 6��	 ��� �������	����	� ��� $������ )"� J��	��"��� �� ���������

<��	2�����"��� )"� 
		��������� +�� �	�� ��� ���� �� <����� �����	 +���"��	�

��� ��������� *	������� ��	 �"�����"	������ *�"��	�� ��	�D ��� ���	�D ��	 -"��

�� ����� 
		�������� ��� #�	� �� �2����� A����� ������6�	�

 �� *	�������5 
		�������� )"� �6��	������

&7�7� ��;������ 95���	�����:7 @6	 ���� �������� (���� H ��� �;��	������ �� Rd

�� ��� 
		������� A(H) ���� 5��	������ 8&�	��"���	���9 ��� Rd �� ���������2��

����� ����� 8��	� �����9 )�	���������	 +������"�3 #����� ��	�� ��� �;��	������ h ∈ H

	�������	 #�	��



&7� #�����	�� 5���	������ -�� /F��������� '+

-#�� &���� p ��� q ���%	�� ��	 +�4���"� ����� ���� ��� �������� ���������2�����

��� ����3 #��� ��� �� ����� ��� F��� �;��	����� h ∈ H �������� $��� ������ +��� ��

������3 ���� ��� ��#���	 ����� ��� h ������ "��	 ����� �� ��������� ����	��� h∗ �������

+� ���	 ���� ���� ����� )"� �������� ����3 �����	2���� #�	 ��� ��� ��� ��	������ ��	

���������2������� ����� ��	 +������"� 03 1 ��� d�

8@6	 #���	������� 5��	��������� ��� ��� ������	����	 )�	#����� B���>/3 A����� �C�

+"	 #�	� ��� ���������2������� ���� ����� 
		�������� �"	��� ��������� ��	�� ���

&"���"��)��"	 ����� &����� �� ����� ��� ��� �;��	������ ��� h�9

+�� ����� ��	 +������"� d ���7�� -����� f � (� F (A(H)) #�	� ��� (���� ��	 -����� ���

A(H) ���������� -����� f ���� ��� "D��3 #�� ��� ����� �������? ��� &��� ����� ���

�������2������� ����� z ��	 +������"� d ���� �� ����� ��� ����� �;��	����� h ∈ H

��� $��� L���� ���M �����	�����3 �� �"�� ��� +������"� ≤ d−1 #2	�� +��� �� ��� F���	

&��� p ��� �����	 ����� ����� �"���)�� 
����� �� F���	 �;��	������ 
��" �� z "D���

+�� �����������"����� ���������2������� ����� ���� &����� +��� ���� ��� ����������

��	 �;��	������� +�� ����������"����� ����� ���7�� A���� "��	 ��������

+�� 
����� |F (A(H))| ��	 -����� �"#�� ��� 
����� ����	�	 ����� �� ����� 
		�������

���� ��� #������� (�7 �6	 ������ A"������23 #������ �� ��	 ���"	��������� *�"��	��

�� )����� -��������2���� ���	��

��� #���	�	 #������	 ���	�D �6	 
		�������� �� ��� E�������3 #����� �����	���3 #���

�#�� ����� ���������	 �	������ +�� &����3 ��� �� ���� -���� �	�����3 ���7�� ��������

��	 -�����

<���)�� �6	 ��� ��2�	 ��	������ &�	��"���2��� ���� 
		�������� ��� Hd(N)3

��	 (���� ��	 �;��	������ ��	�� F� d ��	 &���� ����	 ��������� (���� N � 8��� ������ ��

N �����	"�� ����	 �	%7�	�� (���� A9� +���	 #�	��� �	�� ��	�� ������������� )�	#����3

#��� �� A"��� ���	 ��3 ���� N ���� &�������� ��?

A(N) ��������� ��� 
		������� A(Hd(N))�

F (N) ��������� ��� (���� ��	 -����� �� A(N)�

+�� �� �2����� A����� ��4���	� -"�� )"� h �� 
		������� A(N) #�	� �� Z(h,N)

����������

&7�7
 8��� 95�"�� ��� ������:7 ><� ��� �
���� m := |F (N)| ��� "����
 �
 A(N)

��� |N | = ν ����

m = |F (N)| ≤ Φd

((
ν

d

))
#

%���� .��������� ��� ��������
�� '��� ���������  ���� ��� �����
�# ���� =��� �������
� ���

Hd(N) ��
�� d ��
��� ��� N �
��!�� �
� ���� ����� 
�� d �������
�
 �
 ��
�� ��
��

��� Rd ���
����
� 0�� ���

��
 �
 ���  �D
����
 2�2�5 7��41:; Φd(n) =
∑d

k=0

(
n
k

)
�

�� #�	� ��� ��#��� �������	3 ��	 ��� ��	�����	����� ��� ���� ��F���"� �#������ -�����

��� &����� )�	#�����



'' #����������� �������������

��,���7 +�� ���	�D� L���� ���� �����	2��M �"#�� ������� )�	#����� #�	 ���	 #�� 6��

���� �� ��	 
���;��� �6	 ��� 	������ -����� R ����#��� ��� ��� d�� A""	������ ���� -����

f ���7 ���" L���� ���� �����	2��M3 #��� �6	 x ∈ R : x ∈ f ��� d�� A""	����� χd �����

��#����� .�	 ���� ���	���	���� �� ��� ����� ������� ����	 �"����� -���� �� �������

��	 d�A""	����� "��	 ��	� ����� ��������� �������� J��� ������	2����� )�	������ #�	3

���� �� F�#���� ����� ����� �"����� ���� 8�"�� �2�� ���� ��� ���� ������� ������ +	�����

��� A""	�������;���� )"	������3 #����� ����� �����"��� �������9 .�	 "	���� ���

F���	 ���� ���� �����	2���� -���� ������ ��������� ������� ��� (�� ��"����� ���3

���� ���� ���� ��F���"� �#������ ��	 (���� ��	 ���������� �� 
		������� ��� ��	

(���� ��	 ���� ���� �����	2���� -����� ��	����� ����	���� #�	� F���	 ���������

����"	���3 �� ��������� ���� ���� ���� �����	2��� -���� ���	���3 ����	�	���� �����

���� ����	��� ��	 ����������� $��� "D���������� ����� �#�� -����� ��� �������� �������

��� ���������� +��� ��� ��
(ν
d

)
���� ���� �������	2��� -������ (�� ��	���� ���

���� �;��	����� g := {(χ1, .., χd−1,−s), s ∈ R+}3 ��� ���	 ����� ����������� �����

8+�� (���� ����	 &���� �� �������	 d�A""	������9 J��� ������	2����� �������� �����

F��� ��	 )"	������� �;��	������� 8@���� ��� ��� ���� �3 )�	#���� ��� ���� ��	�� ���

�� ������ +	����� �	����� �;��	����� g′3 #����� ���	 ����� ���������� �����9 (��

��	���� ��� ��� �����"� �� ��	 (d− 1)��������"����� �;��	����� g� I��� �;��	�����

��������	2�� �	��� ���� (d − 2)��������"���� �;��	����� �� �����	� 
��" �	�2� ��� ���

(d − 1)��������"����� 
		������� ��� n �;��	������� 8
� �����	 ����� #�	� ��� ����

�"	���� +�	������� ������ 
		�������� )�	������9 �"�� �	��� ���� ��� @"	��� �6	 ����

������� $��� ��	 )"���2�����	 E�����"� ���� d3 �� �6	 ��� E�����"�������� d = 1 ���?

ν &���� �� R1 ���	����� ��� 	����� *�	��� �� ν + 1 =
(
ν
0

)
+

(
ν
1

)
E��	)�����

�� ��� ���" |F (N)| = Φd

((ν
d

))
�6	 &��������� �� ����������	 $����

@6	 &��������� N �� ���������������	 $��� �2�� ���� ��� ���� ����� )�	2���	� &����

����� N ′ 4���� �� |F (N ′)| ≥ |F (N)|� (� �����	 8��� ����������
 �����������9 �������

���� ���3 ���� Φd

((ν
d

))
��� ���� 
����2���� ���� "��� ��	����� +� ��� ��� ��2�	

)�	#������ &��������� ���������� $��� )"	�������� #�	�3 �6�	�� #�	 ����� �������

���	 ���� ������� ��	�� ��� )�	#����� ��� B���>/3 ���"	�� ���C� �

&7�7� 8��� 95�"�� ��� �������"�����:7 ><� ��
� ��������� �������
� h ��� ��� �
�

���� m ��� "����
 �
 A(N)# %����� h ���
����
# �����
�� �����

m ≤ Φd−1

((
ν

d

))
�

��,���7 J�����
� �2�� ���� )"	��������3 ���� h F��� �;��	����� ��� Hd(N) 8���9

��������3 �� �"�� ��� 
����� ��	 ����������� -����� ���� �	%7�	 #�	�� (�� ��	����

��� �����"� �� ��	 (d − 1)��������"����� �;��	����� h� I��� �;��	����� ��� Hd(N)

��������	2�� ��� h �	��� ���� (d−2)��������"���� �;��	����� �� �����	� +��� �	�2� ���



&7
 #�����	�� #����������� ������� '.

��� (d − 1)��������"����� 
		������� ��� |Hd(N)| �;��	������� 
��" �"�� ��� 
������

��� ��� )"	���� $����� �

&7�7& 8���7  �� �
���� m = |F (N)| ��� "����
 �
 A(N) ��� |N | = ν �!��� ���� �<�

d < ν �����!���
 �����

m ≤ νd(d−1)�

+���� ��������� 
����2���� #�	� ���	 ������� �"	�����	 ��� ��#������ �������	 ���

.���� )�	#����� ��� �� ��	 �	��� 5���������� ��� ��#����� )"� ���"	��  �0 B�.>/3

���  ����C�

��,���7 =��� +�4���"� ��� ���"�����"�R������ �2�� ���� �����2���?(
ν

d

)
=

ν · (ν − 1) · .. · (ν − d + 1)
d!

≤ ν · ν · .. · ν
d!

<
νd

d!
.

��� ��� ���� �� Φd−1

((ν
d

))
���3 �	�2� ��� ���� $����  ����

m < Φd−1

(
νd

d!

)
=

(
νd/d!

0

)
+

(
νd/d!

1

)
+ .. +

(
νd/d!
d− 1

)
.

=�� ���2� ��� F���� �����	 ���"�����"�R������ ��
(
n
k

)
< nk ��� 8+���� 
����2����

�� #�� "���3 F��"�� �������#2��3 �� d! ≥ 1�9

m <

(
νd

d!

)0

+
(

νd

d!

)1

+ .. +
(

νd

d!

)d−1

≤ 1 +
νd·1

(d!)1
+ .. +

νd·(d−1)

(d!)d−1

≤ 1 +
νd·1

d!
+ .. +

νd·(d−1)

d!
≤ 1 + (d− 1)

νd·(d−1)

d!
≤ 1 + νd(d−1).


�� m ∈ N �	��� ���� ��� ���������

m ≤ νd(d−1). �

 �� *	�������5 *�"��	����� +����0

+�� ��"��	����� +����2 �� Rd �� ���� 
�������� D3 #����� ��� (���� ��	 &���� ��

Rd ��F���) ��� ��� (���� ��	 8�����)�	������9 �;��	������ H#
d ��������

+�� ��"��	����� +����2 D �� Rd �� ���	 !�	#������ ��	 A""	��������	�������

����	 �����)�	������ �;��	����� ��� #�� �"�� ��4���	� ��F���)� 
�������� D : Rd → H#
d 3

��	�� 5����	��������� H#
d → Rd ��������� �� D ��������� #�	��

&7
7� ��;������ 9	����������� ������� �� Rd:7

D(p) := h �� h =
{
x ∈ Rd : χd = 2η1χ1 + 2η2χ2 + .. + 2ηd−1χd−1 − ηd

}
���

D(h) := p �� D(p) = D(D(h)) = h�



'0 #����������� �������������

+�� +����2 #�	� ��� ��6	����� .���� �	#���	 ��� &��������� ��� (����� )"� �;�

��	������3 �" ���� ���?

D(P ) = {D(p) : p ∈ P} ��� D(D(P )) = {D(h) : h ∈ D(P )} = P �

�������� �2�� ���� ��� ��"��	����� +����2 �6	 ����	����� 
�������3 ��� �� ��	 $���

)"� &����� �� 
		�������� ���������2��� *	��� ���6	 �� ��� ��"�������3 ���� ���

D ��� $��� L�����	M� +���� #�	� ��	�� ��� �"������ $���� ������	6��?

&7
7
 8��� 9���� 8	�:7 ��� p ∈ Rd �
� h ∈ H#
d �  �

 ����;

p ����� ��� h ⇐⇒ D(h) ����� ��� D(p)

p ����� <��� h ⇐⇒ D(h) ����� <��� D(p)

p ����� �
��� h ⇐⇒ D(h) ����� �
��� D(p)�

��,���7 +�	 ��#��� ���%�� ��������� �������� 
����	� ��� #�	� ����	 ���� ���6�	� �

(�� ������3 ���� ��� ������	����	 ��� �	�� ���������� ��� �
����
�� �����$����
 ���

������� #�	� B���>/3 
������ �� C� @6	 ����	����� #���	� ������������ )"� D ����

���� ��� A"	"���	 )"� ������	����	 �� B���>/3 A"	"���	 ��,C�

(� ����� ��	 ������6�	�� ���	�D� ��� ��� A"���� ��	 +����2 �2�� ���� ��� ��	

��	�����	��� ��	 ����	2��� ��� Rd ��������� ���	�������

 �� +�	 ��	�����	��� ��	 ����	0��� ��� Rd

&7�7� 8��� 9��������� ��� ������������� ��� ������-�� /�������:7

 �� &����������� B+
d = (Rd,H+

d ∪ Rd) ��� �����$�
 �����!��� �� Rd ��� ��� ?-�

 ���
���
 d# ���� �� ����;

dim B+
d = d�

��,���7 B�.>/3 ����� "���C

.�	 ������ ���2���3 ���� ���� n���������� ��������� A = {x1, .., xn} ⊂ Rd 6��	����

#�	��� ����3 #��� n < d ���� +��� ��	����� #�	 ��� ����� ����D(A) = {D(x1), ..,D(xn)}�
+��� ���� n �;��	������3 ��� ��� Rd ���� $����  ���� �� ��� 
		������� �� m ≤ Φd(n)

-����� ��������� I��� -���� �� ��� (���� ����	 &��� �� ��	������ $��� �� ����� ���

�2������ �;��	������ D(x1), ..,D(xn)? ��� h+ ��� �"���)�	 ����	��� �� Rd ��� h ���

�����%	��� �;��	������ ���� A′ := h+∩A� +��� ���? ��� &��� xi ���� 6��	 ��	 �;��	�

����� h ����� ����3 #��� xi ∈ A′� E� +����� ��� 2Q��)����? +�	 &��� D(h) ���� 6��	

��	 �;��	����� D(xi) ����� ����3 #��� xi ∈ A′ ����
�7 E��� n > d�



&7� ��� ����������� ��� /������� ��� Rd '�


�� ��	 +�4���"� ����' 8�� �9 )"� Φd(n) �	��� ���� m ≤ Φd(n) < 2n� +� �� #�����	 ���

2n -����� ���3 ��� �� #�����	 ��� 2n )�	��������� ���������� A′3 ��� )"� ����� �"���)��

����	��� ��� ���������� )"� A ������� #�	���� 
��" ���� A ���� 6��	���� #�	���3

��� �� �"��?

dim B+
d ≤ d�


7 E��� n = d�

.�	 #2���� ��� &�������� A �"3 ���� ���������� $��� ���� $����  ���� 8��,'9 )"	�����

+��� ��� �6	 ��� 
����� m ��	 -����� �� 
		������� m = Φd(n) = 2n ���� ��	 +�4���"�

)"� φd 8 ����' ����9� .2���� #�	 2n &���� ��� )�	���������� -�����3 �" ���� ��	�� �����

�����	 �;��	������ hi3 1 ≤ i ≤ 2n �� )�	���������� ����������� A′ = A ∩ hi� +�

�� ����� 2n ���������� )"� A ���3 �"�� F��� (���� ���� )"	 ��� �� ���? A #�	�

6��	�����

�� �"�� dimB+
d ≥ d� -������� �"�� ���" ��� ���������?

dim B+
d = d� �

�������	 ��� .���� ����� ��3 ���� ���� ��	�� ���� ������ �	#���	��� ��� "����� 
	���

���� dim B∗
d = d + 1 ������ �2��� ���	 #�	� ��	 ��� "��	� ���	���� dim B∗

d ≤ d + 1

������#�����3 �� ����� �6	 ��� �������#��� )%���� ���	����� =�6	���� �� dimB∗
d ≥ d3 ��

H∗
d ⊃ H+

d � 
�7�	��� �� �� ���� ���#�	3 ���� d+1���������� ��������� �� Rd �� 4����3

��� )"� B∗
d 6��	���� #�	�3 #"	��� ���� ���� dimB∗

d = d + 1 �"���	� �2���

&7�7
 8��� 9��������� ��� ������������� ��� /�������:7  �� &�����������

B∗
d = (Rd,H+

d ∪Rd) ��� �����$�
 �����!��� �� Rd ��� �B�����
� ��� ?-� ���
���
 d+1#

���� �� ����;

dim B∗
d ≤ d + 1�

��,���7 +� �� ����	 �;��	����� h ����� ����	2��� ���������� ����3 ���� �� ��� �� ����	

��������� (���� A ��� �� �"���� �" )���� )�	��������� ��	����� A ∩ h∗ ������ +��� ����

��� ����� ���3 ����� ��� �	��� ��� ����� ���� D(A) = {D(x1), ..,D(xn)} ��	�����

+��� ���� n �;��	������3 ��� ��� Rd ���� $����  ���� 8��,'9 �� ��� 
		������� ��

m ≤ Φd(n) -����� ��������� I��� -���� �� ��� (���� ��	 &���� �� ��	������ $��� ��

����� ��� ��� �;��	������ D(x1), ..,D(xn)� �� ��� ��	�� �	����	3 ���� ��� &��� xi �����

���� 6��	 ��	 �;��	����� h ����3 #��� D(h) 6��	 D(xi) ����� ��� p ��� &��� ����	 -����

z �� ��)"	 ��4���	�� 
		�������� +��� �� #�� ��)"	 D(p) ���� �;��	����� h �� �����

��	���� A ∩ h+ ⊂ A� +����	 ��	���� �� #����	 �����2���� )"� ��	 .��� ��� &����� ���

��	���� ��	 -���� z� �� �� F��"�� ���� ��	 ��	���� A∩h− ��� ���2�����	 ��	����� I��� -����

�������	 ��� �� �#�� )�	��������� ��	����� A ∩ h+ ��� A ∩ h−� +��� �� ��� 
����� ��	

)�	���������� ��	����� �6	 ���� �������� (���� A �� |A| = n �����	2�� ��	�� 2 ·Φd(n)�



.3 #����������� �������������

+� ��� 
����2���� 2Φd(n) < 2n �6	 n > d + 1 �����	 ����� ����������6���� 
������ ��	�

����3 #�	� ��	 ��#��� ���	 ���� ��	�� ���� �	#���	��� ��� )"	���� 
	������ ���6�	�

�������� #�	� ��� ���� ����	� .���� ������3 ���� ���� n���������� (���� �� n = d+2

���� 6��	���� #�	��� ����� +�	 ��#��� #�	� ��	 �������	3 �� ������ ��������� +�����

���������� ����� ��� A = {x1, x2, .., xd+1, xd+2} ��� #�	�� ���2��� �����"����3 ����

A− {xd+2} 6��	���� #�	�� +�� ���73 �6	 ��������� A′ ⊂ A− {xd+2} ��� �� ���� �;��	�

����� h∗ �� h∗ ∩ (A−{xd+2}) = A′� =�� #�	� ��	 ����� <��� ���	����� E�����"���	�

��	���� ��� ��� 
		������� ��� ��� d + 1 �;��	������ H := {D(x1), ..,D(xd+1)}�

�� ��� $����  ���� 8��,,9 6��	 ��� 
����� ��	 ����������� �� ������ 
		�������

�"��3 ���� ��� (d + 2)�� �;��	����� ���� ���� -����� ��������� (�� ��	���� ��� �����

&��� �� ����	 �"����� -���� z� +�� (���� ��	 �;��	������ D(xi), 1 ≤ i ≤ d + 1 6��	

z ��������� ��� �� H+ ��� ��� ���	 z �� H−� +��� ���? ��� ��� "�����
� z 6��	

D(xd+2)� +��� ��� �� ���" ���� ��	 +�4���"� )"� -����� �� 
		������� ������ &���

y ∈ Rd3 �6	 ��� ���? y ���� 6��	 ��� �;��	������ ��� H+ ��� ���	 ��	 �;��	������

H−∪{D(xd+2)}� +�� ������ (����� ���� ���������� )"� A3 #����� #�	 ��� �� A(1) ���

A(2) ����������� +��� �"�� ��	�� ���� 	��� ������3 ���	 �������� ����������� ��	������

����� N��	������ �� �	������ <���?

A(1) ��� A(2) ���� ����� ��	�����3 ���� �� ��� ������ ����	��� h∗ �� ��	 �����%	����

�;��	����� h := D(y)3 �" ���� h∗ ∩A = A(1) ��#� h∗ ∩A = A(2)�


��" ���� A ���� 6��	���� #�	��� ��� �� �"��?

dim B∗
d ≤ d + 1� �

 � 7"������"� )"� ��	�����	0����

���� #���	� ���������� )"� ����������� ��	�����	2���� ��3 ���� ���� ��� k 8����������9

��	�����	2���� ��	 +������"� d ��� ����	 ��	�����	��� �� L�"������	��M ��	������

������ �2��� +�� +������"� ��� ��	�����	����� �� ���� ��� ������� ��� �2�� ���� ��	��

����� ��	� �� k ��� d �����	2����� +���� A"������"� #�	� ��� ��4���	�

&7&7� ��;������ 9k *���������:7 ��� (X,R) ��� ��	�����	���� (�� ��	���� �����

��	�����	��� (X, R̃)3 #"��� F���	 ��	���� R̃ ∈ R̃ ��4���	 ��� ��	�� ���� A"������"� )"�

k ≥ 2 ��	������ ��� (X,R)� +�� �� �� )�	����� ��� R′ = φ(R1, R2, .., Rk) �� ����	 �����

��������"	������� @"	��� φ 8��� !�	����������3 (�������D�	����� ��P� ������� ����9

��� R1, .., Rk ∈ R� +��� ���7 (X, R̃) ���� k�A"������"� ��� ��	�����	����� (X,R)�

&7&7
 ��������7 ��	���� ��� ��	�����	��� (R2,R) �� R = {h+, h �"	��"���� *�	���}�
.2��� ��� @"	��� φ : R ×R → R �� φ(R1, R2) = R1 −R2�

+�	�� ��������� �� ��� (���� ��	 �"	��"����� �	����� ��	 ������



&7+ ��� ����������� ��� k *�������� �� Rd .�

��� ��� ���" R̃ = {φ(R1, R2), R1,2 ∈ R}� +��� �� (R2, R̃) ��� ��	�����	���3 ��	 ���� ���

2�A"������"� )"� (R2,R) �	����

&7&7� 8��� 9��������� -�� k *�����������:7 ��� (X,R) ��
 &����������� ���

?-� ���
���
 d �
� (X, R̃) ��
� k�,����
����
 $�
 �������  �

 ��� ��� &�����������

(X, R̃) ��
�  ���
���
 < 2dk · log (dk)�

&7&7& �����2��	7 +���� ���������� @"	�����	��� ��� k�A"������"� #�	� �� B(�0�3

$���� ��,C ���������� +�� )"� �������	 ��� .���� ���%��� @"	� �� ��	 ��	 )"� �����

�"	�����	� ����������� )"� A"		��"	��3 ��	 �� @"������� �������� #�	�� +� ��	 ��#���

���� ���#��	���	 ��3 #�	� ���	 ����� ����������	� @"	� )"	���"����

��,���7 B�.>/3 )��� $����  �'C ��� A ⊂ X ���� �������� ��������� �� |A| =: m ≥ 2�

+��� �� ���� $���� ����/ 8�� �9 ��� $���� ����� 8��� 9? |A ∩ R| ≤ Φd(m)� (��

��	���� ��� )"� A �������	�� ����	��� )"� (X, R̃)? I���	 ��	���� R ∩ A �� R ∈ R̃

�� ��� @"	� R ∩ A = φ(R1, R2, .., Rk) �� Ri ∈ R� +��� �� ��� 
����� ��	 ��	�����

�����	2�� ��	�� Φd(m)k < mdk� �� �� �� ������3 ���� �6	 ���� m���������� (���� A

�� m = 2dk log (dk) ��� 6��	���� #�	��� ����3 ���� ��� |A ∩R| < 2m ���� (� k ≥ 2

��� m ≥ 2 �	��� ���� ��	�� �����	����"	������ Φd(m)k < mdk ≤ 2m ��� ���� ���

���������� �

&7&7+ ��������7 +�	 "���� ��	�����	��� (R2,R) �� ��� !:�+������"� d = 23 ���� ����

�� ��	����� ���� ���� ��	����� �� B+
2 = (R2,H+

2 ∪ R2)� �� �"��3 ���� ���� (X, R̃) ���

��	�����	��� )"� ��������	 !:�+������"� d̃ �� d̃ < 8 · log 4 = 16 ���

 �' +�	 ��	�����	��� ��	 k�7"		��"	� �� Rd

��� k�A"		��"	 �� ���� "D��� ��������� ��� Rd3 ��	 #�� �"�� ��	�� k ����	2��� h∗
13 ��3

h∗
k ��4���	 ��?

Kk
i=1(h

∗
i ) :=

k⋃
i=1

(h∗
i )−

k⋂
i=1

(h∗
i )�

@6	 ��� ��2�	� 
�#������ �� �� �����������3 ���� A"		��"	� "D�� ����3 ����	 #�	�� ��	


�������� h∗
i )�	#�����

+�	 ��	�����	��� (Rd,Kk
d) �� Kk

d :=
{
K : K �� k�A"		��"	 �� Rd

}
��	 k�A"		��"	� ��

���� k�A"������"� ��� ��	�����	����� ��	 ����	2���� +�	�� ��� !�	#������ ��� 
��

��������� #�	� ��� ����� #���� ������� �"#�����3 �� ��� ��	�����	��� �"	��� ��� A"��

�����"� �� ����	 @"	��� φ ���������� -� ����� "D���� ����	��� h∗ ��� h† ��� ��	

�����6��	�������� ����	���3 ���� h∗ ∪ h ∪ h† = Rd� φ �2�� ���� ���� #�� �"�� ��������?

φ(h∗
1, .., h

∗
k) :=

k⋃
i=1

(h∗
i )−

k⋂
i=1

(Rd − h†
i )�



.
 #����������� �������������

.���� Rd−h†
i = h∗

i �� ���� φ(h∗
1, .., h

∗
k) = Kk

i=1(h
∗
i )� +� φ ��	 ��� +�D�	���3 !�	��������

��� ����� ������� ��3 ��� ���" ��� �"������ $����?

&7+7� 8���7

 �� &����������� (Rd,Kk
d) ��� ��
� k�,����
����
 ��� &������������� B∗

d�

+��� �2�� ���� ��� +������"� ��	 k�A"		��"	� ���� "��� �����2���?

&7+7
 ��" 9��������� -�� k *���������:7 ��� k �����  �

 ��� ��� &�����������

(Rd,Kk
d) ��� k�,�������� ��
� �
������  ���
���
 �
� �� ����;

dim (Rd,Kk
d) ≤ (d + 1)k · log (d + 1)k�

��,���7 B�.>/3 A"	"���	  �,C =��� ��� )"	���� $����  �'�� �� ��	 ��	�����	��� ��	

k�A"		��"	� ���� k�A"������"� �� ��	 ����������� @"	���� +� ��	 ��	�����	��� B∗
d

��	 ����	2��� ��� Rd ���� $����  ���� 8��,09 �%������ ��� +������"� (d+1) ��3 �"��

��� 
������ ���" ��� ��� $����  � �� 8��/�9 6��	 k�A"������"���� �

 �, -�� ε����"	�� �8	 ��7"		��"	�

E� ������ 
������ #�	� ��� ��	�����	��� ��	 k�A"		��"	� ��	 )"� ����	 ��������� (����

A �������	� 5��		��� ��	����� +�� ���"	�� �����3 ���� ���� ��� 
����� ��	 &����

�� ������ ��	������ �� ����� )"� ε�=���� �����	2���� �2���

������� �( 9�� ε ������� �)� k *��������: � ��� k �����  �

 ���� �� ��
� ,�
�

���
�� cd# �� ���� �<� ���� 1/2 > ε > 0 �
� ���� n������
����
 3�
��
 A ⊂ Rd ����;

/� (� ���� ��
� ν���������� N 7��� 3�
��: ��� ν = c∗d · 1
ε log 1

ε # �� ���� �<� ���� k�

,�������� K ��� Rd ����;

|K ∩N | = ∅ =⇒ |K ∩A| ≤ εn�

1� (�
� ���!����� ν���������� N ���<��� ����� (���
������ ��
�����
� ��� 0��������
�

�������� 1/2�

��,���7 ��� R := Kk
d ��� (���� ��	 k�A"		��"	�� =��� ��� ���  �'�� 6��	 ��� +������"�

��� �6	 ��� +������"� d̃ )"� (Rd,R)?

d̃ ≤ (d + 1)k log ((d + 1)k)�

=��� ��� $���� ���� 8�� �9 6��	 ��� !�	�	���� ��	 !:�+������"� �� ���� ���� ��	

��	�� ��� �������� (���� A �������	� 5��		��� (A,R|A) ���� �������� +������"� ������	

"��	 ������ d̃� +���� +������"� d̃ �� �"����3 ���� ���� )"� |A| ���2����� =��� ���"	��

EEE 8��'09 ��� ���� �� ��	 A"������ c∗d := c
d̃
?



&7' ��� ε ������� �)� 2 *�������� .�

�� �� ��� ��� ε�=�� N 8��� (����9 �� ν = c∗d
1
ε log 1

ε �6	 ��� ��	�����	��� (A,R|A)�

@6	 ������ ��	����� R ⊂ R|A ���?

|R ∩N | = ∅ =⇒ |R ∩A| ≤ εn�

�� ���� ���2����� ν������	"�� N �� ��������� �� .��	������������� 1/2 ��� ε�=��

�6	 (A,R|A)�

��� N ��� ��� ε�=�� �6	 (A,R|A)� =��� ��	 +�4���"� )"� ε�=�� ��� ���� �6	 ���� k�

A"		��"	� K?

|(K ∩A) ∩N | = |(K ∩N)| = ∅ =⇒ |K ∩A| ≤ εn� �

E��	����� �6	 ��� ���"	�������� 
�#������ ���� "D���������� ��	 k�A"		��"	�3 ��� �����

��	 &�	����	 k ���� �� 
��2������� )"� |A| �������� �	"7 #�	��� ����3 �"���	� ��	��

���� A"����� �����	2�� ��� E� �"������� A����� #�	��� #�	 ������3 ���� �������� ��	

������ )"� (d+1)�A"		��"	�� �� Rd ��� *	������� �6	 ��� +�	���6�	��� ����� �R������

+�)��� T :"�Q��	�!�	���	��� �����



������� �

�	
�	����� ��� ��

���
	�

E� ������ A����� #�	��� ��� ��	�����	2��� ��	 (d + 1)�A"		��"	� ������	 ���	�����

+�	�� ��"��	����� N��	�������� ������ �� �"������� �� ������? +�� (���� ��	 <���"�

��� ��� ����	 ����� ��� &�	��"��������3 �6	 ��� 	���	��)� 
��	��� �"#����� #�	���3

�� ������� �� ����� ��������� (d + 1)�A"		��"	� +���� 
������ #�	� �� ����������

��� '���� �"	�����	� =��� ������ ��� ��� �� ����� (d + 1)�A"		��"	3 ��	 ��� (���� ��	

����������� -����� ���2�� ���	��	�� �� ��� *���������� ��	 &����3 ��� �� 	���	��)

�����	������ <���"��� ������3 ���	 �����3 ����� ��� ε�=�� �6	 ��� ��	�����	��� ��	 (d+1)�

A"		��"	� )�	#���� #�	�� +���� ���������� #�	� �����	����� ��	�� ���� ε���������� �6	

�;��	������3 #����� ���� 
������ 6��	 ��� �"������� -"�� ����	 ���������� �;��	�����

�����

'�� *�"��	����� *	�������5 -"��� �� 
		��������

�������	 ��� .���� )�	#����� ��� &�	������ ��� ��
��� �����
� 8���2����� �����	"�

���9� @6	 ����� �����	"��� N #�	� ��� ��� 
		������� A(N) ���= A(Hd(N)) �������

<���	��)� 
��	��� #�	��� �6	 -����� �"#�����3 #����� ���� 
��	�����;��	����� h �������

���� 5� ��� 
������ ��	 ε���������� �6	 �;��	������ �� Q����4���	��3 #�	� ���2���

��� (���� ��	 ����������� -����� #�� �� ��	 ���"	��������� *�"��	�� 6����� ��� -"��

)"� h �� N ��4���	�

+7�7� ��;������ 9����:7 ����� ���� �;��	����� h ��� ��� 
		������� A(H) ��� ����	

��������� (���� H )"� �;��	������ �������� +��� �� ��� -"�� Z(h,A(H)) ��� (����

��	 -����� ������ 
		��������3 #����� ��� �;��	����� h ���������?

Z(h,A(H)) := {f ∈ F (A(H)) : f ∩ h �= ∅} �



+7
 E����������	 ��� ����� .+

�� ��� ��	�� �	����	3 ���� F (A(H)) ��� (���� ��	 -����� ��� A(H) �� ��� ���� -����� f

��� "D�� ����� E� N ���� �������� &�������� �� ��� 
		������� A(N)3 �" ���	�����

#�	 ��	�

Z(h,N) := {f ∈ F (N) : f ∩ h �= ∅} �

�� �� ���" �� ���	�������� �#������ ��	 ="��"� A(N) := A(Hd(N)) �6	 &���������

N ��� A(H) �6	 (����� H )"� *�	����� @���� ��� ��	����� 
		������� �� A"���

���	 ��3 ���� ���� ������� Z(h) �����	����� #�	����

'�� 9"	�����	��� ��� -����

-��� �� �� �� F���	 ��������� &�������� A ⊂ Rd ���� ������ ��������� N 8�����	"�

��9 �� 4����3 �" ���� �6	 ���� ��������� �;��	����� h ��	 #����� &���� �� ��	 (����

��	 ����������� -�����3 ���� ��	 -"�� Z(h,N)3 ������� .�	 ������ ����	 ��� �"������

+�4���"�?

+7
7� ��;������ 9ε �����	��	:7 ��� ���� �������� (���� A �������� .�	 ����� ����3

���� ���� ��������� 8�����	"��9 N ���� ε���������� �6	 ����	2��� �� 0 < ε < 1/2

�	�6��3 #��� ���? ∑
f∈Z(h,N)

|f ∩A| ≤ ε · |A|�

'�� �������� ��	 -"�� �� ����� ��������� 7"		��"	

+7�7� ��" 9���������	���":7 ��� N ⊂ Rd ��
� �
������ 3�
��� "�� (�
�������� �����


%�� $�����# ���� |N | ≥ d + 1 �����  �

 ���� �� ��
�
 (d + 1)�,������� C := Kd+1
i=1 g∗i ���

g∗i ∈ H∗
d ∪ Rd# �<� ��
 ����;

/� C ∩N = ∅ �

1� C ⊃ Z(h,N)
���
= Z(h,A(Hd(n))) �

5� ��� ��� �� ��#�����3 �6���� ������ 5��	��������� �� ������ <��� �������� #�	�

���� +�� ����� ���� ����	 �	���� (x1, x2) 8��� &�������� ��	����9 ����� ����� ����

���"���	� <"���� +����� �� ���� �;��	����������	3 ��	�� &�������� ��� +"��������� ���

(�� �	���� �� 
�������� '�� �����3 ���� ��� ������ ��������� -����� ������� ����3 ����

���	 ��� ���� "��� ��#� ���� �������	2���� +�	 +"��������� �2�� ���� �� ���	���)��

�� �� ��� 8���	 �������9 
		������� ��� ��� �;��	������ g1 := D(x1) ��� g2 := D(x2)

����	6����� +����� 
		������� �� �� Rd, d ≥ 2 ����� 4 = 22 -�����3 )"� ����� ����

���� "��� �"#�� ���� ���� ���� �����	2�� ��� �� �� ����� ����� (d− 2)��������"�����

-��������������� z� 8E� R2 �� ���� ��	 ��������� ��	 *�	���� g1 ��� g2�9 +����	



.' (��,�����	 -�� *���������

��������� �
	� $����
����


-��������������� z �� ��� +���� ��	 *�	���� h3 #����� ��� �	���� (x1, x2) ���2��

+�� ����� ���� ��	 �	���� (x1, x2) �� ��� ����	 ��	 �;��	������ g3 #����� z �������

��� �� ��	 !�	�������� )"� z ��� ��� ������ �������	2���� -����� ������� ��� +�

(x1, x2) ���� "D��� �	���� ��3 	���� �� "D����	 �� ������3 ���� ���� �"���� �;��	����� g

���� �� ��	 !�	�������� ��	 �����	2���� -����� ������� ��� +��� �	���� ��� ������

��	 
�������� ����� #�� �"��? +�� !�	�������� ��	 ���� "��� ��#� ���� �����	2����

-����� ���2� )�	����� �;��	������� �;��	������ �� L�	"7�	 �������M ���� �"����3 ���

���� )�	������ *�	���� L���2��	�M� +�	�� ����� ����	�������� ���� ���	 �������� #��

����	�� &����� +���� ���� ���� ��������� ����� ������� �� ��������	 $2���� ��� +"��

�������� �� ���� ��� *���� (g∗1 ∪ g∗2)− (g∗1 ∩ g∗2)� �	 �� ���" ���� ��	 ��� !�	��������

�#���	 -�����3 �"���	� �������� ��� 2�A"		��"	�

+�� �"������ $���� �������� ����� ����������� ��� ��������������3 #�����	 ����

��� ��	���� .�� ��#����� �2���

+7�7
 8��� 9���"����� ��� ���������	���"��:7  �� (�
�����
������ ���� �<� ���

�����
�
 h ��� h∗ ∩N = ∅# ���� %�

 
�� ��� ��
�� ����� $�
 h ��
��� ��� N �����
�

��,���7 E� ������ �"���	���� �� ��	 ��#��� ������� ��������	? (�� ��	���� ���� ��������

�� (d+1)���������� ��������� N ′ = {x1, .., xd+1}3 ��� ���� �"���� ��� ��	 �;��	�����

h ����� +���� �����	��� ��� <��� ����� ���	 5��2���� ���	��� �������� ��� �������

σ∗ �� ���� +�4���"�  �1�' 8��,�9 ������� ��� ��� ����� )"� (d + 1) �;��	������?

σ∗ =
d+1⋂
i=1

h∗
i �

+���� ���� ��� (d + 1) �����%	���� �;��	������ hi �������� ��	�� ��� d�����������

���������� )"� N ′� +�� 
����� ��	 �%������� 
��#����� �� ������� ��	��
(
d+1

d

)
= d+1�



+7� ���������	 ��� ���� �� ����� 	���	����� *������� ..

��

�� ���
��

��
��

�

��������� �
� !�����
��

% �&��� '���


��� ��� xj ��� ������� )"� σ∗ �� ��������� 
����� δ ≥ 0 �� h� �� �2�� ����

"�����
� ��� ����������� j = d + 1 #2����� =�� ������ ����� d �;��	������ �� xd+1

�� ��� ����� ���� �;��	����� hd+1 ���� xd+1 �����6��	� (� �����	 ����������� �� ��	

����� ��	 d ��������"������ ����	2���

C :=
d⋂

i=1

h∗
i

��� �R��	 "D���	 A���� �� Rd �� ��	 ����� xd+1 8����� 
�������� '��9� .�� ���� ��

�����	�	 
����	� ������ �2��3 ���� ��� ������ A���� �����	����� ��� ��� (���� ��	 �"���

�)�� $����	�"������"��� )"� <�������)��"	�� −−−−→xd+1xi� 
���	��� ��	 .��� )"� xd+1

����� ���� &���� ��� A����� ����� 
����� )"� ���	 ��� δ ≥ 0 )"� h� +��� 	�D ����

���� ��3 #��� ���	�	� &���� ��� h ������� 
��" ���?

d⋂
i=1

h∗
i ∩ h = ∅

=⇒ h ⊂ R−
d⋂

i=1

h∗
i �


� �����	 ����� #�	� �	������	3 #�	�� Rd ��� ��	���� )"� B∗
d+1 ���������� #�	��? (�

g∗i := h∗
i �6	 i = 1, .., d ��� g∗d+1 := Rd ���

⋂d+1
i=1 g∗i = C ∩ Rd = C ���

⋃d+1
i=1 g∗i = Rd�

+��� �� C ��� (d + 1)�A"		��"	3 ��	 ���� ��	�� ��� d + 1 ����	2��� g∗1 , .., g
∗
d+1 �	���?

Kd+1
i g∗i =

d+1⋃
i=1

g∗i −
d+1⋂
i=1

g∗i = C� �

+� ��	 ������������ �� ������ ����������� ������#����� #�	��3 ��� �� ��� �"�������

$����� ��� !"	��������� �������3 ���� �� ������ ����	2���� )"� h &���� ��� N

������� .�	 ��4���	�� ����� ���������� #�� �"��?

N+ := N ∩ h+ �= ∅ �= N ∩ h− 8��� N0 := N ∩ h9�



.0 (��,�����	 -�� *���������

=6����� ���� #�	� ��� +�4���"� ��	 5������� )"� h� +��� �� ��� (���� G(h) ⊂ Hd(N)

��� �;��	������3 ��� L�#������M N+ ��� N− ������ �� �"������� �����?

+7�7� ��;������ 9G(h)H ��� G�	����	 -�� h:7


�� 5������� )"� h ���������� #�	 G(h) ��4���	 ��	��?

G(h) :=
{
g ∈ Hd(N) : g+ ∩N = N+ ∧ g− ∩N = N−} �

+7�7& 8��� 9)��� AG�	����	�2��������B:7 ����
 g1, .., gk �������
�
 ��� ��� F��

����
� G(h)�  �

 �
��!�� ��� k�,������� Kk
i=1g

+
i ���
� ��
��� ��� N # ����(

Kk
i=1(g

+
i )

)
∩N = ∅�

��,���7 �� �� Kk
i=1(g

+
i ) =

⋃k
i=1 g+

i −
⋂k

i=1 g+
i �

.�	 ������ ���2��� Kk
i=1g

+
i ∩ (N− ∪N0) = ∅? ��	���� ��� ����� gj �

+��� �� g+
j ∩ (N− ∪N0) = ∅� 
��" �� ����

⋃k
i=1

(
g+
i ∩ (N− ∪N0)

)
= ∅� +�� +�D�	�������

���� �6� ����� &���� �����3 �� �"�� ��� ������������ .�	 ������ ��� Kk
i=1(g

+
i )∩(N+) = ∅?

(�� ��	���� �	��� ��� gj � �� �� gj ⊃ N+� 
��" �� ����
⋂k

i=1 g+
i ⊂ N+ ��� ����(

k⋃
i=1

g+
i −

k⋂
i=1

g+
i

)
∩N+ = ∅

(� ��� ������ ������������ �"�� ��� ���������� �

5�������	 
�� ��	 +�4���"� ��	 5������� )"� h �"�� �"�"	3 ���� ��� 5������� ��

+����� ����� ��� �������� ��	 -���� ��	����3 #����� h ���2�?

+7�7+ 8��� 9)��� ���� ����� ��� ����� 5���	������:7 3�
 ��������� ��� 3�
�

�� D(N) ��� �� ��
���
 ��� N �����
 �������
�
�  �

 ����;

/�  �� ��
�� D(h) ��� �
 ��
�� ������!
���
 "���� f �
������
�

1�  �� 3�
�� ��� (���
��� $�
 f ��� D(G(h))�

��,���7 @6	 ��� �	��� ���� �� ��	 �� �������3 ���� N+ ��� N− ��������	 ���� ���

���� D(h) ���� "��� ��� ���� ���� �����	2��� 
�� ��	 +�4���"� ��	 -���� �	�2� ���

��� ����� ��� 
�������


��� ��� �#��� 
������ �"�� ��� ��	 +�4���"� ��	 -���� ���	 �������� ��	 ������

$���3 )���B���>/C� �

+7�7' 8��� 9��" -�� ?��������F:7 ��� A ⊂ Rd ��� |A| = n > d �
� x �
 ���

��
$���
 �<��� CH(A) �
������
�  �

 ��������� ��
� (d+1)������
���� *�����
�� A1 ⊂ A#

�� ���� ����
 x ∈ A1 ����



+7� ���������	 ��� ���� �� ����� 	���	����� *������� .�

E� R2 ����� ����� 
������ 82Q��)����9 ������� �"�������? *������ ��� ��� !������3 ������

@�2��� ����� &��� x ���2�� +��� ��� �� ��� +	����� ��� ��������� ��� !�������3

������ @�2��� x ���2��

��,���7 +����� $���� �� ���� ������� 
������ 6��	 �"�)��� &"�;"��3 )��� ��� ����

����� *	6������ B*	6,/3 ���"	�� ����'C �

+7�7. 8��� 9���������	 )��� ������:7 3�
 ��������� ��
 �����
 ����� ��� D(h)

��
 ��
��# ��� �� @

���
 ��
�� ������!
���
 "���� f ��� ��� (���
����
�� D(G) �
��

�����
 ����  ���� ��� G ��
� 3�
�� $�
 �������
�
 �� ������
 �����  �

 ��� h ��
�

�������
� �� ������
 ����# ����
 "�
� Z(h,G) �� ,������� $�
 G �
������
 ����

��,���7 (�� ��	���� ��� 
		������� A(G)� +�	 A"		��"	 )"� G ���2� ���� -�����

��� ������ 
		������� �� 
������� ����	 ���� "��� �����	2���� ��� ����	 ����

���� �����	2���� -����� @6	 &���� x ��� ������ -����� ���? x ���� 6��	 ����� *�	����

g ∈ G ��#� x ���� ���	 ����� *�	���� g ∈ G�

+� D(h) ���	 �� ����	 �����	2���� -���� f ������� ��3 ��� �� ��������� ����� &���

D(gi)3 ��	 6��	 D(h) ��� ��������� ����� &��� D(gj)3 ��	 ���	 D(h) ����� +��� �"��?

h ���2� ����� &����3 ��� �� �������	2���� -����� ��� A(G) ������� (� ��	 +�4���"�

��	 -"�� Z(h,G) �"�� ��� ���������� �

+��� �2�� ���� ��	 ������������ ��� ��#������

��,��� 9-�� ��" +7�7�:7 -� ������ ��? �� ��� �6	 F��� �;��	����� h �� Rd �����

(d + 1)�A"		��"	 C := Kd+1
i=1 (g∗i ) �� g∗i ∈ Hd(N) ∪ Rd3 �6	 ��� ���?

�� C ∩N = ∅�

�� C ⊃ Z(h,N) ���= Z(h,A(Hd(n)))� �

+�	 ����������� '���� #�	�� ���"� ��#������ �� �2�� ���� ����	 ��� ��������3 ���� N+

��� N− �������	 �����

=��� $���� '���' �� D(h) �� ����	 �����	2���� -���� �� ��	 ������������ D(G(h))

�������� 
���	��� )"� $���� '���, ��� �� ���� ��������� ��� d + 1 &�����3 ���

D(g1), ..,D(gd+1) �������� =��� $���� '���/ ��� �6	 ��� A"		��"	 C := Kk=d+1
i=1 (g+

i )

Z(h,G(h)) ⊂ C� +� G(h) ⊂ Hd(N)3 �� F��� -���� ��� ��	 -"�� )"� h �� AHd(N) = AN

�� ����	 -���� ��� ��	 -"�� )"� h �� A(G(h)) ������� 8L!�	�����	��� ��� 
		��������M9�

�� �"�� ���" ��� �#��� �� �������� 
������? C ⊃ Z(h,N)�

+�� �	�� �� �������� 
������ #�	�� �� $���� '��� 6��	 5���������"		��"	� �������

#������
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��������� �
�� '����	��

'� *������� ν������	"��� ��������	 (�����

(� ��� )"	���� �	��������� ������ �� ���3 ��� ���	��� ε����"	�� ������������ =���

������ ��� �� ������� ������ ���������� N )"� A3 �" ���� ��	 ��� ������	 ���� ��	 &����

)"� A �� ��	 -"�� Z(h,N) ����	 ���������� �;��	����� h �����

������� ( 9�� "������ ε ������� :

(� ���� �� d ��
� ,�
���
�� c∗d# �� ���� �� Rd �<� ���� 0 < ε < 1/2 ����;

�7 �1�����"� ><� =��� �
������ 3�
�� A ⊂ Rd ���� �� ��
� ��������� 7*�����
��: N ⊂ A

��� �B�����
� ν = c∗d· 1ε log 1
ε (����
��
# %����� ��� ε�&���
��
� $�
 A �<� �����!���

���<����  �� ���A� 
���  �D
����
 5�1�/ ��� ε�&���
��
� 7��I5:# ���� �<� ��
� ���������

�������
� h ��� &�������� ��� ��
��� ��� A �
 ���
��������
 ����
�� ��� ε ���� 3��

���
��������
 ��
� ��� "����
 ��� ��� "�
� Z(h,N) $�
 h �
 A(N) �����
��  ��

������� �!��� ���� ������ ��������
 ���

∃N ⊂ A ��� |N | ≤ c∗d ·
1
ε

log
1
ε
# �� ���� ����;

∑
f∈Z(h,N)

f ∩A ≤ ε · |A|�


7 >������������2���� (�
� ���!����� ν���������� x ���<��� ��� ����� (���
������ ��
�

�����
� ��� 0��������
�������� 1/2�

(� ��� ��
��� ��� ��� ������
����� (���
������ ��
��%����
# ���� |N | 
���� $�
 |A| ���!
��#
��
���
 
�� $�
 ��� ,�
���
��
 c∗d �
� ��� $��������
�
 ε�



+7+ �������	2��� -�� ����������� 0�

��,���7 .�	 ��	����� ��� ��	�����	��� Bd+1
d = (Rd,Kd+1

d ) ��	 (d + 1)�A"		��"	�� +��

A"����� c∗d #�	� #�� �� A"		��"	����"	�� E! 8�� /�9 �� k := d + 1 ��#2��� �����

0 < ε < 1/2 ��� A ⊂ Rd3 |A| = n �������� -� ������ �� �6	 ��� ������ 
������� ���

E�������"�?

N �� ε�=�� )"� A �6	 Bd+1
d =⇒ N �	�6�� ��� ε���������� )"� A�

+���� @"���	��� �	��� ���� ��� ��� ��� ������������ '���� 8�� /'9? �� ������	 ���

��� (d + 1)�A"		��"	 C ∈ Kd+1
d 3 ��	 Z(h,N) ���2� ��� �6	 ��� ���? C ∩N = ∅� =��� ��	

+�4���"� )"� ε�=�� ��� ���"?

|C ∩A| ≤ ε · |A| =⇒
∑

f∈Z(h,N)

|f ∩A| ≤ ε · |A|�

+�� ε���������� #�	� ���" �	�6��� �

(� ��� ���	���� ε����"	�� �� ��� *	������� �6	 ��� ������� ��	 +����	���	��

������D���

+�	 �"������ 
������ ������ ���� �"�� �� ����	 *	������� �6	 ��� A"��	���	��	���

�"����	 +����	���	��� +� ��� +����	���	 ��	�� ���2����� �����	"��� �������� #�	�

��� #�	�3 �	2�� ���� ���	��� ��� �"������ @	��� ���? E� ��� -��2������� ����	 �����	"��

)�	�4���	��	Z

'�' -��0������� )"� �����	"���

+�	 �"������ ��� ����#"	� ����� @	��� �"���)3 ���� �� �2�� ���� ����������3 "� ����

(���� N ⊂ A ��� ε���������� �6	 A �	�6���

+7+7� ��" 9(���;2���� -�� �����������:7 ��� ��
� n������
���� 3�
�� A ⊂ Rd �
�

��
� ν������
���� *�����
�� N ������
� ν ��� 
���� $�
 n ���!
���# ���� ν = On(1)�  �



�!��� ���� �
 O(|A|) = O(n) "��� <����<��
# �� ��� ε�&���
��
� ��
�� (ε, ν)�&��� �<�

�����
 ,
���
 ��� ��� 3�
�� N ���<��� ����

��,���7 +�� 
����� ��	 -����� ��� 
		�������� )"� A(N) �� O(1)� +��� ������ ���� ��

O(n) -�� ��� &���� ��� A�����"�� AK ��#����� �"#�� ��� 
����� ��	 &���� �� ����	

-���� f ��������� +�	 ������������ ���	� �� ��� N��	�	6���� ��	 (ε, ν)���������� ���

����	������	��������	����� -��2��� ���� F��� (���� F ��� -����� ��� 
		��������

A(N)3 ��� -"�� ����	 �;��	����� h ���� ����3 ������ #�	���� +��� ���� 6��	�	6�

#�	���3 "� �6	 ���� �"���� (���� F ���
∑

f∈F nf ≤ εn ���� �������	 ��� .���� ���	���

���3 ���� ���� �� O(n) -�� �%����� ���3 �� ν ��� ���� ��� 
����� ��	 ���2������ (�����

F �"���� �� B�.>/3 �� � 'C� 
�� �	�2����� ��� ���	 ��"�3 ���� ���� ��� (���� ����

��	 (����� F �"��	���) 8����	���� ��	 -���	�����9 �������� �2��� �"�� �2�� ����
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��������� �
�� !������ ����� (�

�

���� �"		�� ����������3 "� �6	 F��� �;��	����� ��� ε���������� �	�6�� ��� +�	 ����

��#������	� �� ��� 
������ ��� �2����� $������ �

+7+7
 8��� 9�������	� �����:7 ����
 N ��� |N | = ν = On(1) �
� A(N) ������
�

F (N) = {f1, .., fm} ��� ��� 3�
�� ��� "����
 �
 A(N)�  �

 �!��� ���� ��� 3�
�� Z ���

���!�����
 "�����
��
 F ⊂ F (N) ��������
� (�
� "�����
�� F ���A� ���!����# %�

 ��

��
� �������
� h ��� Z(h,N) = F �����

��,���7 +�� &"�������� )"� F (N) �� ������� )���� �������� �� �� ���" �6	 F���� ��	�	

������� F ⊂ F (N) �� ����������3 "� F ∈ Z ��� 8"��	 ����9� ����� �� F���	 -���� fi

��� ��������� 8�����������9 A���� si,1, si,2 . . . , si,z(i) �������� z(i) �� ����� ��������� ��	

E���� �6	 ��� 
����� ��	 ��	�������� A���� ��	 -���� fi�

��� ��� ���� (���� FJ = {fi|i ∈ J}3 J ⊂ {1, . . . ,m} ��� -����� )"	�������� -� ���

�������� ��3 "� �� ���� �;��	����� h ���3 �6	 ��� ���?

fi ∩ h �= ∅ ⇔ i ∈ J �

+��� �������� #�	 ��� (���� ��	 �;��	������ h �� �����	 ���������� ��� ����������3

"� ��� ���	 "��	 ��������	 ���

.�	 ����� ��� ��� ������ <��� 6��	 ��� �������� ��� (���� ��	 &���� D(h) ��

��	 ������ ����������� ���� �;��	����� �������� ��� 8"D���9 -���� fi3 #��� ���� 8"D���9

���������� A��� ������	3 ��� ��������� #�	�� .�	 ������ ��� ��	 �����	 ���������	��

+�	������� ����� )�	���������� ��3 ���� ���� -���� ���� ��	 ���� ��������� #�	�� ����

&	2�����	��� 4��� ���� ���� �� ���� ������ ��#�������� E� @"������� #�	� ��	 ��#���

����������� ���6�	� E� ��	 
�������� '� ��� ����� ����	 -���� 4���� ���� ���� *�	���
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��������� �
�� $����
����


h3 ��� ���� -���� ��������� ��� �#�� *�	���� g13 g23 ��� ��� ���� ���������� E� ������ �	��

�����"��� 	�D ��� 
������ ��� +�� +���� ����	 A��� si,k �� ��� "D���	 +"���������

D(si,k)3 ��	 ���	 �"����� ��������� #�	�� E� ��	 -�������� ����� �� ��	 &��� D(h) ��

"D���� +"��������� �������3 D(g1) ��� D(g2) F��"�� ����� -� ����	 -���� fi �2�� ����

��� ��� (���� ��	 ������������ �;��	������ ��� &�������� �� ������ <��� �������?

fi ∩ h �= ∅ ⇔ D(h) ���� �� �� fi ���%	���� "D���� +"���������⇔ D(h) ∈ Fi.

+���� ��

Fi :=
⋃

1≤k≤z(i)

D(si,k)

��� !�	�������� ��	 �� fi ���%	���� "D���� +"���������� ���� E���������

J ⊂ {i : fi ∈ F (N)} = {1, ..,m} ⊂ N

�	�%����� ���" ��� �"������ :��	���	����	���? h �������� ����� ���� ���� fi �� i ∈ J

8��� ����� fi �� i /∈ J93 #��� ���?

D(h) ∈
⋂
i∈J

Fi −
⋃
i/∈J

Fi.

�� ������	 ����� ����� ���� ���� )�	����� �;��	����� h �� ����	 (���� )"� -�����

FJ ⊂ F (N)3 #��� �� ������ <��� ���?

FJ :=
⋂
i∈J

Fi −
⋃
i/∈J

Fi �= ∅�

���	6�����? .��� FJ ��������	 ��3 �" ���2� FJ ����� &���3 ��� #�	 �� D(h) ���

��������� +����	 &��� D(h) �� �� ����� ��� Fi �� i ∈ J �������� +�� +���� ���

&����� �� ���� �;��	����� h �� �	������ <���� h �������� �� �	������ <��� ����
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��	 "����� :��	���	����	��� )"� Fi ����� ��� -����� )"� Fi �� i ∈ J � .�	 �%���� ���"

�� ����	 (���� )"� -����� FJ ����������3 "� �� ���� �;��	����� h ���3 ��� ����� �����

-����� ��������� �� �	��� ���� ������7���� �6	 ��� (���� Z ��	 ���2������ -���������?

Z = {FJ |J ⊂ {1, . . . ,m} �� FJ �= ∅}�

-���� �����	����� #�	3 #�� ��	 ��#���#�� �� �"��4���	�� ��3 #��� ��� ��� )�	������

������ 
������ ��	�� ���� ����� 
������ �	���� @"������ ��"��	����� 
������ ���?

���� �;��	����� h �� Rd �������� ���� -���� ����� ����3 #��� ���� ��	 ������ !"	����

�������� �	�6�� ��?

�� h �������� �������� ���� ���������� A��� 8����� ��#���9 "��	

�� h ���2� ���	�	� ��������3 ��� ���� ���� �� ��	������ �����[2��� ������� �����

+�� �#��� !"	��������� �� ���������#���� ��� ����	 *�	��� h �	�6��3 ��� �#�� ���� ���

������	� �������� ����� @6������ ���2�� ��� �� ���� �	�6�� ��� ����	 ����� h3 ��� �	��

�������� ����� .6	���� ���2�3 ��� ���� �� ����	 �����[2��� ���%	��� 8+�� -���� ��� ���

E���	� ��� @6������ ��#� .6	�����9 +�	 ��#���#�� �2�� ���� ���" �	2�����	��3 ����� ���

��� ����� (���� Fi �6	 F��� -���� Fi �� �"���� &���� D(h) �	#���	3 �6	 ��� h ��� !"	�

��������� �� �	�6�� ��? F̃i := Fi∪F̂i� +���� ��� F̂i := {D(h)|h �	�6�� !"	��������� ��}�
.�	 ����� �"�� ��	� ��3 #�� ���� ��� (���� F̂i �������� �2��� ��� Ei ��� (���� ��	

��������� +�	�� ����� ����	�������� ���� �;��	������� �� ������ ���� ���� ����������

��� ���	 ��� �#�� ��������� ��	�����3 ��� ���� ��	������ �����[2��� ������� ��� +��

!�	�������� ��	�	 ������ ����	�������� �� ��� ������� (���� F̂i� �

.�	 	���������	�� ��� ������������� 
������� ������ A������? =��� ��� ���	���� ε�

���"	�� 8���"	�� !3 �� >19 ������	�� �� F���	 ��������� (���� A ⊂ Rd ������� ������

�����	"��� N ⊂ A3 #����� ��� ε���������� �	�6����� +�� ������� �"����	 �����	"���

���� ��� ����6����	"��� �6	 ��� ������� ����� &�	��"�������� �6	 ����	������	����

8�� �2����� A�����9 ���� =��� ��	 
������ ��� ����� '�'�� 8�� >�9 ��	 !�	�4���"� �2��

���� ���#���	�� 6��	�	6���3 "� ���� )"	������ �����	"�� N ⊂ A ��� ε���������� �	�6���

5��	 ��	 
������3 ���� ν = On(1) ���3 �	��� ���� ��� $������ ����	 ν������	"�� N )"�

A #�� ������� O(n) = O(|A|)3 �� ��� ������� J��	��"�3 ��� A ��	�D3 ��� -�"	�����

��	 &���� �� -����� ��� (� �����	 
������ 6��	 ��� !�	�4���	��	��� ������ �� �� ���

�� ��� �2����� A������ ����3 ����� �"����� &�	��"������ ��	�� ����� 	���"�����	��


��"	����� �� �"��	���	���



������� 

����
�����	
	������
��	�

-�	 �	����	��� #�	� �� �	��� 
������ ��� *	����	����� )"� &�	��"���2���� ���


������ �� #����	�"��

E� 
������ ,�� #�	� ��	 (ε, ν)�����3 ���� ��	���	����	� +����	���	 ��4���	3 ���

��� ���� �	������� $������ �� 
��2������� ��	 &�	����	 ���	����� �	� �� �"�������


������ ,�� ��	 ������� )"� (ε, ν)��2���� #�	� ��#�����3 ���� ��2������ (ε, ν)��2���

�� ��������� &�	����	� ������	��� E� ���	���� 
������ ,� 8��0�9 #�	� ���� ���

���"	�� ��	 ������� ��	 +����	���	 �6	 ����	������	��������	���� �"	�����	 ���

��#������ +����� ��� ���3 ���� �������� (ε, ν)��2��� ���� +����	���	 �� ��������	�	

$������ ��� �����	�� �������	 ��	�������

=��� ����� -#������������� �� &��������2�6��	�������� #�	� ���� �� 
������ ,�,

��� A"��	���"� ��	�� ����� $���!�����
��"	����� �	"� �������	� �� #�	� ������#�����3

���� ������ �	#�	�� $������ O(n log n) ��	2��

-���� #�	��� �� 
������ ,�/ ��� A"������ �������2�3 �� ��� &	���������2 ���


��"	����� ������2��� �� �%�����

,�� .����	�"����5 &�	��"���0��� �8	 ��	��������	����

.�	 #����	�"��� ��� *	����	����� ����� &�	��"�������� ��� 
������ �� 8���9�

*������ ��� ���� �������� (���� A ⊂ Rd� *	������� �� ��� &�	��"���	��� 8
��������9

��� Rd �� ���	�	� "D��� <���"���3 ���� "D���3 ���������2������ (������ +���� #�	�

��� #����	�� 	���	��) �� ����	���"��� ���	���� I���	 <���"� r(K) #�	� ��� A�"�� K

����"	���� -���� #�	� �6	 ����	� 
�#������ F���� A�"�� ��� 
����� ��	 �� ��	 <��

��"� ��������� &���� ��� 
	��� ���������	� @6	 <���"���3 ��� ��	 ���� 
����� )"�

&����� ��� A �������3 ��� ������	 "��	 ������ ����	 ���������� A"������ ��3 ����

��� ����"	����� A�"�� �����"��� E� �����"�� ���� ���� ��� A ��������� &����

���������	 ��� �%���� ������� �����	���� #�	����

+��� ��� �6	 ����� ���������� A�"�� K ��� ������ �����%	��� <���"� r(K) ��� �"������



0' /����� �����������	��

��"�������? +�� (���� AK := A ∩ r(K) ��	 &���� ��� A3 ��� �� r(K) ������� ����3

����� ��� ����� F���� &�����3 ��� �� �������� �� ��	 .�	��� K ������� ����� +���

#���	�� �� ��� (���� ��	 A�"�� ��	 �������� �%�� ���� &�	��"���	��� ��	 &��������

A�

5� ���� ��	��������	��� �� ����� ����	��� h∗ �� ���	�����3 ������ ��� �� .�	����

��"��3 ��� ��	 ������ Rd ����"	��� ���

��� ��	 ���	������ ���	������� ��� �6	 ��� A�����"�� �	�� �;��� )"� ����"	����

�� <���"���? +�� <���"��� ��7�	���� ��� 
��	�����	����� h∗ #�	��� )�	#"	���� @6	 ���

�"���� �� h∗ ��������� <���"��� �����	 ��� ��������	 ��� ���������	� 
����� ��	

��������� &���� ��	 
������ ��	 ��	��������	���� I��� <���"���3 ��� )"� h∗ ��������

�� #�	���3 ���� ������	 �� ���	������� @6	 ��	�� A�"�� #�	� ��� ��	��������	��� ��

h∗ 	���	��) �����	����3 �" ���� ��	� ����	���"��� ���� ��� �������� ������ ���	����

#�	����

,�� +�	 (ε, ν)�����5 ��� &�	��"������ �� &�	����	�

E� ������ 
������ #�	� ���2��� ���� A����� )"� +����	���	��3 ��� ��	 (ε, ν)��2���3

�"	��� ��4���	 ��� ��	�� ������������ �� 
��2������� ��	 &�	����	 ���	����� ��2�

�	 #�	� ������3 ���� (ε, ν)��2��� �� ��������� ε ��� ν ������	�� ��� ���� ��#6�����

+����	���	 �6	 ����	������	��������	���� ��	������� +�� 8���� ���#��	���9 �	#����

	��� �� ����������	��������	���� #�	� �� A����� / ��	�����

*	����	����� ��� &�	��"�������� �� ��3 ���� <���"� �� &�������� A ��	�� ���� �����

�	"�� N ��	 *	%7� ν ����������� +�� ����	���"��� ���� ����� ���� -����� ��� 
		��������

A(N)� (� �	%7�	�� ν #2��� ���" ��� A"������2 ��	 +����	���	 ���	 ��	� ���

+�	 �#��� &�	����	 ε ��� (ε, ν)����� ��� ��#����	��7�� �6	 ��� *6� ��	 �����	"��

N ? ��� &�	��"������ #�	� ��� (ε, ν)����� ���������3 #��� �� F���� A�"�� ��� �����

�	"�� N ��� ε���������� �6	 �;��	������ �	�6��3 ���� �6	 F��� �;��	����� �%������

ε · |A| &���� �� ����������� <���"��� ������� +�� ������������ �6	 �R����� 8������

���	�9 ��	��������	���� �� ��� ���	 A"��	"����3 ��� *	%7� ��	 +����	���	 ��� #����

�����	 &	2����"� ���	������� ����	�� �� ������ .�� ���� ������ #�	�3 ���� ��� ���	���

ε����"	�� ����� ���	������� ���� A"��	"�����

'7
7� ��;������ 9(ε, ν) ���:7 ����� ����� -����� d ≥ 2 ��� ν > d �"#�� 0 < ε < 1/2

��� ���� �������� &�������� Â ⊂ Rd ��������

��� &�	��"������ ���7 (ε, ν)����� �6	 Â3 #��� ��� �"������� ������������ �	�6�� ����?

�� I���� A�"�� K �� ���� 8���6����� ��	 �����	��(�	��9 "D��� <���"� r(K) ⊂ Rd

����"	���� 8+�� <���"��� r(K) #�	��� �� ��	 <�������	��� ��	 ������� ��	�� ���

���������	���	 ���������	3 )��� ���� ���� ��� A"�����	 ���	 ��� 
��"	���

��� ,��9� +�� ��������� )"� Â ����	���� )"� r(K) #�	� �� AK ���������� 8+��



'7
 ��� (ε, ν) ���� ��� <����������� ��� <������� 0.

(���� AK �� ����� ��� ��������� ��	 &���� )"� A3 ��� �� �������� �� .�	����

��"�� K ������� ���9

�� +�	 ���� �� ���� .�	��� K̂3 �6	 ��� r(K̂) = Rd ����

�� ��� A�"�� �� ��� �����"�� ����� ����3 #��� |AK | ≤ ν ����

 � ��� �����"�� K �� �"������ 
	����?
a(K) = |AK | ≤ ν? ��� 
����� ��	 ����"	����� &����

N(K) = AK ? ��� (���� ��	 ����"	����� &���� 8A�	������2 ≤ ν9

'� ��� ����	�	 A�"�� K �� �"������ 
	����?
a(K) = |AK | > ν? ��� 
����� ��	 &���� 8�� ��������9

N(K) ⊂ AK ? ���� ��������� 8�����	"��9 )"� AK ��	 A�	������2 ν

A(K) ��� 
		������� A(N(K)) ����	 �;��	������3 ���

����� d ��	 &���� ��� N(K) �������

Kf �6	 F��� -���� f ��� A(K)3 ��� &���� ��� AK ���2�3 �����

!�	#��� ��� ����� A�����"�� Kf 3 �6	 ��� ���? r(Kf ) = f ∩ r(K)

,� +�� ��������� N(K) ����6� ��	 ε���������� �6	 AK ���� +�4���"� '���� 8��/'93

���� �6	 F��� �;��	����� h ��� Rd ���?∑
f∈Z(h,A(K))

|f ∩AK | ≤ ε · |AK |�

Z(h,A(K)) �� ����� ��� -"�� )"� h �� A(K)3 ����� +�4���"� '���� 8��/ 9� +��� ��

��� (���� ��	 -����� f �� 
		������� A(K) = A(N(K))3 #����� h ����������

'7
7
 �����2��	7 �������	 ��� .���� ������ ���� ε = 0 ��� 1 ≥ ε ≥ 1/2 ��3 ���%����

����� ���	 ���� �6	 ��	 !�	���	���

'7
7� ��������7 
�������� ,�� ���� ��� �������� �6	 ����� A�"�� ����� (ε, ν)����� ��

R2 �� ����	 �����	"����	%7� )"� ν = 5� E� �������� ��	���� #�	� ��� ����	�	 A�"��

K �� �����%	���	 <���"� r(K) = f � .�� ��� �"������ 
���;�� ����3 ���6� ��	 A�"��

��� �	�"	��	������ ����� (ε, ν)����� �6	 ε = 0, 25 8��� ���� ���� �6	 �	%7�	� ε9 ���

ν = 5� +�� 
	���� ���� �� �������� #�� �"�� �����?
r(K) ��� ����� +	�����

AK ������ ��� 	"� &����3 ����? ���2������ *�	���������������

a(K) = |AK | = 51 > 5

N(K) {V1, V2, V3, V4, V5} ⊂ AK

A(K) ��� 
		������� ��� ��� ���#�	��� *�	����3

#����� ��	�� F� �#�� ��	 	"�� &���� )�	������

A�����"�� K1,K2, ..,K22

E� ��	 
�������� ���� �2������ -����� ��� ������ 
		������� �� �	������� �� #�	���
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��������� �
	� ������
��� ����� )����� ��	 (��� ����� *���	��



'7
 ��� (ε, ν) ���� ��� <����������� ��� <������� 0�

���	 ��	 F��� A�����"�� K1,K2, ..,K22 �	����3 ��� �� -����� f ��� A(K) ���%	��3 #���

��� &���� ��� AK �������� @6	 ����� ���? r(Kf ) = f ∩ r(K) �� ��� ����	�	 A�"���

.���	 4���� ���� �� ��	 
�������� ���� ������������ *�	��� h 8	" ���	�����9 ��� ����

��������� h∗ 8"��	���� )"� h9� +�� (���� Z(h,A(K)) ��	 )"� h ����������� -����� ��

���� �������	� +�� -�����3 ��� ��2������ &���� ��� h∗ �������3 "��� �"���� �� h∗

������� �� ����3 ���� ���2����� 	" �������	� +�� ε���������� ���� �6	 F��� �;��	�����

8*�	���9 �6	 F���� A�"�� �	�6�� ����3 ���������#���� �	�2� ��� �� ��	 �;��	����� h �6	

��� A�"�� K?

11 =
∑

f∈Z(h,A(K))

|f ∩AK | ≤ ε|AK | = 0, 25 · |AK |.

.��� ���" ����� ��������� �� ε = 0, 25 ���� �6	 F��� ����	� *�	��� ��� ��� �����

���� #���	�� A�"�� ����� (ε, ν)����� ��	��� #�	��� ��� ��� .�	�����"�� K̂ ������	3

�" �� ��	 )"	�������� &�	��"������ ��� (ε, ν)����� �� ν = 5 ��� ε = 0, 25 �6	 ���

���	������������ (���� Â�

��)"	 ��� ������� )"� (ε, ν)��2���� �� ��������� &�	����	� ε ��� ν ��� ��� ���	��

��� ε����"	�� ��	������ #�	�3 ��	����� #�	 ��� 
��	��������"����������
�������


�� ����� ��������� ����	��� h∗ ��� ����� A�"�� K� +�����������

���������


#�	� ���� ��	�� ��� 
��	�� )"� ���������
�������
 �� ��� .�	�����"�� K̂

��	�����6�	� 
�������7��� ����� #�	 ���� <���	��"���"	��� �6	 ��� $������ ���

7+ E��2���� ���������
�������
8K,h∗9
(�
����; A�"�� K ��� ����	��� h∗

B+ ���� Σ← |N(K) ∩ h∗|
8+ ���� K ����	�	 A�"�� �� H ��� � �"�� �� -���� � ����� ������2��

C+ �)� ��� -����� f �� A(K)3 ��� &���� ��� AK ������� �

9+ ���� f �� h∗ ������� �� H ��� � �"���� �������

H+ ���� Σ← Σ + a(Kf ) � ���� &���� �2����

;+ ������ ���� f )"� h ��������� #�	� H ��� � <��������3 ����� 8�9

G+ 	��� ���������
�������
 	���	��) �� ��� A�����"�� Kf ���

6+ ���� Σ← Σ +���������
�������
(Kf , h∗)

�������; Σ = |AK ∩ h∗|

7:+ <��"���� ���������

���������
8h∗9
(�
����; �������� &�������� Â ��� ����	��� h∗

77+ 	��� ���������
�������
 �� ��� .�	�����"�� K̂ ���

�������; |AK̂ ∩ h∗| = |Â ∩ h∗|

����������� �
	� ����+�
��� 	�� ����� ����� '������ K, 	�� �� ����� ��
����� h∗ ���-���



�3 /����� �����������	��

8�9 ���	 #2	� ��� 6������	 !�	#������ ����� &�	��"�������� �� ����3 "� r(K) )"�

h ��������� #�	�� +�� �� ��� ��	 <�������	��� ��� (ε, ν)����� ���� �%�����3 �� r(K)

���� ������� ���������	 #�	�� ���� +�������"� ������ +����� 4��� ���� �� �����������	��

8�������� ,���'9�

'7
7& 8��� 9�������������:7  �� ������������� ��
�� (ε, ν)�&����� ����!�� ��� ���

���
���� ����������
� O(νd2 · n)�

��,���7 +�	 �������	����	� �6	 ����� ��	 O(n) �����"�� �� O(1)� +� ��� ���� ��

O(n) �����"�� ��	 O(n) ����	� A�"�� ��3 �� �� ���	������� �� ������? +�	 �������	�

����	� ����� ����	�� A�"��� �� O
(
νd2

)
�

+����	 �������	����	� �	��� ���� ��� ��	 
����� ��	 -����� ��� 
		�������� ��� Hd(N)

���� $����  ���� �� A����� �� ��"��	������ ��	�����	2����� �� �� ���� �"#�����3

��� <���"��� r(K) ������� �� �������	�� E� ����	 <�������	��� #�	��� ���" ��� 
	����

� a(K)3 N(K) �"#�� A(K) ���������	� ��� ����	 �"����� <�������	��� )"� A(K) �� ��	

�������	����	� O(νd2
) B�.>/3 )��� 
������  3 ��� 1 ��C� ���� �������� <�������	��� ���

��� d��������"����� 
		�������� 4��� ���� ��� ������	����	3 #"��� n ≤ νd ��� 
�����

��	 �;��	������ �� B���>/3 A����� /C� �

'7
7+ ��������7 (�� ��	���� �	��� ��� 
�������� ��� �������� ,����� +�	 
��"	�����

,�� ���� ��� 
��	�� )"� ���������
�������
(K,h∗)� h∗ �� ���	 ��� "D��� "��	�

��������� ��	 *�	���� h ��� �������� ,����� +�� A�����"�� ���� �"	 �� K1, . . . ,K22

���������� ����� ��� �����%	���� -����� ��� A(K) ����	������ f1, . . . , f22�

���� �"������� �������������� 8
��"	����� ,��9 +�	 
��	�� �6	 K20 �� -���� ' �� 	�����

7+ E��2���� ���������
�������
8K,h∗9
(�
����; A�"�� K �� ��	 ���� ������2	��� <���"� r(K) �"#�� ��	 ����	��� h∗ "��	����

��	 *�	���� h

B+ ���� Σ← |N(K) ∩ h∗| = |{V1, V3, V4}| = 3 � K �� ��� ����	�	 A�"��

8+ �)� ��� �"���� ��������� -����� fj3 j = 1, .., 13 �

C+ ���� Σ← Σ+ a(Kfj
) � ���� &���� ������2����

9+ �)� ��� ����������� -����� fj3 j = 16, .., 20 �

H+ 	��� ���������
�������
 	���	��) �� ��� A�����"�� Kfj
���

;+ ���� Σ← Σ +���������
�������
(Kf , h∗)
�������; Σ = | r(K) ∩ h∗|

����������� �
� �������
��
��� ��� �
��������� .

���3 �� ���������
�������
(K20 , h∗) ��� <6������#�	 0 ��� �"���� 	���	��)��


��	��� ������� ��	�� ��� ��������� Lfj #�	� )"� h ���������M� +���� ��������� �	�

��� ��� ��������� �"���Q���� ��������� Lr(K)∩fjM� *	��� ���6	 ��3 ���� ��� <���"���



'7
 ��� (ε, ν) ���� ��� <����������� ��� <������� ��

r(K) 	��� �"����� #�	��� ��� ���� �� ���#������ �������� �	"�����	�� �%�����

+�	�� ��� !�	#������ �����	 ��������� ���� ��� ��� ��	������� ��� �������	��� ��	

<���"��� r(K) )�	����� #�	���� =������� �6	 ��� $������ ����� ��� ���	������ 	�����

����� ���� ����3 �� �� ��� 
���;��� ��� ��� 
����� ����� -����� ��� ��� 
		�������

��	 
����2���� )�	#���� #�	��

@6	 ��� 
��	������ �� 
��2������� ��	 &�	����	 �	��� ����?

'7
7' 8��� 95���	�"���9��2����-::7 ��� T (K,h∗) ��� �
���������# ��� ��� ������
���������
�������
(K,h∗) 7����������� J�/: ��
B�����  �

 ����;

/� ><� �

��� ,
���
 K

T (K,h∗) ≤ O
(
νd2

)
+

∑
f∈Z(h,A(K))

T (Kf , h∗)�

1� |Z(h,A(K))| ≤ νd(d−1)�

2� ><� &�����
���
 T (K,h∗) ≤ O (ν) �

��,���7 E� �����"�� K ���� ���� &���� ��	�� ���������	? N(K) = AK ��� �� ��

|AK | ≤ ν� @6	 F���� &��� �2�� ���� �� O(1) $������ 6��	�	6���3 "� �	 �� h∗ �������

��� +��� �	��� ���� ��� 
������ �6	 �����"��� +�� 
����� ��	 -����� �� 
		�������

�� ����  ���� ������	 "��	 ������ νd(d−1)� +� ��� -"�� ���� ��������� �����	 -����� ��3 �"��

��� 
����2���� )"� |Z(h,A(K))| ≤ νd(d−1)� =�� ��#����� #�	

T (K,h∗) ≤ O
(
νd2

)
+

∑
f∈Z(h,A(K))

T (Kf , h∗)�

+�� $������ �6	 �2������ 	���	��)�� 
��	��� ��
∑

f∈Z(h,A(K)) T (Kf , h∗)� �� �� �� ������3

���� ��� 6�	��� $������ O
(
νd2

)
��� +�� ������������ &������ �� ����� ��� �	�)�	����

	��� ��� 
		�������� �� ��� -�����  ��� / )"� 
��"	����� ,��� ��� ����	 ���������

<�������	��� )"� A(K) �� ��� $������ �6	 ����� �	�)�	���	��� ��� 
		�������� �����	

�� ��	 
����� ��	 -�����3 ���� O(νd(d−1))� @6	 ���� ������	� 5��	������� ��� �	��� ���

������	����	 )�	#����� B���>/3 A����� /C� +��� �"�� ��� ���������� �

�� �� ��� �#������ �"#����� ���� �������� 
����2���� �� 4����� +���� #�	� �� 
��

���2�������"	�� K ���	 !�	#������ ��	 &�	����	 ��	�����6�	� .���� ��	 "��	��

���	���� �6	 ��� 
����� ��	 -����� ����� 
		�������� �� ��"�������  ���� ���6� ���

�������� 
����� ��	 	���	��)�� 
��	��� |F | ��	 ���	���� m ≤ Φd−1

((ν
d

)) ≤ νd(d−1)� ν

�� ����� ���� )"� n ���2����3 ���" �� ������ ����� �"����� 5��	 �������� �����	 ���

	���	������ �����	2������� ������ �� �������	 ��� .���� �� ���	 ������	������ ���

����������� ������ ����;�����	 (���3 ���� �������� ��	���	����	� ���	���� ��	������

��� +���� ��	������ )�	�������� #�	 ��� ��� 
����� 
3 �� ��� ��� �"������ ���"	��



�
 /����� �����������	��

������ #�	��

(��	��L� 5������"��	�������� 4 95�M$���	 ��� 6�2������H �7���:

����� 0 < ε < 1/23 c ∈ N ��� 2 ≤ m ∈ N ��������

��� Q : N→ N ��

Q(n) = c + max
m∑

i=1

Q(ni); Q(0) = 0,

#"��� ��� (������ 6��	 ����� m������� ��� ��6	������ -����� (n1, .., nm) ��∑m
i=1 ni ≤ εn �� ������ ��� +��� ���?

Q(n) = O (c · nα) �� α(ε,m) := 1− 1
log1/ε m + 1

�

E�����"���	� �	��� ���� �6	 m ≤ Φd−1

((ν
d

)) ≤ νd(d−1) ��� c = O(νd2
)?

Q(n) = O
(
νd2 · nα(ε,ν)

)
�


�� $���� ,���, ��� ��� 
����2�������"	�� K �	��� ���� ����?

'7
7. ��" 9/����� 5���	�"��� �� (ε, ν) ������:7 ��� ��
� n������
���� 3�
�

�� A ⊂ Rd �
� ��
 (ε, ν)�&��� �<� A ������
�  �

 �����
 ���� ��� ������ (ε, ν)�&���

���������&��������
�����
 ���
�%����
 ��� ��� �
���������

T (n) = O(νd2 · nα(ε,ν)) ��� α(ε, ν) = 1− 1
d(d− 1) · (log1/ε ν) + 1

.

��,���7 B�.>/3 $����  ��C

(�� ��	���� ��� 
��	�� )"� ���������
�������
(K,h∗) �6	 ����� ����	�� A�"��

K3 �� ������ <���"� n′ = |AK | &���� ������� =��� ��� $���� ,���, 6��	 ��� 	���	��)�


��	������ ���?

T (K,h∗) ≤ O
(
νd2

)
+

∑
f∈F

T (Kf , h∗).

����� n1, . . . , nm ��� 
������� ��	 &���� �� ��� ����������� <���"���3 ��� ��	�� 
��	���

���������
�������
(Kf , h∗) ���	���� #�	���� +��� ��� ���� ��	 ε���������� ��

��	 +�4���"� ,���� )"� (ε, ν)��2���� 8��>,9?
∑m

i=1 ni ≤ εn′ �� m ≤ νd(d−1)� +���

���6� T (n) ��� !"	����������� ��� ��� 
����2�������"	�� K �� m ≤ νd(d−1) ���

����� ������� �	"7�� c = O(νd2
)� c ��� ����� �" �	"73 ���� ��	 
��	�� )"� ��������

�
�������
(K,h∗) �� ���������� �����"�� K ���� $������ ������	 ��� c ��� +���

�� �%�����3 �� ���� ���� $���� ,���, �����"�� �� O(ν) -�� ���	����� ������� +���

�"�� ��� 
������� �

+��� ����� #�	 ��� 
��	������ ����� (ε, ν)������� ���	������� �� �����	������ (�

���	������� �� ���	 ������3 ���� ���� ��� !�	#������ )"� ��������� &�	����	� ����

����	������	��������	��� �� ��������	�	 $������ ��	���6�	�� �2��� +�� ������� )"�

(ε, ν)��2���� �� ��	�	�� ��������� &�	����	� #�	� �� @"������� �������	�



'7� �1�����" -�� (ε, ν) ������ ��

,�� ������� )"� (ε, ν)��0����

E� ������ 
������ #�	� ��� ������� )"� (ε, ν)��2���� �6	 0 < ε < 1/2 ��� �������

������ ν ��� ��� ���	���� ε����"	�� ! 8��>19 ��	������� .�	 #����	�"��� ��� �	���

���� ��� ���	���� ε����"	���?

�� ��� �� d ���� A"����� c∗d3 �" ���� �6	 0 < ε < 1/2 ���?

@6	 F��� �������� (���� A ⊂ Rd ��� �� ���� ν���������� ��������� 8�����	"��9 N ⊂ A

�� ν = c∗d · 1
ε · log 1

ε 3 #����� ��� ε���������� )"� A �6	 ����	2��� �	�6��3 ����?∑
f∈Z(h,N)

|f ∩A| ≤ ε · |A|�


�� ��� ���	���� ε����"	�� �"��?

'7�7� ��" 9�1�����" -�� 2������ (ε, ν) ������:7

"� =���� 0 < ε < 1/2 �
� =���� �
������
 3�
�� Â ⊂ Rd ��������� ��
 (ε, ν)�&��� ���

ν = ν(ε) := c∗d ·
1
ε
· log 1

ε
�

��,���7 �� �� ��	 �� ������3 ���� ���� �� F���� ����	�� A�"�� K ���� ��������� N(K)

��� ν �������� #2���� �2��3 #����� ��� ε���������� �6	 AK �	�6���

+� ν = ν(ε) #�� �� ���	���� ε����"	�� ! ��#2�� ��3 �"�� ��� ��������� ��� ���

���	���� ε����"	�� ! 8��>19� �

E� �"������� 
������ ������ #�	3 ���� (ε, ν)��2��� �� ν = ν(ε) �6	 ������ ε ���� O(n)�

+����	���	 �� ��	 ��#6������ 
��	������ ����� +���� �� ��	 ��� ���	��� ε����"	��

! ����#������

,� -�	 ������� ��	 +����	���	

E� ������ 
������ #����� #�	 ����3 ���� �� ���� +����	���	 �� �����	�� �������	

��� ��������	�	 
��	������ �6	 ����	������	��������	���� �� Rd ���� *�����	 �"	�����	

#�	� ���� �� �"������� ���"	��?

������� (� 9�1�����" ��� ��������2���: ><� ���� γ > 0 ����; (� ���� ��
� O(n)�

 ���
��������# ��� �� ����
 n������
����
 ��
����
��
 Â ���������&��������
�����
 ���

�
��������� T (n) = O(nβ+γ) ���B�������  ���� ��� β = 1− 1
d(d−1)+1 �

��,���7 B�.>/3 ���"	��  �0C

��� γ > 0� =��� ��� )"	���� ��� ,���� ��� �� �6	 ���� 0 < ε < 1/2 ����� (ε, ν)����� ��

ν = c∗d · 1
ε log 1

ε � *����� #�	�3 ���� ��� �"����	 (ε, ν)����� �6	 ���	������� ������� ε ����

���"	��	� +����	���	 ��� ��� ���" 0 < ε < 1/2 ��� ��� ν = ν(ε) := c∗d · 1ε log 1
ε = On(1)�


���	��� )"� $���� ,��� 8��019 �� ��	 �������	����	� ��� (ε, ν)����� ������� ��	��



�& /����� �����������	��

O(νd2
n) = O(n)� =��� $���� ,���/ 8��0�9 �� ��� ����	����
��	������ O(νd2 ·nα(ε)) = O(nα(ε))

��

α(ε) := α(ε, ν(ε)) = 1− 1
d(d− 1) log1/ε ν(ε) + 1

�

+�� ������������� �"��	��������� ��	� ���������� #�	 ��

w(ε) := log1/ε ν(ε)

��� ������ lim
ε→0

w(ε) = 1� +��� �"	��� #�	 #�� �"�� ��?

w(ε) = log1/ε ν(ε) = log1/ε �c∗d ·
1
ε

log
1
ε
� ≥ log1/ε c∗d ·

1
ε

log
1
ε

= log1/ε c∗d + log1/ε
1
ε

+ log1/ε log
1
ε

= log1/ε c∗d + 1 + log1/ε log
1
ε

=⇒ lim
ε→0

w(ε) = 1 + lim
ε→0

log1/ε c∗d + lim
ε→0

log1/ε log
1
ε

= 1 + 0 + 0 = 1�

�� �� ���" limε→0 α(ε) = 1 − 1
d(d−1)+1 � 
�� ���������	6���� ���� ��� ε �" ��#2��

#�	���3 ���� ���?

α(ε) < 1− 1
d(d − 1) + 1

+ γ.

+��� �� ��� (ε, ν)����� �� ����� �"����� ε ��� ν = ν(ε) ���� ��	�	��� +����	���	��

,�' &���������0�8��	��������

E� ������ 
������ #�	� 	6���������� ��������� ������3 #�	�� ���� ε�=��� �6	 ���������

	� ����	������	��������	���� ������� �� #�	� �	%	�	3 ���� �� ��	 ���	 ��	�����6�	��

!�	#������ )"� ε�=���� ����� #���	� $������)�	�����	��� �%����� ��� @6	 ��� �		���

���� ��	 $������ �� �"#�����3 ���� w(ε) ����� 1 �"�)�	���	� ��������� �� ν(ε) ���

������� ν3 �" ���� �� ε ��� (ε, ν)����� ������	� 
�� ��	 +�4���"� �	��� ����3 ���� w(ε)

���� ����� 1 �"�)�	���	3 #��� w(ε) ��7�	 ����� �"������ @��"	 ��� ����� �����	��

@��"	 1
ε ��	 ����� �"�;�"��	��������� @��"	 logO(1) 1

ε ���2�� =��� A����� � ������	��

��� ε�
��	"�����"��� �� O( 1
ε2 log 1

ε ) ��������� +����	 .�	 �� ���" �� �	"73 �� ���

Q���	������	 @��"	 (1
ε )2 )"	����� �� �� ������	3 ���� �������	 ��� .���� ���2��� )�	�

���� �����3 �� ε�
��	"�����"��� ����	�����	��������	���� �� ��������	�	 $������

��	�����6�	��3 ��� ���� �	���� �����3 ���� ε�
��	"�����"��� ���� �"���� ����	���

��	�	 *	%7� ���� ���������

����������� �� F��������� ��� E���3 �� ����������� ��	�����	2���� 8k�A"		��"	��9 �6	

�������� ������ ε ���� ε���������� �� ��	����	�� ��� ����� ��� 
����� ��	 ����	���"���

��	�� ���� &"��� �� �����	2����� +�� ����� �"�� ����� ���� �"����� 8)"� A �����2��

����9 *	%7� �����3 #����� ��	 ���#��� �� 1/ε #2���� +�	 ���"��� �"��� ��	�� �����



'7' *������2���� ��� ��������2��� �+

�%������ ������ 8)"� ��	 +������"� ���2�����9 A"����� �����	2�� �����


�� $������ �	��� ���� ���� #���� ��	 <���	��"����������� ���� $������ O(nα̃) ��

α̃ = 1− 1
1 + log1/ε μk

= 1− 1
1 + k · log1/ε μ

�

@���� log1/ε μ ����� 1 �"�)�	���	3 �	�2� ��� ���� ���� ��������� 
��2��	��� �� ��� $����

��� O (
nα̃

)
�� α̃ = 1− 1

1+k �

��� ��	 +�	���6�	��� )"� �������	 ��� .���� �� ��
��� �����
� #�	� ���� �����	"��

N ��	 *	%7� ν )�	#���� ��� ��� 
		������� A(N) �"��	���	� @6	 ��� 
����� ��	

����	���"��� ��� ��� 
����2���� m ≤ νd(d−1)� +�	 ��	� d(d − 1) �� ��	 $������ O(nα)

�	��� ���� ���" ��� �����	 
����2�����

���� �����	� $������3 ��� �2��	 �� ��	 ���	�� ���	���� O(n1−1/d/ log n) ����3 �2�� ����

���" �� �����	 +�	���6�	��� ���� ���� �		������3 #��� ��� ������	� ε�=��� 4����

(�"�H�� �		���� ��� $������ O (
n1−1/d

)
�� ����	 �����	�� +����	���	 ��� ��� �"�;�

�"��	�������� @��"	�� ��	�� ����� )�	�����	�� &�	��"������ B(�0�C� +�� !�	���	��

)�	#���� ���	 ����	�� ���� ε�=���3 ���	������	#���� ���	 ���� ��� 2��	� �����	"�

����"���� ��	 ε�
��	"�����"���3 �� ���� ��	 ε���������� 2������� ���������� �����

��#����� B(�0�3 :���� $����3 &�	��"� ���"	��C�

-��	�� �� ����� ��� #���	�� �����	"����"���� ��	 ε�-����
��� (�"�H�� ������ �� ��

*������� ��� ���	 ���	������ !�	���	�� ����3 ���� ���	���������� A"��	���"� ��

��	 $������ O(n log n) ���������� +����� �������� ��	�� ���� +�	���"�����	����

�� ��� �� �����	 ����� �"������ ��	��� �����#�����3 ���� �6	 ��� $������ ���� �������	

��� .���� ���� ����������� ��3 ��	 k�A"		��"	� �� ����� �"������ 8���� )"� n ���

ε �����2������9 k �� )�	#�����3 �� ���"���� ��� +������"� ��� ��	�����	����� �� k

#2��� ��� ���� ���� ��� �"#������ �����	"����	%7� ν�

,�, 7"��	���"� ��	 +����	���	

���� A"��	���"� ����� (ε, ν)������� �� O(n log n) �	#�	��	 $������ �	��� ���� ��	��


��"	����� ,��� ��� ������ $���!�����
��"	����� #�	� �� F���� A�"�� K �" ����� ����

���2����� �����	"�� ��#2��3 ��� ����� ��� ε�=�� )"� AK ���

'7'7� 8��� 98��"��� ��� *������2����� 5�	��������:7 ��� ��
 ,
���
 K �
�

��
� �
������ 3�
�� AK ������
�  �

 ��� ��� ������ ��� ����������� J�2 ��� ��� ,
��

��
 K ��
� ��%������ '������� $�
 O(|AK | log |AK |)�

+�� $������ �� ��	 ���2���� )"� AK � +�	 &�	����	 ν �� )"	������� �� O(ν) = O(1)�

��,���7 .�	 ������? +�� A"��	���"� ����� A�"��� �� ��	 )"	��������� &��������

AK �� �� O(|AK |) $������ �%������ =�	 ��	 �	�� ���� ��� -���� �1 �� 	���"�����	� +��



�' /����� �����������	��

7+ <��"���� ������ ����8K9

(�
����; �������� &�������� AK

B+ ���� a(K)← |AK |
8+ ���� |AK | < ν H ��� � +�	 A�"�� �� ��� �����"��

C+ ���� N(K)← AK

9+ ������

H+ ,���������

;+ �	����� ��� AK ���� ���2����� ν������	"�� N(K) � O(ν) = O(1)

G+ ����	�� ��� +������� ��� N(K)

6+ �	����� ��� 
		������� A(N(K)) ��� N(K)

7:+ ��� ��� ε���������� �� A�"�� K ��	�� ��� �����	"�� N(K) �	�6�� #�	�3 ����

�6	 F���� ����	��� h∗ ��� ����� ��	 &���� ��� ����������� -����� �%������

ε · |AK | ��
77+ �	����� ��� 
		������� A(K)

7B+ ���� AK ��� �� N(K) ��� ��� ���������� AKf
�6	 ���� -����� �� 
		�������

78+ �)� ��� -����� f �� AKf
�= ∅ �

7C+ �	����� ����� !�	#��� ��� ����� ������������ A�����"�� Kf

79+ �	����� ��� A�"�� Kf ��	�� ��� 	���	��)�� 
��	�� ������ ����8Kf 9

����������� �
�� �������
�������� '����������� ����� '������ K

N��	�	6����3 "� ��� ε���������� �	�6�� #�	�3 �2�� ���� ���� ��� ��� '�'�� ��	 !�	�4���

�"� 8��>�9 �� O(|AK |) -�� ��	���6�	���

E� �#���� ���� �� -���� �� #�	� �6	 ��� A�"�� K �� ��	 ���������� �����	"�� N(K)

��� +����	���	 	�������	�

.�� "��� ����	�3 �� O(ν) = 1 ��� ��� 
		������� �� ���� �"����� *	%7�� +��

������� J��	��"�3 ��� ���	 ��� O(1) -�� �� 
���	��� ����3 �� ���" ��� 
�������� ��	

(���� AK � ��� ������ �2�� ���� �� O(1) -�� ��#�����3 ���� ��� 
		������� �2�� ����

�� �"�����	 -�� 	�)�	���	�� ��� ��	 ���3 "� ��� &��� �� ����	 -���� f ����3 ���%��

��	 �"����� -���

E������� �� ��� $������ ��� 
��	���� �� ����� A�"�� K ���" O(|AK |)� �

(� ��� "����� $���� �2�� ���� ��� �"������ ���"	�� ��#�����?

������� (�� 9*������2���� ��� ��������2���: � ��� ��
 γ > 0 ��%�� ��
� n�����

��
���� 3�
�� Â ⊂ Rd $���������  �

 �!��� ���� ��
�  ���
�������� ��� ��
����� �������

��� &��
�%����
� $�
 ���������&��������
�����
 ��� ��
�� �
��������� $�
 O(nβ+γ) ��
�

��������
# %���� β = (1− 1
d(d−1)+1 ) ����  ��� ��� �B����� ����� ��
�
 '���?����������������

��� O(n log n) ��%������� '��������

��,��� 9-�� ������� (��:7 �������	 ��� .���� ���	6���� ��� A"��	���"����� ��	

���	 ������ +�� �"������� 
���6�	����� ���� ������	�����	�



'7' *������2���� ��� ��������2��� �.

.2��� c∗d �" #�� �� ���	���� ε����"	�� ! 8>19� +��� �	�6�� ���� ���2����� ν������	"��

)"� AK ��� �� ����	 .��	������������� )"� ��������� 1/2 ��� ε�����������

.2��� 0 < ε < 1/2 �"3 ���� ��� (ε, ν)����� �� ν = c∗d ·1/ε log 1/ε ���� ���"	�� !E 8��0�9

��� $������ O(nβ+γ) �� β = 1− 1
d(d−1)+1 ��� -�	 A"��	���"� ��� (ε, ν)������� #�	�

��	 A"��	���"�����"	����� �� ��� .�	�����"�� K̂ ��� ��	 (���� Â �����	�����

8��"��� ��� 5�	��������� +�� $������ �6	 �����"�� �� O(1) ��� �	���� ����

#���	 ��	���� �� #�	���� E� F���� ����	�� A�"�� K �� ��� �	#�	�� $������O(|AK |)�
+�� ��������� �"�� ��� ��	�� 
��������	��? 
�� F���� $�)�� ��� &�	��"��������

���� ��� (����� AKi ���F���� 
��" �� ��� �	#�	�� $������ �6	 ��� A"��	���"� ����	

A�"�� Ki ����� $�)��� ������� ��	��

∑
i

O (|AKi |) ⊂ O
(
|Â|

)
= O(n)�

+� ��� ���� �� O(n) �����"�� �%������ ��� �%�� log n ��3 �"�� ��� ���������?

+�	 A"��	���"�����"	����� �� ���� �	#�	�� $������ )"� O(n log n)� �

.�	 ������� ��� 
������ ��	 A"��	���"� ��	 +����	���	 �6	 ����	������	������

���	���� �� �#�� ����	�������

'7'7
 �����2��	7 �� �� �� �������3 ���� ��	 �"	���� �	#�	����#�	 �6	 ��� 
�����

��	 .����	�"������ ��	 ��� ����� ���2����	�� &	"���	��� ��4���	 ��� +����� �����

#�	 �� *	�������������� ���� ��������� +��#���	�� �2�� ���� ��	 �"	���� �	#�	�����

#�	 �6	 ��� *����������� ���� ����� �	��2	��3 �� ��� F�#������� �	#�	��� $��������

)"� ��� )"	��	���� .����� ��	 �����	"��� ���2����� @6	 ���� �"	���� +�4���"� ���

�	#�	����#�	�� ���%�� ��� ����	 ��� .��	����������������7 �6	 �2���� +� ��� �	�

#�	�� $������ )"� 
��"	����� ���� �� ��� ������ �6���	� #�� )"� <����)�� ���

("#��� ���� �"	��� ��4���	 #�	�3 #�	� ������ .��	����������������7 ���	 ���� ������

�6�	3 �"���	� ��	 �� �����	 ����� ��� ��� &	"������� �����	���� �������

'7'7� �����2��	7 +� ν �� 1/ε #2���3 �� ��� ���� ��"	�� !�	�	%7�	��� ��	 $����

��� �6	 ����� ��#2��� γ� +��� �� ���� #���	 	���)��3 �� ��� ��	���	 �	������� ������

��� 
��"	����� "������ ���� 	��������� ��� +��� #�	� ��	�� ��� 
����2���� ��	 A"��

����� �� ����� 
������ �	��������� +� ��� ���2����� �����	"��� ���"��� #�	���3

�� ���� �������	3 ���� ��	 
��"	����� ���	�����	� 8+�� .��	�������������3 ���� �	

���	�����	3 �� F��"�� 1�9 5� ��� +��	�����	�� �� ��	����	��3 ��� �� ��� (%��������3

���� k �����2������ ���2������ �����	"��� �����	����� ��� �;�������� ���� �����	"���

�� 6��	�	6���� +�� .��	�������������3 ���� k �����	"��� ����� ���2����� �� �	�����3 ��

������	 "��	 ������ 1
2k � .2�� ��� k �	"7 �����3 �" ����� ��� �	#�	�� $������ �������



�0 /����� �����������	��

,�: 
����0���� ��	 7"������

E� ������ 
������ #�	� �� .���������� �	%	�	3 ���� ��� )"	�"������� A"������

�"#"�� �6	 ��� �������	����	� ��� ���� �6	 ��� 
��	������ �� �	"7 ����� ���"� ��� ���	

������� +��������� ���� ��	 �"#������ �������	����	� ��� ��� �"#������ 
��	����

��� ��"	� �	"7� +��� ���3 "�#"�� ��� ��;��"����� $������ �� O(nα) = O(nβ+γ) ��

β = 1− 1
d(d−1)+1 ��	 ��#�������� ������	 � ��� E��"��	� �%��� ��� �	� ��� +���������

A �� ���	 �	"7�� n = |A| ����� !"	��� �	�%�������� +��� 	�D �	� 	��� �6	 +������"���

d > 2 8"��	 d > 39 ��3 �� β ���� �2��	 �� 1 ����� @6	 ��� ���������� @��� d = 2 ����

��7�	��� ������� �����	� ��������� 
��"	����� �%������

-���� �� ��� ��������	 (ε, ν)����� ��"	� ���#��	�� �� ����������	��� @6	 ��� 
��#���

��	 A"��	���"� ��� �	�)�	���	��� ����� d��������"����� 
		�������� ��� ��� B���>/3

A����� /C )�	#������

E��"��	� �� ��� �	������� 
�#������ ������ !�	���	��� ��	 ���	������ )"� ����	����

��	��������	���� ������#��� 	���������� +�� +����	���	 ���� ���	 ���� "��	� ���	����

�6	 ��� A"������2 ��� &	"����� ��	� �� ��� �� �����	 ����� �"�� ������	�3 ���� (��

"�H�� B(�0�C ����� "��	� ���	���� ��� ��� �"�;�"��	�������� @��"	�� �� O(n1−1/d)

)�	�����	 ���

+�� )"	�"������� A"������ �2���� )"� ��#2���� γ > 0 �� ��� #�	��� �6	 ����	��

����� ����� ��#2��� γ �������� �	"7� �� ���� F��"�� ��	 �"���� γ ����)"��3 �6	 ��� α < 1

��3 �� �"�� ����� ��	 	�)���� ���� ���� �����	� $������ ��	����� -� ����� ��#2����

γ ���� ��� ε = ε(γ) ��� �� ������ ε ��� ν = ν(ε) ��	�	 �� ��������3 ���� ��	 (ε, ν)�

���� ���� ���"	�� !E 8��0�9 ��� 
��	������ O(nβ+γ) 	�������	� +�� 
����2���� ��	

)"	�"������� A"������ ���� ���� )�	���������� (�7�2��� ���������� E�����"���	�

���� ��� )�	�����	� <������ �6	 ��� �������� ε�=��� )�	#�����3 )��� A����� >� �� ��

���� )%���� ����#���3 #����� !:�+������"� ��� )�	#������ (d + 1)�A"		��"	� ��2������

������ ��� !�	#������ ��	 �������� (����� N 3 #����� ��� ε���������� �	�6����3 ���7��

���� ���" (ε, ν)��2��� �� ������	�� ��� ��� ���� �������	 ��� .���� ���%���� A"�����

�� 4�����


���	�	���� #�	��� ����	����� ��� ��	 <�������	��� ���	����� A"������ ��� �����	 5��

�	������� ��	 ���� ��	6���������

E� ������ 
������ #�	��� F��"�� ��	 	������2	� N��	�������� ��	�����6�	� ��� ����

���" �� ������	 !"	���� �� ��	������

%�-�� )�	����4��� �
 ��������
��:(


��� ���� �������� &�������� �� Rd �������� -��2��� �� ��� +������"� d̃ ��� ��	������

	����� ��	 (d+1)�A"		��"	� �������2���� �� ��� d̃ ≤ d(d+1) log(d(d+1))� 
��� #��� ���



'7. 5������"��	 ��� *�������� ��

��2������� +������"� ������� ������	 ����3 ������ #�	 ��� 
��������;�"���� *��������

��� +��� ���?

d̃ = d(d + 1) log(d(d + 1)) ≥ d2 log(d2) ≥ 2d2�

.�	 )�	#����� �6	 ��� �����	"����	%7� ν = ν(ε) ��� 
����2���� ν(ε) > 8d̃
ε 8��� )�	�

������ ��� ��� �"��	��������� @��"	9� �� �� �� ��"������3 ���� �6	 ��� )"	�������

γ > 0 ��� ε > 0 �" �� #2���� ��3 ���� ��� 
����2������ ��� ��	 *	���#�	��	������

�� ���"	�� !E ��	 ������� ��	 +����	���	 8��0�9 �	�6�� ����� .�	 )�	������ �� �����	

����� ��� ���� ��	�������� ε ���� ���� �6	 ���� ����� ������ γ > 0 ���	 ����� ��#2��

#�	���� .�	 ������ ��� ����������� ε = 1
100 ���

+��� �	��� ����

ν(ε) > 8 · 2 · 22 · 100 = 6400 �6	 d = 2 "��	

ν(ε) > 8 · 2 · 32 · 100 = 144 · 100 = 14400

�6	 d = 3� (�� ������3 ���� ��� ��2�������	 ��	������� ��� .�	�� ε �� ����� γ > 0

���� 
��2������� )"� ��	 +������"� d ��� Rd )"	�����

%�-�� )�	����4��� �
 �
��
� �� )���
�
��

+� ��� ����	 ����	������	��������	��� d��������"���� 
		�������� A(N) �� �����	"�

��� N 3 |N | = ν 	�)�	���	 #�	���3 �� ���2��� ���� 
����2���� ��	 
����� ��	 -�����

�� ����� �"����� 
		������� �� ��������� .�	 )�	#����� �6	 ��� 
����� ��	 -����� ��

d��������"����� 
		������� A(N) �� |N | = ν ��� .�	

m := Φd

((
ν

d

))
≈ νd(d−1)�


��� #��� �����	 ��	� ���� 
����2���� ���� "��� ��3 ���� ��� L*	%7��"	�����M �6	

�	"7� ν �����2�	� (� ��	 "����� �;�"���� �6	 ν �	�2� ��� ��� �6	 ��� 
����� ��	 -�����

�� 
		�������?

m > 64002 �6	 d = 2, m > 144006 �6	 d = 3 �"#�� m > 1400010·9 �6	 d = 10�

+�� 
����� ��	 -����� �� 
		������� ���� �"#"�� ���� �������	����	� ��� ���� ��� ��	


��	������ ��� A"����� ���� J�#"�� ��� ������ ���� ��	��������� )�	����� #�	�� ���

����� �����	�� 
����2������ ��	�����6�	 #�	���3 #�	� �� �����	 ����� ���	3 ���� ��	


��"	����� ���� ��	���6�	��	 ��� ��� ����	 ������� 5��	������� 	��� )���� #���	�

��� ���� ���"�������� 
��2��������� ����



������� �

 ��!�	"��	
	������
��	�

+� ��� ������� σ∗ ���� +�4���"�  �1�' 8��,�9 ��	�� (d+1) ����	2��� �����	����� #�	�3

������ ���� ����������	��������	���� ��� ����	������	��������	���� ��	6���6�	��� +"	

#�	�� ���� ��	 <��� σ ����� ������� σ∗ ��4���	\ �� ���

σ =
d+1⋂
i=1

hi

�� �������� �;��	����� hi� .�� ���� ����3 ������ ���� ���� ����������	��������	����

��� ��������	 5��	������� �� (ε, ν)��2���� ��	�	 ��	���6�	��3 ���� �6	 ��������� ����

������ ��	 �	������ ��	 &���� �� ����������� -����� ���	������� ����� ���

:�� ��������� ��	 )�	#������ +����	���	

��� ��������	 +�	���6�	��� �	�2� ��� #���� d + 1 = O(1) ������� ��;��"����� $����

������ ���� ������ ����	�������	����6�	��� )"� ����	������	��������	���� �� ����

�%�����3 �� ��� <������ ��	 
������� ������ #�	���� 
�� ������ �2�� ���� ���� ���


����� ��	 &���� �� ����� ������� �"������	��� �������� #�	� ���" ��	 (ε, ν)�����

��� +����	���	 �� ����	 ���������� &�	����	#��� ��	����� (�� ��"����� �����3

���� �6	 ��������� ��� ε���������� ��� ��	 +�4���"� ,���� 8�� >,9 ��� (ε, ν)����� ����

���	 �	�6�� ��� +� ��� ������� ��	�� (d + 1) ����	2��� �����	����� #�	�3 ��� F��"��

���� �"��4���	� ε���������� �� @��"	 (d + 1) ��� ��	 	����� ����� =�� #�	��� ���


����2������ �� ��� ,���/ 8��0�9 6��	 ��� 
��	������ ���	����� (�� ���� �����3 ����

�� *	���#�	�	"���� ��� ���2������ A"����� (d+1) )�	���#����� �� ��� ���� #����	

��� ���	������� ������� ε ��� ��� $������ �� #�� ��� ����	������	��������	���� O (
nβ+γ

)
�� �������� ������� γ�

-��2��� ��4���	�� #�	 ��� ��� -"�� �6	 ��������� ����"� �� �;��	������? ��� σ∗ ��� ����

���� �� Rd ��� σ ��	 <��� )"� σ∗� +�� �;��	������ ���� ���� �"#����� )�	���������

��� #���	 ���� (���� N )"� &����� ������� ��� ��� 
		������� A(N) ��	�����



.7
 5��F�� ��� <������ ��� (ε, ν) ����� �3�

.7�7� ��;������ 9Z(σ, N):7 ��� σ∗ ��� 8"D����9 ������� �� ��� <��� σ� +��� �� ���

-"�� )"� <��� ��� ������� ��� (���� ��	 -����� �� A(N)3 #����� ��� <��� σ ���������?

Z(σ,N) := {f ∈ F (N) : f ∩ σ �= ∅} �

�� ��� d + 1 �;��	������ h1, .., hd+13 ��	�� ��� σ∗ �������� ��� +� σ ⊂ ⋃d+1
i=1 hi3 �"��

�� ��	 +�4���"� '���� 8�� / 9 ��	 -"�� ����	 �;��	����� h �"�"	?

Z(σ,N) ⊂
d+1⋃
i=1

Z(h,N)�

:�� 
���6�� ��	 &�	����	 ��� (ε, ν)�������

+�� *	������� �6	 ��� !�	#�����	��� ����� (ε, ν)������� �6	 ����������	��������	����

�� ��� ��"�������3 ���� ��� �	�6����� ��	 ε���������� ���� ���� 8���#2���	�9 
������

6��	 ��� 
����� ��	 &���� �� ��	 -"�� ����� ������� �����	�

.7
7� 8��� 9)��� ��� ���� ����� ������1:7 ��� ��
 (ε, ν)�&��� �<� ��
� �
������

3�
�� Â ������
�  �

 ���� �
 =���� ,
���
 K ��� �����
�� ������� �<� ���� �������
�


h ��� Rd; ∑
f∈Z(σ,A(K))

|f ∩AK | ≤ (d + 1)ε · |AK |�

:�� +�	 
��	������"	�����

=�� #�	� ��	 
��	������"	����� �6	 ����������	��������	���� �����	������ �	 �� ����"�

��� 
��	������"	����� �6	 ����	������	��������	�����

+�� N��	�	6����3 "� f )"� σ ��������� #�	�3 �� ����� ����"� �� ����	������	������

���	���� ��� !�	#������ ����	 ��������� +����	���	 �� �������� O
(
νd2

)
-�� �%��

����� *	��� ���6	 ��3 ���� σ ��� O(d) = O(1) �;��	������ ����� ��� ���� ��� ��������	

������� )"� f ����� σ �� O(1) -�� �%����� ���

.7�7� ��" 9������1 5���	�"��� �� (ε, ν) ������:7 ��� ��
� n������
���� 3�
��

Â ⊂ Rd �
� ��
 (ε, ν)�&��� �<� Â ������
�  �

 �����
 ���� ��� ������ (ε, ν)�&���

�������&��������
�����
 ���
�%����
 ��� ��� �
���������

T (n) = O
(
νd2 · nα(ε,ν)

)
��� α(ε, ν) = 1− 1

d(d− 1) · (log1/ε̃ ν) + 1
�

 ���� ��� ε̃ = ε(d + 1)�



�3
 ������1 �����������	��

7+ E��2���� !����
"��
�������
8K,σ∗9
(�
����; A�"�� K ��� ������� σ∗

B+ ���� Σ← |N(K) ∩ σ∗|
8+ ���� K ����	�	 A�"�� �� H ��� � �"�� �� -���� � ����� ������2��

C+ �)� ��� -����� f �� A(K)3 ��� &���� ��� AK ������� �

9+ ���� f �� σ∗ ������� �� H ��� � �"���� �������

H+ ���� Σ← Σ + a(Kf ) � ���� &���� �2����

;+ ������ ���� f )"� σ ��������� #�	� H ��� � <��������3 ����� 8�9

G+ 	��� !����
"��
�������
 	���	��) �� ��� A�����"�� Kf ���

6+ ���� Σ← Σ +!����
"��
�������
(Kf , σ∗)

�������; Σ = |AK ∩ σ∗|

7:+ <��"���� !����
"��

���������
8h∗9
(�
����; �������� &�������� Â ��� ������� σ∗

77+ 	��� !����
"��
�������
 �� ��� .�	�����"�� K̂ ���

�������; |A
K̂
∩ σ∗| = |Â ∩ σ∗|

����������� �
	� ����+�
��� 	�� ����� ����� '������ K, 	�� �� ����� !���
�� h∗ ���-���

��,��� 9-	�7 ��� �������������� ��" '7
7. 9�7 �
::7 (�� ��	���� ��� 
��	�� )"�

!����
"��
�������
(K,σ∗) �6	 ����� ����	�� A�"�� K3 �� ������ <���"� |AK | &����
� ������� =��� ��� $���� ,���, 8��0�9 6��	 ��� 	���	��)� 
��	������ ���?

T (K,σ∗) ≤ O
(
νd2

)
+

∑
f∈Z(σ,A(K))

T (Kf , σ∗)�

����� n1, . . . , nm ��� 
������� ��	 &���� �� ��� ����������� <���"���3 ��� ��	�� 
��	���

!����
"��
�������
(Kf , σ∗) ���	���� #�	���� +��� ��� ���� ��	 ε����������?

m∑
i=1

ni ≤ (d + 1)ε|AK | = ε̃|AK | �� m ≤ νd(d−1)�

+��� ���6� T (n) ��� !"	����������� �6	 ��� 
����2�������"	�� 8���"	�� K3 ����09

�� m ≤ νd(d−1) ��� ����� ������� �	"7�� c = O
(
νd2

)
� +��� ��� ���� �6	 ��� 
��	��

)"� �����"��3 �� ���� ����� ���� $���� ,���, 8�� 0�9 �� O(ν) -�� ���	����� �������

�� �"�� ���" ��� 
������� �

:� ��	 ������� ��	 +����	���	

@6	 ����������	��������	���� ������	 ���� +����	���	 �� ��;��"���� �� ����	����

��	��������	���� ���������� �������	 ��� $������� +�� ���"	�� �� ����"� �� ���"�

	�� !E�



.7& "�� �1�����" ��� ��������2��� �3�

������� (��� 9�1�����" ��� ��������2��� �)� ������"�� : (� ���� �<� ���� γ > 0

��
� O(n)� ���
�������� �<� �������&��������
�����
 ��� �
��������� T (n) = O(nβ+γ)#

%���� β = 1− 1
d(d−1)+1 �����

��,���7 +�	 ��#��� )�	�2�� ����"� ��� ��#��� )"� ���"	�� !E 8�� 0�9� �� �� ��	 ���

�������"� ε̃ = ε(d + 1) �� )�	#������ ��� γ > 0� =��� ��� ��� ,���� ��	 ������� )"�

(ε, ν)��2���� ��� �� �6	 ���� 0 < ε < 1/2 ����� (ε, ν)����� �� ν = c∗d · 1
ε log 1

ε � *�����

#�	�3 ���� ��� �"����	 (ε, ν)����� �6	 ���	������� ������� ε ���� ���"	��	� +����	���	

��� ��� ���" 0 < ε < 1/2 ��� ��� ν = ν(ε) := c∗d · 1
ε log 1

ε = On(1)�


���	��� )"� $���� ,��� 8�� 019 �� ��	 �������	����	� ��� (ε, ν)����� O(νd2
n) = O(n)�

=��� $���� ,���/ 8�� 0�9 �� ��� ��������
��	������ O(νd2 · nα(ε̃,ν)) = O(nα(ε̃,ν)) ��

α(ε̃, ν) = 1− 1
d(d− 1) log1/ε̃ ν + 1

�

+�� ������������� �"��	��������� ��	� ���������� #�	 �� w̃(ε) := log1/ε̃ ν(ε)� .�	

������ limε→0 w̃(ε) = 1� .�	 ��������	�� ε = ε̃
d+1 ��� ������ ��� 2Q��)����� 
������

limε̃→0 w(ε) = 1?

w̃(ε) = log1/ε̃ ν(ε)

= log1/ε̃ �c∗d ·
1
ε

log
1
ε
�

= log1/ε̃ �c∗d ·
d + 1

ε̃
log

d + 1
ε̃
�

≥ log1/ε̃ c∗d ·
d + 1

ε̃
log

d + 1
ε̃

= log1/ε̃ c∗d · (d + 1) log(d + 1) + log1/ε̃
1
ε̃

+ log1/ε̃ log
1
ε̃

= log1/ε̃ c∗d · (d + 1) log(d + 1) + 1 + log1/ε̃ log
1
ε̃

=⇒ lim
ε̃→0

w(ε) = 1 + lim
ε̃→0

log1/ε̃ c∗d · (d + 1) log(d + 1) + lim
ε̃→0

log1/ε̃ log
1
ε̃

= 1 + 0 + 0 = 1�

�� �� ���" limε̃→0 α(ε̃, ν) = 1 − 1
d(d−1)+1 � 
�� ���������	6���� ���� ��� ε̃ �" ��#2��

#�	���3 ����

α(ε) < 1− 1
d(d− 1) + 1

+ γ�


��" �2�� ���� ���� ε = ε̃
d+1 > 0 ������� #2����� +��� �� ��� (ε, ν)����� �� �����

�"����� ε ��� ν = ν(ε) ���� +����	���	3 �6	 ��� ���? ����������	��������	���� #�	���

�� T (n) = O(nβ+γ) 
��	������ �� β = 1− 1
d(d−1)+1 ��	�����6�	� �

(� ��� ��#��� ������ ���"	��� #�	�� ������3 ���� ���� (ε, ν)��2��� �������	��7��

�6	 ����������	��������	���� #�� �6	 ����	������	��������	���� ������� 
�� !"���2�����

�����	6���� �"	�����	�� #�	 ���� ��� ����	�������� ���"	�� ��	 A"��	���"��



�3& ������1 �����������	��

:�' ��	 7"��	���"� ��	 +����	���	

@6	 ���������	��������	���� �� ��� �	#�	�� $������ �6	 ���� +����	���	 ��;��"�

���� ������ �� F���	 �6	 ����	�����	��������	����� +�� ���"	�� �� ����"� �� ���"�

	�� !EE�

������� �4 9*������2���� -�� (ε, ν) ������ �)� ������"��: ��� ��
 γ > 0 ���

%�� A ⊂ Rd $���������  �

 �!��� ���� ��
�  ���
�������� ��� ��
����� ������� ��� &��

�
�%����
� $�
 �������&��������
�����
 ��� �
��������� O (
nβ+γ

)
, β = (1 − 1

d(d−1)+1 )

��
��������
�  ��� ��� �B����� ����� ��
�
 '���?���������������� ��� O(n log n) ��%�����

��� '��������

��,���7 +� ��� ������� +����	���	 #�� �6	 ����	������	��������	���� )�	#���� #�	�3

#�	�� ��� 
������ ���"� �� ��#��� )"� ���"	�� !EE 8��0,9 ��	 A"��	���"� ��	 +����

�	���	 �6	 ����	������	��������	���� ������� �

+� ���"� ��� A"������ �6	 ��� +����	���	 ��	 ����#"	��� )"� ����	������	������

���	���� ��"	���� �	"7 ����3 ��� �6	 ���� ��	������ ��	 ���	������ A"������ ���

��� ����� 
������ ��� A������ �� ����	������	��������	���� )�	#������

(� ��� ���� ������ A������ �� ��� ������ -��� �		����?

�� #�	�� �6	 F���� γ > 0 ��� ������� ��� �R����� 	���"�����	� A"��	���	��	��� ����	

O(n)�+����	���	 ���������3 ��� �6	 ��������� n���������� (����� ����	���� ���

����������	��������	���� �� ����	 $������ )"� T (n) = O (
nβ+γ

)
�6	 β = 1 − 1

d(d−1)+1

��	���6�	�



������� �

�
�������	�

.�	 �����2����� ��� �� ������ A����� �� #���	�6�	����� 
������� �� ε�=���� ��

��	�����	2���� �� ����	 ��������� +������"� d� 8d ��� ���	 ���� �6	 ��� +������"� ���

Rd�9

;�� *	%4� ��� 7"��	���"� )"� ε�2���� �� 
����������

@6	 (ε, ν)��2��� ��� ��	�� A"��	���"� ��	�� ����� $���!�����
��"	����� �� ����

�� A����� �� ����	������	��������	���� ������? �� �� ���	�������3 �6	 ���� ��������

(���� A ��� ������� ����� ε�=���� N �� O (
1
ε log 1

ε

)
�������� ������#����� ��� 8��	9

	���"�����	 �� �"��	���	���

+�� �������� 
����2����3 ��� ���	 ������#����� #�	��3 �� ���� ��� ��'��� 8��'/9?

|N | ≤ 8d
ε

log
8d
ε
� 8>��9

�� ���� �#�� @	���� �6	 �������� ��	�����	2��� )"� �	����2������� E��	����?

�� .����� *	%7��"	����� ��#� #����� *	%7� �� ��� ������� ε�=��Z

�� .�� ������ ���� ε�=��� ���	��������� �"��	���	��Z

-�	 �	��� @	��� ��� ���2��� fd(ε) �6	 d ≥ 1 ��4���	 ��� ��� ������� ��6	����� -���

f ��	�	3 ���� �6	 F���� ���������8]9 ��	�����	��� ��	 +������"� d ��� ε�=�� �� f

�������� ������	 8)��� B�.>/3 ����/C ��#� BA&.0�3 
��	��C9� �������	 ��� .����

����� ��	��� ���� 
����2���� ���� "��� ��� ���� �� B�.>/3 ���"	�� ��>C?⌊
d

2

⌋
1
ε
− 1 ≤ fd(ε) ≤

⌈
8d
ε

log
8d
ε

⌉
�

+�� 
����2���� ���� "��� �� �� �����	 
	��� ��	 ��� ��'���3 ��� 
����2���� ����

���� #�	�� ���� )�	#�����



�3' ��	��"��	��

(�"�H�� ���� �� 
	���� (����
�	��� �
� -��������
�� .������� B(�0�3 ����	�

���� )"	 ���"	�� ���C ��� �"������� ����	������? +�� "��	� ���	���� 8d
ε log 8d

ε ��� )"�

�����	 � ��� B���.>0C ��� ��������7��� )"� A"��"� BA&.0�C )�	�����	 #"	��� ��

(1 + o(1))d
ε log 1

ε � +�	 �"��	�������� @��"	 �"��� ��������	 )"� ��	 ��#���������� I��

�"�� �2�� &��� ��� .%�����	 ��	�� ��� �������� ������3 ���� �	 �� ����������� @���

�"#����� ���� *	%7��"	�������27�� �� ��� �	�� @	��� ���" �6	 ��� ����������� @��� ���

��#"	�� +�� �"������ ��� ����� 
����2���� ���� "��� ��� ���� �6	 d ≥ 2 ��� ���

����������� 
	���� )"� A"��"�3 &��� ��� .%�����	 �������� ��� ����� ��������

�	�������� BA&.0�C?

d− 2 +
2

d + 2
≤ lim inf

ε→0

fd(ε)
(1/ε) log(1ε)

≤ lim sup
ε→0

fd(ε)
(1/ε) log(1ε)

≤ d�

���	��� #�	��� ��	 lim inf ��� ��	 lim sup �� )�	#����3 �� �6	 ��� �"��	�� �	��� ���

������� ��� lim ���� ������#����� ��� +�� 5�������������� �� ���� 
������ 6��	 ���

��;��"������ ���	����� �"#�� ��� �� ��� ���	����� ���	������ A"������� E� F����


	���� #�	��� ���� #���	� N��	�������� �� ���������� ��	�����	2���� ���������

-�	 �#���� @	��� ��� ��� 
���6�	����� ��� (�"�H�� ��� �	%������� )�	#����� B(�0�3

�	%0'C� E�����"���	� #�	��� ��	 ���	����������� A"��	���"� ��	���"�����	� 
��"�

	����� ��#������

ε�2��� �8	 /������� �� ����� ��� /�������

.�	 ��	����� ���	 �� &����� ��������	������ <������� ��� J�F���� ��� Q ��� (����

��	 ��������	������� "D���� <������� �� R2� ��� ε > 0 ��� S ⊂ Q ���� (���� )"� n

<�������� �� R2 ��� R ��� ��	���� �� @"	� ����� ���������� <������� �� R2�

.�� �	"7 �� ��� ������� ��������� N ⊂ S3 �6	 ��� ���? I���	 ��	���� R3 ��	 ���	 ��� εn

<������� ��� S ��������3 �������� ���� ��� <������ ��� NZ -#�� <������� ���������

���� ���	��� ��	 +�4���"� ����� ����3 #��� ��� 8��� @�2����9 ����� ��������	�� �����

������ E�����"���	� ��������� ���� <������� ���"3 #��� ����� �� ����	�� ������� ���

���� �"���� ��������� N �� ��� ε�=�� �� ����� ��	�����	���3 ��	 ���� ���� �"	��� �������

�2��� �� �� ��	 ��	�����	��� (Q,R) ��

R =
⋃
p∈Q

{q ∈ Q : q ∩ p �= ∅}�

+�� @	���3 "� �6	 �������� 5��		2��� )"� (Q,R) ��� ε�=�� ��	 *	%7��"	����� O (
1
ε

)
������	3 �� ��	 -�� �"�� ������#"	�� ��)�	�"	 B��)1,C ��� ���� -�	������ ��	 &	"�

����������� �� ��� �%� ����� ��	 �����	"������ +����� �����	"���� ����� ��	��3 ���

ε�=�� ��	 *	%7��"	����� O (
1
ε

)
�6	 ����� ���������� ��	�����	��� 8����� #���	 ����9 ��

4����� +���� $%���� #�	� �� �"������� ����)"���"���� +� ��� ������� ε�=�� �"��	���)
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 ε !��"� �)� ����"����� ��	����� �� ��"�	 �� -����2�� ��	����� �3.

��������� #�	�3 �	��� ���� �6	 ������ ��	�����	��� ���" ���� ���� 
�#"	 ��� ��� @	���

���� ��	 ���	����������� A"��	���"��

;�� ε�2��� �8	 �"	��"���� ������� �� ����� ��� )�	�����

�������

(�� ��	���� ��� �"������� ���������� ��������� ��	�����	��� (S,R)?

S ��� ���� (���� )"� n �"	��"����� �������� �� R2� +�� ��	����� ����� )�	����� ����

���� ��� R2� 
�� ���������� )"� S ��������� �� R ��� �;��� ����	 ���������� R ⊂ X3

�" ���� �6	 R ���? �� ��� ��� )�	������ ������ ��� R23 #������ ��� �"	��"����� �������

� ��� R ���� �������� ��� ������ ��	 �"	��"����� ������� ��� X − R ��������� 
���

�����	 ��	�����	��� �2�� ���� �"	��� �������?

��� W ��� (���� ��	 �"	��"����� ������� �� R2 ��� V ��� (���� ��	 )�	������ ����

���� �� R2� +��� �� (W, R̃) �� R̃ :=
⋃

v∈V {w ∈W : w ∩ v �= ∅}� +��� �� (S,R) ��	

)"� S �������	� 5��		��� )"� (W, R̃)3 ���� (S,R) = (S, R̃|S)� =��� ��)�	�"	 B��)1,C

��� �� �� ������ ��	�����	��� ��� ε�=�� ��	 *	%7��"	����� O(1
ε )� +��#���	�� �2�� ����

��� �"����� ���	��������� �"��	���	�� �� ��	 $������ O(n log n)�

07
7� ��" 9)��� ��� ������� ����"������ ��� -����2��� ��	�����:7 ��� S ��
�

3�
�� ������
����� �����
�� �
 ��� (��
� �
� ε > 0� &������
� =���� $�������� �����
�

��� ���� ��� εn ���
����
 ��� S ��� ���������  �

 ���� �� ��
� *�����
�� N ⊂ S ���

|N | < 8/ε# �<� ��� =���� ��������� �����
� ��
 �����
� ��� N ���
������  ��� �� ���� �<�

��
 &����������� (S,R) ��
 ε�	��� N ��� %�
���� ��� 8/ε = O(1
ε ) (����
��
�

@6	 8/ε ≥ n �� ����� �� ������� ��� ���" 8/ε ≤ n� E� @"������� #�	� ���� �"���� ���������

N �"��	���) �	�����

#��� �2�""� ��� *������2�����

+�� ������� ��� S �"���� #�����	 ��� 8/ε ��	������ ������� #�	���� +���� ���� ������

�� L[���M �� #2����3 ���� F���� �	������ ������ ��������� ����� ��	���� �"����

6��	��������� ���� 8)��� 
�� >��9� ��� �"����	 ��	���� #�	� ��	 ������������� +�����

��� ���� T 8�����9 ���������� .���	 �"�� ��� F���� ���� ����� ��� ������ )"� S3

#������ ��� )"���2�����8]9 �"	��"���� 
��������� ��� ������ ��3 ��	 (���� N ���

�%	��� +��� #6	�� �����? I���� �	������ ������ 8�� 
��� >�� ���	����� ��	������9

�������� #�� ���"	��	 ��������� ��� �"����� ������ )"� N � +���� 	� ���2��� ���

�"������ &	"���� ���?

�� ��� �� ��	 <���� ������� �� #���	�	 
��������� ���� 	���� 8���#�	�9� +��

&	"�������������� �� �"������� 
��"	����� )�	����3 ���� ��� ������ �� )�	����������

-�������� )�	���������� �2���� �����%	�� ����� E��	�	���	 ��� ��� �"	��"����


���� ��� -��3 �" ��������� ��� ���� ����������� ���" ���� -����������%	����� )"�

�������� 6��	 ����� ��#����� -��	����



�30 ��	��"��	��

����

���	
����	��������	�������
�
�������������	������
�������������	����	����	�
�
�����������������	��� ����
!"#
�
�����������������
�����$%
����&���'�	(����)���
�
	*�����������������	�!�
&�
����������+��	,���	���&�
�����������������-�
����������.
�������

��������� �
	� *���������

�/����

�/����

��������� �
� ����������� �� ���������� !��������

;���� ��� 5���
��*

��)��������	 4� <��	������� 
��
	 ε�3
�4
	

+�	 
��"	����� )�	#���� ���� )�	����� �#������� )"� ����� ���� 	����� ��� k = �εn/4��
��-������� +�� �"������� ������������ ����� �� F���� -������ �	�6���

95: I���� ���)� ������ �� �� ����� -������ F�#���� ����� ���� ����#������

9�: -� F���� ���� ���%	�� ��������� ����� ��� �%������ 2k − 1 ��������

(� ��	 E�)�	���� 8�9 ���������� #�	 ���� ��� ��������	� @"���	���3 ���� F����

�	������ ������ ��������� ����� ���� �"���� 6��	����� 8+��� �"��3 �� ��

���	 ��� εn ≥ 4k − 4 ������� ���������9

9?: E� F���� ���� ���� ��������� ��� ��� �%������ k (�������	 ��� L*	6���������

������	M ��	���	�

9�: +�� �2��� 6��	������ ���� ����3 ���� ��	 ��	���� �#������ �#�� �������� �����

������ ���2� ����� ������� ����	�	 �2����
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 ε !��"� �)� ����"����� ��	����� �� ��"�	 �� -����2�� ��	����� �3�

-���� ��� ���������� 9�:? ��� ������ ���� ��	 ��� ���	� �� ����� ����� ���� ���

*	6������������� ��	���	 #�	���\ ���� �"���� (�	���	��� #�	� ��� ������"����

�������������	� E = {}�

�� ���������� *	6���� #�	� �� S ��� �"	��"����� ��"�����	������� ��������6�3

������ 
����� ���� ����� ���	���� ��� ������ ���� ���� 	���� ���	���� ����	 ����	��

������� ��4���� -� ������ ������	 ��	 ��� ����3 ������ �������� (������ ������

��"�����	������� ���

����	������������	 �)� ����� ��	���� 5���	�

@6�� ��� ������ ��� ���� ��3 ��� ��� ��	�� ��	���	 �������� ������ ������

�����%	� ��� N��	���	����� ��	 (�������	%7� 2k − 1 #�	� ��	 ���� �� �#�� �2���

�������� 8����� ����9�

����	������������	 �)� ��� ��	���� �����

+�� ������ #�	� )"� ��� �����%	���� ���� ����	�� @���� �� ��� ���� )�	�������� ���

*	6������������� ��	���	� ������ ��3 #�	� ������ ������ �� N ������"����� +��

E�)�	���� 8:9 �� ���� )�	���� E� ������ @��� #�	��� ���� (�������	 ��� ������ ���

��	���	��������� ���� ����"	��� ��� ��	 ��� ���� ������%�� @���� ����� E�)�	����

8�9 )�	��� #�	�3 #�	� ������7���� �"�� ��� ���� ��	�����6�	�

����	������������	 �)� ����� ������

����� ��� ��	"D���� ���� T �� ��� "��	�� �|T |/2� ��� ��� ���	�� �|T |/2� ���� +�	F�����

����3 ��	 #�����	 8"��	 �������� ���� ���	9 *	6��������������	 �����3 #�	�� �� �����

����� ���� T ′ ��������������� +�	 ����	� ���� #�	� ��� ��� T ��������� ��� ��

@"������� ���� )�	2���	� =��� E�)�	���� 8�9 ������� ��� *	6��������������	 ��� T

���� �� T ′ *	6��������������	� -���� #�	��� ���� #���	� 8���������9 (�������	 ���

*	6��������������	 ��	���	3 �" ���� T ′ �������� ����� k *	6��������������	 ������

*����2����� ��� 5�	���������

+�� E�)�	����� 8
9 ��� 8+9 ������� ���	����	�����3 #�� �� +���� ����� �������	6��� ���

+�� 
������� ��� ����� 8�� #������ ���� 	���� 	���������9 *	6��������������� ��

N ��� ��������7���� 
�[%���� ��� ������ ��	����	�� �����3 ���� )"� ������ ��� ���

	����� ���� ��� ������� ������ ��� ������ ��� N )�	�2��� I���� �	������ ������

�������� ����	��� )"� E�)�	���� 8�9 ���" ����� ���� ��� ���� ���" #�� ���"	��	 ���

�� N ��������� �������

$�� ��� ���	����	 ��
�������	� ��� %�	��������	 ��	��")���� �����������
���	� ���� ��� ��	��
��	�

��� 2	'����	��	 �� N ��	����")�� �����	# �� 
-��� ��� �

����	�� �����	� ���� ��� ��	� ������ �
���	�

N ��	 ε�A��� �
����+ A����	 ��� �	� ν ��� ��	 ��������� �����	� ")� S� ��
��� ��� �����������
���	�

��	�����# %)��� ��	 ������ �����	� ��� ���� ������ �����������
���	� 	��� ���� ����	����	 �����

���� ��������	 �

� )�����	 �����	�� ��� �� �� �
���� ν ��	 ��������� �����	�# A�� ��� %���������� ���

�
��������� ��� N �
�� ��	 ε�A���#
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7�H �7�3.:7

�� �� �"�� �� ������3 ���� �6	 ��� *	%7� ��� ε�=���� N ���? |N | < 8/ε�

+� �� F���� ���� ��	 ��� ������ ��� N ���%	 ��� �� ������ ��� 
��"	����� ��	

��	 ������ ���� ������	3 ����	��� ��� *	%7� )"� N ��	 
����� ��	 ������)���� ��

����� �� ������3 ���� ���� #�����	 ��� 8/ε �����

��� ����� ������)�� ���� ��� ��� ����3 ��	 �� ����� ����� ���� ������"���� #�	�3

�%������ ��� �2��� ���"� ��� *	6��������������	 ��	���	3 ���� �� #�	��� ���������

k/2 (�	���	����� )"	���"����� +�� 
����2���� ����� 8/ε �����	 ��� ���� ��������

��"	����	� 
���;��? E������� ���� �%������ n (�� ��� ��#����� ������ ��	���	

#�	���� +� (�	���	����� ��� ������"��� #�	��� ��� ��� F���� ������)�� ��������

k/2 (�	���	����� )"	���"���� #�	���3 ��� �� �%������ n/(k/2) < 8/ε ������)����

+��� #�	�� ��	 ��� ��#�����?

�� ��� ���� (���� N ⊂ S ��� #�����	 ��� 8/ε 8�"	��"�����9 ��������3 �6	 ��� F����

�	������ 8)�	�����9 ������ ��� ������ ��� N ��������� �

;���� =
�
����	��	��
 <��	�������

+�	 �"������ ��� ���� ��� <����� �6	 ��� ���	���������� A"��	���"� )"� N �
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7
 ��" 9"�� ����������������� *������2����:7  �� ��$�� ����������
� ���������

��� ��� ��� �����
���� ����������
� ��� '������� O(n log n)�

-�� ��#��� #�	� ���� �"���� <�������	��� �����	����� ��� ��������7��� ���	�����

;���� 6
���	�
��� �
	 <��	�������	���������	

.�	 ���������� ��� A""	������������ ��	 ����� R2 ��� x�
���� ��� y�
�����

-��2��� #�	� ��� ��� ����� &������#����
��"	����� )�	#����� y �����
 �����	������

y �������

+���� �� ��� �%������������	�	 ���2	�	 �������� �6	 ��� �2��� �� y��"	��	�	 <���

����"���� ��� �"����	 ���� #�	� ��� 
!$����� ��������� ��� �	�%����� ��� ������3

����6��� ��� $%����� )"� �������� �� O(log n) -��� +���� 
���6�	����� 4���� ����

���������#���� �� ��� $��	���� )"� J���� ��� .����;�	 BJ.1�C�

I���	 ���� T �� �� �����	 <��	2�����"� �� ��	 y������ ����� �
# y ��� ����� ������

������ E����� 
��� ��	 E���� ����� ���	��� #�	� �� .���	�� ������� �� T ����������
�
# y �������� y�A""	����� ��	 �������

��
�
�� T ���"�"����	 
!$�����

�� #�	� ��� ���"�"����	 ���� )�	#����3 ���� ��� ����6��� ����� A�"��� v ��� �����

������	������ �%����� ��� +��#���	�� #�	� ��	 
!$����� �� ��� @����"����2 ����	

������
����
 $�
�
 �6	 ��� ������� �� y��"	��	�	 <������"��� �	#���	� +���� �	�

#���	��� #�	� �� ��	�� ��	 !"	������ �������������� .�������� @@ 700F 3<
����#

��L5: �	�2��	 B!��1'3 A����� ����C� ��� ��� �� ������ 
������ ��#"	����� 
��"�

	����� #�	� ��� @����"����2 ���2����� �� ��#���� (�	��	 �	�2��3 #�� #���	 ����

�	�2��	 #�	��

+�� 
	���� �� ����� ����	�� A�"��� ����� 
!$������� T ���� ��� �"������� (�	��	?
nl 
����� ��	 ������� �� ������ ��������

nr 
����� ��	 ������� �� 	����� ��������

fl 
����� ��	 *	6��������������	 �� ������ ��������

fr 
����� ��	 *	6��������������	 �� 	����� ��������

ymax �������� y�A""	����� �� ��������

+�� 
	��� ����� �����"��� �� ��� ������ s = (x1, x2, y1)� 8+�� E��"	���"�3 "� s

��� *	6������������� ��3 �	�2� ��� ������� ��	�� ��� ���	��"���9

6���������	 ��� 5(8 �����

+�	 
!$����� �� �" �� 	�������	��3 ���� ��� ��� J��	��"��� ���
�3 �
�
�
3 ����� ���

�����
 ��� �6�� (�	��	 �"#�� ��	 �
# y ��� ���������	 #�	���� +�	 �
# y �� �����

���� �� ���������	��3 #��� ���� 
��������	��� )"� ymax �� ��	 .�	��� �	�"��3 ����	

#�	� �� @"������� ��� 
��������	��� ��� �
#� ���� ������� �	#2��3 ��� �	�"�� ��������

JD���������� �� ���� 
��������	��� ��	 (�	��	 ��� ����	 �"����� <���������	��� �� O(1)



��
 ��	��"��	��

�%����� 8��� (�	��	 ��	 ������� "��	���� ��	 <���������	��� ���� ���� ��	"D��9 ���

���� ����	 ��� ��	�����6�	 #�	����

<�������	��� ��	 J��	��"� ���
�(s)?

�? �6�� ��� ������ #�� �� ����� 6������� 
!$����� ���3 F��"�� �"�� "��� <����������

	���

�? ���������	� ��� (�	��	 8��������� �� A�"�� v3 ��	 s 	��	2�����	3 ��� ��� �������

&��� ��� ��	 .�	���9

�? 	���������	�

<�������	��� ��	 J��	��"� �
�
�
(s)?

�? �%���� ��� ������ #�� �� ����� 6������� 
!$����� ���3 F��"�� �"�� "��� <�������

���	���9

�? ���������	� ��� (�	��	 8��������� �� ����	��� A�"�� v ��� ��� ������� &��� )"�

v ��� ��	 .�	���9

�? 	���������	�

<�������	��� ��	 J��	��"� !����
 #�� ��� !��	���"�� B!��1'3 A����� ����C

+�� <�������	��� #�	� ���	 �� ��� 
��������	��� ��	 (�	��	 �	�2���


�� !"	��������� ���� �#�� �2��� T1 ��� T2 �������3 #"��� ���� ������� ��� T1 �����

��	 ��� ������� ��� T2 ����� J�����
� ���� �6	 ��� �%��� ��	 �2��� h1 ≤ h2�

�? ��	���� ��� &��� Π �� T1 ��� �� #������ 	���� ��������� ���

�? ��� v ��	 �%���� A�"�� ��� Π3 ��	 .�	��� ����� ��������� T ′ ��	 ��
�? ����	�� T ′ ��� T1 ��� �6�� �������� ��� A�"�� v′ �� ��� A�����"�� ��	 .�	���

)"� T2 ����

 ? ���������	� ��������� �� v′ ��� �6�� (�	��	 ��� ��� ��	 .�	���

'? 	���������	� T1 )"� v′ ��� ��	 .�	���

<�������	��� ��	 J��	��"� !����?

.�� ��� !��	���"��� +�� 
��������	����� �	�"�� ��� �� ��� ���	 �����	������ (��"���3

����	 �� ����� 
�������� �	�"	��	�����

<�� <��������	�

�"	��	� ��� &���� ��	 ������� ���6����� ��	 x�A""	������ ��	 ���	������ ��	 �	����

����� ������������ �"#�� ���������� �� 	������	 <������"����

��������	�9s:� ������������ �� ����� ������ s = (x1, x2, y1)?

�? ����� �� ��	 y �����
 ���� y1 ��� �	���� ��� ���� T 3 �� ��� ��� ������ ������6���

��



07
 ε !��"� �)� ����"����� ��	����� �� ��"�	 �� -����2�� ��	����� ���

�? T ����
�8s93 ���� �6�� ��� ������ s �� ��� 
!$����� T ���

�? ���������	� �� ����� ������ T.s ��� )��	 (�	��	

 ? ���������	� ��� �
# y3 ����� y < ymin

'? )�	�"��� ��������� �� T.s ��� &��� �� 
!$����� ��� ��	 .�	��� ��� ���������	�

���� ���	 F�#���� ��� )��	 (�	��	

,? ��8nl + nr ≥ 2k9 !�����%
��8T 9

�	
���	�9s:� ���������� �� ����� ������ s = (x1, x2, y1)?

�? ����� �� ��	 y �����
 ���� y1 ��� �	���� ��� ���� T 3 �� ��� ��� ������ ������

4���� ��

�? T �����8y19 VV ����� ��� ������ s �� 
!$����� T

�? )�	�"��� �� ������ ������ T.s ��������� ��� &��� �� 
!$����� ��� ��	 .�	��� ���

�	���� F�#���� ��� )��	 (�	��	 ��� ��� -�����3 ��	 ���� ��� ����	��� ��� �������� s

�"		�� ��

 ? T ��
�
�
8s9

'? ��8fl + fr = 09 !�����%
��8T 9

��������	��T�� ������	������ �� ����� ���� T ?

�? m := (nl + nr)/2 8�� nl ��� nr ��� ��	 .�	���9 VV ��� m�� ������ )"� T �� ���

������� ������

�? median := ����(m) VV @���� ��� ������� ������ ��	�� ��� ��������"�� 4��8m9

�? T �!����8������9 V^ �6�	� ��� J��	��"� ���� �� 
!$����� T �s �� ����� ��� ��� ���

����� ������ ���� +�� ������� ������	 "��	 ������ ��� �������� ������ ����� �����

�� ���� T \ ��� ����	�� ������� �� ����� ���� T2 ^V

 ? @6�� ��� ���2������� ���� T2 �� ��� y �����
 ���

'? ������� fl + fr �6	 ��� .�	���� ��� T �"#�� T2 ��� ���� �� ��� ���� �� ������	�	

����� ��������� ������� ��� *	6��������������	 ���

��������	�9T :� ������	������ �� ����� ���� T ?

�? T2 := ��	 ��	�� ���	 T �������� ����

�? T2������
8T 93 ���� )�	�������� ��� ���� T2 �� ��� ���� T

�? $%���� ��� ������%������ ���� T ��� ��	 y �����


 ? �� nl + nr ≥ 2k 8!�����%
��8T299

��������"�� T �����8m9?

�? ��8nl ≥ m9 T �	����"������8m9 #���� 	���	��) 4��8m9 ��� ��� ������ �������� ��

8��� ������� ������ ��4��� ���� �� ������ ��������9

�? �&!�8T �	����"������8m−nl99 #���� 	���	��) ����8m−nl9 ��� ��� 	����� ��������



��& ��	��"��	��

�� 8��� ������� ������ ��4��� ���� �� 	����� �������� ��� �� �"	 �� ��	 &"���"�

m ���6����� ��	 nl ������� �� ������ �������� 9

;��� 0���4
�� �
	 )��������	

.�	 ��#����� ���	3 ���� ��� $������ ��	 "����� <�������	��� O(n log n) ��	2��

07
7� �����2��	7 .���� 8/ε ≤ n �� O(1/ε) ⊂ O(n)� (�� ������3 ���� ������� $����

����� #�� O(n/ε) "��	 O(1/ε2) ���� �� O(n) �����

+�� 
����� ��	 ������� ����� 
!$������� ��� ��	 y �����
 �� ��� O(n)3 ��� 
�����

��	 ������� ��	 y �����
 ��� O(1/ε) ⊂ O(n)�

-��2��� ������ #�	 ��� �"������ ���������?

07
7& 8���7  �� C������
�
 ����# ���
�# �
�
�
# �����
 �
� ����� �� �?'�

&��� ����
 '������� O(log n)�

��,���7 +�� 
����� ��	 ������� �� ����� 
!$����� �� O(n)3 ��� �%�� ��� ������

�� ���" O(log n)�

=��� ��� !"	���������	�� )"� !��	���"�� ������ ���� ���� ��� J��	��"��� "��� 
��

�������	��� ��	 (�	��	 F�#���� �� O(log n) ��	���6�	�� B!��1'3 A����� ����C� +�� 
��

�������	��� ��	 (�	��	 �� �� ��� J��	��"��� ���
�3 �
�
�
 ��� �����
 �%������

�������� �	�"	��	���� ��� �	�"�� )"� ��	"D���� ������ ��� ��	 .�	���3 ���� �� ����

���� �� O(log n) -�� �%������ E� ��� J��	��"��� ���� ��� ����� ���� ����� ���2�������


��������	����� �"#������

+��� �� ��� ��������� ������#������ �

(� ����� ��� $����� �2�� ���� ��� ��	 ��� ��	 ���	����������� A"��	���"� �������

��,��� 9-�� ��" 07
7
H �7��3:7 .�	 �6�	�� ��� ��#��� ��	�� 5��	������� ��	 ����

������ ����� ��� 
��"	������

$������ ��� &	��&	"�������?

+�� �"	��	�� ��	 2n x�A""	������ ��	 ������� �	�"�� �� O(n log n) $�������

$������ �6	 ����� ������������?

+�� ������ ��� �����%	���� ������ �	�"�� �� O(log n)3 ��� ����6��� �� ��� �����%	����

���� �� O(log n)� +�� 
��������	��� ��	 (�	��	 ������ ��� &����� ��� ��	 .�	��� ��

�� O(log n) $������ �%������ +�� N��	�	6���� �� ��	 .�	���3 "� ��� !���� �"#����� ��3

���%�� O(1) $������� +�� $������ �6	 ����� ������������ �� ���" O(log n)� +� ������

��� O(n) ���������2��� ���	���3 	���� ����� J��	��"��� ���� ���	 ��� O(n log n)

��	 *����������� ����
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 ε !��"� �)� ����"����� ��	����� �� ��"�	 �� -����2�� ��	����� ��+

$������ �6	 ��� ����������?

+�� ������ ��� �����%	���� ������ �	�"�� �� O(log n)3 ��� ����6��� �� ��� �����%	����

���� �� O(log n)� +�� 
��������	��� ��	 (�	��	 ������ ��� &����� ��� ��	 .�	��� ��

�� O(log n) $������ �%������ +�� N��	�	6���� �� ��	 .�	���3 "� ��� !���� �"#����� ��3

���%�� O(1) $������� +�� $������ �6	 ����� ������������ �� ���" O(log n)� +� ������

��� O(n) ���������2��� ���	���3 	���� ����� J��	��"��� ���� ���	 ��� O(n log n)

��	 *����������� ����

!����?

+�� +�	���6�	��� ��	 !����
�J��	��"� ���%�� O(log n) $������\ ��� N��	�	6����3 "�

��� !���� ������%� #�	��� ����3 �	�"�� �� O(1) -���

E������� 	��� O(n) ����������� ���3 ���� ��� !�����J��	��"��� 	���� ��������

���� ���	 ��� O(n log n) ��	 *����������� ����

$������ �6	 ����� !����?

+�� 4���� ��� �������� ������� ��� ��� !�����J��	��"� ������ ��� (����� �	�"����

�� O(log n) $������\ ��� +��	������	�� )"� (�	��	� �� O(1)�

=��� ��	 A"		����� ��� 
��"	����� ��� �� �%������ 8/ε ≤ n = O(n) !�����J��	��"����

+��� 	���� ���� ��� !�����J��	��"��� �������� ���� ���	 ��� O(n log n) ��	 *�����

������� ����

A��� ���� ��� 
��"	����� 	2� ���	 ��� O(n log n) ��	 $������ ���3 ���� �� ��� $������

�����	 <�������	��� ��� &������#����
��"	����� ���" #�� ������� O(n log n)� �

�� #�	�� �� ������ A����� ������3 ���� ��� ε�=�� ��	 *	%7��"	����� O (
1
ε

)
�6	 ��� ����

������� ��	�����	��� )"� �"	��"����� �������� �� ����� ��� )�	����� ������� ������	

��� ���	��������� �� O(n log n) $������ �"��	���	 #�	��� ����� +�� @	����������3 "�

���� ����"�� 
������ ���� �� ��	�����	��� ��	 <������� �� ����� ��� <������� ���3 ��

�����	 ������#"	��



������� �

������	�������� ��� #�����$

.�	 ����� ����� ��#��� )"� �������	 ��� .���� B�.>/C ������	����3 ���� ��� �� ���

��� )"	��������� γ > 0 ���� O(n)�+����	���	 ������	3 ��� ����	���� ��� ��������

��	��������	���� �� ����	 $������ )"� O (nα) ����#"	�3 #"��� α = 1− 1
d(d−1)+1 +γ ���

(� ����� ����� �����	"�����"	��� ��� ��	 (��"�� ��	 �������� .��	���������������

#�	�� ��� ������� ��� 	���"�����	� A"��	���	��	��� )"� ε�=���� ������#������ +��

)"� �������	 ��� .���� ������6�	� A"���� ��	 ε�=��� #�	�� ���2��� �� �����������

��	�����	2���� ������6�	� 
�������7��� #�	��� ��"��	����� ��	�����	2��� ���	����

��� �� ����� �	"������������	3 �"�����"	�����	 ��� ��"��	�����	 ��	�������� ���

���	��� ε����"	�� �"	�����	� +����� ���� �� ����� )"� ε�=���� ���� 
������ 6��	 ���

������� ������� ������	 �����	"��� N �6	 �������� &��������� A� ��	���� #�	��

��� 
		������� A(N)� =��� ��� ���	���� ε����"	�� �� �6	 ��������� �;��	������ h

��	 �	������ ��	 &���� ��� A �� ��	 -"�� Z(h,N) �%������ ε� (� �����	 
������ �"���

� ��� &�	��"�������� �6	 �������� &��������� Â ��#"	��� #�	���3 ��� ����������

A 	���	��) �� -����� ��� ��� 
		������� A(N) ��������	 �����	"��� N ��	��"���	�

+�� &�	��"�������� #�	�� 	�������	 ��	�� ����� ��� (ε, ν)����� ����������� &�	���

"������� @6	 ��� 
��	������ �� (ε, ν)��2���� ���7 ���� ���� 	���	��)� $������ ��	������

+�� ��� 	��� �	"7�� �����	"��� ���������� d��������"����� 
		�������� #����� ����

��"	�� A"������2 ���� +���"�� �	��� ���� ��� !�	#������ ����	 ��������� �����	"�

����	%7� ��� ������	 
���;�� ��	 <���	��"� 8����� 
����� 
9 ���� ��������	� $������

�6	 ����	������	��������	����� �� #�	�� ���#���	�� ���� 	���"�����	� A"��	���"� ��

O(n log n) �	#�	��	 $������ ��	�� ����� $���!�����
��"	����� ���������� +�� 
�����

��� 6��	 ����������	��������	���� �	����� ���� ��� !�	#������ ��	������ +����	���	

�� ����2���	�� A"������� ���� N��	���� ��	 ��#����	���	 4��� ���� �� 
����� �

��� ���� ����

+� ��� A"������ �" �	"7 ����3 ���� ���� �	������� <�������	��� ���������"���� ��3 �"���

��� ������� )"� ����	 "��	�� ���	���� �6	 ��� 
��	������ ��	������ .�� ���"� ��)"	

����	�3 �� (�"�H�� �� 
	���� ()���
� ��������
 *���� B(�0�C ��� "��	� ���	���� ��
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O
(
n1−1/d logO(1) n

)
)�	�����	� +��� �� ��� "��	� ���	���� ��� ��� ����� �"�;�"��	�����

����� @��"	 �� ��� ���	� ���	���� �6	 ��� 
��	������ �� �����	�� �������	 �����2��	�

JD�� ����� F��"�� ��� @	���3 "� ���� 8�%������	#���� �� ε�=���� "��	 2�������� A"�����

��9 ���� �	�������� +����	���	�� ��#�	��� ������3 ��� ���� �� ��	 =2�� ��	 ���	��

���	���� ��4����� ���� #���	� @	��� ��3 #�� ���� ε�=��� ��� )�	#���� (������;���

�� #�� ε�
��	"�����"��� ���	��������� �"��	���	�� ������� E� ����� ��� ����� @	���

���� �	%������� B�	%0'C �� �����	 +"�"	�	��� ���3 #�� ���� 	���"�����	� A"��	���"�

��� ����
���������
 ������� �	 ��������� ��� ���	 ��	����� ���������� A"���� )"�

��	�����	2���� ��� ������ !:�+������"� ��� L�"#�	��� ""� #���� ��� ���� ���	�����

�; �� #"	� "� ���; 	����	���	�M B�	%0'3 ����/C ��� ���� ����� ���	� ��� �� �����	
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	���� )"� �������	 ��� .���� �"#�� ��)�	�� 
	���� )"� (�"�H��

� ��� �	%������� ��	���� ��� ��� ε�=���� )�	#���� (������;��� ��	 �"�������

�� ���������
��� (� ����� )"� ���������
�� ��������	 *	%7� ������ �� ��� ��	�� ����

+�	���"�����	���3 ����� �� F���	 +������"� d "������� ���	����������� 
��"	�����

��	 ��������� ��	 �"�)���� �6��� ����	 &�������� �� Rd ���������� +�� *	%7� )"�

ε�=���� ��� )�	#����� (������;����� �� )�	���������� �;��� )"� ��	�����	2����

�� ��������3 �� ����	 #���	��� ��� 	���)���	 ��������	�����

+��#���	�� �� ��	 !�	����3 ��	�� ε�=��� ��� 2������� (������;���� !�	�����	�����

�6	 #���	� ��"��	����� 
��"	����� �� 4����3 ���� )���)�	��	������� ������� &	"�����

��������



������ �

#��������� �	
 %	$�
����

+�� 
����2���� ��	 <���	��"����������� �6	 ��� ,���/ 8��0�9 #�	� ��� �������	 ��� .����

�� 
����� ��#����� B�.>/3 
�����C� E� �����	 +���"��	��� #�	� ��� 
����2���� ��� ���


����2�������"	�� ���������� +�	 ��#��� #�	� ���	 �� �2�� ��� $����� ��������	

��� �� ������� +����� ����6�	�����	 ��	�����6�	�

E� �	��� 
������ #�	� ���� 	���	��)� @����"� Q(n) �� &�	����	� c3 ε ��� m ��4���	

��� ��� 
����2�������"	�� 8���"	�� K9 �6	 Q(n) �"	�����	� 
� ���� ��� 
�������

4��� ���� ���� ����	���� �� ��� *	%7��"	������� �� ��	 !�	#������ ��� ���"	��� ��

��� ,���/�

+�	 �#��� 
������ ������ ���� �� ����	 ��#���������3 ��� ��	 ���� ��� 5��	������

�� ��� �	��� ��� )��	�� 
������ �	����

E� �6���� 
������ #�	� ��� 
����2�������"	�� ������7���� ��#������


�� ���������5 9"	�����	��� ��� 
����0�������"	���

.�	 �������� �� ��	 +�4���"� )"� Q(n)?

57�7� ��;������ 9Q(n):7 ��� c > 03 0 < ε < 1 ��� m ≥ 2� Q : N→ N �� ���� 	���	��)

��4���	� @����"� �� Q(0) := 0 ���

Q(n) := c + max
n∈N (n)

m∑
i=1

Q(ni)�

+���� �� n = (n1, .., nm) ��� m������ ��� N (n) ��� (���� ��	 m������ �� .�	�� ���

N3 �6	 #����� ��� ����� ��	 ������� ������	 "��	 ������ εn ��?

N (n) :=

{
n ∈ Nm :

m∑
i=1

ni ≤ εn =
n

r

}
�

Q(n) �� #"����4���	3 �� �6	 n ∈ N (n) ��� i ∈ {1, ..,m} #���� εn < n ��� ni < n ����



57
 G����������	 -�� Q(n) ���

57�7
 �����2��	7 �� #�	� �� ε ���� ��� ����������� r := 1/ε �� 1 < r ∈ R

)�	#����3 #��� ���� ���� ���������	� +�	������� ��	 ��	�� �	�%������ .��� ε ����

���	 ������ )"	������ -��� ��3 �� ��� ����	������ ���� ���	 �	"7� )"	������ -��� r� @6	

��� m������ n ∈ N (n) �2�� ���� ��� ��	 ��������� ��� (������� #���� ��	 �;���	��

�� ��	 ������"� "�����
� n1 ≤ n2 ≤ .. ≤ nm )�	������� (�� ������ ����3 ���� Q(n)

�"�""� ��3 �� n ∈ N (n) =⇒ n ∈ N (n + 1)� +��#���	�� �� Q(n) L�"�""� �� mM3 ��

��� m������ z ��	�� =����� �� ����� m′ > m������ �	�2�� #�	��� �����

+�� ���"	��3 ���� #������ ���� ��� @����"� Q(n) ������� �����2��� �2��3 ���� #��

�"��?

������� 4 95������"��	��������� Q(n) ∈ O(c · nα):

Q(n) ≤ 4cnα ��� α :=
log1/ε m

1 + log1/ε m
= 1− 1

1 + log1/ε m
�

+����� ���"	�� �����3 ���� Q(n) ∈ O (c · nα) ��� +�	 ��#��� 4��� ���� �� ���� ���

A�������

57�7� �����2��	 9#�$%��������	��:7 E� ��	 !�	#������ ��� ���"	��� �� ���

,���/ 8��0�9 �� ��� ��� 5���������� m ≤ νd(d−1) ��� ν ≤ c̃ 1
ε log 1

ε �� ����	 �	"7��

A"������ c̃� �� �� ���" m ������� �	%7�	 ��� 1/ε ��� �"#"�� 1/ε ��� ���� m ���� ���	

�	"7� -������ 1/ε �� ����� ���� �������� A"�����3 #2�	��� m �� ��	 
�#������ ���

&�	����	 ��3 ��	 ���� �� ��	� ���"������� #������ ��	�3 ���� α ���� �� �	"7 ���


�� <��	������� )"� Q(n)

��)"	 #�	 Q(n) ���	������3 �"�� ���	 ���� �	"������� ��#��������� �"#�� ��� +�4���"�

����	 ��6	������ -��� n∗ ��� L*	����M3 ��� �� ���	�	�� @������	����������� ���	��

57
7� �����2��	 9��������� ��,����2�""� ��� ��;������ ��� A#���"�B n∗:7

�� #�	� ���� ��������	� @����"� γ(n) ��4���	3 ��� L�� ��� @��"	 c �������M ���

���	���� ����	 L*	����M �����	 ��� .�� ���� ����3 �� ��	 ��	���� ���	���� ��	 *	����

n∗ := �mr� = �m/ε� �� ������� $����� ���	"����������	� (�� ���� Q(n) �	� �����

γ(n) ��� ��������7��� ����� ���� ��������3 ��� �"���)�� 	������ -����� ��4���	�3 �"���)�

@����"� f(x) �����2����

57
7
 8��� 9����	��	 -�� Q(n):7

Q(n + 1) ≤ c + Q(n) �<� ���� n�



�
3 5������"��	 ��� 6�2������

��,��� 9��� -���������	�� ����2���� ��� n:7

����2��������	� Q(0) = 0 ��� Q(1) = c �	�6���� ��� ���������� ��� ��� n ����

����2�����-�������"��	� Q(k) ≤ c + Q(k − 1) �6	 ���� 1 ≤ k ≤ n�

����2�������������	� Q(n + 1) ≤ c + Q(n)

��,���� .2��� z ∈ N (n + 1) �"3 ���� ���?

max
n∈N (n+1)

m∑
i=1

Q(ni) =
m∑

i=1

Q(zi)�

5������ z = (0, .., 0)� +��� ��� Q(n + 1) = c ≤ Q(n) + c�

��� ��� ���" z �= (0, .., 0)� +� Q(n) �;���	���� ���6����� ��	 ni ��4���	 ��3 �2�� ����

"�����
� z1 �= 0 )�	������� (� ��	 +�4���"� )"� Q(n + 1) �	�2� ��� ��	�� ��������

��	 E�����"��)"	��������� �6	 Q(z1)?

Q(n + 1) = c +
m∑

i=1

Q(zi)

≤ c + Q(z1 − 1) + c +
m∑

i=2

Q(zi)

≤ c + (c + max
n∈N (n)

m∑
i=1

Q(ni))

= c + Q(n)�

E� ��	 )"	����� 5��"	���� #�	�� ����� ��� +�4���"� )"� N (n) )�	#���� ��� ������

����3 ���� ��� ��	�� ��������� m������ z′ )"	����?

z = (z1, z2, .., zm) ∈ N (n + 1)

=⇒
m∑

i=1

zi ≤ ε(n + 1) =⇒ (z1 − 1) + z2 + .. + zm ≤ ε(n + 1)− 1 ≤ εn

=⇒ z′ := (z1 − 1, z2, .., zm) ∈ N (n)�

+�� ���� 5��"	���� �� c + Q(n) �"�� ��� ��	 +�4���"� )"� Q(n)� �

57
7� 8��� 9>��� -�� Q(n) �)� n < (m + 1)r:7

Q(n) = c · (�εn�) �<� n < (m + 1)r�

��,���7 ��� n < (m + 1)r� 
�� $���� 
���� LQ(n + 1) ≤ Q(n) + 1M �"�� �6	 ���� k ∈ N?

Q(k + 1) + Q(0) ≤ c + Q(k) + 0 = Q(k) + Q(1)�



57� G����������	 ��� /�������2���� γ : N→ R+ �
�

+���� ���������� �����	��� ��#����	��7�� ���� A"���)�2 ��	 @����"� Q(n)� ��� �2��

���� ��������3 �� ��� m������ ���	�#���� �� 	������	���

��� z ∈ N (n) �"3 ���� z ��� �������� ����� �	���?

c +
m∑

i=1

Q(zi) = c + max
n∈N (n)

m∑
i=1

Q(ni) = Q(n)�

=��� ��	 +�4���"� )"� N (n) ���
∑m

i=1 zi ≤ �εn�� @6	 ��� ������� )"� z �"���� ���

�"������� ������ @2��� �� @	���?

�7 E��� zi ≤ 1 �6	 ���� i� �� �� Q(0) = 0 ��� Q(1) = c > Q(0)� =��� ��	 .��� )"� z

����� ������� )���� zi ��� .�	 �� +�
∑m

i=1 zi ≤ �εn�3 �� ����� �������� 
����� )"�

zi = 1 ������� ��	�� �εn�� �� �"��?

Q(n) = c +
m∑

i=1

Q(zi) = c + �εn�Q(1) + k · 0 = c (1 + �εn�) �

��7 E��� �� ��� ��� zi �� zi ≥ 2�


������? �� ��� ���� zj �� zj = 0� +��� ���?
∑m

i=1 zi ≥ (m−1)·1+1·2 = m+1 > εn ��
��� ���" ��� zj = 0� "�����
� ����� #�	 j = 1 ��� i = 23 ���� z1 = 0 ��� z2 ≥ 2⇔ z2−1 > 0�

+����	 @��� �2�� ���� ��� 	������	�� ��	��

z′ := (z1 + 1, z2 − 1, z3, .., zm) ��
m∑

i=1

z′i =
m∑

i=1

zi�

�� ���?

m∑
i=1

Q(z′i) = Q(1) + Q(z2 − 1) +
m∑

i=3

Q(zi)

≤ Q(0) + Q(z2) +
m∑

i=3

Q(zi) =
m∑

i=1

Q(zi)�

@���� z ��� (������ �� �#���� @��� ������ �� zi ≥ 23 �" ��� �� #�� ������ ���

��� zj �� zj = 0� +�	������ #�	� �� ����� ���	� z ��	�� z′ �	��� �� z′i = zi − 1 > 0

��� 0 < z′j = 1 < 2� +��� #�	� ��� (������ #�� ������ ���� )"� z′ �����"�����

+����	 �	��������	"���� �� �������3 �� z′ ��� #�����	 =����� �� ��� z� $��������� #�	�

��	 �	�� @��� �		����3 �"���� F���� zi >≥ 2 ��	�� 1 �	��� #�	�� +��� �� �� �6	 ���

��������� ��� (������� ���	�������3 ��	 ��� �	��� @��� �� ��	������

�� ��� ���" ��2������ Q(n) = c · (�εn�) �6	 n < (m + 1)r� �


�� <��	������� ��	 ����������"� γ : N→ R+

E� ������ 
������ ��4���	�� ��� ���	������ #�	 ���� �#�� ���������	 �� �����������

@����"� γ ��� ���2��� �� ���� ��� 
�������� Q(n) ����� γ(n) ���



�

 5������"��	 ��� 6�2������

57�7� ��;������ 9γ(n):7 γ �� ���� @����"� )"� N ���� R+ ��4���	 ��	��?

γ(n) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 �6	 n = 0

1 +
m

�m · r� − 1
(n − 1) �6	 1 ≤ n ≤ n∗

1 + max
n∈N (n)

m∑
i=1

γ(ni) �6	 n > n∗�

�� ��� �� ��� "���� +�4���"� n∗ = �mr� > 2 �	����	� JD���������� #2��� γ �"�""��

5�������	 ��� ��	 +�4���"� )"� γ �"��?

57�7
 8��� 9����	��	 -�� γ �������� ��� #���"� n∗:7

γ(n + 1) ≤ 1 + γ(n) �<� n < n∗

��,���7 �� �� γ(1) = 1 ≤ 1 + γ(0) ��� γ(n∗) = m + 1 ���� +�4���"��

.���	 �� γ �����	 �6	 1 ≤ n ≤ n∗ �� ��	 �������

m

�m · r� − 1
�

@6	 ��� ��#��� ���6� �� ������#�����3 ���� ����� ������� #���� r > 1 ������	 "��	

������ 1 ��?

m < mr =⇒ m + 1 ≤ �mr� =⇒ m ≤ �mr� − 1 =⇒ m

�mr� − 1
≤ 1� �

=�� #�	� ������3 ���� ���� �6	 n = n∗ ��� ������� �%������ 1 ��?

57�7� 8��� 9����	��	 -�� γ � ��� #���"�:7

γ(n∗ + 1) ≤ 1 + γ(n∗)

��,���7 .���� γ(n∗) = m + 1 �� γ(n∗ + 1) ≤ m + 2 ������#������ -��2��� ���?

m ≤
⌊

n∗ + 1
r

⌋
≤ m + 1.�

+��� �"�� ����� ��� r > 1 ��� mr ≤ �mr� = n∗ ≤ mr + 1 ��	�� 
����2����?

m ≤
⌊

mr + 1
r

⌋
≤

⌊
n∗ + 1

r

⌋
≤

⌊
mr + 2

r

⌋
=

⌊
m +

2
r

⌋
= m +

⌊
2
r

⌋
≤ m + 1�

γ(n∗ + 1) �� ��4���	 ���

γ(n∗ + 1) = 1 + max
z∈N (n∗+1)

m∑
i=1

γ(zi)�



57� G����������	 ��� /�������2���� γ : N→ R+ �
�

��� ��� z ∈ N (n∗ + 1) �"3 ���� ��� (������ �����"���� #�	�?

γ(n∗ + 1) = 1 +
m∑

i=1

γ(zi)�

+��� ��
∑m

i=1 zi ≥ m3 �� γ(n) �"�""� #2��� ��� γ(n∗) = m + 1�


�7�	��� �"�� ��� r > 1 ��	�� n∗+1
r < n∗ + 1� 
��" ��

n∗ + 1
r

< n∗ + 1 =⇒
m∑

i=1

zi ≤ n∗.

@6	 ��� ������� )"� z �%���� �%������ ��� �"������� )��	 @2��� ���	���?

�7E��� �� ��� ��� zj ≥ n∗�
+����	 @��� 	� �%������ ���3 #��� zj = n∗ ��� zi = 0 �6	 i �= j�

.���� γ(0) = 0 ��� γ(n∗) = m + 1 �"��

γ(n∗+1) = 1+
m∑

i=1

γ(zi) = 1+γ(n∗)+(m−1)γ(0) = 1+m+1 = m+23 #�� �� ������ #�	�

��7E��� �� ��� ����� zj > 1�

.���� γ(0) = 0 ≤ γ(1) = 1 �"�� γ(n∗ + 1) ≤ 1 + m · γ(1) = m + 1 ≤ m + 2�

���7E��� �� ��� ��� zj > 1 ��� �� ���� ���� zi �= 0�

.����
∑m

i=1 zi ≤ m + 1 �"�� ���� zj = 2 ��� zi = 13 i �= j� +��� �"��?

γ(n∗+1) = 1+(m−1)γ(1)+γ(2) = 1+(m−1)+γ(2) = m+γ(2) ≤ m+γ(1)+1 = m+2�

�(7E��� �� ��� ��� zj := k �� n∗ > k > 1 ��� ��� zi = 0�

J��� ������	2����� ��� z1 = k ��� z2 = 0� z �2�� ���� ��� ��	�� z′ �	�����3 #"��� z′

���� 0 #�����	 ��� ������ ��� ��� z′ = (k − 1, 1, z3, .., zm)� +��� �� k − 1 �= 0 ���

m∑
i=1

z′i =
m∑

i=3

zi�


��" �� ���� z′ ∈ N (n∗ + 1)� �� #�	� ������3 ���� ���� ���� �6	 z′ ��� (������

�����"���� #�	��� ����� �� #�	� �����3 ���� ���� $���� 
���� L������� )"� γ(n)

���	 ��	 *	����M ���?

γ(k) + γ(0) ≤ γ(k − 1) + γ(1) �6	 n∗ > k > 1�



�
& 5������"��	 ��� 6�2������

+��� �"�� ����?

γ(n∗ + 1) = 1 +
m∑

i=1

γ(zi)

= 1 + γ(k) + γ(0) +
m∑

i=3

γ(zi)

≤ 1 + γ(k − 1) + γ(1) +
m∑

i=3

γ(z′i)

= 1 +
m∑

i=1

γ(z′i)�

+� ���" �� ������ @��� F���� z "��� ������	2����� ��	�� ��� z′ �� #�����	 =����� �	���

#�	��� ����3 �	�2� ��� ������7���� ��� m������3 �� ��� 6��	���� ����� =����� ���	����

+�	 @���3 ���� ����� =����� ���	���3 #�	�� F��"�� ���"� ��)"	 ��������� +��� �� ���

@������	��������� ��������"���� ��� �� #�	�� ������?

γ(n∗ + 1) ≤ m + 2 = 1 + γ(n∗)� �

+�	 �"������ ��� �����3 ���� ��� ������� )"� γ �"��	 �6	 ���� n �%������ 1 ��?

57�7& ��" 9����	��	 -�� γ:7

 �� ������
� $�
 γ ��� �<� ���� n �B�����
� /# ���� �� ���� �<� ���� n ≥ 0;

γ(n + 1) ≤ 1 + γ(n)�

��,���7

+�	 ��� #�	� �� )"���2�����	 E�����"� ���� n ��#������

����2��������	� @6	 n ≤ n∗ #�	�� ��� ��������� �"���� ��#������

����2�����-�������"��	� @6	 ����� k ≥ n∗ ���? γ(n + 1) ≤ 1 + γ(n) �6	 ���� n ≤ k

����2�������������	� γ(n + 1) ≤ 1 + γ(n) �6	 n = k + 1�

����2������������� ��� z ∈ N (n + 1) �"3 ���� ��� �������� ����� �����"���� #�	�3

���� γ(n+1) = 1+
∑m

i=1 γ(zi)� .�� ���� ��#��� )"� $���� 
���� 8����19 �6�	�� #�	 ��

��	 ���������� ∀k : γ(k + 1) + γ(0) ≤ γ(k) + γ(1) ����� <�����"�����	� z �→ z′ ��	���
@���� ��� m������ z ��	 ��� =����� �����3 ���� z = (0, .., 0)3 �" ��� γ(n+1) = 1+0 ≤ γ(n)+1�

��� ��� ���" z �= (0, .., 0)� +� γ(n) �;���	���� ���6����� ��	 zi ��4���	 ��3 �2�� ����



57� G����������	 ��� /�������2���� γ : N→ R+ �
+

"�����
� z1 �= 0 )�	������� (� ��	 +�4���"� )"� γ(n + 1) �	�2� ��� ��	�� ��������

��	 E�����"��)"	��������� �6	 γ(z1)?

γ(n + 1) = 1 +
m∑

i=1

γ(zi)

= 1 + γ(z1) +
m∑

i=2

γ(zi)

≤ 1 + 1 + γ(z1 − 1) +
m∑

i=2

γ(zi)

≤ 1 + (1 + max
n∈N (n)

m∑
i=1

γ(ni))

= 1 + γ(n)�

E� ��	 )"	����� 5��"	���� #�	�� ����� ��� +�4���"� )"� N (n) )�	#���� ��� ������

����3 ���� ��� ��	�� ��������� m������ z′ )"	����� 8!��� ��#��� )"� 
����3 ����09�

+�� ���� 5��"	���� �� 1 + γ(n) �"�� ��� ��	 +�4���"� )"� γ(n) �6	 n ≥ �mr�� +����

!"	��������� �� �6	 n = k+1 = n∗+1 = �mr�+1 �	�6��� +��� �� ��	 E�����"����#���

)"���2���� ��� �� ��� �6	 ���� n ≥ 0?

γ(n + 1) ≤ 1 + γ(n)� �

�� �"�� ��� �����6����� 
����2���� )"� Q(n) ����� γ(n)?

57�7+ ��" 9Q(n) �	������"� 	�	�� γ(n):7

Q(n) ≤ c · (1 + ε) · γ(n)�

��,���7 �7E��� 1 ≤ n ≤ n∗ = �mr ��
.�	 ������3 ���� n < (m + 1)r ���3 �" ���� ���� $���� 
���� L.�	 )"� Q(n) �6	

n < (m + 1)rM ��#����� �2�� �� ��� .�	 )"� Q(n) ������	6����?

n

r
≤ 1

r
· �mr� <

1
r

(mr + 1) = m +
1
r

< m + 1 =⇒ n < (m + 1)r�


��" �� ���� $���� 
���� �� ������?

c(�εn�+ 1) ≤ c(1 + ε)γ(n)

�� #�	� ���2��� γ(n) ���� ���� �������2�?

γ(n) =
m

�m/ε� − 1
(n− 1) + 1 ≥ m(n− 1)

m/ε
+ 1 ≥ ε(n− 1) + 1 = εn + 1− ε�



�
' 5������"��	 ��� 6�2������

I�� �2�� ���� ��	 	���� ��	� �� *�������� '0 ���� ���� �����2���?

c(1 + ε)γ(n) ≥ c(1 + ε)(εn + 1− ε)

≥ c [(1 + ε)εn + (1 + ε)(1 − ε)] ≥ c(εn + 12) ≥ c(�εn�+ 1)�

��7E��� n > n∗� ��#��� �� )"���2�����	 E�����"� ���� n?

@6	 ������ n ��� ��� 
������ ���� ��� E� @���� ��� ��� n ��� ��� ��� z ∈ N (n) �"3 ����

��� (������ �����"���� #�	�3 ����?

Q(n) = c +
m∑

i=1

Q(zi)�

=��� ��	 E�����"��)"	��������� ��� ���� ��� 
����2���� �6	 ���� Q(zi)3 �� zi < n�

(������ �����	 �	�2� ��� ��� 
����2���� #�� �"��?

Q(n) = c +
m∑

i=1

Q(zi) ≤ c + c(1 + ε)
m∑

i=1

γ(zi)

≤ c + c(1 + ε) · max
n∈N (n)

m∑
i=1

γ(ni)

≤ c(1 + ε) ·
(

1 + max
n∈N (n)

m∑
i=1

γ(ni)

)
���= c(1 + ε)γ(n)� �


� <��	������� ��	 ����������"� f : (0,∞)→ R

57&7� ��;������ 9f : (0, ∞) → R:7

f(x) :=
1

m− 1
(m · xα − 1)

+���� �� 0 < α < 1 #�� ��)"	 ��������?

α =
logr m

1 + logr m
=

logr m

logr mr
= logmr m�

E� ��	 ����� *�������� ��	 +�4���"� #�	�� ��� <�����	���� logb a = logn a
logn b ����#�����


�7�	��� �� α > 0 #���� m ≥ 2 ��� α < 1 #���� mr > m� .�� ������ ������#�����

#�	�3 �� f(x) �6	 x > 0 ���� �"���)� @����"�� (�� ������3 ���� ��� �������	 ��� .����

��� ���	�D� L�"���)M ��� L�"�)��M �����6��	 ��	 �� ��	 (������� 6������� +�4���"�

)�	����� ���� B�.>/3 
�����C� +�� �"������ +�4���"� �� 2Q��)���� �� ����	 +�4���"�

��� @"	��	 B@"	1�3 ���� �'>C?



57& G����������	 ��� /�������2���� f : (0,∞)→ R �
.

57&7
 ��;������ 9*��2-����:7 ���� @����"� f : (a, b) → R ���7 �"���)3 #��� �6	

���� x, y ∈ (a, b) ��	 *	��� )"� f "��	���� ��	 *�	���� ��	�� (x, f(x)) ��� (y, f(y))

)�	�2���

+�	 �"������ ��� ���%	 ��	 �	����������� 
���;���� ��� 2Q��)�����	 ��� 4��� ���� ���

@"	��	 B@"	1�3 ���� �'03 ��� ,C�

57&7� ��" 9)��� *��2-����:7 (�
� ��� ��
�� �E�
�
 @
���$��� ��D
�����# �%�����

������ ��E���
�������� ������ >�
����
 ��� ��
�� ��

 ��
��$# %�

 �<� ���� x ��� ���

 �D
����
�������� f ′′(x) ≤ 0 ����

5� γ(n) ���� "��� �������2���3 #�	� ���� @����"� f : R+ → R+ ��4���	 ��� ������3

���� γ(n) ≤ f(n) �6	 ���� n ∈ N ���� .�	 �"���� ��� ��� �����6������ =���#���3 ����

f(x) �"���) ��?

57&7& 8��� 9*��2-���� -�� f(x):7 f(x) ��� �� @
���$��� (0,∞) ��
� ��
���
 %����

��
�� ��
��$� >�
����
�

��,���7

f ′(x) = α
m

m− 1
(xα−1) > 0 ∀x > 0�

f ′′(x) = (α− 1)α
1

m− 1
(xα−2) < 0 ∀x > 0� �

.�	 ������ ���2���3 ���� γ(n) �6	 n ≤ n∗ ��	�� f(n) ���� "��� �����	2�� ��?

57&7+ 8��� 9γ(n) 2������ 	����� f(n) ����� 9��� �: ��� #���"� n∗:7

γ(n) ≤ f(n) �<� 1 ≤ n ≤ n∗ = �mr��

��,���7 �� �� γ(1) = 1 = f(1) ���� +�4���"�� .���	 ��� γ(n∗) = m + 1� +� f(x) ����

$���� 
� � �"�""� #2���3 ���?

f(n∗) = f(�mr�)
≥ f(mr) =

1
m− 1

(m · (mr)α − 1)

=
1

m− 1

(
m · (mr)logmr m − 1

)
=

1
m− 1

(m2 − 1) = m + 1 = γ(n∗)�

+� γ ��� {1, .., n∗} �����	 �� ��� f �� ��� <��������� 1 ��� n∗ ���� ���	���� )"� γ

����3 �"�� ��� ��� ��� 6��	 A"���)�2? f ���� �� ������� E��	)��� ���� ���	����

)"� γ3 ����?
γ(n) ≤ f(n) �6	 1 ≤ n ≤ n∗� �



�
0 5������"��	 ��� 6�2������

+�	 �"������ ��� �����3 ���� γ 6��	��� ��	�� f ���� "��� �����	2�� #�	�� -�������

�� ��� ��� A.3.53 ��	 Q(n) ����� γ(n) �����2�3 �	��� ���� �� 
�������� ��	 ��#���

�6	 ��� ��� 
����2�������"	���

57&7' ��" 9γ(n) 2������ ���� 	����� f(n):7

γ(n) ≤ f(n) �<� n ≥ 1�

��,���7 =��� $���� 
� �' #�	�� ��� ��������� �6	 n ≤ �mr� ������� ��� ��� ���"

n > �mr��

E�����"���	� �� ���� m < n
r � ��� z ∈ N (n) �"3 ���� z ��� (������ �	���3 ����

γ(n) = 1 +
m∑

i=1

γ(zi)�

��������	 9�H ����� ,����� ����� �� E���%��1�:"�����
� ��� zi �= 0 �6	 ���� i�


����"����3 ���� ��� ���� ��	 @���� ��� ���� "�����
� z1 = 0� @���� zj ≤ 1 �6	 ����

j3 �" �	�2� ��� �����	 ���� ��� (������? �	��� ��� z ��	�� z′ �� z′1 := 1 ���

z′j = zj �6	 j �= 13 �" ��
∑m

i=1 z′(i) ≤ m < n
r ��� ���� ���� z′ ∈ N (n)� �� ���∑m

i=1 γ(z′i) >
∑m

i=1 γ(zi) �� .���	��	��� ��	 .��� )"� z�

��� ��� n1 = 0 ��� "�����
� n2 ≥ 2� +��� �6�	 ��� �	��� ��� <�����"���	�����

��	��� +��� )�	#���� ��� ��� ��� 
��� 3 ���� ��� γ(k + 1) + 0 ≤ γ(k) + γ(1) �6	 ����

k ��� ��� z′ �������� ��	�� z′1 = z1 + 1 = 13 z′2 = z2 − 1 > 0 ��� z′i = zi �"��� +��� ��

γ(n) = 1 +
m∑

i=1

γ(z′i)

= 1 + γ(0) + γ(z2 − 1) +
m∑

i=3

γ(z′i)

≥ 1 + γ(1) + γ(z2) +
m∑

i=3

γ(zi)

= 1 +
m∑

i=1

γ(zi)�


��" #�	� ��� (������ ���� )"� z′ �����"����3 #"��� z′ ���� =��� #�����	 ���

+��� �� ��� "���� ��������� 8^9 ��#����� ��� �� #�	� ��� "�����
� �����"����3 ����

zi �= 0 �6	 ���� i�



57+ ��,��� ��� 5������"��	��������� �
�

.�	 �6�	�� ��� ���� ��� ��#����� ��� �� )"���2�����	 E�����"� ���� n�

����2��������	� @6	 0 < n < n∗ ��� γ(n) ≤ f(n) ���� $���� 
� �'�

����2�����-�������"��	� γ(k) ≤ f(k) �6	 ���� 0 < k < n�

����2�������������	� γ(n) ≤ f(n)�

��� n ∈ N (n) ��� �"3 ���� γ(n) = 1 +
∑m

i=1 γ(ni)� .���� n
r < n ���� ���� ���

E�����"��)"	��������� 8E!9 �6	 ���� γ(ni) )�	#���� #�	����

γ(n) = 1 +
m∑

i=1

γ(ni)

≤ 1 +
m∑

i=1

−1 + m · nα
i

m− 1
���� ��	 E!

=
−1

m− 1
+

m

m− 1
·

m∑
i=1

nα
i

≤ −1
m− 1

+
m2

m− 1
·
(∑m

i=1 ni

m

)α

#���� α < 1

≤ −1
m− 1

+
m2

m− 1
·
( n

mr

)α

=
−1

m− 1
+

m2

m− 1
· nα

(mr)α

=
−1

m− 1
+

m2

m− 1
· nα

(mr)logmr m

=
−1

m− 1
+

m2

m− 1
· n

α

m

=
−1

m− 1
+

m

m− 1
· nα

=
1

m− 1
(m · nα − 1) � �


�' ��#��� ��� 
����0�������"	���

������7���� �2�� ���� ��� ���"	�� ��#�����3 ���� ��� ���? Q(n) ≤ 4cnα�



��3 5������"��	 ��� 6�2������

��,��� 9��� 5������"��	���������H �7���:7 �� #�	��� ��� ������ 
����2������

���� ��� 
���' 8L
����2���� )"� Q(n) ����� γ(n)M9 ��� ��� 
� �, 8Lγ(n) ������	 "��	

������ f(n)M9 )�	#����� @6	 Q(0) = 0 �� ����� �� ������� @6	 n > 0 �	��� ����?

Q(n) ≤ c · (1 + ε) · γ(n)

≤ c(1 + ε)
m− 1

(m · nα − 1)

≤ c(1 + ε)
m− 1

·m · nα

= c(1 + ε) · m

m− 1
· nα

≤ c · 2 · 2 · nα = 4cnα�

+��� �� ��� ���"	�� ��#������ �

�	� �� ������ ��#��� ��� 
����2�������"	�� �� ��� �"�����	� $������ �6	 ����	����

��� ����������	��������	���� ���� ���"	�� !E 8��0�9 ��#� ���"	�� !EEE 8���1�9 )"���

�2���� 8)��� ��#����	���	 �� 
����� �9�



������ �

�	�	������
���

E� 
�������� ��� #�	� ��� 
��2������� ��	 ���"	��� �"#�� #������	 �2�� ��	������?

������� � 9������������������H �7

:

������� �� 9)��� ��� �1���� >������������2���H �7
0:

��'�� ��� 8.��	������������� )"� ε�=����3 �� /9

���� $���� 8!�	�	���� ��	 !:�+������"�3 �� �9

��'��� ��� 86��	 ��� ������� )"� ������� ε�=����3 ��'/9

������� ��� 9ε !��"� 2�������� #�$%�H �7+�:

 �'�� ��� 8+������"� )"� k�A"		��"	��3 ��/�9

������� �( 9�� ε ������� �)� k *��������H �7.
:

'���� ��� 8������������3 ��/'9

������� ( 9�� "������ ε �������H �703:

'�'�� ��� 8!�	�4���"� )"� �����	"���3 ��>�9

,���/ ��� 8����	����
��	������ �� (ε, ν)��2����3 ��0�9

,���� ��� 8������� )"� ������� (ε, ν)��2����3 ��0�9

������� (� 9�1�����" ��� ��������2���H �7��:

������� (�� 9*������2���� ��� ��������2���H �7�':

������� (��� 9�1�����" ��� ��������2��� �)� ������"��H �7�3�:

������� �4 9*������2���� -�� (ε, ν) ������ �)� ������"��H �7�3&:

������� 4 95������"��	��������H �7���:

�����2��	 "�� ��,�����	����

+�� ���"	�� !EEE ��	 ������� ��	 +����	���	 �6	 ��������� #�	� �� ��� ��������


������� ��� ���"	�� !E ��	 ������� ��	 +����	���	 �6	 ����	2��� ��#������ +����


���"��� #�	� �� ��#�������	��� �� ��� )�	#������ &���� ������	6���

+�� ��#�������	��� �� ��	"�"�"����� �� A����� ��������3 ���� ��� )�	����� &"���"�

��	 
������� �� +���	��� �	�"�� ��	"�"�"������
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